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Mosty nalezg do kan;strukcll ‘ktérych zasadnicze obcigzenie uzytkowe
stanowia pojazdy ruchome. Stad oddzialywanie pojazdu na most jest-
zagadnieniem dynamicznym. Problem’ ten jest bardzo ztozony. Pojazdy
traktowane niezaleznie sg juz ukladami o nieskoniczone] ilogei' stopni
swobody, a drgania ich nie s réwniez jeszeze catkowicie zbadane (doty-
czy to szczegblnie lokomotyw parowych jako ukladéw najbardziej dy-
namicznie skomplikowanych). Zagadnienie oddzialywania pojazdu ru-
¢homego na most jest zagadnieniem zespotu drgan przestrzennych pojazdu
i konstrukeji’ mostowej. Dodatkows trudnoé stanowiy wystepujace réw-
niez niezaleinie od drgan caloci drgania poszczegdlnyeh elemeniow
mostu (np. pretéw kratownicy). o L :

Problem ten nie doczekal sie jeszcze nalezytego rozwiazania, chociaz
pierwsze prace z tego zakresu datuja sie sprzed stu lat.

1.1. Rys historyczny. Pierwsze prace teoretyczne ukazaly sie w polowie
ubieglego stulecia. Willis (1849 1), Stokes (1849 r)i P. Barlow
(1851 r.) przyjeli nastepujace uproszczenia: most zostal potrakiowany jako
belka prosta, pozioma, o stalym przekroju poprzecznym i pozbawiona
masy. Jako obcigzenie przyjeto staly, plonows site obdarzong masa po-
ruszajaca sic ze staly predkoscis. Rozwiazania ofrzymano w postaci sze-
regow. Rozwigzanie okreflone za pomocg znanych funkeiji dla tego przy-
padku podal Zimmermann (1896 r.}). W pracach péiniejszych (K r y-
tow 1805 r, Timeszenko 1908 r. i 1911 r.) zostato przyjete inne
zatozenie, jezeli chodzi o wplyw mas mostu i pojazdu na drgania: mase
pojazdu pominieto uwzgledniajac mase mostu, W jednej z dalszych prac
z tego zakresu Timoszenko (1922 r) uwzglednit harmoniczne pul—
sowanie ruchomej, pionowej sity.

Réwnolegle do dociekati teoretycznych prowadzone byly prace do-
$wiadczalne. Przeglad badah eksperymentalnych podaje praca [4]. Pierw-
sze doniesienie’ o pomiarach doswiadezalnych pochodzi z 1875 r. Sa to
badania drgan mostu na linii kolejowej kolo Ohio za pomocy oscylografu
dajgcego wykres w skali naturalnej. Dalsze badania prowadzone bylty za
pomocy ulepszonej aparatury do pomiaru ugieé, naprezen i zapisu drgan.
Z wazniejszych prac wezegniejszych nalezy wymienié badania we Francji
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(1889-1892), w Stanach Zjedn. (A.R. E. A. 1807-1910), w Szwajearii (1917),
w Indiach (1917-1922). Ostatnie prace sg wynikami najbardziej obszer-
nych badaf 1 zostaly ujete w 8 duzych tomach; nie doprowadzily one
jednak do okreslonych whioskow. Znalezione pomiary wykazaly, Ze pomi-
niecie masy pojazdu daje wyniki blizsze rzeczywistoscl niz pominiecie
masy mostu. Dalszy rozwd] strony teoretycznej zagadnienia szedt w kie-
runku jednoczesnego uwzglednienia masy mostu 1 pojazdu, drgan pojazdu
i ttumienia. Obszerne zestawienie prac tego okresu podano w referacie [6].

7 badaczy polskich zagadnieniem'tym zajmuje sie J. Naleszkie-
wicz W pracy [9] t tego autora wyprowadzono #ciste réwnania drgan
mostu z uwzglednieniem masy mostu i pojazdu w postaci nieskonczonego.
ukladu Téwnan roézniczkowych oraz podano przyblizone ich rozwigzanie.
Praca [7] zawiera rozwigzania dla drgaf belek ciaglych oraz rozwiazanie
z uwzglednieniem drgan czedcl resorowanej pojazdu, ale w obu wypad-
kach zostal pominicty wplyw masy pojazdu na drgania. .

W ostatnich latach poza rozwojem aparatury pomiarowej mozna stwier-
dzi¢ w rozwigzaniach teoretycznych tendencie do ﬁpr.aszczania witasnosci
dynamicznych mostu i pojazdu, ale z uwzglednieniem. czynnikéw zasad-
niczych. Pochodzi to stad, ze w rozwigzaniach teoretycznych przy- uzyciu
szeregéw trygonometrycznych juz plerwszy wyraz daje dostatecznie do-
bre przyblizenie dla praktyki inzynierskiej. W pracy [16] stosujac uklad
0 jednym stopniu swobody podano praktyczna metodg wyznaczania drgan
plonowych belki pod wplywem poruszajqcej'si_e sity statej. Pomiary spraw-
dzajgce na modelu wykazaty bardzo dobra zgodno$é z obliczeniami. Po-
dobnie réwniez w pracy [1] zostala przedstawiona prakiyczna metoda
obliczenia drgan pionowych mostu z tym uzupelnieniem w stosunku do
sposobu podanego w pracy {16], Ze zostalo uwzglednione pulsowanie sity
pionowej. Pomiary do$wiadczalne mostu kratowego kolejowego o rToz-
pietodel 456 m byly zgodne z wynikami teoretycznymi. W pracy [2] zro-
biono jeszeze dalszy krok naprzéd, gdyz poza czynnikami uwzglednionymi
w poprzednich pracach most i pojazd potraktowano jako zesp6ét dwach
ukladéw o jednym stopniu swobody. Pomiary wykonane na modelu i dwéch
mostach drogowych przy okreslonym typie pojazdu wykazaly dobra do-
kladno&é obliczen. Praca [12] jest proba okreflenia wspolezynnikéw dy-
nami¢znych dla mostéw na podstawie pomiaréw doswiadezalnych. Wspbl-
czynniki dynamiczne wyznaczono w oparcin o bardzo liczne pomiary
naprezen za pomocy czujnikow elektrooporowych i elektromagnetycznych
oraz aparatury pozwalajacej na jednoczesna rejestracje naprezen w 72
punktach, uzalesniajac je od predkosci 1 typu lokomotywy oraz rodzaju
maostu. '

‘1 Praca zawiera przeglad historyczny rozwigzaa feoretycznych, z ktérego sko-
rzystalidmy w ninlejszej pracy.
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Wszelkie znane nam prace teoretyczne i dofwiadezalne dotyczyg drgan
pionowych mostu’ jako niewatpliwie hajwainiejszych. Mozna znaleié
w niektérych sprawozdaniach dane $wiadezgce o istnieniu drgan prze-
strzennych mostow. Praca [5] zawiera wzmianke stwierdzajges istnienie
drgan skretnych dZwigarow gléwnych mostu. W pracy [4] znajdujemy
wykresy drgan poziomych $rodka pasa goérnego mostu otwartego. Pra-
ca [12] zawiera oscylogram naprezen w stezeniu wiatrowym kroétkiego
mostu blaszakowego z ptyta zelbetows. Poniewaz naprgienia dynamiczne
w stezeniach wiatrowych mostow powstajg jedynie wskutek drgan pozio-
mych 1 skreinych, hbhadania dynamiczne pelne powinny Je rdwniez
uwzglednic, Zagadnienie to jest szezegdlnie wazne dla mostéw kolejowych
dwutorowych i przy niesymetrycznym obcigZzeniu mostéw drogowych,

t.2.- Oddzialywanie pojazdu na most. JeZeli ograniczy¢ si¢ do rozpatrze-
nia konstrukeji mostowej bez pojazdu, oddzialywanie jego (Scislej — jed-
nej pary kdél) mozna podzielié na trzy grupy uwzgledniajagce:

1) stala co do wielkosci site pionows (ewentuailnie moment skrecajacy)

obdarzong masag,

2) réinego rodzaju sily periodyczne,

3) przypadkowe impulsy.

Do grupy pierwszej zaliczamy ciezar nieresorowanej czesci pojazdu
{w przypadku niesymetrycznego obcigzenia otrzymujemy dodatkowo mo-
ment skrecajacy). Do grupy drugiej zaliczamy sily wynikajace z drgan
czedel resorowanej pojazdu, sily powstajace wskutek niepelnej okrgglodci
kol, sity bezwladnosci niewywazonych czeSci mechanizméw, wreszcie sity
spowodowane przestawieniem o 180° tlokéw lokomotywy. Do grupy irze-
ciej nalezgy sily wynikajace z nieréwnosci podioza, sily powstajgce przy
przechodzeniu przez styki, sily powstajgce przy hamowaniu i zmianie pred-
kosci pojazdu. Wielkosei tych oddzialywan, szczegbinie w mostach kole-
jowych, sg znacZne,

W pracy [15] podano wykresy dynamicznych naciskéw pionowych kot
lokomotywy parowej. Wykresy te sg rézne dla roznych osi lokomotywy.
Np. dla osi tylnej o nacisku statycznym = 6700 kG naciski dynamiczne
wahaja sie w granicach 2700-10700 kG.

Poniewaz przy przecigzeniu jednego kola nastepuje odeigzenie dru-
giego (tej samej osi), otrzymujemy w wyniku moment skrecajacy, zmie-
niajacy swa wartosé w sposéb pulsujgey, Kola lokomotyw sa réwniez
zrodiem sil poziomych, ktérych wartosci maksymalne wahaja sie w gra-
nicach 0,3-0,850 nacisku pionowege. Oddzialywanie jednej osi pojazdu
mozna sprowadzié¢ do statej sily piomowej (ewentualnie momentu skre-
cajacego), vbdarzonej masa, pulsujgcej sily pionowej, poziome], pulsujg-
cego momentu skrecajgeego oraz impulséw: pionowego, povmmego i gkret-
REegc.
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1.3, Cel pracy. Praca niniejsza jest proba okreslenia drgan przestrzen-
nych mostéw jednoprze;slowych pod wplywem wymienionych poprzednio
sit wymuszajacych i sit w sposéb dowolny zaleznych od czasu. Zajgto sie
tylko drganiami mostu jako calo$ci. Sadzimy, ze stanowisko to prowadzi
do wynikéw dostatecznie doldadnych, jezeli chodzi o dynamiczng prace
stezenn wiatrowych. Wyniki teoretyczne podane sa w 2 rozdzialach. Roz-
dziat drugi zawiera wyprowadzenie réwnan drgah przestrzennych mostow
o stalym przekroju poprzecziyms, ktérych konstrukeje zasigpiono pretem,
cienkogciennym. W rozwigzaniach tego rozdziatu nie uwzgledniono wply- -
wu masy pojazdu na drgania. Wyniki wiec nie maja celu prakiycznego,
stuzg jedynie za podstawe do budowy modelu zastepezego 1 oceny wplywu
sil mormalnych. Drgania mostu przy uzyciu modelu zastepczego podanc
w rozdziale trzecim. Rozwigzania tego rozdzialu, poza wplywem masy
pojazdu, pozwalajg uwzglednié réwniez zmiang przekroju ‘poprzecznego
mostu. Tlumienie w obu rozdziatach przyjeto wedtug hipotezy Soroki-
na. Ze wrgledu na liniowos¢ rownan dla dzialania kilku sit wymuszaja-
cych obowigzuje prawo superpozycii. Rozdzial ezwarty zawiera oblicze-
nia praktyczne dla mostu otwartego o rozpietosct 36,08 m. Ze wzgledu
na brak sciglejszych danych liczbowych praca ogranicza sie do ‘wnioskow
jakosciowych. ' | ' '

2. Drgania zastq,pczegu preta cienkosciennego

Konstrukcja mostu scisle rzecz biorac stanowi Wieloparametfowy uklad
przestrzenny. Dla uzyskania pogladu na prace dynamiczng mostu jako.
catoSci wprowadzono uproszezenia. Uklad konstrukeyjny mostu Sprowa-
dzono do postaci preta cienkoéciennego przyjmujac nastepujace zalozenia:

1) prZekréj poprzeczny mostu jest staly na calej dlugosci,

2) istnieje pionowa plaszczyzna symetrii, A :

3) w kratownicach stupki i krzyzulce zastgpione zostaly ciggta $cian-

kg, ktéra przenosi tylko naprezenia tnace,

4) pasy kratownic i blaszakow wystepuja w formie powierzchni sku-~

pionych, _ o ‘

5) przekrdj poprzeczny jest nieodksztatcalny. .

Otrzymalismy w ten spostb zastepcza postat preta cienkosciennego
o profilu otwartym aibo zamknigtym. _ »

Przy wyprowadzeniu réwnan rézniczkowych drgan zastepczego preta
cienkosciennego poczyniono ponadto jeszcze dalsze nastepujgce zalozenia:

8) masa pojazdu nie wplywa na drgania,

7y sily normalne w pasach, majagce wplyw na statecznosé mostu {jako

: calodci), sa state na calej jego diugosci (zalozenie takie pozwala na

oszacowanie wplywu sil normalnych na drgania),

8) ttumienie materialowe jest zgodne z hipotezg Sorok ina.
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21. Réwnania réiniczkowe dvgan. Przy wyprowadzeniu 'réw'ﬁéﬁ’.drgafl_
preta cilenkosciennego rozpatrzono oddzielnie prety o profilu otwartym:
1 zamkniglym. Zajmiemy sie najpierw pretami o profilu otwartym. Roz~
patrzmy wycinek mostu o dtugosci dz. Osie uklady wspdlrzednyeh oraz
wymiary przekroju poprzecznego przyjeto wedlug rys. 1. _

Punkt A4 jest érodkiem ciezkosei pracujgcego przekroju poprzecznego
mostu. Punkt O jest srodkiem skrecania. Obciazenie zewnetrzne skiada sie
z obcigzenia cigglego dzialajgcego wzdluz osi skrecania o sktadowych
pY, p), ciaglego momentu zginajgcego o skladowych m, mS i ciaglego
momentu skrecajacego m?. Kierunki dodatnie obcigzen podano na rys..2a.
Dodatnie kierunki odksztalcen podano na rys. 2b, a mianowicie przesu-

nigcie poziome ¢ i pionowe % $rodka skrecania oraz obrét ¢ wokél niego.

Rys. 1 Rys. 2

Dla jednoczesnie zginanego i skrecanego pryzmatycznego preta cienko-
Seiennego przy obeigzeniu statycznym stosuje sie znane réwnania réz-
niczkowe wigzgce odksztalcenia z obcigzeniami (obcigzenia, ktérych do-
datnie kierunki pokrywaja sie z kierunkami obciazen podanych na rys. 2a,
oznaczono symbolami px, Py, My, my):

dla kierunku pionowego

o'y Oy
(2.1} EIxa—z.;M'Py +T)z_'
dla kierunku poziomego ’
, 0 dmy
{2.2) El, 62—4—11»' I

dla obrotu wokét osi skrecania

64 62
(2.3) ElL, —d?‘ﬁ_ard?;";=mz.
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. - Przyjeto nastgpujace oznaczenia: Iy, I, sa momentami bezwladnosci
wzgledem osi x 1 ¥, I; jest momentem bezwladnosel czystego skrecania,
1. za$ momentem wycinkowym bezwladnosci. .

Aby otrzymaé¢ rownania rézniczkowe problemu, nalezy uwzglednit
wplyw sit normalnych w pasach i sity bezwladnoscl. Oba te wplywy moz-
na sprowadzié do obciazen zewnetrznych, wystepujacych w réwnaniach
(2.1), (2.2) i (2.3). Jezeli przekr6j poprzeczny odksztalel sie tak, ze Srodek
skrecania dozna przesunieé & i n oraz nastapl obrot wokal tego punktu,
przesuniecia punktow zaczepienia sit normalnych w pasach wyraza sie
nastepujaeymi zaleznosciami:

d
_ Eg:5‘|‘fp(h‘|’ho)= ??p:W—fP2,
(2.4) d
Ea=E+ghy, . ’?z:W‘i‘fPEw

Zwigzki te beda wykorzystane do ‘zasta‘piénia dziatania sit normalnych
przez réwnowazne dzialanie obcigzen cigglych. Rozpatrzmy kierunek
pionowy. : :

Rys. 3 Rys. 4

Wplyw sit normalnych moze byé¢ przedstawiony przez nastepujace
obcigzenie ciaggte:
72 A8 2, 2 :
Y gzt 02° 0z% 0z

Oznacza 1o, zZe przyjety uklad sit normalnych nie ma wplywu na drgania
kierunku pionowego. Dla sil bezwitadnoscl natomiast mamy -
az 3

g [ n [y
(2.6) p":r = ——T.Lb-aé ’ mi = I:\:‘ dzotd
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W zwigzkach tych @ oznacza mase, a 1# moment bezwladnosei: masy
jednostki diugosci preta wzgledem osi x*. O§ x* przechodzi przez éro-
dek masy A* jednostki diugosci preta. Przekrdj poprzeezny preta do
obliczania wielkodei masowych podano na rys. 4.

Rozpatrzmy z kolel kierunek poziomy. Znajdziemy podobnie dla sil
normalnych

0%& o2
(2.6) p=—on O an T a0,
oraz dla sil bezwladnosci
g92&, 0%z 0*p {
Bk 5a = T HEGe TR
(2.7 0
o 635
My L oz

Rozpatrujge obrét okolo osi skrecania znajdziemy:
dla sit normalnych

0%, 0*&a

(28 mi= p (R --he) + 2N —- 55 " hy =
0% E 0p
3z 2Nh (h + 2h,) rEE
dla sity bezwladnogdci
e, 0% Oe
29) mi=—ugpo I at-" s+ Ligop:

W zwiagzkach powyiszych Iff oznacza biegunowy, masowy momeént bez-
wladnodci jednostki dlugosei preta wzgledem $rodka skrecania, I* wy-
cinkowy miasowy moment bezwladnosci, Wykorzystujae zwigzki (2.5)-(2.9)
z rownan (2.1), (2.2) i (2.3) ofrzymamy réwnania rozmiczkowe drgan’
preta cienkosciennego o profilu otwartym:
o4 3y gty om?
. DL /7S —— | __*
EEL‘ gzt +‘udt"’ I*”dzzadt2 Pyt dz’
oté e 0% & Py 0t ¢ om?
2.10 [ —_— — — 0¥
@10\ ElL G+ 2Nhogs i i gm — B aam =P g,
do 2
EIma4 GIdaz‘l“ZNh -]-ZNh (h+2h

T .
T po e — wazzatﬁroatz My«

0)0

Roéwnania powyzsze mozna otrzymaé réwniez z ogdlnych rownan drgan
pretdw cienkodciennych podanych przez W. Z. Wiasowa Znajduja sig.
one wraz z wyprowadzeniem np. w pracy [11]. Z ukladu réwnan widag,
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ze drgania pionowe sa niezalezne, natomiast drgania poziome i skretne
sg. ze sobg sprzezone. Do obliczen praktycznych mozna pominaé (jak to
sie zwykle czyni) wyrazy pochodzace od bezwladnodci obrotu przekrojow
poprzecznych wzgledem osi @, osi y* i bezwladnosci deplanacii.

W dalszym ciagu wprowadzimy wyrazy uwzgledniajgee tlumienie.
Oparto sie przy tym na hipotezie Sorokina, [14] 2, ki6ra przyjmuje,
se sila thumienia wewnetrznego jest proporcjonalna do bezwzglednej
wartosci odksztalcenia. Prowadzi to do nielinjowych réwnan rézniczko-
wych. Dla drgan harmonicznych mozna uzyskaé linearyzacje zagadnie-
nia przez przyjecie zespolonego wspdlezynnika miedzy tensorem mnapre-
zen i odksztalcer. Dalszym zatozeniem hipotezy Sorokina jest to,
ze linearyzacja ta jest w przyblizeniu stuszna dla dowolnych typow
drgan. W naszym przypadku zastosowanie tej hipotezy polega na wpro-
wadzeniu zespolonego mnoznika do modutu sprezystodel i modulu od-
ksztalcenia postaciowego. Dla modulu sprezystodci czynnikiem tym jest
liczba zespolona [1 + i(yp/2a)].

Przez v oznaczono staly materialows okreslajaca rozproszenie enerdii:
p= AW/W, gdzie AW jest energiag rozproszong, a W energig sprezystg od-
powiadajacg amplitudzie odksztalcenia, Dla stali wediug doswiadezen
Sorokina, [14], ¥ =0,015. Czynnik dla modutu odksztalcenia posta-
ciowego jest w ogdlnodei inny. Poniewaz brak jest Scislejszych danych,
a wedtug [10] ttumienie drgan skretnych zalezy od wielkodci napregzen,
ksztattu i wielkodci rozpatrywanego ciala, przyjeto do.obliczeh taki sam
wspblezynnik jak dla modutu sprezystodci (uzyskano przez to uproszeze- .
nia rachunkowe). W przyktadach liczbowych przyjeto wedlug pracy [10],
ze tlumienie wewnetrzne stanowi 2/3 tlumienia calkowitego (czyli ze
Yeatr. = (3/2) + 0,015 = 0,0226). Poza tym obliczenia praktyczne wyka-
zuja, #e tlumienie nie ma decydujacego wplywu na drgania. Ostatecznie
réwnania drgan preta przyjmujg postac:

0y g%y o dom?
(2.11) (1—}—?, )Elxd . +.Ltat2 =p,+ 3z ..
a4 0% 02 o o om)

: f

. Oty ) 0%¢ %p
(2.13) (1 —I»z:‘):;;) (Elwa?—GIddza) +2Nh 5 + 2 Nh (h+ 2k )a +-

0%¢ 07
—I—-.uaw‘Jr“ID"dt;P mg.

® Usyto nazwy, ktéra juz sie przyjela w polskiej literaturze technicznej, cho-
ciaz to samo zaloZenie w formie bardzm] ogélne,j podate zostalo w tym samym
czasie w pracy [13].
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" Rozwazmy z kolei mosty zamkniete, czyli pret zastepezy o 'pfofij-ﬁ'
zamknietym. Oznaczenia dotyczace przekroju poprzecznego preta ‘podatno
na rys. 5. Obcigzenia przyjeto wedlug zasad stosowanych dla pretéw
o profilu otwartym. Postaé rdwnan drgan pionowych 1 pozmmych nie
ulega zmianie. Zmienia sie rownanie drgaf
skretnych. Rownanie to dla obcigzenia sta-
tycznego [odpowiednik réwnania (2.3)] ma
postaé -

14 EI{: 64()9 02 . EIE azmz
Q1) SE o Gliga=ma ot

Symbole I,, I, I oznaczajg momenty bez-
wladnosci profilu zamknietego odpowiednio
czystego skrecania, wycinkowy i kierunkowy;
v =1—(I4/I,) jest wspblezynnikiem spacze-
nia. Réwnanie to otrzymujemy przy zalozeniu, Ze przesuniecia podiuzne
przekroju poprzecznego sa proporcjonalne do pierwszej pochodnej tzw.
funkeji deplanacji (a nie kata skrecenia). Sity normalne i sity bezwladnosci
wprowadzono do rownania tak, jak to uczyniono dla profilu otwartego;
mamy wiec: “

dla wplywu sit normalnych

, 0%¢ g2
(2.15) mz:—2Nh62m2Nh(h~2h0)5£,
dla sity bezwiadnoci
g2& oty g®
{2.16) m =y I o =%

Wprowadzajac te zwigzki do réwnania (2.14) otrzymanoc rdéwnanie
drgan  skretnych preta o profilu Zamknietym. " Przy oznaczeniu.
k =EI;/GI;» rownanie przyjmie posta¢ nastepujaca:

El; 0'¢ 0%y 0% g4E
an TEGE G;tdé,,g+21\m(62 RS}

+ 2Nk (h m2h°)(6(p 024)+M ( Jet k6226t2 -

| o 3 g o\, , O'mf
_If»(azﬂoﬁ“kaze*ata)“ ( o K azﬂatz-)*mz'"k P

0%¢ 04& )
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Odrzucajge. wyraz pochodzacy od bezwladnosci deplanacji oraz uwzgled-
majac tlumienie otrzymanoc

‘ EL, o rp ' 6 645
a ot 0 I -

2,0
0*m?

at? 022 0t* g2 "

2 4

e (Q,@_ k- _Q;P_,..) —m,—k
Réwnanie to wraz z rownaniami (2.11) 1 (2.12) okregla drgania preta o pro-
filu zamknietym. Poniewaz wplyw skrecania skrgpowanego jest w pro-
filach zamknietych mniejszy, réwnanie (2.14) wyrazi¢ mozna w formie
uproszczonej (bez wprowadzenia funkeji deplanacji)
Pp
0z2

EI, d%g
(2.19) o - ?z;——GIaz

=mz.:

Wéwczas,réwnanie odpowia-dajqce réwnaniu (2.18) przyjmie forme

(2.20) (1+z )(E;I“’ %:’ zf) 4 2Nh%£ n
0 02 02
+2Nh (h—2ho) 3 % +,uad—tf+ It 5 =md.

2.2. Drgania wlasne. Réwnania drgan wlasnych zastepezego preta
cienkosciennego o profilu otwartym otrzymujemy z réwnan (2.11), {2.12)
i (2.13) przez odrzucenie stron prawych:

0%y
(1+'l. )EIxTa'z“4+ atz~0

' 0 0% E 2
(2.21) (1—{—1 )EIy%§+2Nh "’+ﬂat2 —{—,ua%tg—O

.y dte e a2z g
(1+:2ﬂ)(EL,,a PGl Y 2)+2Nha £ | N+ 2hy) SE+

o0& i)
a1 s ?=o0.

Jezeli pret (mo-sf) o dlugosci 1 podparty jest przegubowo, tzn. ze na obu
podporach np=§&=¢=0 oraz 0%9/022 == 0*§[02% = 0* /02" == 0 rozwig—
zaria mozna przyjaé w postaci nastgpujgcych szeregéw Fouriera:
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oo

(2'22) . n, = Z Cnn ei{mnt+ﬂﬁl Sin a, 2 ’_

n—1

(2.23) fe= Y Cane“Msing, z,
n=1

(2.24) P, = 2 Cyn et il gin gy 2,
n=—1

gdzie agp=na/l a Cyr, Cin, Cyn 1 A 53 stalymi dowolnymi zaleznymi od

warunkéw poczgtkowych zagadnienia. Po wprowadzeniu tych funkeji do

. . . . , ooy £ =
rownan (2.21) i uproszezeniu przez sin anze’ Ot otrzymano liniowe

rownania jednorodne na state Cuu, Ce, Cyn. Przy uzyciu oznaczen

EIx a;i; = an b
(2.25) El,¢t—B,,, 2NR (h+ 2h) a2 = B, ,

El o +Gi, o’ =B 9Nh o = B

o’ 1]

mozna te réwnania napisaé w nastepujacej postaci:

. T
Cﬂr:[an(l ‘f‘zz‘w—ﬁ)_ﬁwi— =0,

(2.26) Cin [By,,(1 J,—i;;):umfi — Cyn[Bu + puan? | =0,
- C§n (I.Bhn —}—,uawi).—l- cqm qut (1 +1ﬁ) — By, —Iff wiJ =0.

Czestosei drgan pionowy‘ ch sg niezaleine od pozostalych
an . ‘Ip
| J— a4
., (1 + ) )

Poniewaz (p/2x)" jest wielkoscia bardzo mala w poréwnaniu z jednodcia,
przeto :

]/1 +i-§f’;m;/_1_ﬂ/]/1+(;‘;)2+1 ﬂ/%l/l/”(é’;)z“l”‘““i;

Stad mamy

| o (1442 0 g/ Ben
{2.27) w.m—mw(l—l-zzm), o= P
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Wykorzystujge zwiagzki (2.27) w rownaniu (2.22) ofrzymamy réwnanie
drgan wlasnych, pionowych preta: _

- La0 ¢ el f4iy)

{2.28} m“—:z Can g dnlmig M sin @, 2,
Czestoscei drgan poziomo-skretnych otrzymano z warunku

. , |
| B (1 +e§-;,;-)uuwf, By, + paw? |
.Y g |

— Bhn + nua‘w?z Bqﬁu (1 +i ﬂ) - B{Vﬂ_ Iﬁ‘wi I
‘WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
D,, = u (I — na®,

B)‘:t I+ # ( on BN’n) +2Bhu M

F Ban +ng,:#s
Gu - Byn (qun — BNn) B?m ’

(2.30) { :
Gu = ZB B(pn - B 2 B
_ 1 2 I
Qn__l/ F —4D Gr1+]/(F2'““4D G )2 ZFnFn 4D G J
8, ]/ZV- —4D,G,) +]/(F2 —4D, G )+ (2FF4D G2
‘Wowezas
Fn"’"Qﬂ‘;‘?'( Fnjl“ﬁn)
(231) w‘in o

2D,

Jak wykazujg obliczenia praktyczme, wplyw sil normalnych na drga-
nia jest bardzo nieznaczny. Jezeli wigc pomingé wyrazy zawierajace sity
normalne, to F,=F, i G,=2G,. Stad otrzymamy

erml/Fn"“’“4D;G7n y ﬁn"‘-’]/Fu_4Dn 27!‘;_;
gdzie
Gg: Byn Bgon *

Wyrazenie okre§lajgce czgstodel sprowadza sie do postaci

PV 4D, g7
{2.31.1) w%n,z'n —_ = 5D D G (1 + il) .
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‘Wprowadzajac ozhaczenia

v Fa—VF.—4D,GY ¢ _ Fat V4D, Gl
Wy, == 2D, T Wy, = 9D, D. ‘

‘wyrazono wzory (2.31.1) w nastepujacej postaci:
{2.32) —— (1 414";) ®,, = @, (1 +i£’iﬂ).

Uwzgledniajac te zwigzki w rownaniach (2.23) 1 (2.24) otrzym-anb row-
nania drgan wiasnych poziomych i skretnych:

Otl(a)0t+7) “"03 el £42

”
' o — g ho.
(_2.33) &y — S [anl e inin 1 + Cfuz e i on 21 112] sin a,z,

n=1

= _¥ 0 L SRR |
. Bt M l[(d 4+ ) ——w z(w [ I
{2.34) p= Z [Crpni e miln in” " “nt + Copnz € ta“on %n uz] sin auz.

n=1
Dla kazdego n mamy szesé statych: Cea, Ceus, Conts Cynz, Ant, Anz, ktére
zalezg od warunkéw poczgtkowych problemu: Miedzy nnm zachodza
dwa nastepujace zwiagzki, wynikajace z réwnan (2.26): . '

C*ni . luawtlln
. nl T a2
)(2.35) C . B)’" - Mwll)rl
qurm Ma‘mﬁr!
. ==
| Cenw 7 B, —Ital,

20

- Jezeli pret moze przesuwac .sie tylko w kierunku pozmrnym Iub tylko
obraca¢ sig, to odpowiednie czestosei drgan tylko poziomych lub .tylko
skretnych wyrazaja sie w spos6b nastepujacy:

B;,( , w) 0 ( : w)
o= e 1 —— == 1 -1,
(2.36) e ]/n Figa) = enll iy,
Byn
o™ ]/13: ( thiy ) W’(H"'6 1p)

Latwo jest zauwazyc, ze w kazdym przypadku najmniejsza czgsto$é¢ wy-
pada dla n=1, :

Aby otrzymaé réwnania drgan preta o profilu zamknietym, wystarczy
rozwazy¢ réownanie drgah skretnych. Warunki brzegowe przyjeto takie
same, jak dla pretéw o profilu otwartym. Po odrzuceniu strony prawe]
réwnania (2.18), wprowadzeniu do miego zwigzku (2.24) i uproszezeniu
preezsin a,ze' ©n' Al (1 +ka?) ofrzymano réwnanie liniowe na Cgn. Jezeli
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poming¢ wplyw sit normainych, kiéry w tym przypadku jest jeszcze
mniejszy, ofrzymamy réwnanie

o S 1 El, v\ e
237 —Coluan) +C, {m (;ra;t +G1da;~;) (1+12ﬂ) S m"’j —o.
Widzimy, ze réwnanie to rozni sie od réwnania trzeciego (2.26) jedynie
wystepowaniem wieclkogei zaleznych od sztywnosci skrgine. '

Dla profili zamknigtych sztywnoéé skretna oznaczono jako

1 EI;
(238) B | o O
Jezeli uwzglednié réwnanie (2.20), to w wyrazeniu. tym nalezy przyjaé
=0, '

2,3, Drgania wymmszone i wlasne. Rozwaza¢ bedziemy nastepujace typy
sit wymuszajacych, poruszajacych sie ze stala predkoscia »:

1) pionowa sila dzialajaca na osi symetrii preta {moze to byé sila

pulsujaca, impuls lub sita dowolnie zalezna od czasu),

2) moment skrecajacy (pulsujacy impuls lub dowolnie zalezny od

czast), :

3) sila pozioma dziatajaca na osi skrecania (sita pulsujaca, impuls

lub sila dowolnie zalezna od czasu).

Czestosé pulsowania przyjmujemy za ro6wna predkosci katowe]j obrotu
két pojazdu. Jezeli srednica kola wynosi Dy, a predkoéé jazdy v, to cze-
sto§¢ pulsowania p=2v/D.. Poniewaz wplyw sil normalnych nie ma
znaczenia (co mozna stwierdzié rozwazajac drgania wlasne), przeto mozna
bylo go pomingé.

2.31. Dzialanie s ily pionowej. Dzialanie pulsujgcej piono-
wej sity prowadzi tylko do drgan plonowych. Site te przedstawiono za
pomocs nastepujgcego szeregu Fouriera:

P o1 . .
(2.39) P5(2, t)= ?T e'?? Z{’ sinvptsinasz,
‘gdzie va=anv.

Réwnanie drgaﬁ.‘pio-nowych (2.11) przyjmie wtedy postaé

4 H] bt
(2.40) (1 +z%) EI %% +,u%’—;’-=?l£efpf N sinvetsinanz.

n=1

Réwnanie drgan wymuszonych przyjeto w postaci

(241) ==Y Tp(t)sinanz.

n=1
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Po podstawieniu 1 uproszczeniu przez sine,z otrzymano réwnanie roz-
niczkowe zwyczajne dla Tyn:

A Tyn , .
{2.42) (1+1 )ananﬁ yis dt;? ~¥~s1nvnte‘f’f.

Prawsa strone rdwnania przeksztatcono do postaci

2P . : P : !
osin vatelt! == T [sin (p+va) t — sin{p — va) t+ i [cos (p — va) t —

' —cos (p+ va)tl} .
Jako rozwigzanie przyjeto funkeje A

(2.43) Tq?n = Al gin (p+ ’Un) t —I—Ag sin (p —_— 'U,ug) t +
+i|B, cos{p— va)t+ B, cos (p +va) t].

Po wykonaniu rézniczkowania 1 podstaw1emu do réwuama (2.42) otrzy-
-mano nhastepujace wartoSel Wspolczynmkow

A1:'*Bz:1;_ - 1 s
By (1 -+ 7'2#)_“) —ulp+ vn)?
{2.44} ! P
iB-l—"_Ag'—I 1
an (1 ‘+“5%) - (p'—vﬂ)

Po wyeliminowaniu liczby zespblonej w mianowniku, i podstawieniu do
réwnania (2.43) otrzymano
- Bn — ,u('p + 'Un)2 - "i'anzl

(2.45) Tou ="

5 [sin(p +va)t—i cos(p +'U.n)t] —
[erz — M (p+ 'Un)z] *+ (an %pﬂ:)
Bin— ,u(p — 'Uu) — 1B ¥

. o 72 {sin(pw’f)n)t'—icos(p'—”n)t] .
[an_ﬁ(p’—vﬂ) E +(Btf1 )

27

"Po wyodrebnieniu czesci urojonej rozwigzania i wprowadzeniu 0znaczen

plp+ va)® D+ va\?
Ligppo =1 - BT Pe g (RT2RY
Fl el Bxu G}?j ”
. 2
Liip—n = 1— (pd'i.’!!) , Ly=-,
{2.46) . P 2ot
L — 72 2
Mi—thrv)*waw)"{"L«p’
. T2 2
M o= LTy
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otrzymano nastepujgce wyrazenie na Tya:

247 Typ=15- Ve -t

P [ — Lpsin (P-4 va) t— Lxgpio cos {p -+ va) t
*(pto)

4 Ll.q, sin{p— va)t+ Lip—o cos{p— 'uil_)_t]

M)Z«‘(ﬁ—vl
Poniewaz praktycznie interesuja nas amplitudy drgan przeksztalcono
powyzszy wzor do postaei

(2.48) T == r El [(P — v t+ kz] o sin [(p + vt k1i ’
! an Mx(pAﬁ M.\:(p + 11
gdzie
‘ _ Leprn L3
gl == g k=
Dalsze przeksztalcenie daje
: E
(2.49) Tai-n = ’I"B h‘rm Sll’l (pt ‘I— y:r'w)
przy oznaczeniach
T 21 . 21 _ 2cos(k; —ky,+2v,t)
n- - . 3
K Mv(p—-zu} M\.[p-i'-ﬂ) Mx(p-—'ﬂ)Mx(p+\L’]
L wa_;_v)'sln (k2—_ Un t)'_" Mx{puv) sin (k1 ‘}*'Dn t)
tg yun ==

Myipto) €08 (kg — Vnt) — Mz(p—vy oS (ky +vnt)

Aby otrzymaé caltke ogélng réwnania (2.40), nalezy uwzglednié drga~
nia wtasne. Przyimujac cze$t urojona rownanda-(2.28), otrzymano
(2.50)  p=1,+n,=
B 0 i (0
*Z le Ton—n— +C‘,me sin(w), t+2,,)|sine, 2.

1
n==i

Przyjeto nastepujace warunki poczgtkowe dLa t==0:

n=fu(2), ‘i;‘é- = gn(2).

Funkcje “f,(2) i gq(2} przedstawiono w postaci szeregu Fouriera (jak
dla funkcji nieparzystych w przedziale I)
_ !
I f.,,(z)zz (% f Fn(k) sin aukdk) sinea, z,
n=1 -
)

(2.51) ;

l gnlz) = S ( ? f g%(k) sin ay kdk) sina, 2.
a

n=1
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Po zastosowaniu oznaczen

sink, sin k, 2 B Sxnt
Ay = — — k) »
s T Moo + - [ Folk} sin o, kdk |
{2.52)
(p+va)cosk; (p—wvu)cosk, . 2B, )
B, — 1 — 2 = D :
! M:ipiw) Metp—o) + P f gylk) sin a, kdk

d
otrzymalismy nastepujace wzory na stale calkowania:
B,

(258 i gt oot 4@
(2.54) Cop o= Ary .
: ' TGN Ay

Dla otrzymania amplitudy rownanie (2.50) przeksztatcono do postaci

(2.55) 7= 2 le Ko sin (pt + g,m}
gdzie -
K =Vh o T Lt 2R, qm cos [laf, — p) t4 Ao ?’,,n[
h,, sinyy'+q,, sin [(o?, — )t—i—ﬂ
(2.56} ! tg Eqgu == LA qnz [ 17 ﬂ"]
h €08 ¥, + g, c08 [{w), —p)t -+ 4]’
w0y
q'.r;.'t = C-qn g tm ¥ .

Rozwazono w dalszym ciagu- dzialanie impulsu pionoWego i dowélnej sity
p(t). Wyznaczenie drgan - pionowych od impulsu mozna * sprowadzi¢
do zagadnienia drgan wl’ausnych pPrey nastepumcych warunkach poczat-
kowych: :
(2.57) da  t—0 gp—o, On_Pdt
ot )

W powyzszym warunku Pdt jest impulsem pionowym, d(z — z) funkcja

Diraca, oraz z punkfem dzialania impulsu, Rownama shuzgce do wy-
znaczenia Cqn 1 Ay sa nastepujace:

6( — Z}.

Con sin Agn =0,

(2.58) ¢
. 2 Pdt
C‘ wrp’z <_ ﬁ sin Ay +cos lnu) === T 8{z —z) sin u, zdz —
o oy .
2Pdt . -
_— - sSin a, z.
Iy

Rozwigzanie daje ‘

2 Pdt _
(259) )L;q;; ={) , C-:;m - i*’ N sin dn 2.

g
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Stad drgania spowodowane impulsem sg okreflone nastgpujacym row-
naniem:
2Pt G 1 ~ 7 ¢
o _
y —5 € sin ¢p2 sin{w), t) sin o, 2.
Ilu ‘,:i wﬂu

{2.60) 7= -

Korzystajac z tego rozwigzania droga catkowania ofrzymano réwnanie
drgani dla dowolnej sity P (t) zaczepionej w punkcie z==2z:

2 l o= P fj—r m?m {t—1) l
(2.61) np:ﬁ lP(z) Z - O —sinayzsinfw® (t—v)]sin anz] dr
1]

7

W przypadku sity ruchomej mamy 2= vt.

232 Dziatanie momentu skrecajagcego. W przypadku
dzialania pulsujgcego momentu skrecajacego réwnania rézniczkowe drgan
(2.11), (2.12) i (2.13) przyjma posta¢ (pominieto wplyw sit normalnych
w pasach):

L' ()4 d“?}
(.l 'Lgﬂ)ELd Jr‘uatz 0,

i ”?E e

¥ .
(2.62) i (l_f' _JT) EI)'a g Fu5a ot + 4t = ot =0

5 -

Mo 0%p 0% &
i I ,u —
(1 P )(Elmd G155 )—f—u G L L —male, ).
Ze wzglgdu na niezaleznosé¢ rownania pierwszego wymuszone drgania
pionowe nie wystapia. Dla pozostalych dwéch réwnan drgania wymu-
szone przyjeto w formie nastepujacych szeregéw Fouriera:

(2.63) ' Z Ten(t) sin 0,2,

n=1

{2.64) : Z Ton(t)sinanz.
=1
Moment skrecajgcy przedstawiono szeregiem Fouriera
' 2Ms it NV i e g
(2.65) ma(z,t) = =~ e'P? Z sin v tsin a,2.
: n=1
Po wprowadzeniu zwiazkow (2.63), (2.64) i (2.65) do réwnan drugiego
i trzeciego (2.62) ofrzymano po uproszczeniu przez sinasz ukiad dwoch
réwnan rdézniczkowych, zwyczajnych z niewiadomymi funkcjami Tz i Ton.
Rownania te wypisano przy zastosowaniu oznaczefi (2.25):

576




a2 Ty, $Flyn
(2.66) (1+1&*) By Tant-u " +ua 7 =, -
dgT 72 dZT s : 5
(267) (1 +1 ) BgonTgon +Ig dtjp’t 'J;“ Ha dtj’“ — 2—% e!Pf sin Unt.
Prawa strone réwnania (2.67) przeksztalecono do postaci

2M;

(2.68) P sin v, t m% {sin(p-+wv,) t—sin{p—vs) t+

+ilcos (p—va) t — cos (p+va) t]) :
Zostaly przyjete nastepujace rozwiazania dla funkeji Ten i Ton:
(2.69) Tu wA1 sin (p+vs) t+ A, sin{p — va) t+
+i[A; cos (p—va) t+ A, cos (p+oa) t]
(2.70) Tyn=B,sin(p+vs)t+Bysin (p-— )t}
+1] By cos (p— v,) t+ B, cos (p+v.) t].
Po podstawieniu tych funkeji do réwnan (2.66) i (2.67) ofrzymano latwy
do rozwigzania uklad oSmiu réownan liniowych na stale A4,-4,, Bi-B.. Po
podstawieniu do réwnan (2.69) i (2.70) wartosci tych stalych oraz wy-

odrebnieniu czeSci urojonej tych zwigzkow, otrzymano poszukiwane wzory
dla funkecji Ten i Ton.

Wprowadzone zostaly nastepujgce oznaczenia:

wip+va)? (p+'vn)2
Lypen=1—5E "0 =1 (2100
y{p+v) B_VH wgn

_[(PTUn

L}’(P—""]il ( wgn ) )

(pA-va)2 If ptv,\?
Lw(piwzl'_#zl“" 0 . )

' P D

_ ﬂa(pi_'vn)2 o p-v, ?
Pyl =" oo = S
3

2.71 a{ptv,)*
@.7) pplpaioy == %7”,
pn
,w 2
Lipyto+v) =qu(p+w Ly(p+v) - (%) " My (p+ot Bplp+o) s

f 2
P
Ligyip—v) = Lptp—v) Ly (p—0) — (mz n) — My {p—0) Hep (0—1) »

Lup(pto) = [Lyipto) + Lip (23] 21 )

2 —— T2 - 2
My y0p= Lipy (ptoy T L (ot -
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Przy tych oznaczeniach znajdziemy

M,
(2.12) T§n~fB—;{M$W+ L [Luptp 1oy Sin ('P‘]"“-’n) t-+Lipy g+ COS {p+vn) t] +
P i

p+o)

-+ ’;\J&w = [L“P{P—‘v) sin (P = "'-’!1) t+ quy[p—v) cos ( —_ ﬁn) t]
(p—‘”)

(2-73) Tg;n":

' qum, ;

M, [2%; Lgyiproy— Lpip+o Ly (p+'v]] sin (p—i—fun) t
M (p+v) -

-

)

[Ly p+ ) Ligyip o) & *2"% Lepip +ﬂ)] cos (p+wn)t

T e
M(P+'U)

+

[Lytp—me{p—w) + 5 Lw{p-w]] cos (p=-valt
+ - ——

2
MIP—W]

[5% Lypyp—n — Lipto—a) Lytp—m] sin (p — ) t] .

M,

Dalsze przekszialcenia pfowadza do wzoruf

My (— poipraysin [(p Fon) t+kand |,
9.74)  Tepm— s PR A
@79 o IB@H{ Mg o) i
. e sin [(p =—vu) t-+Kin]
Mp—v)
gdzie
(2.75) tgksn == LW(FM) tgkin== L‘P)’(P—‘U)

J Ly’ v

oraz do wzoru

LZ{ +v)+(1p)
Mg ]/ ‘P \2 ) .
B | Sl

(2.76) Ton=

Mp—ol

—— |
Vit
N 'y {p—2) (Zn) sin [(p —vu) t+Ken |+

)




&, L — [LJ’(PW) Loyip+o+ % Ly, (,,H,)]
D o tg kg == 'w , .
[P Lpytp+0)— L (p+0) Ly (p 1)

(2.77)

: ¥
Ly p—o Loyp—a+ 5 - Lpto—o

l tg ken=—=

" )
- Ligyip—o} + Lipp—) Liy(p—n)

Podstawiajage funkcje (2.72), {2.73) lub (2.76) i (2.77) do rdwnan (2.63)
i (2.64) olrzymano rdwnania drgan wymuszonych, poziomych i skret-
nych. : ' . :
Dla uzyskania ogélnego rozwiazania wyprowadzono réwnania drgan
wlasnych oraz uwszgledniono warunki poczatkowe. Wyodrebniajac czedé
urojong funkeji (2.33) 1 (2.34) oraz uwzgledniajac zwiazki (2.35) otrzy-
mano, ze drgania poziome i skretne opisane sg nastepujgcymi funkcjami: ;
= P L0 ‘
(278) E=futb= D [T, +C,,Sye = ‘im(at ¢4 )+

n=1
L]

WP
. —=—ayy b :
+ Cppe ¥ sin(wf, t+ i) sina, z,

i -—i mo i
(2.79) o=¢,+o.,= Z [Tqm +C, e 4230 gin (0l t+2,,) +
P ,

_¥ 0 )
+ CypSppe 2 sin(wl,t+4,)|sing,z.

Przyjeto 'nastepuja‘ce warunki poczatkowe:

(280) dlat=0 ¢E=7:(2), ?Tiz g:(2), ¢g= fgo(z) ) %“% =ggg(z) .

Prawe strony wzordw (2.80) przedstawiono w formie szeregéw ‘FQ u
rierai wraz z funkejami (2.78) i (2.79) podstawiono do warunkow (2.80).
Po wprowadzeniu oznaczen o

'l'l,'l-z 60(1]”("'_ ip_ﬂ; sin ﬂ'ni + Cos ;I'nl) ’
(2.81)

oo,
You == wgn (_'4:.,',I Sin ‘3'142 --cos ﬂ'nz)
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otrzymano nastgpujace réwnania:
I
: . 27 .
Cqml Sul sin ﬂ'n:{ + anz 51 2.n2 = T j ]tg (k) sSin .O:n_kdk - Tg,, = Agﬂ ¥
5
i

' ) 2 , oTg,
Ccpni Snl Tn + anz Top = 717 _gg (k) S]_'n a, kdlk — at == Bgu 3
0

(2.82) ;

. . 2 [ .
C s S0 4, + Cpp 5,y 810 dop =7 J § (k) sin a, Tedkc — TS, = A

0

!
0

2 [ : 0T5,
C[pni Tin + anz Stz2 Ton = T 9y (k) sna, kdk — ot - qun :
0

Symbole Tgn, aTgn/dt, T‘;m i dT‘;nlat oznaczajg wartosci funkcji Ten, Ton

i ich pochodnych dla t==0.

Rozwigzujac powyzszy uktad réwnan otrzymano

Sha Bgn — Bqut: 41_ L'd

( ctg du= s
g S na Agn - Agon m‘l}n 47
(2.83)
Sn1 B{pn - B§n 1 TJU
Ct ﬂ-ﬂ, = 7 Ty A b
§ Az S Agﬁn - Agn wgn g
o SehAm-—Am 1
pnt Sni Suz —1 sin ﬂ-nl !
(2.84) :
Conp = St Agon — Agn L
En2 = T T 3

SutSme—1 sin ;Lrlm )

W ten spos6b uzyskano ogblne rozwigzante réwnania drugiego i trzeciego
(2.62) przy warunkach (2.80).

Rozpatrzmy dzialanie impulsu skretnego 1 dowolnie zmiennego w cza-
sie momentu skrecajacego.

Réwnania drgan spowodowanych impulsem skreinym otrzymanc od-
rzucajge drgania wymuszone i przyjmujac nastepujgce warunki poczat-
kowe:
0f _,

| dp  Mdt o
(2.85) dla t=0 &=0, =20, @=0, P (7).
ot K
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Przez Mdt oznaczono impuls skretny, Stale catkowania Wyrazq S1q Wové- - :. i

czas za pomocy nastepujacych zwigzkow:

l Z-le —_ lng-—- 0
(2.86) I Cont = 2M:§ sin ay 2 - —ul.u_ﬁ_, - R
i II 1n (Snls 1)
| Cenn = ZMft sin an 2 — S"‘ ,
III‘} Dy, (Srtl Sraz_— 1)

a -stad réwnania drgat poziomych i squtnych tmaja postaé

wl

ZMdt = sin [277) E Sﬁl t .
(2.87) &= ( 4” 1 gin o? b4
! H{i" ,g; (Snl Sn2 1) in .

St _im{) ¢ r
iz"2
+—5¢€ 7 ** sin wMt sine,z,
2R B

2Mdt v sina,z I 2l s
(2.88) ¢,= ],I.M 2 —'(\S S n——l)( o € ‘4” " osinwf, t +
SuISrzE . ) .
5—sin o), t|sinayz.
2n

_I_

Przez calkowanie otrzymano réwnania drgan dla dowolnego M (t) dzia-
tajacego w punkcie z lub ruchomego (Z =— vi):

¥ o
— — ay{f—7)
89 ¢ sin a,z —8nt T &z n .0
(289)  cu= uﬂf{ )Z (SuSm—1)| @8, © sin i, ()

¥
Snl in wm )

+=5e sin wd, (t—7) {sin anz di,
wzn .
‘ ' : - 2 o, (=)
) 2 Y sin (2773 z 1 1= mlu K
2.90 [ —_— (1] t—
(2.90)  gu— 7 {M(r) 24 (SuSm—1) [ P sin o}, (t— )+
s =
+ §fjs—"2 in @l,(t—)|sin anz{ dz.
@},

233. Dziatanie sily poziomej. Pod wplywem dzialania pul-
sujgeej sity poziomej, zaczepiajgee] na osi skrecania, wymuszonych drgan
pionowych nie bedzie. Roéwnania drgan poziomych i skretnych (2.12)
i (2.13) maja w tym przypadku postaé

| re P o

(2.91) (1+ "’)Er,,d S busy e Sl — iz,
| . o4 0%

(2.92) (1+z%t)-(mmedz% a5 )w 0tf+106t3~0
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YW celu. otrzymania rozwiazania przyjeto dokladnie taki sam’tok po-
stepowania, jak w wypadku dzialania momentu skrecajacego. Pulsujaca
sile poziomg rozwinigto W szereg Fouriera

293)  pele = f et Y sinvatsin az—

n=1,
= % 2‘ [sin(p +15,L_)'?¢- sin {p ﬂfv,;)'-'t{i (cos (p — i) t—cos (p+vn) t)] :
n=1 ’ !

Rozwigzania drgaf wymuszonych poszukiwano w po‘s'-cac”:'i (2.‘63) i (2.64).
R6wnania rézniczkowe zwyczajne dla funkeji Ten 1 Ty 53 nastepujgees .

. ' d*T @T -
(2.94) (1 ”‘1“‘3 '2_’4;;) BynTgn'{_‘u ‘af—n —|—#a ¥r__

de®

% % [sin (p+va) t;sin (p—vn) t-+i (cos {p— v,) t — cos (p-+vn) )] ,

. d2T, o
+pa —d£§£ ={.

2T g

L 10 @Ton
(2.95) (1flzzﬂ)B Tt I =g

pr " on
Postaé rozwiazan (2.69) i (2.70) moze by¢ zastosowana rowniez w tym
przypadku. Stale A.-A, i B,-B, wyznaczamy rownie latwo, jak w przy-
padku dzialania momentu skrecajgcego. Po podstawieniu ich wartosci do
zwiazkéw (2.69) i (2.70) 1 okresleniu czefei urojonej tych rozwigzan oraz
przy zastosowaniu oznaczen (2.71) olrzymaliSmy nastepujgce funkeje:, -

H [g%l_‘qu{p +9) — Lp(p+o) qu(p+m] sin (P +on)t

2,96 Ten== :
_( | ) in lByn o 1\4(2,,+T,}
_ [qu(pW) Lgyip+v+ %st(pw)] cos (p+va) t
o .'; Lo M(QPM}} -
‘ '[E%wa—w) — Ly (p—) Lqﬂ(ﬂfﬂl] sin (p—wva) t
— e +
Hp—) _ .
Lyta Lot 2 Lo cos (p—vt
+ : M2 N - .-,
T e
(2.97) T"”‘:Tg' {""mpmm {wams.m(p;:?n)t+Lgoyzp+wcos (ptoa ]\
yi {p+o)

tigto—o) [Laptp—Sin (D — n) t+Lipyip— €08 (p —val ¢},
+
T o T,
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Stosujge dalsze przekszialcenia otrzymano

Vo
{298) Tgn = H { il 271 sin [(p + 'vu) it k'm} +

{Byn Mip+o) )
' : 7
l/Lz’(’"'”)—l_ (Zw_n) L T
A i [p— v+ k_s,,]},
gdzie '
o ) ‘ N
7 — Lygtpi) Loy + 5 Luto+o
| tg k= — » -
| ﬂ_l‘qﬂ-“ (i) — Ly pto) Lip(p+o)
(2.99) \
: I Lpp—v) Ly p—v) —|- Lw(pw-'v}
tg kﬂn —_—— ,
_EE Lgyip - v — Lp(p—o) Lipip—)
oraz
H § —pyip+o sin [(p+oi) t—l—kg,,]
2.100 T =3 pip
( ) pr lByn{ MUH o
4 St sin [(p — va) t+ Ko }
Mp—) ’
gdzie .
(2101)  tg ks LLJ’(EE&, g Torgn — =9
Lyeo = Lyp—v

Rozmazame ogélne ma réwniez w tym przypadku postaé rownan (2.78)
i (2.79), w ktérych funkeje T 1 Tyn nalezy przyjmowaé wedlug wzoréw
(2.96) i (2.97) lub (2.98) i (2.100). Przyjmujac warunki poczatkowe we-
dtug réownan (2.80) moina zauwazyé, ze wzory (2.83) na stale calkowania
$4 nadal slugzne. W ten sposdéb zagadnienie drgan pod wplywem poziomej
sity pulsujgce] zostalo rozwigzane.

‘Rozpatrywaé bedziemy dzialanie impulsu poziomego i dowolnej sity
poziomej H (t) (na osi skrecania). Wzorujac sie na rozwiazaniu dla impulsu
skretnego rozwazone tylko rownania drgan wlasnych przy nastepu]qcych
warunkach poczatkowych dla t=20:

0& Hdt
{ ).‘ E=0, o 5(—~
12.102 '
=0, g‘tp 0.
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."'.Przez Hdt oznaczono impuls poziomy. Ofrzymano nastgpujace wzory na

stale calkowama

(2 103) A= A=20,
C 2 Hdt sin a Z Sn2
1= H
** Ilu " wgn (Sni SnZ— 1)
{2.104)
Lo 2 Hdt . _ 1
Comp = — sin ax 2 —5 .
l‘u w2 (Snl Sha— 1)

Réwnania drgan poziomych i skretnych od dzialania impulsu maja postac¢

2HAt N1 SiNanZ  [SutSm —rrol,t
(2.105} &= —-- L ( mﬂﬂze e gin o), t—
Iﬂ —1 Sn]SnB'_l a)m n
7~£m0 4
— e 27 sin of t) Sin aa 2,
0 2
wzn /
2Hdi R .
(2.106) g, — Hdt M( e 4wt Wl t—
Ilu a=t SaSpz—1 mln
1 —Ead .
i€ iz " oin wd, t) sin ax 2.
w.‘m

Przez catkowanie rownan (2.105) i (2.106) otrzymano rozwigzania dla do-
wolnej sity pozmme] H (t) zaczepionej w punkme z osi skrecania:

S Sus — 2 olalt—n
2.107) £ :_f{ § _sina,z_ [ﬂl 2 o dn 0 (4 g}
( ) H (‘-:)n_1 R ) e sino{, (t—1)
1 B T : :
0 e in in ), (t—7)|sina.2¢dv,
2n

3

— | 28 ()
{2.108) qﬂﬁz_%; f {H (z) | ;j;;zj”; lj.e I Olal sin ef, (t — ) —
H

wln
" 1~ .
——-e =" Vsin e, (t— 1) |sin ey 2] dx.
w ;

2n

2.4. Uwagi koficowe. Wzory na drgania poziome i skretne nie zostaly
doprowadzone do postaci, przedstawiajgcych od razu amplitudy drgan,
ze wzgledu na zbyt skomplikowane zaleznosci jak réwniez z tego powodu,
ze nie wszystkie wyrazy majg praktyczne znaczenie (w szczegdlnosci
odnosi sig to do wyrazu zawierajacego druga glowng czestosé ). Roz-
wigzania tego rozdzialu sz stuszne zardéwno dla pretéw o profilu otwar-
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tym, jak rowniez o profilu zamknietym. Réznica jest tylke w setywrnse!
skretnej. W przypadku stosowania réwnania (2.18) drgan skretnych’

S L
v 1—|—ka2( » f Glda”)

i wowcezas nalezy réwniez prawsg strone réwnania drgan skrétnych po-
dzieli¢ przez ‘1+ka?, gdzie k=EI,/Gl;» (zgodnie z oznaczeniem p. 2.1.}

3. Model zastepczy drgan mostu

Analizujac rozwigzania drugiego rozdziatu mozna zauwazyé, ze sze-
regi Fouriera przedstawiajgece drgania sa szybko zbieine, Wynika to
z istnienia w mianowniku n* (co ukryte jest w Byi, Bys 1 Bga).

Jak wykazuja obliczenia zawarte w pracy [8] (odnoszace sig do roz-
wigzan Timoszenki) uwzglednienie tylko pierwszego wyrazu sze-
regu jest juz dostatecznie dokladne dla zastosowan
praktycznych. Jezeli ograniczy¢ sie do badania
drgan srodka mostu (jak to sie zwykle czyni), uzy-
skuie sie jeszcze dalszg poprawe dokladnosci, gdyz
w tym wypadku drugi wyraz szeregu roéwny jest
zeru. Uwaga ta jest podstawsg zalozen stosowanych
przez autoréow prac [1], [2] i [16] do badania drgan i
pionowych mostu. Sluszno$é tego rodzaju zalozen L
zostata potwierdzona doswiadczalnie. Rozszerzajge
te zalozenia na drgania przestrzenne mostu wpro-
wadzono model zastepczy ciala o trzech stopniach
swobody, Model tego ciala zbudowano w ten sposob, ze rownania réznicz-
kowe drgan modelu maja postaé réwnan (2.11), (2.12) i (2.13) przy przyjeciu

FEE

Rys. 6

{3.1) n:n(t)sm 1—-, E:E(t)sm-—f, (p:gv(t)sin%z.
Model zastepczy stanowi cialo o masie 4 zawieszone symetrycznie na pio-
nowej sprezynie o stalej Cy. Dalsze wiezy ciala sfanowl pozioma spre-
zyna o stalej C¢, kiorej of znajduje sie w odleglodcl a od Srodka masy
ciala oraz sprezyna skretna o statej Cp. Model ten nie uwzglednia wplywu
sit normalnych. Powiazanie modelu z ukladem rzeczywistym odbywa sie
przez przyjecie zgodnodci odksztalcen i czestosci wilasnych..

Dla kierunku pionowegoe powtdrzono postepowanie przedstawione
w pracy [1] z tg tylko rdznica, Ze konsekwentnie tlumienie przyjeto we-
diug hipotezy Sorokina.

Stalg sprezyny C, obliczamy jako 5113 pionows, dmaka]aca w okre-
Slonym punkcie na osl mostu, kitdra powoduje przesuniecie pionowe da-

585




nego- punktu, rowne jednosice (1.cm): - Cy==1/8y. Obior punktu :zalezy
od tego, jakiego przekroju poprzecznego interesujg nas drgania, Oblis
czamy poza tym czestoié drgan pionowych obranego punktu (prakiycz-
nie stosujemy jedna z metod przyhblizonych) «Mase pionowa» modelu okre-
glamy wowcezas ze wzoru

Gy - S S

o0
n

Masa ciala zastepczego dla drgafi plonowych, czyli «masa plonowar, jest
réina od «masy poziomej». Podobnie obliczamy charakterystyki poziome
i skretne. Wielkos¢é Cg jest sita pozioma, ktéra powoduje jednostkowe
przesuniqcie' poziome rozwazanego przekroju poprzecznego rnostu. (bez
skrecania), 4 Cp jest momentem potrzebnym do obrécenia danego prze-
kroju poprzecznego o kat jednostkowy (bez przesuniecia poziomego).
_ Obliczy¢ musimy poza tym czestosé drgan poziomych (tylko) i skret-
nych (tylko). W prakiyce stosujemy metody przyblizone. Okreslamy WOW-
czas mase pozioma jako o R S
{3.3) o ,u,=%
. £ ‘ _
i moment bezwladnosei ciata wzgledem punkfu zaczepienia sprezyn pos
ziomej 1 skretne]: :
(3.4) - ' =S,

2
©g

Pozostaje jeszcze do okre§lenia odleglosé a. Wielkos¢ ig dobieramy fak;
aby obliczona za pomocg pozostalych charakterystyk modelu czestosé pod=
stawowa poziomo-skretna odpowiadata rzeczywiste]. Stosowanie modelu
pozwala na- uwzglednienie masy -pojazdu i zmiany przekroju poprzeczs
nego mostu. Isinieje duza swoboda operowania parametrami modela:
Uwzglednié mozna zaréwno mase pojazdu bedacege Zrédiem sit wymu-
szajacych (np. lokomotywa), jak 1 mase pojazdu bez si wymuszajgeych
{np. wagony}.

Czestosci drgan wlasnych mostu mozna obliczaé dowolna metods przy-
blizong czynige zalozenia odnoénie konstrukeji mostu mniej lub bardziej
bliskie~ rzeczywistodci. Istnieje mozliwosé obliczania czgstodei wlasnych
mostu jako kratownicy przestrzennej lub jako preta cienkosciennego o od=
Keztalcalnym przekroju poprzecznym. Czestosci te mozna rowniez Uzy-
skaé z pomiaru na rzeczywistym obiekcie. . , SR

Jeseli chodzi © zmienno§é przekroju poprzecznego mostu, to nalezy
sadzié, ze dla mostéw o nieduzych réinicach {mosty o pasach réwnoleg=
ych) mozZna stosowaé do przyblizonych obliczen zastepezy profil cienko-
scienny. Dla mostéw o duzych zmianach przekroju poprzecznege (mosty
paraboliczne) sprawa wyznaczenia charakierystyk modelu staje sie.za-
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gadhnieniem doedatkowym. Wplyw masy pojazdu na drgania uwzglednia
sig praktycznie w nastepujgcy sposdb: przyjmuje sie szereg ustawien po-
jazdu na modcie i dla kazdego ustawienia oblicza sie' potrzebne wielkoget
do wyznaczenia stalych modelu. Dotyczy to czgstoSci drgan: pionowej,
poziomej, skretnej i podstawowej poziomo-skretnej. Drgania ckreslonego
przekroju poprzecznegoe mostu zastepujemy wige drganiami modelu
o zmiennych skokowo charakterysiykach (Cy, C: 1 Cy nie zmieniaja sie).
Wychylenid koficowe w jednym przedziale czasu sg warunkami poczats
kowymi dla nastepnego przedziatu. L
Tiumienie przyjmujemy wedlug hipotezy Sorokina, Wplyw poru-
szania sie si! wymuszajgcych wzdiuz mostu uwzgledniamy przez zmliane
amplitudy. Powinni$my opierajac sie na rozwigzaniach rozdziatu dru-
giego przyjaé zaleznosé sinusoidalng. Poniewaz charakierystyki modeiu
przyimujemy jako zmienne skokowo, konsekwentnie zastosowano to za-
lozenie réwniez do amplitudy sit wymuszajacych (uzyskujemy prostsze
wzory koncowe), Réwnania drgan modelu dla cokreslonego: przedziatu
czasu majg posta¢ nastepujgca (uzyto w tym przypadku oznaczenia po-
chodnych za pomoca kropek):.. :
dla kierunku pionowego mamy

(3.5) #nﬁJr(lﬂ—i;—!;)Cﬂn:P(t),:
dla poziomego o '
(3.6) uk + (1 + z‘é‘”ﬂ) C:& + pag = H (2),

a dla obrotu
(3.7 ' WA EE (1 + 12%) Copp + pad =M (1).

Rozwigzania dla poszczegolnych przypadkéw mozemy uzyskaé z . roz-
wigzan z rozdzialu drugiego, uwszgledniajae. zmiane oznaczenn i przyj-
mujac sin v, =1 oraz n==1. Ponizej zestawiono wzory sluzace do bez-
posrednich obliczef.

31. Wzory dla kiernnku pionowego. Drgania swobodne = :

7233,,?{‘
(3.8) Hs = Bq‘,-e 747!' el [mﬂf+2ﬂ} .

Dzialanie sily harmonicznej (P_e_ipf}. . Drgania wymuszone

n,w = aﬂ ef (Pf‘l'&‘;]\) . .

‘ .. ¥
(3.9) s | .

T T

an
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. Dziatanie sily harmoniczne] (drgania wymuszone i wiasne z uwz'gled~
_nieniem warunkéw poczatkowych):
warunki poczatkowe (dla t==0)

(3.10) = Ho» s% E ﬁﬁrﬁm
wzory dla drgan

-2yt
(8.11) ??:ﬂw+’ﬁszaw5in(Pt+8w)+Bﬂe L= sin (wqt -+ Ag),

wartodei stalych

-

__fo—agpeoseq 1, v
(3 12) Ctglﬂ ?’]0’_0‘;@7 Sins»q Wy 4?'5’
o , 1
By = (1, @y Sin &x) sin Ay’
Drziatanie impulsu pionowego Pdt
Pdt Y w, t
(3.13) ————¢ 4 T ginwyt.
Hr Hin Oy ki
Dzialanie silty dowolnej P (t):
¢
1 .
(3.14) Np= " P(r)e #* 7 sinwy(t—rz)dr.
Haq i

3.2, Wzory dla kierunku poziomego i obrotu. Drgania swobodne:
czestodel podstawowe

 JE—ATF
2 LM, E=puCyp+ IoCéy

(3.15) o 2D
| ,_E+yP—apr TG
2D D==p(Iy— pa’};
wzory dla drgan
N _iwni - 4;2(‘,25 .
(3.16) E.s‘ — _qu1 Sl e A7 el (w4 4) + BEZ e ¥ of (m2t+2,g)}
*E)-mzf . A
(3.17) ps— Bgp @ gllot+a) | By S, @ 27 pilont i)
oL ed
al wa '
‘ )
(3.18) g, —- " EL 5 —— Co_

e (2 1 22}
£33 w?;l




Dzialanie obcigzenia harmonicznego: omaczenia

2
g =—1—( P} us=p* 27,
(3.19) o Ce
—y_ (P} -y )
k@” 1 (mgg) E Ju99. D Cg;?

(320)  key— ghoy— (2%) —uenp,  kp= bk, Ti—k, 42

wzory dla drgan wymuszonych
(3.21) ‘ &y == qg e (Pireg)
{3.22) P =y e’ PEreg)

Dziatanie pulsujacego momentu skrecajgcego Me'!:
drgania wymuszone :

M e —ky
3.23 = t I ,
( ) az Cq; Tk g L:F3 kgqo
2 L'd
M l/kg + (?) 2w Ky
\(3"24) Qo == — e tg By == -
Cgo Tk 1/)
kekegy -
Drzialanie pulsujacej sity poziomej He®:
drgania wymuszone
————iy
a Ve ook
‘(3.25) g = *C* —*T*m—— , tg £ ==
k
: Rykip+ oL k
. H uy 7 : ~—ky
. _ = i _—
8.26) T T B = Toay

Dziatanie obcigzenia harmonicznego (drgania wymuszone i wiasne

z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych):
warunki poezgtkowe dla t=0;

(3.27) Eem & E—§,, =g, ¢ =gy,

wzory dla drgan

i,
(3.28) &=agsin(pt+e) + By Sie = sin(w, ¢ + 1) +

— ot
+ Bge Y7 sin(wyt+ A,),

_w, -
(329)  g=agsin(pt + ep) + By e 37" sin (w, t -+ 1) +

Yt
+ B Sge Y7 sin(wa £+ A,),




wartosci statych

S Ng—Ne L ¥ g __Sebe—Le 1
Ctgzl—_SELg'—"\Lgu w1+4n, _|B§01 SjSz—l Sinlll,
(3.30) N S
S; Neg—Ne 1 . v ' . 8 Ly—Lg 1
_ S Ne—=Ne 1 ¥ g, B’ = :
Ctg Aﬂ Sl Lgp-—— L§ G)2 + 43’!:’ $2 Sl Sz - 1 Si.n 7!:2’
oznaczenia' ' oL
L:=§(,—azsin g, Ly == (g =— p SIN £, - TR
(3.31) { 3 .o £ & ¢ . .0 P ¥ |
Ne=§&,-—aspcosss . Ny ==y — dpPCOS &g. i

Impuls skretny Mdt: wzory dlé drgan

o MdtS, (_1 — Lot R ) B
(3.32) 51-——10 5, So—1 \a e - sin wl},tir_—;ze sin wyt,

o Mat (1 et S8y ~ it )
(3.33) %—_-1103_1 S, —1 (w1 e _ 311,;1 wl»‘_t—i—_ o~ e ., sin wst).

Impuls poziomy Hdt: wzory dla drgan

) __‘.‘;iw, I DR
(3.34) Elmmw'%iLur(Sl)Sge L ¥ tsin 0y t_—-a_ll._e 4”“’.. SinGJQt) v
iR T 1 2
: -—-im,t : —i "3
(3.35) qﬂjr-‘:?sfiéii_s_zl_(z}e _41‘!, SiIlet—‘E%;e 4”w'=sinw3t).
1M~2 1 ! !

Wplyw potozenia punktu dzialania impulséw uwzglednia sig przez wpro-
wadzenie wspotczynnika sin (w21}, gdzie Z oznacza wspdlrzedng puniktu
dziatania impulsu.

Dowolny moment skrecajacy M (t): wzory dla drgan

¢ : L i
1 S —1 7170—(-)1{1—“:) , o .
(3.36) fm=- —S;—S:j_"TfM(I) [Ke e sin o, (t— 1) +
- 1] ' h
0 . T I
P T ,
L i o, (t-_ﬂ)] i,

e
‘ ¢
R R —1 — et
3. 7 e ———————— _— 4:1”6 H —_
(3.37) oy L 5.8 —1 fM(jc)Lol_e " sin @, (t—17) +
S _'£ 23‘—‘
—{——‘w'gf‘u’e 1 ! ﬂsinwa(t-—r)-‘dr.
2




; sDowolna sila pozioma H (f) réwnania drgan ‘

1 S, w‘ ]
(339)  gn=-: 332%1 fﬂ()[ S‘* v ’smwl(t—r)—
| ' 1 oy _
—w—ze‘. iz sin w, (t—“t)] dr,.
(3.40) . ¢ —? S, S---1 | H 1:) Slnwl(t—ﬂr)—-
L oty ; - A
1 -2 .

wnlt-t) _
g Aim sin w, (t— r)]dt‘
Wy ‘ oo

4; Przyklad liczbowy

Przedstawione rozwigzania w p. 2 i 3 zastosowano do obliczenia drgan
“poziomo-skretnych mostu kolejowego otwartego o rozpigtosci 36,08 m.
Schemat statyczny mostu i jego przekréj poprzeczny przedstawia rys. T«

L, 8x4,51=36,08 | g

.Rys. 7

Na podstawie rysunkéw roboczych mostu obliczono pole powierschni pa-
séw i grubosci zastepezych &cianek. Grubodei te liczono w oparcia o dwie
zasady: zachowania jednakowej masy I réwnosel energii potencjalnej.

Ciezar jezdni g=1,0 t/mb, d, = 2,36 cm

Tablica 1
Przedzial Fy [em?) F,[em?®] . 6, ]em] ds [em]
1-2 174 117,6 1,02 0,47
2-3 ‘ 215 o 187 0,93 0,44
3-4 257 C270 0,73 0,44
‘4-5 .o 287 . 353 . .0, 57 0,44

Oba sposoby obliczer daly bardzo bhskle rezultaty, tak ze przy]qte gru—>
bodci z dostatecznym przybliZeniem spelniaja oba warunki. Zestawienie
wielkosei charakteryzujacych przekrdj poprzeczny mostu w odpowied-
nich przedzialach podaje tablica 1, 4 oznaczenia widoczne sg na rys. 8.
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4.1. Obliczenie wedlug p. 2. Zgodnie =z =zalozeniami przyjeto . staly,
iredni przekrdj poprzeczny mostu:

F = F,= 230 cm®, 8, = 0,8 em, 8 ==0,45cm. !
Obliczono czestoscl wlasne mostu oraz drgania spowodowane przez na-

stgpujace obcigzenia wymuszajgce: pulsujacy sile pozioma, przylozona na
osi skrecania, i pulsujgcy moment skrecajacy. Drgania wyznaczono dla

krytycznej, tzn. gdy czeslo$¢ pulsowania réwna jest czestosei podsta-
wowej f (w celu liczbowego powiazania czestosei pulsowania p z pred-
koscig jazdy v przyjeio frednice kola Dy=—1,5m).

Przyjeto mastepujgee warunki poezatkowe: dla t=20

o0& acp
5*"&2(}9:%:0.
We wszystkich przypadkach ograniczono sie do wyznaczenia pierwszego
wyrazu szeregu Fouriera, Ponizej podano czestodei wlasne oraz row-
nania drgan poziomych i skretnych dla poszezeg6lnych przypadkéw oraz
wykresy linii wptywowych amplitud drgan érodka mostu, poréwnujge je
kazdorazowo z wartosciami statycznymi. Wartoscei linii wplywowych obli-
czono dla z==(1/4)1, (1/2)1, (3/4) 1 i I. Réwnania drgah wyznaczono z duza
dokladnoscia. Przy obliczaniu amplitud stosowano odpowiednie uprosz-
czenia. Amplitudy zostaly obliczone przy uzyciu jednostek: metr, tona,

sekunda.
Czestosci wilasne przy pominieciu wplywu sit normalnych
— 2399 0[ 11{2] — 863 53[ lka] , — 10528 3[ 1}{3],

czesto$¢ drgatt poziomych (tylko)
w?=23152, 2 1
I sek? ;
czestose drgan skretnych (tylko)

2, —1068 7[ ]i&J

Jezell przyjat za sily normalne w pasach N—260¢ (jest to sila w pasie
odpowiadajgca naprezeniom o == 1000 kG/cm?), to oirzymamy nastepujace.
warto$ci czestosci wiasnych:

1 1
o = 23990[ kﬁ], — 8056[ k&]* " = 10670,0 [Eﬁ]
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2lLl. Dziatanie pulsujgcego moment uskreca] %cew
go M= Me"? '

m
| v=285 [gek] . p=0,0226,
. Ms . TE - .
== 1g.8in T {—0,0016 sin (p 4- va) t-— 0,2012 cos o+ va)t +
?

+ 0,00115 sin (p—va) t + 0,1478 cos (p—ova)t —

—0,0569 e—0953¢ gin (29 39 £ — % — 0,009} + 0,0035 e=185¢ i (102,6 £ +-,)),

Ms: . =z

cpzTB— smﬂT {——0,0049 sin (p+ va)t — 1,1625 cos o+ va)t
(2

+ 0,0045 sin (p — we) t 4 1,1198 cos (p — va) t —

— 0,0420 e85, (20 4 ¢ — "12’— —0,000) +
+ 0,0007 e 1/ 5in (102,6 ¢ -} 4,)}.

Przy obliczaniu amplitud. pominieto wyrazy pierwszy, trzeci i szésty jako
nie majace znaczenia.

Wolyw drgan wlasnych Amphtude @l Ampnisia argan

Amplitudi drgar zagad stal. P . WYIUSZOnych
p— Y - ———
T T~ Wymuszonych PR
P S o .
! -~ ~ 4
d RN ¥
, ! ~
| LN =
) = =) s o
& & g g 3 3 8 g
= ] = I <= o = &
ol =3} H o ol & o i
g it g 8 & 5 & s
= = = = = ] = &
. N =
SEEEE f 2F e e
Rys. & Rys. 106

Na rysunku 9 przedstawiono linie wplywows amplitudy drgan po-

ziomych $rodka mostu. Podano amplitude drgan wymuszonych 1 od-
dzielnie wplyw drgan wlasnych. W ten SposOb opisano tez rzedne wy-
kresu, .
Rysunek 10 przedstawia wykres linii wplywowe] amplitudy drgan
skretnych $rodka mostu. Wykreslono amplitude drgain wymuszonych
i amplitude dla zagadnienia statycznego. Wplyw drgan wlasnych podanc
tylko w opisie rzednych (ze wzgledu na bardzo mate wartoéci).
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.. Predko$¢ krytyczna (rezonans)

km p == m‘;: 29’4L’ wm{},0226,

m
v= 22,04 ok 79,6 ok

K godz’

f= 11;4_; sin%g [— 0,225 sin (p + va) t + 9,446 cos (p + va) t +
¥ : . ‘
+ 0,220 sin (p —va)t + 7,028 cos (p—wva) t —
— 16,447 093¢ gin (29,41 + fg_-u 0,001) +
+ 0,027 e— 18 gin (102,6 t -+ 2,)1,
2% 4 ))
-
15 e
4 J(//
15 ) Amplituda drgari pozigmygch [
/
21 Amplitda drogsi skrernych‘\'l -
M / .
/ {/
10 4 ‘ //
g‘ .
/ ’
‘] /
74 /
8 -
5 -4
4
* Ampiituda dlp zagad.
2 stalycznege
4
S$ SF = =&
g SF e s
wle s s ]
Rys. 11
Ms. . A2 .
gy SinT [— 0,171 sin(p + va)t 4 5,872 cos (p + va}t +
»

+ 0,167 sin (p — va) t + 6,265 cos (p— va) t —

12,142~ 0458 gin (29,4 ¢ + % — 0,001) +
+ 0,005 %1857 gin (102,6 £.+:4,)].




.. Rysunek 11 przedstawia wykresy linii wplywowych amplitud;__drgéﬁ_; ;

poziomych i skretnych $rodka mostu w poréwnaniu z linia wplywowsg
amplitudy dla zagadnienia statycznego.” Amplitude drgan skretnych po-
dano w postaci wychylenia poziomego punktu znajdujgcego sic w od-
legloSci 1 m od osi skrecania. Jako jednostke przyjeto maksymalng ampli-
tude obrotu (sprowadzong do wychylenia poziomego) przy statycznym
dzialaniu momentu skrecajacego. W tym przypadku nie mosna oddzielaé
od siepie drgan wymuszonych i wlasnych. W opisie rzednych podano
wplyw drgan wilasnych drugiej podstawowe] czestosdel.

Amplivoa dla Amplituda drgart

ngad sl ) _ ymuszonye

'\_

!

' |

i : 11
H .

o ; s S A e
T 5 =3 = = = = =
‘g 5 = = =] =] [
3 =2 < 3 g = = =
ha) ] sl + + + +H +1
g B 8 5 S 3 & ¥
< S = = = 3 3 5
x o = = = = = &

o - o n o
= lm m|°0 :|:|°n:" = |cn I!“—" 1|m xlcm:" 3:lcx:?’
.y — - ~— o —_— —~3 -
Rys. 12 Rys. 13

412. Dziatanie pulsujgce] sity poziome]

H,= He'?", v—3,5 % , 9 =0,0226,

Ez%sin nTz [ 0,002 5in (p + va) t— 1,053 cos (p+ova)t -
| p .

0,002 sin (p — wa) t + 1,100 cos (p — va) t—'

— 0,011 093 g (29,4 ¢ — "2‘” —0,010)—

— 0,003 e %% g5in (102,86 t + 4,)],

.(pﬂ l_i{';’# sin gziz [— 0,0002 sin (p + ve)t — 0,029 cos {p + va)t +
Jl
+ 90,0002 sin (p — va) t 4- 0,021 cos (p — va) t -~

~— 0,008 e—0058¢ 5in (99 4 £ -2"i— 0,010) +

-+ 0,0005 e~/ sin (102,6 t -+ A;)].

Na rysunkach 12 i 13 podano wykresy linii wplywowych amplitud
drgan Srodka mostu. Rysunek 12 przedstawia linie wplywows amplitudy
drgan poziomych, rys. 13 linie wpltywows amplitudy drgan skretnych. Za-
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sady sporzagdzania rysunkéw sg takie same jak rys. 9 i 10, jedynie na

rys. 12 nie przedstawiono graficznie wplywu drgan wlasnych Jako bar-

dzo matych.
Predkosé krytyczna (rezonans)
| v=2200 7,  p—ol=294 3 k = 0,0226,

Eee li 1“‘“ 0,048 sin (IJ -+ 'UO'-) t+ 0,742 Cos (p -+ 'L’a) t -
'V .

-}~ 0,047 sin (p — va} t + 2,448 cos (p — va) t —

—— 3,261 e—0053 5in (29,41 |- iz” —0,001) -

qo:%‘ [—0,032sin(p + va)t + 1,361 cos (p-t+ova)t+
y

+ 0,174 e85 5in (102,6 ¢t + 4,)],

+ 0,032 sin (p—va)t + 1,013 cos (p — va) t —

— 2,407 e~ 0058 5in (29,4 t + g 0,001} —

— 0,034 e85 gin (102,6 ¢ -+ Ay)].
Na rysunku 14 podanc wykresy amplitud drgan poziomych i skretnych

srodka mostu wedlug zasad przyjetych na rys, 11,
Ampiituda_drgan_pozigmych

4 Ampliiuda drgari skratmyeh
3 Ampfituda_zagad, stat.
2 172 4 4! 2 4
1
= Py .y e b d
S8 gl =8 =i Pezegz4-2 it
SE S OSE iR $hbkid
1 b # (H -+ [# i) T
58 33 3% SE 554575
e g gEls g g 15595) | gaaa
—_—— —_—— — ——
) :1:|‘3'§h IIE‘?‘ :tlf:“ Il? n 49! Co00Go
~ -~ — = .
M.nl [S% ‘knl =% ‘U’; S ‘Ull (= n 21
Rys. 14

Rys. 15

4.2, Obliczenie drgaf mostn za pomocy medeln zastepezego.

Charakterystyki

modelu zastgpczego obliczono zastepujgc komstrukcje mostu profilem
cienkosciennym o zmiennym przedzialami przekroju poprzecznym we-
dug danych tablicy 1. Poniewaz z obliczeh w p. 4.1 wyniklo, ze dla roz-
patrywanego mostu bardziej niebezpieczne jest dzialanie momentu SkI‘Q-—
<ajgeego, obliczenia wykona.no tylko dla tego przypadku. Rozpatrzono

596




rowniez tylko przebieg predkosci krytycznej, tzn. prqdkosc.t, kto'. '__tWO.,
rzy rezonans z najmniejszg czestoscig wlasng poziomo- skre;tnaé -_-"Jako
obeigzenie przyjgto lokomotywe o ciezarze 120 t. Przyjeto ustaW1ema 10-
komotywy jak na rys. 15, co jest jednoznaczne z podzieleniem czasii prze~
biegu lokomotywy na 5 przedziatéw. Zalozono poza tym, ze w drganiach
konstrukeji- mostowej bierze udzial 80% masy lokcmotywy i ze- $rodek
masy lokomotywy znajduje sie na wysokodei 1,20 m od dolnych stezenn
wiatrowych. Poniewaz tlumienie nie wplywa na czestosé drgan wlasnych,
wystarczy rozpatrzy€ réwnania (2.21) pomijajge wplyw sil normalnych
i tlumienia, Pominigto réwniez wyraz GI,{0%/dz?), kiéry nie ma zna-
czenia. Otrzymano wowezas 3
2 2
BL () % e O+ u @) 2L,

o4 . 02g a2
Elo(2) G + (@) e (@) 0r +1(2) 5.7 =0,

Sg to réwnania rézniczkowe czgstkowe o zmiennych przedzialami wspdi-
czynnikach. Z réwnaf tych wyznaczono czestosci wiasne dla poszezegdl-
nych przedzialow stosujgc metode Galerkina. Rozwigzania przyjeto
w formie funkeji

E%(,fnsmwtsmT, q)%\d%sinwtsin%z.
Metode Galerkina zastosowano dla obu réwnah niezaleinie; otrzy-
mano wowczas czestodel: poziomy e i skretng ey oraz do ukladu otrzy-
mujac w tym przypadku czestoéci podstawowe w, 1 ,. Odleglosé a do-
bierano {ak, aby obliczone za pomocg w:, wy i a czgstosei podstawowe
pokrywaly si¢ z obliczonymi poprzednio dla ukladu réwnan. Stale spre-
zyn C; i Cp wyznaczono jak dla preta o zmiennym przedzialami mo-
mencie bezwladnosci, W tablicy 2 podano zestawienie charakierystyk
modelu zasiepezego w poszezegdlnych przedzialach.

Tablica 2
. C C w3 w? . T o
Przedziat & P & ® # o
- [t/m] [t] [1/sek?  [1/sek?] [tsek®m? [tsek?] fm]
i-2 428E6,  422EL, 3280 840 5,19 107,5 3,58
2-4 B [ 1560 473 10,90 191 3,58
4-4 =1,7-10* =905-101 1280 497 13,2¢ 182 3,43

3 Postaé réwnarn jest stuszna ze wzgledu na wgchodkowss zmilennogé momentéw
bezwladnosm Ogolme mamy
ik g2 g .
672 5 [ Fre ] itd.
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—’Ciéétdéﬂi wlasne poziomo-skretne dla poszczegélnych przedzialow sy na-

stgpujace:

U przedsial 142 wl—=T14,4[lsck?,  of= 10,083 [1/sel?],
przedzial 2-4 o} = 382,8 {1/sek?], wi== 7,189 [1/sek"],
przedzial 4-4 w? == 370 [1/sek?], wd = 11,797 [1/sek?].

Tablica 3
z g P

0,0625 1 0,218 0,029 0,328+ 0,0056

0,340:1 0,028 0,524+ 0,0055
01251 0,374 0,138 0,839+ 0,030
0,25 1 1,66 & 0,130 1,90 £ 0,030

3,58 + 0,130 3,24 + 0.030
08131 405 + 0,84 2,01 - 0,216
0,50 1 6,76 = 0,78 487 + 0,20
0635 © 9,34 = 0,74 6,83 2 0,19
: 9,14 = 1,65 7,42 £ 0,36
0,75 1 10,42 = 1,60 8,68 + 0,34
o BT Lo
0,9375 1 8,28 & 0,50 8,31 + 0,10
1,01 8,32 + 0,57 8,46 - 0,10

Jest rzecza widoczng, Ze czestodel ksztaltuja sie niekorzystnie, gdyz cze-

stoéé podstawowa przedziatu 2-4

”A_H_L_.____
A7
-~
s
Fd
- /" S
=
# g
<)
g |/ ,
. 1 2 4
Rys. 18

niewiele tézni sie od czestosci prze-

dzialu 4-4'. Predkoié lokomotywy
przyjeto jako krytyczna dla prze-
dziatu 4-4’. Amplitudy momentu wy-
muszajacego W poszczegblnych prze-
dzialach przyjeto jako $rednie aryt-
metyczne wartosci funkeji  sin (n/21)
dla poczatkéw i koricéw poszcezegbl-
nych przedzialéw. Uwidoczniono to
na rys. 16. Cbliczono réwnania drgan
dla poszczegblnych przedzialéw  we-

dlug wzoréw (3.15) - (3.31) i uwzgledniono odpowiednie warunki poczat-
kowe. Z rownan drgan obliczono amplitudy (po trzy wartosci dla kazdego
przedziatu) i na tej podstawie sporzadzono wykresy linii wplywowych

598




amplitud drgan poziomych i skretnych srodka mostu (rys. 17). Dla poréw-
nania wykreslono linie wplywowsa amplitudy obrotu $rodka mostu przy
statycznym dziataniu momentu skrecajgcego. Wartofci liczbowe podano
w tablicy 3 w takiej formie, ze uwidoczniony zostat wplyw drugiej podsta-
wowe]j czestoel drgan wlasnych. Dla wszystkich wartoSei tablicy 3 stosuje
sie czynnik M/1By. Dalsze zaloZenia sig takie same jak w wykresach na
rys. 11.

43. Wnioski. Przytoczone wyniki obliczen drgah poziomo-skretnych
mostu otwartego s3 podstawg do nastepujgcych wnioskow:

a) Wplyw masy pojazdu na drgenia mostu. Wplyw masy pojazdu na
drgania poziomo-skretne ma podobny charakter jak w preypadku drgan
pionowych. W poréwnaniu z rozwigzaniem dotyczacym pominiecia wply-
wu masy pojazdu na drgania otrzymujemy przy przebiegu krytycznym

2
-~
H /{’/,’
x] -
- PR
¢ Amplituda_drgart poziomych .,A/ - /,/ -
P -
§ P o =
. Ampituda drgari_ shretgeh /V
i ,/ /'
51 Amplitel dfa mgod. staf. A
. e
24
<
7 .
N o
- -———._.___
1 H ‘ b 1 7

Rys. 17

zmniejszenie amplitud oraz zmiane w rozkladzie wartosei maksymalnych
amplitud. Dla drgan $rodka mostu nie otrzymujemy maksymalnych war-
tofei w chwili opuszczenia mostu przez pojazd. Zmiana czestosel wlas-
nych mostu wskutek przemieszezania si¢ masy pojazdu moze mieé w przy-
padku drgan poziomo-skretnych charakter bardziej niekorzystny dla
mostu niz dla drgan pionowych. ‘W rozwazanym przykladzie otrzymano
bardzo male zmiany czestosci wilasnych poziomo-skrginych przy poru-
szaniu sie lokomotywy w czeSci Srodkowej mostu. Wplynelo to na nie-
znaczne zmniejszenie amplitud drgan w stosunku do rozwigzan z pomi-
nieciem masy poiazdu.
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..-h)  Wspéldziatanie drga# poziomo-skretnych. Przy predkoéciach od-
legtych od predkosci krytycznej gléwng role odgrywaja drgania wymu-
szone, wywolane danym typem obcigzenia wymuszajacego. Przy dzia-
faniu momentu skrecajgcego wystarczy rozwaiyé tylko drgania wymu-~
szone skrgine i podobnie przy dzialaniu sily poziomej w osi skrecania,
Gdy predkosé zbliza sie do krytycznej, nabieraja znaczenia drgania wilasne
ukladu, a tym samym wystepuja przy dowolnych typach obciazen wy-
muszajacych drgania poziome i skretne w istotnych wielkoéciach.,

¢) Charakterystyka drgeh mostu otwartego. Poniewaz most olwarty
ma mniejszg sztywnosé skretng niz sztywnosé pozioma, drgania skreine
58 wieksze od poziomych.

Z rozwigzan pomijajgeych wplyw masy pojazdu na drgania wynika, ze
zaré6wno w przypadku dzialania momentu skrecajacego, jak réwnies sity
poziome] na osi skrecania przy przebiegu pojazdu z predkoseia krytyczng
na amplitude wychylenia pozicmego $rodka mostu w okolo 70% wply-
waja drgania skretne i tylko w okolo 30% drgania poziome {dotyczy to
maksymalnych wartosci amplitudy).

Podobne wyniki otrzymano 7z rozwiazan opartych na zastosowaniu
ukladu zastepczego. '
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Pesmwume

HNPOCTPAHCTEEHHLBIE KOJIEBAHWMHA OFHOIIPOJIETHLIX MOCTOR

PaloTa ABNAETCA HOUBITKOM TEOPETHYECKOIO MCCHEJOBANUA  IIPO-
CTPaHCTBEHHLIX KOJeDaHMI OMHOIIPOJNETHBIX MOCTOB, B KadecTBe Harpys-
K} MOCTAa IPHEMMAIOTCH 0000IlenHble CHIBI, ABMMKYLIMECH BAOJL MOCTA
€ TIOCTOSHHOM CKOPOCTHIO, & MMEHHO TyJALCHPYIOIIYI0 BEPTHKANLHYIO CH-
any, IMyJIbCHPYIOIYI0 FOPM3OHTANBHYIO CWILy, LYJABCHMPYIONMIMH KpyTALRML
MOMEHT, BEPTHRANDHLIL MMIOYJILC, TOPUROHTAALHBI MMIYIBC M KDPYTHUIL-
HBIE ymiyase. OBCysOaeTef Takike NEMCTBHE TPOMIBOALHQO MIMEHIIO-
IEHCA BO BPEMEHM TOPM30HTANLHON CMJIBL, BEPTUKANBHOM CHUNBI 3 KDYTA-
II[eF0 MOMEHTA,

B m 2 npmmmas pam ynpolAnmiMx TIPeAToIosKennii, KOHCTPYKIAA
MOCTA 3AMeHACTCA TOEKOCTeHHBIM crepikHeM, A TOHKOCTEHHOTO CTEpPIK-
HA yCTAHORJIEHB] ypaBHeHMA Konelannii He NpuinMad BO BHMMAaHMe BIMA-
HWA MaCcChl TOABMMKHON HaTPy3KK. PElleHmMA marnTed Opu MCrnoIbIoBaHmi
pagoe Py pbe Beuny. HeGOMBINON AMHTENBHOCTH IPOS3AA IIOABMMKHOM
Harpys3EM "epe3 MOCT CYLIecTBOBaNa HeobxomumocTh obiterc obcyxkpednd
BBEIHYEASHHEIX M COOCTBEHHBIX KOJeBamHbii,

B m. 3 Beogwrca mpMBegeHmas Mofenb xosebammii mocTa, © HOMO-
I[BI0 KOTOPOH BAHBI IPHGIMKEHHER ypaBHeHKA KoJeDaHmil MoCeTa ¢ yue-
TOM MACCHI TOXBUKHON Harpysku. Pacemarpusarorea Koaelauma oTKpBI-
TBIX M 3AKPBITBIX MOCTOB, B 000MX OyRRTAX BaTYXaHHE TRMHMMASTCH
cornaceo runotese CopoxrmHa,

IIposogyures mpuMep pacdera rOPU30HTANLHO-KPYTHIBHBIX KOJIeOaHMit
OTKPBLITOTC MOCTA, LPOJeT KoToporo pasHaerca 36,08 m, uro panlo Bo3~
MOXHOCTE C/IeJIaTh HEeCKONbK(O KAYCCTBEHHLIX BAKIIOUSHMM,

Summary

THREE-DIMENSIONAL VIBRATIONS «OF ONE-SPAN BRIDGES

This paper presents a fentative theoretical examination of space
vibrations of single span bridges. The following generalized forces moving
with constant velocity along the bridge are assumed %o constitute the
load: pulsating vertical force, pulsating horizontal force, pulsating torque,
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vertical impulse, horizontal impulse and torque impulse. The action of
a vertical and horizontal force and a torque varying in time in an arbi-
trary manner is also considered.

In Sec. 2 the structure of the bridge is replaced, with a number of
simplifying assumptions, with a thin-walled bar. For the substitute thin-
~walled bar differential equations of motion are established, disregarding
the influence of the mass of the vehicle on vibration. Solutions are
obtained by means of F ourier series. Bearing in mind that the passage
of a vehicle lasts for a very short time it was necessary to consider
simultaneous forced and free vibration.

In the Sec. 3 a substitute model of bridge vibration is mtroduced for
the purpose of establishing approximate equations of bridge vibration
taking the mass of the vehicle and the variability of cross-section into
consideration. Vibration of open and closed bridges are considered. In
birth sections the damping is assumed according to Sorokin’s hypo-
thesis.

As an example a calculation of horizontal torsional vibration is carried
out for an open bridge 36,08 m in span. This enabled the oblainment of
several conclusions of qualititative character.

Prace zostale zlogone w Redakeji dnic 16 lipce 1958 .






