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1. Uiwagi ogilne

W pierwszej czesci pracy 1 rozpatrujemy zagadnienie noénosci granicz-
nej plyt pierdcieniowych przy réznych rodzajach podparcia brzegéw i do-
wolnym kolowo-symetrycznym obeigzeniu poprzecznym. W drugiej cze-
$ci omoéwiono sposob ksztaltewania plyt o zmiennej grubosci; okreslono
optymalne ksztally ptyt posiadajgcych przy danym oheigzeniu najmniej-
sZy ciezar,

W pracy przyjeto zaloZzenia teorii plyt o Sredniej grubosei. Pomija sie
zatem wplyw naprezefi stycznych i normalnych, prostopadlych do $rod-
kowej powierzchni plyty, na warunek plastycznoci i na stan odksztal-
cenia. Przyjeto model materiatu sztyw-
no plastyczny oraz warunek plastycz-
noSci Coulomba-Tresca Ozna-
czajac momenty zginajace promieniowy
1 obwodowy przez M i N mozemy wa-
runek plastycznosel przedstawié gra-
ficznie na plaszezyinie momentéw
w postaci szeSciokata (rys. 1), gdzie
My ==(1/4)0, h? oznacza moment gra-
niczny (h jest gruboscia plyty).

Odksztalcenia mogg wystepowaé
jedynie w tych obszarach plyty, w kto-
rych stan naprezenia jest przedstawio-
ny punktami lezacymi na bokach sze- Rys. 1
sciokata, Réwnania plyniecia plastyez-
nego formulujemy przyjmuja istnienie potencjalu plastycznego, przy czym
powierzchnia stalego potencjalu odpowiada warunkowi plastycznodei.
Uogblnionymi szybkosciami odksztalceri dla plyty sa szybkosci krzywizny 2

wy g=—wn, A=,

gdzie w oznacza szybkosé ugiecia plyty.

~* Praca byla referowana ma zebraniu naukowym Zakladu Mechaniki Ofrodkéw
Ciaglych IPPT PAN dnia 4.I1.1958 r. :
' % Indeksy umideszezone na dole ozrnaczaja rézniczkowanie.
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Jedli pokryjemy osie x 1 4 z osiami M i N, to wektory plyniecia beda
prostopadie do odpowiednich bokow wieloboku Tresca. Gdy stan na-
prezenia odpowiada punktowi lezacemu W wierzchotku, to wektor ply-
niecia ma dowolny kierunek miedzy dwiema zbiegajacymi sie w ftym
punkecie normalnymi do boltow szedciokata.

2, Nosno$é graniczna

Zagadnienie nosnodei granicznej plyt kolowych rozpatrywano W pra-
cach H. G. Hopkinsa, 13], [41 i [9], W. Pragera, 31 i (8},
W, H.Pella, 18], A. J. W.a.nga,' [4], D. C. Druckera, [9], A. S aw-
czuka, [7]. Nognosé graniczng plyty pierdcieniowej swobodnie pod-
partej oraz utwierdzonej na brzegu zewnegtrznym rozpalrywal A.S.Gri-
goriew, [1]. Obecnie rozwazymy taka. ptyte przy réznych rodzajach
podparcia obu brzegow. _

- Réwnanie rownowagi plyly poddanej dzialaniu obclazenia poprzecz-
nego q i sily tnacej S na obwodzie wewnetrznym roozemy zapisa¢ W po-
stact :

(2.1) (M), — N =1Q — — T% — Sa, (T‘“‘r— f qndn),

gdzie @ jest silg poprzeczng, @ promieniem wewnglrznego otworu (rys. 2)
oraz * promieniem biezgcym.

Zadanie polega na okrefleniu wariosci obcigzenia poprzecznego, Przy
ktérym mozliwy jest graniczny stan réwnowagi, tzn, przy ktérym.pole
momentéw spetnia réwnanie (2.1). Jednoczegnie wymagamy, aby spei-

niony byt warunek plastycznoSc

ﬂT[Tm l m‘ﬂ—r‘]‘l w obszarach, gdzie wystepuje defor-

wain ¥ ] ¢ % #»  macja plyty, oraz aby pole statyczne

b moglo zostaé przediuzone w sposob

! jednoznaczny na obszary, gdzie plyta

RS,S_ 9 zachowuje sie jak cialo sztywne i le-

) zace wewnatrz szeScioboku Tresca.

Polu statycznemu powinno odpowiada¢ pole szybkoéci ugieé piyty, okres-

lone na podstawie zwigzkéw fizyeznych 1 w ktérym sq spelnione warunki

brzegowe. To pole bedzie polem rzeczywistym w przypadku, gdy spel-
niona bedzie réwnosé:

(2.2) [ (Mg+NDdA= [ quda,

Ap Ap
gdzie dA oznacza element pola powierzchni piyty. W przypadku piyt
pier§cieniowych, obcigzonych kolowo-symetrycznie, mozliwe jest okresle-
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nie pél statycznych i kinematycznych spelniajgcych warunek (2.2), moz-
liwe jest zatem scisle okreSlenie noénodci granicznej ptyly przy mnaszych
zalozeniach.

Rozpatrzymy pszpadkl roznych rodzajow podparcia obu brzegow
plyty.

2.1. Zewnetrzny brzeg plyty jest swobodnie podparty (rys. 3a). Przyjmu-
jag, ze _obcigZenia q (r) 1 S dzialajg na gdorna powierzchnie plyty, otrzy-
mamy rozwigzanie zakladajac, ze cala plyta uplastyeznia sie, przy. czym
stan napreien moze reprezentowat bok AB szefciokata Tresca, Mamy
wtedy N==M,, za$ po scalkowaniu réwnania réwnowagi (2.1), i spelnie-
niu warunkéw brzegowych M = 0, gdy » ==« lub gdy » =", otrzymujemy:

T
{2.3) rM = (M, — Sa) (r —a)— J Tesde,
7]
(2.4) (M,— Sa) (b~ a) — f TeEdE=0.

Réwnanie (2.4) okredla zwigzek miedzy g i S przy osiagnigciu nosnoscl
granicznej. Widzimy, ze M, >Sq, zatem przy 7= a, M.Z=0 i pole sta-
tyczne okredlone przez (2.3) spelnia warunek 0=CM << M,. W przypadku
gdy g= const otrzymujemy

{2.5) E Mo—mSa:-%q(b——a)(b+2a).

Podanemu rozwigzaniu statycznemu mozemy przyporzadkowaé pole kine-
matyczne o szybkosel ugie¢ w. Mianowicie dla stanu AB mamy

(2-6) x:7w1'r$0, Z:—%w,/o

skad ofrzymujemy po spelnieniu warunkéw brzegowych
I ' b—r
b—a’

Plyta zatem w procesie deformacji przyjmuje kszlalt stozka Scietego.

(2.1 w=Ws——

22. Wewnetrzny brzeg plyty jest swobodnie podparly (rys. 38). Przy
obcigzeniu dzialajacym na goérng powlerzchnie plyty stan naprezenia
w plycie jest przedstawiony za pomoca boku EF.

- Podstawiajge warunek plastycznosei N— M — M, do rownania réow-
nowagi okreslamy wielkos¢ momentu promieniowego w obszarze plyty
(M =0 dla r=a): :

08 . ML:ﬁ(MO-Sb)In +fmT§”dE

it A
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7% warunku M =0 dla r=—=>5b ofrzymujemy rownanie okre§lajgee cbhcigze-
nie graniczne plyty '

b .
b 1
_ — = £ TE
{2.9) {M,— Sb)1In - +f ET"dE—O.

Z réwnan powyzszych wynika, ze pole statyczne bedzie spelniato warunek
0 ‘-—<-. M s-:.. M,.

a I
i ) |
R m T
Vs NNy
b d -
&5 l %5‘ é’iqu &5

Rys. 3
Gdy g=const i S=10, wielkoé obciaZenia granicznego wymosi:

4MoinE
i}

{2.10) g= 5 .
2% 1n P bi4-a?

Dla boku EF wieloboku Tresca mamy y+1=0, olrzymamy zatem na-
stepujacg postad ugiecia plyty:

r

. II]E -

.(211) w:C].n“'“:?JDb‘*-
- ) b
g

2.3. Zewngtrzny brzeg plyty jest utwierdzomy (rys. 3¢). Dla tego przy-
padku stan naprezenia w plycie bedzie przedstawiony za pomoca bokdow
AB i BC szefcioboku Tresca. Mianowicie w przedziale a <l r<p ma-
my stan AB, tzn. N=M,. Stan naprezeh w tym przedziale wyznaczymy
z réwnania réwnowagi (2.1); spelniajgc przy tym warunki brzegowe
. M=0, gdy r==a lub gdy r— ¢, otrzymamy zwigzki analogiczne do (2.3)
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1 (2.4), gdzie b nalezy zastapi¢ przez ¢ Dla ¢ << r<{b maniy stan: BC): 't‘zﬁ:;.
N =M-+M,. Po scatkowaniu réwnania réwnowagi otrzymamy

r

{2.12) M:(MU—SG) h’.\%* é'Tﬂgdé—;
(2.13) =M= (M, SIS — f L retas.

.
Spenilismy tutaj warunki brzegowe:
M:{ 0, gdy r=ugy,
—M,, gdy r=b.
% réwnan (2.4) i (2.13) okreslamy graniczne obcigzenie i promien g.

TLatwo mozemy udowodnié isthienie rozwigzania spelniajacego Zzgdane
warunki. Mianowicie réwnanie (2.4) mozemy napisaé w postaci:

M, — Sa= (T%:)5 =0,

skad wynika M, == Sa, gdy ¢-= o. Rownanie (2.3) okresli zatem moment
promieniowy w plycie spelniajacy nieréwnosé 0<IM=M, w obszarze
A TS0,

Dla p<Cr mamy z rownania (2. 12)

M, = (M,— Sa—T) % = [(T%s )% — T : <0,

zatem moment promieniowy stale maleje (~— M,<XM=C0). Z rdéwnania
{2.13) otrzymamy ' e J
b :
i Q. b mac ¢ et D -
M,= 3 Tedé — (M,— Sa)In o = J(T98)eme — (T )5 In 2 =0,
skad wynika, ze o=b.
W szezeg6lnym przypadku, gdy g==const i S=10 ofrzymamy
1
M= 5 qle—a)(e+2a),
{2.14)
52429 In— —f—2ag(1~|—1n g) —i—2a21n o — 3B —4gt==0.

Gdy g =0, My= Sa. Stan naprezen w plycie bedzie przedstawwny za po-f
moceg punktu B (M =0).
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(2.15)

Dla r==p zachowana
gh*

.@:Ki

48

L G Do

LTI

W =

=

. Szybkost ugiecia plyty mozemy przedstawit w nastepujacy sposdb: -

C(1+1n§—%) dla e<{r<p,

dla

Clng g T b.

jest claglodc szybkoscl katow ugiecia,

zewnetrany brzeg swobodnie podpariy
wewneglreny brzegy swobodnie podparly
zewnelreny brzegd wuiwierdzony
wewnetrany brzeg utwierdzony
oba brzegi swobodnie podparie

[ | 1

ar<p
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Rys. 4

2.4, Wewneirzny brzeg plyty jest uiwierdzony (rys. 3d). Dla tego przypadku
przy zalozeniach poprzednich mamy: dla a<Sr<i ¢ N——M,
DE), a dla g<ir<<b. -N=—M —M, (stan EF). Ofrzymamy zatem dla.

(stan




(2.18) TM:—MOT-ka(Tﬁa)_!_f Té dg,

@
(2.17) , — M,0-+5blp — a)+ j’ TErdE =1,

Dia g=<7=b otrzymu]emy rownania analoglczne do 2. 8) i (2 9) przy
zamianie w nich e pa g. Z réwnan (2.9) i (2.17) okreslamy obciazenie gra-
niczne oraz promien ¢. Analogicznie jak poprzednio mozemy udowodnig,
ze otrzymane pole statyczne odpowiada bokom DE i EF szeScioboku, Dla
S =01 qg==const olrzymujemy:
. 6 M,p
17 3820 — o*— 3b%ata*’

(2.18) |
21n%(93+3 bfa—a?)—3g(b* — o) =0,

Pole szybkosci ugiet przedstawia sie nastepujaco:

{ w=A{r—a), ' gdy a<r<o,
(2.19) 1

wZA(elng—nLe—a), gdy o<r<D

Wielkosci obcigzenn granicznych ¢ przy S==0 dla réznych rodzajéw pod-
parcia plyty przedstawicne sg graficznie na rys. 4.

Przejdziemy checnie do rozpairzenia przypadkow gdy p}yta nie po- -
giada brzegu swohodnego.

2.5. Oba brzegi plyty sa swoboduie podparie (rys. 5). 7 postaci ugiqcia-
piyty widzimy od razu, ze krzywizna 4 w obszarze plyty zmienia znak,
majac zatem warunki na brzegach
M=0, gdy r=0a lub gdy r=b po-
szukiwaé¢ bedziemy rozwiazania dla sta- L_¥
now EF-FA-AB lub ED-DC-CB. Oka- l» 0
zuje sie, ze dla obcigZen dzialajacych na
gérnej powierzchni plyty nalezy przy- i__ P
ja¢ pierwsza alternatywe, mozliwe jest |
bowiem wtedy okreslenie pola statycz- Rys. 5
nego speiniajacego warunki cigglodei.

Dla a << r =<, mamy stan EF : N=M — M,. Olrzymujemy zatem

Ts-

(2.20) | ——-(TAU.—M ln—~—f§T“§d§

Dla r=¢; M=— M0 Z cigglodcei sity poprzecznej wynika, ze [M,],—, = 0.
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Oba te warunki zapiszemy nastgpujgco:
&

‘ 1
M, = (Taa—M,)In %1 — | T,
(2.21) o
’ M,=Taia — T%, b
Gdy w plycie stan naprezenia przedstawiony jest za pomocy boku FA
zw1azk1 fizyczne okreslajace kierunek plyniecia sq nastepujgce: :

1
x:"—"'_wrr>03‘ }l:““"‘?w::()

Jedynym rozwigzaniem {ych réownan jest y = A1=0, tzn. plyta zachowuje
sie w tym obszarze jak clalo sztywne. Z drugiej strony stan naprezenia
dla obszaru sziywnego moze byé réwniez przedstawiony za pomocg wne-
trza szeScioboku Tresca. Dlatego okreslamy najpierw pole statyczne
dla 0, <{r=<{b, nastepnie przediuzamy je w sposéb ciggly na sztywny
ohszar p{ =% T %0 .

Dla g,<< < b mamy stan AB, N ==M,. Z réwnania réwnowagi tafwo
jest stwierdzié, ze dla r =g, @ = 0. Mozemy wiec napisa¢:

(2.22) M = Myr — ]‘ Tedds
[

oraz po uwzglednieniu warunkéw brzegowych

]
(2.23) M,b— [T#édé=0, Tag— T =10,
o )
Z rownan (2.21) 1 (2.23) mozemy okresli¢ niewiadome g, 05, T4 oraz wiel-
ko$é obcigzenia granicznego. Po przeksztalceniach ofrzymujemy:

b
[ bT?xPz:fT@agdf?
(2.24). l . ,
. o

Te 00 = Tae: Ipy &L 2 f 1 patqg
o &

oraz
{2.25) M= Tee, T ¢ = Toe:,

Z réwnania (2.25) widzimy, ze gy>p; z plerwszego réwnania (2.24)
wynika, Ze p,<b. Prawa strona drugiego rdéwnania (2.24) jest zawsze
dodatnia, gdy ¢~ a, co jest koniecznym warunkiem istnienia rozwig-
zania. Poniewaz T 4a > M,, zatem dla r Z= ¢ mamy M, > 0 i pole momen-
tow okreglone réwnaniem (2.20) bedzw rzeczyw1sc1e odpowiadato EF, To
samo dotyczy réwnania (2. 22). :
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Fatwo stwierdzié, ze pole statyczne mozna przedluzyé ma obszar
0,5 T =, p, preyjmujac, ze odpowiada ono bokowi FA szefcioboku. Ma.my
bowiem wiedy : .

{2.26) M=M,, N=M,+T" —T,a.
Poniewaz

NZ{- 0, gdy r=o,

MO’ gdy r= 921 )

przeto ofrzymujemy identyczne zwigzki do (2.21) i (2.23). OkresliliSmy
zatem w sposob jednoznaczny stan naprezenia w plycie spelma]qcy zadane
warunki. Pole szybkosci ugieé jest naste;pu]qce , o _ oo

[w Ch’li ' a-<f\<e1,- L B
(.2.-27) ' ! W == Clna ' Qﬁ;QT"\{g'z,
— [ bMT Vl -
w=C1In o b—g,’ Qs T < b.

Rozpatrzmy w szczegélnym przypadku g==const. Otrzymamy wiedy
z {2.24) i (2.25) dwa réwnania okreSlajgce promienie przegubdw plastycz-

nych g 1 g5: _ L s J
: o . ha Tgb
7 2911n91+91 asz i

(2.28) , & TR

6 bl —zg_bS—Sbg i
oraz rownanie okreslajgce 0bc1azen1e MK N S
graniczne ' _ . . B \ ,

- 2M, . S -
(2.29) =t o

og—e; . - L~

Momenty zginajace promieﬁiowy iobwo- Rys. 6

dowy sa clagle w obszarze plyty. :
Jezeli natomiast na plyte dziala obcigzenie skupione S rozlozone na

obwodzie o promieniu ¢ <{p <{b (rys. 6), otrzymamy nieciggle pole mo-

mentéw obwodowych N. Mamy wtedy bowiem o
dla e <<r=<Cb (stan EF) N=M — M,,

1 1" : i

(2.30) . M= Moln /a : : b
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dla .QS{?‘ b (stan AB) N == M,

’ ' B 'bk PAp— o
(2.31 M_Mg(lﬂ b= Q),
— 1
(2.32) So=m, {22=¢ 1\
b—e me

Dla r==p N zmienia sie skokowo, mamy zatem bezposrednie przejscie
ze stanu EF do stanu AB.

. Na rysunku 4 sg przedstawione wykresy obcigZzen granicznych dla
réznych warunkéw brzegowych. Przy a=0 otrzymujemy rozwigzanie
dla plyty kolowej bez otworu. Z wykresdw widzimy, ze dla plyt majgeych
wewnetrzny brzeg swobodny istnieje analityczne minimum ¢= gqb*M,
dla k==a/b> 0. Przejécie do przypadku a=0 dla plyt majgcych we-
wnelrzny brzeg podparty jest osobliwe, gdyZz prowadzi do sity skupionej
dzialajgcej w Srodku. Wywoluje to nieciggla zmiane momentu promienio-
wego w §rodku plyty oraz w pewnych przypadkach osobliwe pole szyb-
kosci ugiet. Tak np. dla plyty podparte_] swohednie na obu brzegach
ofrzymujemy: ‘

dla r==0 M= N =--M,, (stan D)

dla 70 M:Mo—ﬂg;, N=M, (stan AB),
Skokowa zmiana momentéw wynosi |M|=|N|— 2M,. Szybkosci ﬁgieé

daza do mieskonezonosci, gdy ¢ — 0, co wynika ze wzordw (2.27).

W analogiczny sposéb mozna rozpatrzyé inne rodzaje podparcia obu
brzegéw.

2.6, Metoda uktadéw zastepczych. Zagadnienie wyznaczenia nosnofci gra-
nicznej mozemy sprowadzié do dyskusji réwnanid prac W1rtualnych
dla ukfadu cial sztywnych o kilku stopniach swobody. Jest to mozliwe
w przypadku odcinkami liniowego warunku plastycznoscl, wtedy bowiem
pole szybkoéci ugiet jest okreslone niezaleznie od pola statycznege mo-
mentéw. W zwigzku z tym moc dyssypowama. jest réwniez niezaleina od
pola statycznego. Jezeli okreflimy nosnosé graniczng p}yty dla najprost-
szego rodzaju obclazenia przy dziataniu sit skupionych, mozemy porow-
nywaé prace dowolnych obcigzen zewnetrznych z. praca sit w naszym
ukladzie zastepczym przy zalozeniu, ze w obu przypadkach stany napre-
zenia sg przedstawione tymi samymi bokami wielobcku Tresca. Przy-
kladajge do plyty dane obcigzenie i sity z ukladu zastepczego o kierunku
przeciwnym anizeli rozpatrywane obcigzenie, otrzymamy uklad cial sztyw-
nych bedgey w réwnowadze, mozemy zatem z zasady pracy wirtualnej
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okresglié poszukiwane wielkosci. Dla-przykladu -rozpatrzmy plyte utwier-
dzong na brzegu wewnetrznym (rys. 3d). Uklad zastepczy ‘otrzymamy
obcigzajac plyte sitami rozmieszezonymi na kole o promieniu g, Pip=
= M,e/p—a, i na brzegu zewngtrznym P;b— M,. Pole szybkosci ugieé
jest przedstawione wzorami (2.19). Jako miezaleime wspoirzedne L a-
grangea obierzmy ¢,=A oraz ¢;==¢. Olrzymamy

dw, = dAF—a), a\a-\?"(k..g,

o

6w2=6A(91n%+9—a) —I—Adgln%, o<

Stosujac zasade pracy wirtualnej dla ukladu o dwoéch stopniach swobody,
b
{2.33) f géwrdr — P, pdw; — Pybéw,—0,

a

otrzymamy dwa réwnania okreSlajace wielkoé obcigzenia granicznego
i promien p. Przy g == const otrzymamy identyczne zwigzki jak (2,18).

Metoda ukladéw zastepczych prowadzi szybciej do wyniku w przy-
padku, gdy plyta jest obcigzona sitami réznej wielkosci w sposéb nie-
ciagly, co wymaga przy poprzednim sposobie kolejnego catkowania roéw-
nan réwnowagi dla poszczegblnych obszaréw .i spelienia szeregu wa-
runkéw brzegowych. Istnieje réwniez przy tej metodzie mozliwosé okres-
lenia nofnoéci granicznej wykredlnie w oparciu o okreélone uprzednio
uklady zastepcze dla réznych rodzajéw podparcia plyty, co ma szezegdl-
ne znaczenie przy obliczeniach inzymierskich,

-5, Kssztaltowanie wytrzymaloSciowe

Bedziemy obecnie poszukiwali ksztattu plyty o zmiennej grubosci h,
ktéra w stanie réwnowagi granicznej wymaga przy danym obcigzeniu ze-
whetrznym najmniejszej ilosci materiatu Vy. Zagadnienie to bylo rozpa-
trywane dla ptyt przez W. Pragera, {10}, [11] i [16], H. G. Hop-
kinsa [11}, W. Freibergera i B. Tekinalpa, [12], oraz
E.T. Onata, W. Schumanna i R. T. Shielda, [15]. W pra-
cach [13]i[14] D.C. Drucker i R.T. Shie 1d podali ogélne kryteria
ksztaltowania przy minimum iosci materiatu. Ksztatty plyt o réwnomier-
nej wytrzymalosci byty réwniez badane przez Z. Brzoske, [17], gdze
punktem wyjscia by! stan sprezysty, a warunkiem jednoczesne uplastycz-
nienie zewnetrznej Warstwy

Dla plyt pierscieniowych sformulujemy to zagadmeme jako problem
wariacyjny podobnie jak w pracy [12] opierajgc sig przy tym na warunku
plastycznosci Coulomba-Tresca oraz na pozostalych zatozeniach
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apalogicznych do poprzednich. Mianowicie bedziemy szukali minimum

f_unkcjonalu
' b

(3.i) . | IV: ] h{r) rdr

a
PrzZy Spelmemu réwnania réwnowagi. (2.1) oraz warunku plastycznosci.
Poniewas M= (1/4) o,h2, funkcjonat (3.1) mozemy wyrazié w postaci

(3.2) V= f MLPrdr

przy spelnieniu nastepujacych warunkéw dodatkowych:

{}c‘l:F(MJN)_hM(I}IB::Os

(3.3) .
fo= M, +M—N+TH*—Sa==0.

e,

Rys. 1

Przyimujemy przy tym ze krzywa f1 =10 jest gladka (rys. 7) Rownamé
Fulefa dla funkc;onalu (3 2) przy uwzgledmemu (3.3) przy]mUJe postac
COF [ OF

B4 oM ( 51"\?) =0
Rownanie to ma prosta interpretacje flzykalna, M1anow1c1e, Wychodzac_
ze zwigzkow fizycznych _
OF ok

T HON




i przedstawiajac jednostkows dyssypacje energii jako.

oF OF )

D:M:-H»Nﬂ:-‘u( 0M+N0‘N

#Ml;z
co wynika z jednorodnosci funkeji F (M, N) stopnia 1/2, mozemy réw-—
nanie (3.4) napisa¢ w postaci nastepujace]:

D D
{3.5) ("H)‘A*D' lub hmconst.

A zatemr objefosé plyty osigga ekstremum W, przypadku, gdy $rednia.
dyssypacja energii D przypada]aca na Jednostke grubosm jest stala Wa—'
runek (3.5) mozemy rowniei wyrazi¢ nastgpujgco:

L) Iif2

1 2 2z 1
. e p‘ = z 8 = H
(3.6 T h J 0, efdz = i f D N dz — 5 D.—const
0

(]

—hy2

gdzie Dz:[afje{i,. 2=t - OENACZA dyssypacje energii w warstwie ze-
wnetrznej plyty. '

Zbadamy obecnie, dla jakich punktéw krzywe] granicznej warunek
(3.5) zapewni minimum objetofci plyty. Przyjmujemy przy tym ksztalt
krzywej granicznej jak na rys. 7, tzn. ztozony z odcinkow prostyeh i tu-
kéw kél. Przy przejciu granicznym, gdy promienie tych koét daZa do
zera, otrzymujemy szeSciobok Tresca.

Wykorzystujae warunki (3.3) mozemy funkcjonat (3. 2) napisaé w po-
staci

S b ‘ b
(3.7) V= [ F|M,NM,M)|dr= | &G, M, M) dr
przy danych warunkach brzegowych dla momentow M. Warunkiem ko-
niecznym i wystarezajacym dla minimum mocnego jest dodatnia war-
tosé funkcji Weierstrassa® w obszarze wlasnym ekstremal otacza-
jgeyeh rozpatrywang krzywg ! ‘

(3.8) Pir, M, M, M7} == L (M, — M2)* Fu,m, {r, M, M) = 0,

gdzie M, jest funkcja nachylenia pola, M? nachyleniem krzywej y, M.
wielkodcig zawarta miedzy M, i M?. Przyjmujac uproszczony warunek
Weierstrassa :

(3.9) Fou,m, (v, M, M) 20,

3 oznacza tutaj funkcje Welerstrassa,
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rozpatrzymy poszczegolne odcinki krzywej i1 zbadamy znak Faa, . Dla
prostej A'B" mamy

b [} i
N2 = M2 V= [ tN"dr= [ r(M,+M+T"— Say?dr
. @ a .
oraz
o1

(3.10) ,  Fam=— =0,

gdyz N> 0 dla ~dowolnych M,.

Dla stanow .hapreZenia przedstawionych odeinkiem A'B° mamy za-
tem maksiraum objetodei. Z réwnanie (3.5) wynika, Ze plyta objetosci
ekstremalnej w stanie A'B’ pos1ada gruhosé

(3.11)  h=Kr.,

Dia stanu B”C’ mamy

o ? 1
(312)  MP=(N—M#=0,  Fum=—"71 @ g =0

oraz ksztalt ptyty o ekstremalnej objelodel
313 .- . h = Kr?:

Stan A”F” nie moze prrzedstawiaé rozwigzania réwnania (3.5), gdyz plyta
w tym stanie zachowuje sie jak element sztywny. Poniewaz dla pozo-
staftych bokdéw sytuacja bedzie analogiczna do rozpatrzonej, mozemy
stwierdzi¢ ogélnie, ze dla odcinkéw prostoliniowych krzywej granicznej
albo otrzymamy rozwigzanie o objetosci maksymalnej, albo rozwigzania
nie ma.

Zbadamy obecnie czesci krzywej granicznej w postaci tukéw kot Row-
nani_e‘ odcinka A’A” mozemy napisaé (rys. T):

G314 (MMl — )P [N — Ny(1— 8)]? = £* M2
lub w postaci

(3.15) M=

[(1ms)(M+N — /(U — &) (P = (M8+N2)(2+82—'48)J”2"
' 2+e*—4e )

Po zrézniczkowaniu (3.15) i przejiciu do granicy otrzymujemy

(3.16) lim Fa, 21, = lim ( A+B, %) =00,

¢ 0 =0
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gdz1e A, i By to wielkosel ograniczone i dodatme gdy &—0..Dla 11'11{1:.1"
FF” otrzymujemy réwnanie : S

(3.17) : [M— My (1 — e}*-+ (N —keMy)* — " M
lub w pdst'é-c'i funkcji jednorodnej M i N:
{3.18) . M}2=

{(1~—s)M+Nks—}/[1—8)M+Nks] — (M + Nﬁ)(1—26+k2 z)}”?
| 1—2 etk

Po zréiniczkowaniu otrzymujemy

{3.19) lim FM,M,_—lun( A,+ B, i) = oo (A

-0 =0
Dla tuku B'B” mamy
Méﬂ_{(l e)N - keM —y/ [(1—s) N - Mke|*— (M + N*) (1— 2¢-1- KPe 2)}1’2,

1— 28+kie?
a S\Tzqd _
{3.20) hmFM, My wlggl( Ax—ljBag)ZMAaz—_——q‘aN ~~~~~ (), .

Widzimy zatem, ze minimum objetosci ofrzymujemy jedynie dla sta-
16w mnaprezenia QA, OF, OC i OD. W konkretnych zagadnieniach zatem
nie trzeba stosowaé metod wariacyjnych, wystarczy okreflic pole sta-
tyczne i ksztalt plyly calkujac réwnanie rownowagi dla podanych wyzej
stanéw 1 spelniajac warunki brzegowe. Pole kinematyczne zazwycza]
nieokreslone dla wierzcholtkéw szeicioboku w naszym przypadku jest
zdefiniowsne warunkiem stalofei &redniej dyssypacji energii; dlatego
mosna je wyznaczyé majge okreslony kszialt piyty. :

Azeby powyzsze réwnania byly sluszne, nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy
istnieje pole wlasne ekstremal. Z obliczen, ktérych tu nie przytaczamy,
wynika, ze warunek Jacobiego istnienia pola dla kazdego odcinka
krzywe3 granicznej gest speliony 1 zachowije sie przy przejéciu gra-
nicznym.

" Powyzszé wyniki sg ciekawe rdéwniez 1 dlatego, ze w literaturze nau-
kowej mozna spotkacl poglad, iz warunek stalosci dredniej dyssypacji
energii zapewnia minimum objetoéci plyty ([14], [15]).

Nalezy zauwazyé, ze otrzymane minimum jest ekstremum wzgled-
nym, wystepuje zatem w klasie funkeji M i N bliskiej danemu rozwig-
zaniu; moga byé przypadki, gdy plyta posiadajaca kszlalt inny anizeli
wynikajagcy z rozwigzania minimalnego, posiada mmiejszy - objetosé;. na-
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lezy zatem w poszczegdlnych przypadkach zbadae, czy minimum jest:
jednoczesnie kresem dolnym objetosei dla wszystkich mozliwych ksztal-
tow piyt.

Obecnie zilustrujemy podane wyzej ogblne zasady ksztalbowania ' ng
przyktadach. Przyjmowaé bedziemy przy tym, ze S==0 i obciazenie po~
przeczne g == const. -

3.1. Plyta swobodnie podparta na zewnehrznym brzegu {rys. 8). Zalbzmy, ze-
na ptyte dziala réwnomiernie rozlozone obc1azeme poprzeczne ¢. Z cha-
; raktern krzywej ugiecia
b wynika, ze A>>0. Mo~

! oo = R — _ —
‘ W / . —}r zemy zatem poszukiwaé:
oy

hy

rozwigzania dla stanow

////W naprezenia przedstawic=
* < nych punkibw A, B

|| I

L lub C. Przyjmijmy, ze
; e w plycie mamy stan
T—-P.*—- O - przedstawiony punktem.

Rys. 8 A, tzn. 26 M=N=

={1/4) o, R*. Po scatko--

waniu réwnania réwnowagi i spelnieniu Warunku brzegowego M == 0 dla.
r="5 otrzymamy .

3.2y M.—_N:g_(b”——1‘2-—2af“’1n ----- ,

a stad -

(3.22) ;= ”l/q Vbz—r2—2a2 In-—.
| | Voo, "

Widzimy, %e dla stanu A nie mozemy spelni¢ warunku brzegowego M +— 0
dla r==a.. Aby to uzyskaé, zakladamy -skokows zmiane grubosci na.
obwodzie o promieniu r==p .i stala grubos¢ plyty H > h, w obszarze:
a<r<Cp. Mamy zatem w tym obszarze stan naprezenia AB, tzn.
N=M,=(1/4) o, H%. Z rdwnania réwnowagi otrzymamy:

(3.23) N 'rMﬁMO(T-—.a)_.g. (T3_3a2,r+2a3)‘

Z warunku cigglogci momentow promlenlowych dla r=¢ mozna okre-
§lié zaleznoge miedzy H i h

o 1 3b29——93+4a3m6a29(1+ln2)'
' oo oo (b‘“’%gg—«,?a’alnug)(g—fa)

KSztalt plyty przy danym q/o, jest wiec okreflony.
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" Zbadamy obecuie pole szybkosel ugieé. Dla o< r <C b musi byé spel-
miony warunek statosci Sredniej dyssypacp energii, ktéry mozna wy-
razit nastepujgco dla stanu A

‘ 1 °
(325) Wert T wy=—— w) .
-Catkujac to réwnanie otrzymamy
o . ndn b
(3.26) 'waj 5 df[ G
b ‘

" Dla es{r=(p szybkosci ugigeia sa okredlone wzorem
(3.27) ' w==Cor+C,.

Dla r==¢. w i w, muszg by¢ ciagle, jak réwniez powinien byé¢ spelniony
‘warunek c1qglosc1 dyssypacji energii

Nlll!__Mp%p‘I’Nplp‘

{3.28) T Ty

EOJ

gdzie wskazniki | i p oznaczaja prawsg i lews strone okregu r==p. Po-
niewaz 1, =1; warunek powyZszy mozna zapisaé nastepujaco:

(3.29) wp = Ap (Y6 —1).
‘Wielkosci stalych catkowania okredlone z powyzszych warunkdéw wy-
nosza,
v 2
rdr o
Ci=— fh(r)—l_ gl
2
| ¢
(3.30) Cy== —aﬁ’
Co=a|— ——dE f’”d" +In> “"d" ¢ n~b-+1
hin) e

Fatwo jest stwierdzié, ze warunek 220 i %220 jest spelniony w ca-
lym obszarze plyty. Zatem znalezione pole kinematyczne jest polem rze-
crywistym, zwigzanym z okredlonym poprzednio stanem momentow.
Rozpatrzmy w szczegdlnym przypadku plyte majaea a/b=—10,2, Przyj-
mujac o/b=0,3 okreslimy ksztalt ptyty z rownania (3.22) i (3.24). W po-
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réwnaniu z plyta o stalej grubosci obcigzong analogicznie zysk materialu

WyIlosi.. [ .
‘ Vjh=co st"”*'VM'
o= "L"'I!V—]flmnst s 269

Nalezy jeszeze Tozpatrzyé Torwiazania dla stanéw B lub C. Jaklzol-
wiek pole statyczne spelniajace warunki brzegowe i rownanie réwnowagli
da sie okreslié, to jednak mie moZemy przyporzgdkowaé mu pola kine-
matycznego spelniajgcego warunelk stalogci Sredniej dyssypacji energii
oraz warunki ciaglogci. Zatem podane wyzej rozwiazanie jest jedynym
rozwiazaniem optymalnym.

2.2, Plyte swobodnie podparia pa wewnetrznym brzegu (rys. 9. Poniewaz.
w obszarze plyty -4<C 0, rozwiazania mozemy poszukiwaé dla punktow. D, '
E lub F. Przyjmujgc stan D otrzymujemy po scatkowaniu réwnania row-
nowagi ‘

{(3.31) 'M:Nz—»-%(Zbgln%—bH—'rg),' (M=0 dlé_ 7 == b}

Oraz

(3.32) h:}/j—}/z b"‘ln%rbz—l-rz.
0

Analogicznie do poprzedniego cheae spelnié warunek brzegowy M =0
dia r— b zakladamy skokowa zmiang grubosci dla re==p 1 stalg grubost
plyty H>h, dla asSr=Cg. W obszarze tym mamy stan DE i réow-
nanie réwnowagi okreéla pole momentéw gnacych: '

(3.33) N=—-M, rM=—M(r—o+ % (3b2r —1* — 3 bat-a?).

7 warunku ciaglofci momentéw M dia r—e wynika, Ze

H® 1 2 3b%g — o' —3bia+a’

=o=0= o+ = .
h? o—a 3
@

(3.34)

2b21n—g—~—b2—|—92

Pole kinematyczne okreSlamy jek poprzednio. Warunek stalosci dyssy-
pacji dla stanu D wyraza sig nastepujaco:

1 a
(3.35) ] wr1-+ ? Wr — }"L—(TS .

zaé dla stanu AD mechanizm plyniecia jest ork-réél(my (¢ =0). Po prze~
prowadzeniu obliczeh otrzymujemy: ‘ L
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(3.36)

Otrzymane pole kine-
tyczihe spelnia dla r==yp
warunki ciggloéei; tatwo
réwniez sprawdzi¢ przez
zrozniczkowanie powyz-
szych réwnan, Zze w ob-
szarze plyty y<C0 i <0,
zatem pole to przedsta-
wia rzeczywisty mecha-
nizm plyniecia.
~ Plyta o wymiarach
a/b=10,2 oraz p/b—10,3 Rys. 9
da zysk materialu w po-
réwnaniu z plyta o stalej grubosm By = 52%s, a wiec znacenie w1e,kszy'
niz w poprzednim przypadku.

3.3. Plyta uiwierdzona na zewnetrzoym brzegu (rys. 10). . Rozwigzania be-
dziemy poszukiwali dla stanu C. Przyjmujgc N ==0 otrzymujemy z oW~
nania rownowagi '

g b—aflt2a)
(8.37) M=—o—

oraz grubost plyly

o)A /E . fria

Pole kinematyczne okre§lone jest
przez réwnanie

1
(3-39) Wrr zh—('l‘)’

skad po scalkowaniu i spelnieniu
warunkéw brzegowych w=-w, =0
dla r = "> otrzymujemy

£
(3.40) | w:afdfj%.

W obszarze plyty mamy spelniony warunek x<<0, 4z=01 A/x=—1,
co istotnie odpowiada punktowi C.
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W rozpatrywanym przypadku moina by poszukiwaé rozwigzania dla
stanéw D oraz A i AB, prowadziloby to jednak do plyty majacej zerowa
grubodé wzdluz okregu r=—=p we wnetrzu obszaru i rozww;zame takie nie
mialoby wartoscl praktycmmej.
W przypadku a/b==0,2. zysk na materl,ale Po == 18%.
3.4. Plyta majaca brzeg wewnetrzny utwierdzony (rys. 11). W obszarze plyty
mamy stan D, gdyz 1<01 z=C0, zatem stan momentéw i grubosé plyty
sg okre$lone wzorami (3.31) i (3.32).
Ugiecie plyty przedstawi¢c mozna
e . WZOTem

NN T so B :ldf ng?;
P e (3. w““]& fh(n)’

Rys. 11 ktdry otrzymalismy po . scalkowaniu
réwnania (3.35) i spelnieniu warun-
kéw brzegowych w—w,=0 dla r=a. w obszarze plyty mamy 120
i x=<0.
Dla a/b==0,2 po przeprowadzeniu obliczen otrzymamy fa— 51%,
Przytoczone wyzej przyktady wykazuja, Ze sposéb okreslenia oply-
malych ksztaltéw plyty jest bardzo prosty. Wyniki uzyskane wakazlija
na mozliwosé duzych oszezednodel materialu, Nalezy réwniez zwrdcié
uwagg na fakt, ze o ile przy rozpatrywaniu nosnosci granicznej rozwig-
zanie dla plyt bez otworu otrzymaé mozna bylo przez podstawienie ¢ =0,
o tyle przy ksztaltowaniu oba te rodzaje plyt powinmy byé rozpatrzone
-oddzielnie,

e
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Pezwme ;. ;:

HECYIIAA CIIOCOBHOCTE M IIPOYHOCTHOE ODOPMIEHUE
RKOJNBIIEOBPA3SHBIX ILTACTHHOK

B mepeoii wacTy paboThl paccMaTpuBAeTCH HECYIad CIIocobHOCTE
TP TIPOMBBOABHOR. TMOTIEPeYH0A HarpysKe ¢ JeiicTBYIOIMICH B OOHOM Ha-
- IpABIeHMM M UPH' PA3IWUHBIX BHMAax omop ofomx kpaes. OO0CyXIaroTesa
TaKMe CHyUay, KaK: HAPYKHGLIH MIM BHYTPeHHWI xpaji csobomHo onep-
THIM WM 3aleMileHHnii M oba Kpas ceoGomgHo omepThie. llpuummaeTca
yeaopue nxacruymocT Kyvanoma-Tpecky, a TAKEe XeCTKO-IJIACTH~
yeckasa Mogens martepmana, g g = const pesynesTaThl fgamoTes B Ipas
ibruecroii opme,

Bo Bropoit wactm oficymxpaeTca IpouHoCcTHOe odopMIIeHME ¢ TOYKI
ZpeHnd MMHKMMYMa Beca maacTuHKY, Boipoc oopMympoBaH Kax Bapua-
IHOHHAA 3afaua; NPMHMMUETCH [IPefelbHYH Xpusylo B dopMe MHOTO-
JLONBHWKA C Ba0KPYTOCHWAMM M MCCIASAYIOTCA YCIOBMA RJd MMHMMYMA
dpyuxiprogana, OxazpBacTCA, 9TO YCACBME IIOCTOSHCTBA CPEMHEN IMccH-
TAIMM SHEPTHH BeAeT JUId CTOPOH M sepilimd B u £ K MaxtuMyMy Beca,
s sepuima A, F, C, D ¥ muammymy. Ob0uipe paccy:xAeHWS WIAMIOCTPH-
pyoOTCa HA HpMMepax NUIACTHHOK HAXONAIMXCA IO AeificTEMeM Hapry3EW
q == const ¥ Up¥M PazAMIFEIX BMAAX OTOP.
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Summary

THE LOAD CARRYING CAPACITY AND MINIMUM WEIGHT DESIGN
OF ANNULAR PLATES

 In the first. part of this paper, the limit load of annular plates is
analysed for any fransverse load g acting in one direction and for various
edge supports. The cases treated are those of outer or inner edge simply
supported or clamped or having both edges simply supported. The Cou-
lomb-Tresca yield condition and the rigid-plasiic model are assumed
for q==const. The results are represented in graphical form. -

. The -second part of the paper is devoted to the minimum weight
design. The problem is stated as a variational problem. The limit curve is
assumed in the form of a polygon with rounded corners. The conditions
for (strong) minimum value of the functional expression obtained ave
examined. It is seen that the condition of constant mean energy dis-
sipation leads to a minimum for the corners A, F, C, D. The general con-
siderations are illustrated by examples of plates subjected to the actlon
of a load g —const and for various types of support.

ZAKEAD MECHANIEI OSBODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN
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