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Pomimo duzego zainteresowania diwigarami powierzchniowymi nie
znamy dokladniej rozkladu naprezen w iukach tarczowych. H. Bay
w swojej pracy, [1], opart sie na badaniach elastoopiycznych, jednak nie
udalo mu sie wyznaczyé naprezen na drodze analitycznej. PoniZej po-
damy sposdb pozwalajgcy na wyznaczenie funkeji Airy ego w troj-
przegubowym luku tarczowym, stosowanym jako konstrukcja mostowa
(rys. 1)1,

t. Ze wzgledu na slatycrng wyznaczalno$é ukladu rozpatrywaé be-
dziemy polowe tuku. Znajac obcigzenia zewnetrzne latwo wyznaczymy
funkeje Airy ego oraz jej pochodne nmormalng i styczng na konturze
tarczy, [2] i [3]. W naszym zagadnieniu po-

stugiwaé sie bedziemy dang funkcjg Ai- g
. . TTTTTTT

ry’ ego oraz jej pochodng w kierumku trerbtertd
promienia

OF aF

o~ om < s{n ,x)+ cos{n ) -
Te warunki brzegOWe mozna tatwo inter- —
pretowaé statyczme w przypadku, gdy ko- Rys. 1

lowy brzeg tarczy jest meobcmzony
(wzdluz nieobcigzonego boku mozemy przyjaé F == 0F/dr = 0); dana funk-
cja F w punkcie 4 na konturze przedstawia moment statyczny obcigzenia
zewnetrznego wzgledem tego punktu, natomiast pochodna w kierunku pro-
mienia w punkcie A jest rzutem sit zewnetrznych z jednej strony tego
punktu na kierunek prostopadly do promienia r. Na rysunkua 2 pokazano
wykresy F oraz 0F/or dla kilku przypadkéw obcigzen tukéw tarczowych.
2. Rozwazymy znajdujacag sie w réwnowadze tarcze o ksztalcie naste-
pujacym (rys. 3): bok AD jest czesciy okregu, boki AB i CD tworza od-
~cinki prostych, a luk BC moze tworzy¢ dowolna pojedyncza krzywa cia~
gla nieréwnolegla do promienia r. Luki AD oraz BC mogy by¢ obciazone
dowolnie, przy czym zakladamy, Zze funkcje okreélajace obcigzenie moga

t Kongtrukeje takie obliczamy majgc na uwadze ciezar wlasny oraz cbcigZzenie
uzytkowe, W pracy tej pomijamy sily masowe i zajmujemy sie tylko obeigZeniami
uzytkowymi.
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by¢ rozwinigte w szereg Fouriera. Natomiast odcinki AB i CD sa
obcigzone naprezeniami o nieokreSlonym na razie ksztalcie, tworzgcymi
dane z géry wypadkowe W, i W.. Jako rozwigzanie przyjmiemy znane wy-

razenie na funkcje Airy ego we wspdlrzednych biegunach uzyskane
przez rozdzielenie zmiennych

(2.1) F==A,0 - Byplng | Cy-Dylnp +
+{4,6°+ B 14+ Cio-+Diolng)cos g+
+{Alo*+Bio~ '+ Clo-+-Diplng)sing +

+Z (An9n+2+BnQn+c”.g—fz-l2+D’197r1) cosn g+

n==2

-+ (A:z 0r1+2 + B:z Qﬂ 4 Q‘””%D; Q—u) sinn @

=2

W wyrazeniu tym ¢==r/a, gdzie a jest dowolng statg. Dla uprosz-
czenia wzor6w pisaé bedziemy w dalszym ciggu tylko wyrazenia z cosi-
nusami, poniewaz wyrazy z sinusami sg takie same,
Funkcje F oraz 0F/0n—— (1/a) (OF/0 p) na brze-
gu AD rozwiniemy w szeregi Fouriera:

i Foe= b, cos ng,
@2 e e
dF 1 OF —

8
A

_ gy A vr_ €, COS N . \W'
on a Jdo ,;' Rys. 3

Zrézniczkujemy ukiad (2.1) wzgledem r i otrzymamy

@3 g§$[2AnQ+Boe{2me+1)+Doe1]+

+ [84,0*~B,¢ *+C,+Dy(lng+ 1) cosg-|-

+Z [(,n_l_ 2)eu E'i-{—ang“"“i-{—@——n) Cﬂg—n-{—i '__,-,nDnQ—n—l] CosSTEp.
—2 :

Wprowadzajac g, do Wyi*aieﬁ (2.1) i (2.3) przyrownamy poszczegolne
wielomiany do (2.2) i otrzymamy uklady réwnafn liniowych o dwéch nie-
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wiadomych, .z ktorych mozemy dwie dowolne stale wyrazi¢ przez dwie-

pozps:t_gl__e_;r R R L L
f i Ao 2 :+Bo goln py +C) +Dyln gy = by,
-‘ 24500+ Bogo(2In g0+ 1) -+ Doy =3
(2.4) A193+B190*1+C.190+D1901n 2o =10,
o 3A19%+B19E2+C1+D|(1n.90+1):(31;
u+2+BHQO +Cn@0 - 2+D qu mbn’

\ (n+z)A gt HnB, o (2 Cyop " — D, g T =,

W dalszym ciggu postawimy b,==c,==0 (bok AD jest nieobcigzony}

i otrzymamy

(2.5)

Ay=— 077 |Cal21n 0o+ 1)+ 2D, In%g, | ,
B,= oy 2[20 + Dp(2In gy — 1) ;

1 1
A==y Gt = Diey P2Inea D),
. : 1 \ T 5o ‘. . ’ I
Bl..—:.——.-ér-clgn_"-L--Dlgo(zln@o_“,*l}; A P

Au == ('n,...— I) Cugo—m %_ 'nD Q —2(n+8) ’
B =-—nC Q*&(r1~1)—-——(n+ 1) Dngf.!n.

n

- Po Wprowadzenlu oznaczenia p/go= & funkeje (2.1) i (2. 3) przyjma
postac naste;pu;ch

(2.6)

F~C0(1—52~|—2£2]n§)—i—D0[(1~—Ez)ln o+ 2§2lngoln§-‘] -}
+ {;Cﬁ’o(_ §3+2£—‘§W1)+%D190[§_1 — & —

—2(£+8In eu+251ne]}cosqa + 3HC, 05" [n— 1) g2 —

n==2
— 'n,{-"‘ + 5—2"":"2-] + sz Qb—n [nf’”"z _(n+ 1) §” ,i_é—n] } cosng,
L M+ Dy (— 12l e) + (8 +

Hyce—se—en 1 p,at+ine) i+ ne)—

T 1+21ne)l}cosw +Z (Coy f‘“{(n—l)(n+2)fh‘ nh gt —

CaaEd

_(nﬁz E_"H] -i—D”Q(]—”_i['n('nJr2)5”“—%(11-1—1)5”““1 nf—” I]}COS’n,tp
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Funkcje powyisze maja postac:

sz (Clt fnC‘i‘D;L j:nD) COS'H.QJ,
(2.7
1" oF
? ijn Z (Cnfth+Dn ]an Cos ‘nrp,
gdzie fuc, fup, Src 1 fap oznaczaga funkeje zmiennej & WyStqujace
przy wspoélezynnikach C, i D, w (2.6).

Tak wiec otrzymali$my funkcje Airy ego (2.7), ktora Scisle spehna
warunki brzegowe wzdiuz boku AD. W kazdym wyrazie szeregu mamy po:
dwie niewiadome state C, i D,. Zauwazmy, ze znane wielkoéci F i 0F/dg
na konturze sga od siebie niezalezne i dlatego mozemy utworzy¢ odchy-
lenie kwadratowe wzdluz krzywej s boku BC w nastgpujacej postaci:

. 7. . . ) aFn . aF 2 .
2. _— 2 [t A

ey e [(F P+ (G 5 ) |as

i zazadaé, by osiagato oro minimum.

Rézniczkujac (2.8) kolejno wzgledem C, 1 D, i przyréownujac pochodne
do zera otrzymamy w ogblnym przypadku nieskonczony uklad réwnan
liniowych. Ograniczajac sig do n + 1 wyrazéw otrzymamy uktad 2 (n+1)
réwnan Iinlowych, z k’f,orych wyznaczymy C, 1 Dy

cﬂag]+...+c ag,,+D 600+...+D 8. + 86 =

CodS+ - JrC,zé,‘f,,wLD0 m,+ —|—D §C +ac

n-nn

ca;;g+...+c 8D + D,6b +...+Dnag,+a;?=

Cna;zDo et C,[ 5',,5’1 + Duar‘?o v+ Dy, 85, + 47 =0.
Wspolczynniki ukladu sg catkami po krzywej BC:
85, = f (fre fic + fre fic) cos ip cos kepds,
4

8y = f {fup fic -+ fin fic) cos igp cos keds,
HC
533 = f {fupn fip -+ fip fin) cos ip cos keds ,

(2.9)

0.2 = | (fec fip -+ frc fip) cos ip cos keds ,
Ae

=—I(Ff,gc-|— do J‘;c)cosupds

5? S f (FJ‘,-D + 0—9 f}p) cos ipds.
BC




Indeksy u gory charakteryzuja powstanie wspdlczynnikéw: tak np.
85 oznacza wspblezynnik w wierszu i, kolumnie k, powstaly przez zréz-
niczkowanie funkcji (2.8) wzgledem C;. Analogicznie 60 oznacza wspoi-
czynnik powstaly przez zrézniczkowanie funkeji (2.8) wzgledem D;. Wy-
znacznik ukladu jest symetryczny wzgledem glownej przekatnej. Wspoi-
czynniki przy niewiadomych zaleza iviko od wielkoseci farczy, a wyrazy
wolne réwniez i od obeciazenia. W razie przyjecia wyrazen z sinusarmi-
wzory powyzsze pozostang te same, jedynie cosinus nalezy zamieni¢ na
sinus. Jak mozna sie latwo przekonaé, calkowanie — chociaz formalnte
mozliwe -— jest dosyé zmudne i dlatego do obliczen liczbowych zastosu-
jemy nieco inng metode.

3. Obierzemy na konturze tarczy n-t1 punktéw (rys. 4). W kazdym
Zz tych punktéw wyznaczymy wartosé: funkeji Airy ego Fp oraz

(1/a)(OF[0g), . Jako przyblizenie F, przyjmiemy (n+1)
k  wyrazéw szeregu (2.1). Postepujac jak poprzednio
wyrazimy dwie stale kazdego wyrazu szeregu (2.1)
i (2.3) przez dwie pozostale i otrzymamy uklad (2.6).
W ten sposéb warunki brzegowe wzdiuz boku AD sg
spelnione scisle. W celu wyznaczenia pozostalych sta-

- s lych zadamy, by F, w punkcie k bylo réwne Fy, a OF /0t
Rys. 4 w punkecie & bylo réwne (1/a)(0F/de),. Dla kaidego
punktu k otrzymamy dwa . réwnania; dla wszystkich
“n-+1) punktow otrzymamy 2 {n+1) rownan. Réwnania dia punktu k maja
posta¢ nastepujaca (£, = e,/ed)

Coll— & +281né,)+ Do[(1— &) Ing,+ 28 Ing,In &1+
+ %cleo(ﬁ“ &4 28, & eosg, +
+ L Dygol 1 — 8 28 + &) 0o+ 28, In ] cosg, +

fn

3.1)

+ 2”: (C o7 2 [(n— 1) &8t —n & - &3 cosng, +
D e e — (A 1 &+ & cosnp,) = F,,
4C,05 £, InE, - Dyogt [26,1n&, @Tn gy —1) + (&' — &)1+

+ —%%Cl [2—3& —& 7 cosg, +

+ -—i-D, l4(lng, +1)— & (n g0+ 1)— &2 (2In g, — D] cos g, -

1 N G051 (- 2) 1 — e
n=2 ’

— 2 & cos ng, + Dy [n(not- 2D 6T —

1) g — nE T cosngy) = (3—1‘;) .
k

a




W wyniku otrzymamy tablice wspdlezynnikéw (tabl. 1):

Tablica 1

Cy D, C, D, .

doc, dop, . - . doc,, dop,, Fy
8pc, %o, . . . 3¢, %ap,, —(1: (g%:‘)o
dnco 6,%30 . . N ‘5;:(;,l 5:1:1),, F,
uc, 85D, o : Suc,, 8ap, %f (g—j)"

Wspdlczynniki wystgpujace w te] tablicy sa okreslone za pomocsy
WZOLrOW :
Spey=1—&-+ 26 In ¢,

dip,= (1 — &) Ing, +2&IngoIné,,
1 :
‘skci =9 @ (— & + 25,.,—5,?—1) cos @, ,

1
Opp, = 3 Qo (61— & —2(8 4 £,)In g, 2£,Ing,] cosy,,

Spe, = 05 TG — 1) EF2—igl + £+ cos g,

Sup, = 0y ' [16H* — (i+1) &, + £;7] cosig,,
{3.2) . ST
ade{i: 490_ Ek 1n Ek H

Sip, = €0 1126, In &, (BIngo — 1)+ (&1 — &M,

. 1
6;01:'5 (2—3& — & YHeosg,,

L | ,
G =4 [4(ne, +1)—&(ng+ 1) — &2 (2Ing, —1) cosg,,

S =g U —D(E+2) H — P& —(1—2) &7 | cos g,

8p, = 05 I+ 2) & —i(i+ 1) € — ik T cos iy

Widzimy, ze obliczenie wspolczynnikow jest proste,, gdyz dla i =2
wystepuja w nich tylko wielomiany pomnozone przez cosig,. Gdy
i==0,1 mamy jeszcze dodatkowo logarytmy naturalne. Macierz utwo-
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rzoha ze wspblczynnikow jest niesymetryczna wrzgledem glownej prze-
katnej, a ‘warto§é zera przyjmujg tylko wspoiczynniki, w ktdrych.
%:os_iqpkzﬂ'. W tym przypadku cztery wspélezynniki sg réwne zerda.
| Z réwnan (2.4) wyeliminowaliémy state A, 1 B,, mozna oczywiscie
wyeliminowaé inne stale, np: B, i D,. Woéwcezas zamiast wzoréw (3.2)
otrzymamy ' '

B, =1 @ [ (i H D) &%+ 57777 cosigy

o 6kci:i»~190—:+2 [,5__525-.2__(,;__1)5—2] cosig, ,
(3.3) S , S
o T [G+2)—(+1) &2 &2 cosig,,
8o = oy (=it ) — &P HE—1) £ cosig, .
l Tablica 4. Funkcja Airy’ego (o = 0,87}
#e=d == 1579,589 01497 —2396,945 098 9 In g — 1598,957 140-—1082,210 294 Ing +

+ (443,281 975 g* — 563,266 067 o?+ 87,369 267+68,478 022 ¢ %) sin 29+
+ (62,835 82405 — 16,576 206°—74,365 800¢ *+ 46,118 087¢ "} cos 4 ¢ H o
+ (6,191 322¢°—5,081 392¢°+15,723 16397 — 10,064 24307 sin b +
+ (0,145 T11"— 1,137 405¢" -+ 1,436 287 ¢ *— 0,952 719¢ ) cos 8¢ | ;

F=82,816 87507 — 103,837 628" In ¢ — 83,191 389 — 68,663805 Ing + |
+ (36,824 338p* — 88,040 T460* T 60,086 381 — 18,502351¢7) sin2 ¢+
+ (10,399 582¢° — 13,727 26 39" + 6,743 68T ¢ — 3,182 346¢7") cos d p°F R
(— 1,517 9.6 o8 + 1,417 876 ¢ — 0,204 894 ¢+ 0,093 231 ¢} sin B + .
{0,080 38310 -+ 0,077 882¢°— 0,010 742 ¢ + 0,006 29557 cos B ¢

F= — 139,667 805 g%+ 150,487 042 ¢ In ¢ + 139,840 508 + 124,335 348 ln o -+
+ (— 69,191 991 g'+ 174,309 495 ¢7— 144,949 939+ 39,854 600¢ ) sin 2 ¢+

+ (28,386 992,65-+31,836 863 ¢'—16,841 786 97*+8,108 188¢ ) cost g+

+ (4,002 730 g% — 4,177 623 0° + 0,839 975¢ 4 — 0,432 735 ¢ ") sin B ¢ T
{0,278 21810 — 0,247 60495 + 0,012 181 ¢ — 0,005 2327 cos 8 ¢ '

= (+ 49,914 865 " ~— 122,706 875 p* + 99,065 384 —- 27,000 708'¢ *} cos 2 ¢ +

+ (— 8,572 080 % 9,058 7104 — 1,045 093¢7% + 0,401 500¢ ‘) sin 4 ¢+
— (0,030 805 g — 0,779 342 ¢ + 1,121 094 ¢~ — 0,706 399 ¢ ) cos B+

(- 0,153 91510 10,210,124 — 0,090 02070 + 0,058 050¢™") sin & ¢




Dla i==0,1 mozemy przyja¢ wspoitczynniki (3.2), czyli jako niewia-
dome obraé A4,, By, 4,, By, A, 1C,. Moiemy dowolnie pOSthlWEC sie wzo-
rami (3.2) lub (3.3); jednakze dla obliczen przyiecie (3.3) jest korzyst-
niejsze, gdyz mamy tu o wiele mniejszg roznice wartosci bezwzglednych
miedzy pierwszym (60(:) a ostatnim (d; D, ) wyrazem mamerzy Najwygod-
niej rozwigzywaé rGwnania za pomocy krakovvlanow

Przedstawiony wyzej sposcb jest prostszy od metody podanej w p. 2,
gdyz nie wymaga catkowania wzdluz konturu. Wadg tej metody jest to,
7e nie potrafimy okreshc bledu przyblizenia, Podobne metody stosowane
sg przy okreslaniu odwzorowan wiernokatnych, [4], jednak zagadmeme
jakie krzywe moga tworzyé¢ bok BC oraz jakie punkiy k trzeba przyjac,
by dokladnoéé byla najlepsza, nie zostalo dotychezas wyjasnione. 7 sze-

Tablica 5. Funkeja Airy’ego (¢ =0,8)

¢ F = - 133,60067 ¢ + 180,30108 ¢* In ¢ -} 135,15597-}-107,11419 In ¢ -}
-} {— 89,82530 ¢* - 148,80398 ¢ — 104,65843 -+ 24,34179 99 sin 2 ¢ +
‘ 4 (—24,50218 ¢° }-30,45188 ¢ —11,37393 ¢t} 4,80320 0 *) cos 4 ¢ +
a + (5,44867 0% — 5,51110 g® - 0,92934 ¢~* — 0,45587 ¢™¥) sin 6 p +
-+ (0,55669 ¢1° — 0,50819 @° - 0,03708 ¢™® — 0,01950 g™ *) cos 8 ¢

F = 106,05042 o* — 126,06019%*? In '— 105,19761 — 91,07135 In ¢ -}
- (27,66047 o* — 64,74383 ¢ + 48,87224 — 12,01244 o~ sin 2 ¢ +
- (5,49266 ¢° — 7,04473 ¢* -+ 2,77919 7% — 1,18557 ¢ ‘Jcos 4 ¢ +
~+ (— 0,534231 ¢® -} 0,48333 ¢° —0,05334 o ~* - 0,02613 ¢ ) sin 6 ¢ -
4 (— 0,00418 01 -} 0,01315 ¢* — 0,00355 0™° - 0,00198 ¢ %) cos B op

y tiatinaili] § P,= — 343,61161 * - 403,07664 g* In ¢"-1-"343,73676 - 296,95775 In ¢ -|-

g
7

roly

- {— 85,3783 ¢* - 195,11940 ¢? — 144,84149 + 35,15858 "% sin 2 p
4 {— 18,45701 05 1 23,03242 o* — 8,69963 g2 - 3,68037 ¢ cos 4 ¢ |
+ (2,56429 ¢ - 2,40742 ¢ + 0,30788 ¢ * — 0,14526 ¢ % sin 6 ¢ |-
+ (0,14822 019 —— 0,12589 ¢* -+ 0,006746 o~° — 0,00344 ¢~%) cos B

’\3|T:n
il

= (- 143,22186 ¢ - 305,03302 o* — 214,45402 +49,85301 ¢~} cos 2 g +-
| (95,62047 o¥ — 131,22419 o* | 57,3848% o2 — 24,97793 ¢ ¥ sin 4 g -|-
+(33,07736 ¢ — 37,00880 ¢° -|— 7,93339 ¢ — 3,98853 g% cos 6 ¢ +

- (— 4,10048 ¢'° |- 3,48478 g — 0,18731 ¢ * + 0,09556 ¢~%) sin 8 ¢

7
%

=~ LTI




r?egu obliczen wynika, ze dokladnost jest tym lepsza, im mniejsze jest
kolo w stosunku do-boku tarezy. Dokladnoéé- jest rowniez lepsza dla we-
wnetrznego, kolowego brzegu tarczy. ‘ '
 Na tablicach 2-5 oraz na rys. 5-6 podajemy naprezenia oy ~dla dwu ty-
pow symetrycznych tarez o stosunku promienia do boku r/a =087 i 0,80.
Ograniczono sig do pokazania naprezen gy, gdyz naprezenia ¢ Oraz Trg
przyjmuja wartosel bliskie zeru. W celu ulatwienia obliczen zastosowano
superpbzycje symetrycznych i antysymetryczinych obcigzen. Szereg two-
TZ3CY naprezenia jest szeregiem przemiennym, co pozwolilo oszacowaé
blad ofrzymany na wewnegtrznym brzegu tarczy jako nieprzekraczajgcy
2%, W narozu tarczy ¢ priori znamy naprezenia i ten fakt-takie daje
mozliwoéé oszacowania bledu. Przeprowadzone badania elastooptyczne
wykazaly, Ze blad obliczen jest nie wigkszy niz uzyskany na drodze do-
swiadczalnej. '
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Peswwme

HANPANKEHHWE B TPEXIIAPHHUPIHON KOHCTPYKIMHK
M3 APOTHLIX OHMCKOB

PaccMaTpuBaeTcd IJIOCKOE HAIPANKEHHOE COCTOAHME B CHMMETPUHE-
| CEMX, KOHCIDYKIMSX #3 APOTHBIX JMCKOE, NPUMEHHEMBIX B KauecTse
MOCTOBEIX KOHCTpYKilit, [lpmammaerces QYHKIGIO O p ¥, OTPENSIIAOUIYI0
HANPAXKEHNME B KOHCTPYKUMAKX M3 apOUYHBIX JIMCKOB, B dopme PENA TIONY-
YEHHOTLO IyTeM pas,r;e.neinra TIEPEMEHHBIX B [OJIAPHLIX KOOPANHATAX.
TocTosannble MHTETPMPOBAHMA OLLIM IONYYEHBI M3 CHCTEMEI TTAHETIEBEX
YpaBHeHWi, B BOTOPBIX KO3(pMUUMEHTH BHIPAKAONCA MHTETPATIAMI
0 KOHTYPE apKy W Ke 9TV Ko3(MPUOMeHTHl 00ecredmsaoT yroBIe-
TEOPEHNMEe KPAEBBLIM JCIORMAM B 1 TOUKaX KoHTypa. Ha xpyroeoM KOHType
(eHyTpeHHeM) KpaeRble yeaoBud B Byuae GMyHRIMM O P U U ee TIPOMBBOJHOM
VIOBJIETBOPAIOTCA TOYHBIM 00pazOM.
JaeTcs uwwenmoBOR OPWMMEP M BHATDAMMEBI HAIpAKEHWH IJA JBYX
apoK. :
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Summary

THE STRESSES IN A THREE-HINGED FLATE ARCH

The plane state of stress is considered for symmetric plate arches
used as bridge structures. The Airy function determining the stresses
in the arches is assumed in the form of a series obtained by separating
variables in polar coordinates, The integration constants are obtained
from a system of linear equations where the coefficients are either ex-
pressed in terms of integrals along the contour of the arch or secure the
satisfaction of the boundary conditions at n points of the contour. On
the circular contour, the boundary conditions in the form of the Airy
function or its derivative are satisfied in an accurate manner.

An example of numerical calculation is given, together with stress
diagrams for two arches,

Praca zostale ziozone w Redakcji dnia 23 puidziernika 1958 v.






