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- 1. Niech zrodlo ciepla dziala w dowolnym punk(ue ‘tarezy o Wspolw
rzednych (a,9). Nie zmniejszajac ‘ogblnodel” przyjmiemy & == 0. Pole temt
peratury opisane jest réwnaniem réiniczkowym ;

Wil —a)
(.0 A=
gdzie T(r,p) oznacza temperature, W intensywnosé zrodla ciepta, » wspéi
czynnik przewodni-ctwa cieplnego, h grubos¢ tarczy oraz . .-

;03 1 d Y R
' 2+' r 67‘ 7 5(}92 3

Rownanie przemieszezenio-
we teorii sprezystosci dla pla-
skiego stanu naprezenia i usta-
lonego pola temperatury mofna - b7 o
przedstawi¢ nastgpujacym row-
naniem rozniczkowym? :

05 begunowa i

2) 400t

gdzie ®(r,¢) oznacza potencjal - "Rys. 1
termosprezystego przemieszcze- o o
nia, wspé?tczynnik Poissona, a wspoiczynnik rozszerzainosci 1~
niowej: :
Zaléznosei (1.1) i (1. 2} mozemy zastapic réwnaniem

(I+»)aW 6(?—(&)

| (13) BEETESE ‘fﬂzjd@,::,‘.—,, T 5(‘}0)

Poniewaz rozpairujemy tarcze swobodna, zatem na brzegu jej' znﬂiajg
naprezenia @ i orp. Natomiast temperatura na brzegu moze przybieraé
dowolng wartosé. Korzystamy tutaj z nastgpujacego twierdzenia:

. W obszarze JednﬂspOJnym, nie zawierajgcym Zrodel- ciepla, ustalony
rozklad tempxeratury nie Wywolu;e stanu naprezenia o:, Orp 1 Gyg. Skla—

649




dowe stanu naprezenia oy, wywolane dzialaniem zrodia ciepla wyrazaja
sie zaleznoSciami ' :

0>

_&qjqj _ 2G a‘rz 3

(1.4)

Err —

(1 o0 1 02@)

1 09
—1_—”07,4-7’,55&?.: )

W ogolnym przypadku naprqzema Grr i O'rgp nie znikajg ma brzegu tarczy.
Nalezy- wigc nalozy¢ drugi stan naprezenia o, taki, ze suma ‘
(1.5) “ Un; =0y, +0y

uczyni zadosé wymaganym warunkom. :
Naprezenia ¢, obliczamy 2 funkcji Alry ego:

(1.6) AAFP=10. -
Jak wiadomo, mamy
| P F _ 1 oF 1 &F _ 9 [1 OF
A0 T = """’(T E““F'Eaﬁ)’ “'v’—‘—a;(7 “a;)-
Jesdli przy;qc e F=2Gy(r,q) oraz
s P p—y,

to réwnania. (1 2) i (1.7) mozemy zastapi¢ jednym réwnaniem

(19) | AAW — — (1—}—;;)aW 8(r—a) 5(0).-
# T
Ogtatecznie naprezénia wyrazaja sie przez funkcje ¥ wzorami
'y

Gg)(p:_"zG‘B"F,
{1.10) o : _ .
: 1 0¥, 1 0*¥ g |1 P\ . -

0"—"—2(}(? or t o O¢? ) orp = 2G 61'(7 E;)

Stan naprezenia (1.1'0) spelnia wszystkie warunki brzegowe.
s, Niech #rodlo ciepla znajduje sie W punkcie A. Rozwiazania réwna-
nia (1 9) poszukujemy w postaci

(2.1) , Y e PO +2 ¥, (r) cos mp,

=0 -

gdzie P jest-calky szezegbling réwnania (1.9), a ¥nlr) spéinia zwycza;ne
‘réwnanie réiniczkowe jednorodne rzedu ‘czwartego, Zastosowanie funkcji
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wa(r) jest mozliwe tylko wtedy, jesli funkeja P° daje sie przedstawié
w postaci szeregu Fouriera: :

(2.2) YO(r, ) = S PO (r)cos ng.
£

W rozwazanym przypadku mozna znaleZé proste rozwiazanie szczegol-
ne réwnania (1.9) w postaci znanej funkcji. Jesli przesuniemy uklad
wspblrzednych do punkiu 4, to poszukiwang funkcje ¥° mozemy na-
pisaé w postaci :

(2.3) Yo — Cg?ln 3 ,
gdzie
C:-%fl—;ﬂv[, 0* =1+ a? —2arcos .
Zatem mamy
(A raW 2?4 a2 — 2arcos |

(2.4) Pl =

(2 +a®— Zarcosg) In

1672ch a®

Natomiast calka ogélna r()_W.nania jednorodnego’ ﬁqdiie funkcja

n #+2 - —H+
(25) . Pal)=Au (%):+Bn (i) ' +c,,(—"~) + Du (1) y
0 \ Ta

Tol - T

Poniewaz przy r=0 naprezenia nie mogs byé nieskonczenie wiclkie,
wyrazy z (r/ro)~" i (r/r)="*? odpadaja, czyli C, =0 i D, = 0. Pozostaje_
‘wiec ‘ - . .

3 . r\”e R n+-2
(2.5-1) . - llpn (1‘) :An (—*“) + Bﬂ (‘) .

. RIS To

Nieskoniczenie wiele statych A, 1 B, wyznaczamy z warunkow brzego-
wych :
(2.6) . . [O’rr] P == 0 ) 1Gr¢]r__frnﬁ 0 .
Najpierw jednak musimy przedstawi¢ funkcjg (2.4) w postaci szeregu
Fouriera w przedziale (0,27). ' =
Po obliczeniu odpowiednich wspdlezynnikow rozwiniecia Fouriera
mamy :

‘PO (r,p)= 2 o (y) cos e ,

n=0
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8mxh

ca - — (L v)aWae* [ 2} {1 7 a\
= Bawn —[(&) (—2_ + 21“1?) * (T)]

(1‘%"1?)G.WG, ; . T "”72: ']_ B —{i _ .-
w - Bk ln(n—l)( ) ‘ (n+1)(7{) I fr=a,mn>2)

(L +»)aWea® ,
T Bawh

_ U veWaf 1 [y (1)
IP?_- © Brah {2(&)—{_(&)}’

go_ (1F+»aWaf. i”*_l_r_’*a '
= 8mxh 'n(n——-l) al  nr+D\la (azr,n=2).

Mozemy zatem napisac

!Pg: uM [(1 + ;;2) ln_;; N 1]"

I P A AL T

n=>0
Podstawiajac '.'ialle'zfioéé ( ) “do zw1azkow (2 6) otrzymamy '

lpﬂ'}qf f(qﬂurav)
(2-8_) _

, —yuﬂjtw 75 (!{’°+5P)
‘czyli

2.9) { fro®Y n'A,f +(n +2) B,ij ~—n*(PY+ A, +B,)=
wm—[royﬂ,‘H—nA”+(n+2)13,,]+‘P_E{—I—A,,+JB,2:0»
Skadr v . T
10!{"0 (n+2)¥’° n!P“—'rOEP“'

— , — n // 2) .
A 2 B, N 7

W przypadku n=0 i n==1 nalezy liczyé Aq, By i Ay, By oddzielnie, wsta-
witajge do.réwnan (2.9) odpowiednie funkqe &U" i ‘PO -Ogtatecznie ma-
my waec R LY '
SRR : = (1 49y aWa? |y T 5 i o}

An'——' Snxh A 1 ﬁ'. + 1 - 2 1 + 72 b

_ (l—l—v)aWa[ s Ty ;\1-( T%ﬂ
B, =  8mxh ‘a‘z}na‘_—!_fz 1+ I



""__(1—f—v)oﬂfVag _(d) T Vro 11
A"m 8axh __2 o i~za',ln_a_' 2"&.-_,
A+ vy aWal[ 1 a
Bj= W& 1Ty G}
1 0
8 xh | @ T
oraz .
A_(l"%v)aWag“i e\ 1 i)”—‘z' _
Y 8mah nir) w—1lrgl o
) ' T n = 2
g (L FnaWa[ 1 a )"—‘L;l s =
"7 Bawxh 17\ 7o Comle)

Uwzgledniajge powyzsze zaleznosci otrzymamy

. . . (1+'u_) oWl . 7&2 ‘
(210) .}p’(fr, ()J) o= — 16 mxh l(?‘ Tg) (1 7(‘2})+

r2(r!-ta® —2ar cos g

2 2_ . B
% r*+a 2ar C.OS ¢)In ra el —2 arrl cos g}’

Obliczone stad naprezenia przyjmuja postaé

(}(lﬁ-v)on[c.',2 12 (r*4-a* — 2 ar cos ¢}
a = e m———————— ] — n . e =}
i 4 7xch 72 ri4- a*1® — 2 ar 1 cos ¢ _
2(r—a cos p)? 4{r —a cos @) (@®r — ar} cos @)
r*4-af — 2 ar COS(pi T‘é?—'ae 1% —2.arrl cos ¢ )
2{r®-}a?— 2.ar cos ¢) (0®r — ar? cos ¢)
a? (r*+a®— 20r cos ) — : 0 1,
Tt #) i+ atr? —2 arrd cos ¢
G{i+) aW[aZ' 72 (r* 4 a* — 2 ar cos ¢)
Gpp == e | —x n -
@11) arr daxh |7 8+ a*r? — 2arrd cos g
' , v +a®*—2arcosg 2a%r3 sin® @
— : e e e s
et a*r® —2arvicosp  ritatr® —-2arricosg
(1 e (r* -+ a®—2ar cos rp)) 2 a® sin® ¢ .
H i ) : — 2 [
rg+atr? — 2arricos pf © ri-fa’—2arcos g
s 4o — 2ar CGSrp—T%+a2Tzw2aTTg cos /|’
” . G{+r)aWa sin T -0 COS . '
"gﬂ 2 mach I A4 r? 4 a? -— 2 ar cos g

a? 7 — ari cos i i T— @ COS @ -
+ 5 sin @ 5 —

4 B3, 2
retasr Z arrg cos g

R PSR 2
Ty +afrt—2 arri cosg

(a7 — arf cos @) (r* +a* — 2 ar cos qi))]
(rd -+ 0% +® — 2 arr? cos @)
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Jezeli ze zrodlem W bedziemy zblizaé sig do poczatku ukladu wspolrzed-
nych (srodek tarczy), to

(1-1-1’) aW

2
(2.12) hm Yir, gy a,t1) = I‘(r, @) To) = [( ¥2— %) 412 In %]
16 % TS

Obliczone stad naprezenia réwnajg sie

(1+v)aW(1+1 ) u(l-l—v)aW 1
0

e T T Gk

grg = 0.
 Te same wartoécl otrzymamy, jesli zrobié prze3501e gramczne we wzorach
(2.11). Tak wiec otrzymalismy, jako przypadek szczegolny, rozw1qzanle
podane przez Melana i Parkusa, [1]. o

3. W przypadku gdy w tarczy dziala kilka Zrédet ciepla o jednako-
wej intensywnosci W rozmieszczonych na okregu o promieniu a W réw-
nych od siebie odstepach, to réwniez mozna podaé rozwigzanie za pomoca
znanych funkeji. Czeéé oscbliwa rozwiqzania ma postaé

{(1+9)aW ef
yro — 2 :
(3.1) = 6 anh ZQ In#’
gdzie
2
g2 = 1%+ a® — 2 ar cos ¢, ‘szq’_'%i'

Natomiast cze§¢ regularna

(3.2). Wy — A (1) + By (})2

Ty ¢

Pomijajac rachunki, kiore sg analogiczne do poprzedniéh,r olrzymamy

o _(1—|—g})ﬂ : 2; 2 __(l_2
) W= [k(wo r)(l o)

72 (r?+a®— 2ar cos ;)
4 {(r24-a®> —2arcos ¢} In of id ]

4 22 2 *
re T a1 — 2arr; cos g,

Stad mozna juz bezposrednic obliczye skltadowe stanu naprqzema Otrzy-
mane rozwigzanie dla skupionego #rddia ciepla mozna wykorzystaé do
wyznaczenia napreien w przypadku Zrddia czepla rozlozonego Wzd?{uz
linii I, lub na obszarze S tarczy.

Jegli przez

aip == Oig + Gin

oznaczyé naprezenie wywolane w punkcie {r, ¢) dzlalamem skupionego
zrodia ciepta W=1, to odpowisednie naprgzenie wywolane dzialaniem
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Zrédia clepla o in’censywnoéci' w (g, @) rozlozonym na linii L lub obsza-
rze S WyraZI sie calkq

ol = f w () o (r, 9 0) &l
lub

oh = [ w(e.0) onr, % 0,0) do )
s
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Pezmwme

HANPAXEHHOE COCTOAHVWE B KPYTOBOM AVMCKE
BBISBAHHOE JIEMCTBMEM MCTOUYHWKA TEILIA

ennw pat’io'rbr ABAACTCS ONPENENHUTE HANPAKCHHOE COCTOAMME B KPY-
YOBOM [MCKE, BRI3BAHHOE NEACTBMEM MCTOYHMKA TENUA, PACIIOJOKEHHOTD
B TIPOUSBOJABHOH Toure, Pemenme 9To# 3aa49H, COCTOAIIEE B OMpPeLesIeHnt
dyEEIMKM puHAa, TaeT BOBMOIKHOCTL ONPENeNMThH NyTeM HHTCIPHPO-
BOHMA HAIPAKEHHOE COCTOSHME, BBHIZBAHHOS JMEHCTEBMEM HMCTOUHMEA
TEeNJs, PacHpeseleHHore BROAbL JuHEMM L, mirm B 20me pxcka, B pabote
OBl MCMONB3I0BAH T. H., IMOTEHIPIAN VUPYTOTO IepeMellednd. ¥ pasHeHue
DEPEMEINenuA TeoPHi yHOPYICCTM [JIA ILIOCKOTO HAIPAMKEHHOTD COCTOA~
i (1.2} m CTAaUMOHAPHOTO TEeMUEePATYPHOTO IOIH 3aAMEHACTCH  OfEMM
ypasmennem (1.3), Kpaerrie yCIonKis BRIPAZKAITCA CASAYIONIM obpasom
HAIPAKEHWA O ¥ Orp OJAA T=1; PaBHAOTCH HyMO. JLOn0AHMTEILHOE
HANPAMEHHOE COCTOAHME 0, ONPERENASTCH Npu HoMoly dyHrmm 3 p u.
Cynepnosmima cocrosamit o,, M 0, NAETCA B 3aMEHYTOM Buje. Kpome
TOTO [JAeTcd pelteHme A8 K OfMHAKORBIX WCTOUHMKOB. Iloxazamo, 4UTO
B ocofom caywae, Korma ¢ — 0 nonyvuaeTes pemtenne panHce Memanowm
m llaprycom,
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CSumm4r ¥ _
THE STATE OF STRESS IN A CIRCULAR DISC DUE TO THE ACTION
OF A SOURCE OF.HEAT

The aim of thig Paper is to determine the stress galvanised in a circular
isotropic disc by the action o fa heat source W located at an arbitrarily
«chosen point. The solution of the problem (the determination of the
Green's function) enables us to determine, by means of integration,

for plane stress (1.2), and that for stead'y't‘e'iﬁp-erature tield (1:.1), are
replaced hy the unique equation (1.3). The boundary conditions are those
of the stresses o,, and Oy, becoming zero for r==7,. The temperature
may take any value on the boundary. The additional state of stress 5,
is determined by means of the Airy function. The result of super-
position of ¢, and G, is obtained in a closed form. In addition, the so-
lution is obtained for k identical sources, It is shown that in the particular

case where a4 — 0, the solution of Melan and Parku 8 is obtained.

ZARLAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGEYCH
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Praca zostata zlozong w Redakcjl dnia 9 paidziernila 1958 ».





