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1. Cel i sposéb rozwiazania zagadnienia oraz wyniki

Przeprowadzona analiza ma na celu wyznaczenie warunkow okreslaja-
cych takie polozenie nieobcigzonego wezla Igczacego trzy prety kratow-
nicy réwnej wytrzymalosci, przy ktérym potencjal tej kratownicy ma
wartoéé najmniejszg.

Poniewaz przesuniecia wezta lgczgcego trey prety w kratownicach izo-
statyeznych wplywajg na diugosei i na sity pretéw tylko dwéch trojkatnych
p6l kratownicy, zlaczonych przesuwanym weztem, przeto w zagadnieniu
tym nalezy rozpatrzy¢ tylko pie¢ pretéw kratownicy lgczgeych cztery we-
zly (rys. 1). ‘

Rys. 1

Poszukiwane polozenie wezla nieobeigzonego moze by¢ okreslone przez
diugosei dwoéch sposrdd trzech zigezonych nim pretéw. Warunkiem okre-
slajacym to polozenie moga byé przeto zerowe wartoSci pochodnych po-
tencjatu kratownicy wzgledem diugosci dwoch pretow zbiegajacych sie
w iym wezle, :

Przedstawione rozwigzanie obejmuje:

(1) oznaczenia oraz opis wstepny analizowanego ukladu,

(2) wyprowadzenie wzoréw na pochodng potencjatu wzgledem przesu-
nie¢ wzdluz dwéch pretow zewnetrznych, -

(3) analize warunkéw wystepowania zerowych warto§ci potencjatu
przy przesuwaniu wezla wzdhuz dwéch pretow,
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' {4) wyznaczenie przypadkéw, w ktérych zachodzi ekstremum poten-
cjaty,

(3) analize zmienno$ci potencjatu ukladu pieciu pretéw w otoezeniu
polozen ekstremalnych wezla nieobcigzonego.

Rozwazania te dajg nastepujgce wyniki. _

Nalezy odrézni¢ dwa rodzaje ukladéw pieciu pretow rownej odksztal-
calnosci, zwigzanych w dwa pola tréjkatne i uksztaltowanych na zasa-
dzie minimum potencjalu: pierwszy, w ktérym wszystkie prety doznajg
odksztalcenn tego samego znaku, i drugi, w ktérym prety doznajg od-
ksztalcenl réznych znakow. :

Uktady pierwszego rodzaju maja nastepujace wilasnosei.

Warto$é potencjatu tych ukiadéw mie zmienia sie przy takim przesu-
nigeilt nieoheiazonego wezla, przy ktérym znaki odksztalcen pretow nie
ulegaja zmianie. Przesuniecie nieobcigzonego wezla, wywohijace ‘zrnianeg
znaku odksztalcent niektéryeh pretow, wywoluje wzrost potencjah.

Uktady te zachowuja ceche ukitadoéw gromadzacych najmmiejszy po-
tencjal przy zmianie ukladu sit przylozonych w trzech wezlach, o ile
zmiany tych sil nie zmieniaja zmakéw odksztalcen niektérych pretow
1o ile wraz z sitami zewnetrznymi zmieniaja sie pola przekrojow pretow
tak, aby prety te zachowywaly réwna odksztalcalnosé.

Wiasnoéei e dajg sie latwo wyjasnié na rysunku. Pierwsza z nich
oznacza, ze w ukladzie przedstawionym np. na rys. 53 polencjal zacho-
wuje warto$¢ minimalng, gdy wezet @ zajmuje dowolne poleizenie we-

wnatrz trojkata A2 lub na jego obwodzie. Druga wlasnogé oznacza, ze -

uktad zachowuje ceche gromadzenia minimum potencjaiu, gdy punkt 2
zmienia polozenie w ten spos6b, ze wezel @ pozostaje wewnatrz trojkata
ARE lub na jego obwodzie.

Uktady drugiego rodzaju maja nastepujace wlasnosei.

Minimum potencjatu tych ukladéw wystepuje przy takim polozeniu
wezla nieobeiazonego, przy ktérym tréjkaty ich sa podobne, a katy ozna-
czone na rys. 63 - 65 przez §. i fs oraz o.i y. sa réwne. Przesuniecie nie-
obecigZonego wezla z tego polozenia wywoluje wzrost potencjatu.

Podobnie jak uklady pierwszego rodzaju, tak tez uklady drugiego
rodzaju zachowujg ceche gromadzenia najmniejszego potencjalu przy
zmianié uktadu sit przytozonych w trzech weztach obcigzonych.

W twierdzeniu tym nalezy podkredlié dwie szezegdlne cechy obu
rodzajéw ukladéw posiadajgcych najmniejszy potencjal.

Po pierwsze, uklady te sa niezmienne przy zmianie obcigzen. Jezeli
dany wuktad o pretach réznej odksztalcalnodei gromadzi minimum poten-
cjatu pod danym obcigzeniem, to bedzie tez gromadzil minimum poten-
‘cjatu pod dowolnym obcigzeniem przylozonym w tych samych weztach
¢0 poprzednio, o ile przekroje pretéw dostosujemy do réwnej odksztai-
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calnogci. Wraz ze zmiang obciazen kratownice minimalne zrmema]q prze— .
kroje, ale nie zmieniaja ukladéw. Uktady pretéw o réznych znakach od-
ksztadcen sg wiec niezmiennikami ze wzgledu na minimum potencjaiu, Ta
cecha podkredla celowo$é wyznaczania i stosowania ukladow kratownic
minimalnych. _

Po drugie, wszystkie uklady rowne} odksztatcalnosei pierwszego ro-
dzaju (o tym samym znaku odksztalcen we wszystkich pretach) groma-
dza minimum potencjalu. Witasnod¢ ta daje szczegblne znaczenie tym
ukfadom, pozwala bowiem ograniczyé¢ ich ksztaltowanie do wyznaczenia
przekrojow pretéw pozostawiajac znaczng dowolno§é w wyborze ich
uktadu. Zapewne dzigki tej wlasnosei uktady pierwszego rodzaju w po-
staci ukladéw mostéw wiszacych i tukowych sg od tak dawna rozpow-
szechnione w budownictwie.

2. Oznaczenia i wstopny opis rozpatrywanego ukladu

Rozpatrzmy dwa tréjkatne pola kratownicy réwnej wytrzymalosei
utworzone z pigciu pretéow «, &, ¢, 4, e. Zakladamy, #e pola te nie zachodzs
na siebie ani czesciowo, ani w catodei,

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

A, B, €, © wezly kratownicy i odpowiadajace im irdj-
' katy wieloboku sil; wezly 4, 8, € sa obcigzone,
a wezel @ jest nieobeiazony,
& wspbdlny punkt prostych dziatania sit ze-
whetrznych,

a, b, o, 4, 2 dlugosci pretéw,
7,4, & diugosci odcinkdw AR, BR, R,
A, B, C, D, E bezwzgledne wartosci sit w pretach,
R, 8§, T Dezwzgledne wartosci sit zewnetrznych,
gy bezwzgledna wartos¢ odksztatcenia réwnej wy-
trzymalosci,
a, b, ¢, d, r wierzchotki wieloboku sit Iub 0dpow1ada]acego
im pola kratownicy,
V' objetosé kratownicy,
A potencjat kratownicy,
&, te, as, B, Bc, Bay Br, ﬁf} katy zawarte miedzy pretami kratownicy lub
¥y Ves Vsy 0, Oa, Op, miedzy przediuzeniami ich osi,
0, 0, 0, katy zawarte miedzy prostymi dziatania sit ze-
wnetrznych,
a, a;’ a;,, #, tgrc: 64’1

Bes By ¥y Var ¥y 8
6!

a?

6:_’1’ Q” Q;) Q;) ,

katy zawarie miedzy bokami wieloboku sit lub
miedzy przediuzeniami tych bokéw,
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Katy oznaczone sg takimi samymi literami, jak wezly, oraz wskaZzni-
kami oznaczajacymi przeciwlegle prety. Katy bez wskaZnikéw oznaczajg
katy dopelniajgce sume katéw ze wskaznikami w danym wierzchotku do
kata pélpelnego. Katy wieloboku sil odréznione przecinkami.

Katy a., fe, Ba> e, 8a, 6, 0a, 0o mierzymy jako nie zachodzace na
siebie katy wewnetrzne trojkatnych pél kratownicy dopelnionej odcin-
kami prostych dzialania sil zewnetrznych,

Katy o, §, y, 8, p mierzymy jako katy zewnetrzne tychie pdl
tréjkatnych, polozone pomiedzy jednym =z bo‘kc’jw a przediuzeniem dru-
giego i dopelniajyee kaly wewnetrzne tego samego wezla do kata pol-
pelnego, jezeli obwdéd kratownicy jest w tym wezle wypukly, lub do
kata pelnego, jezeli obwod ten jest wklesty.

Katy o, a;a ﬁla ﬁ::: IB:j: 3”: ',V:g; ¢, (5'(;» 6.'5: e Q,a’ Q;mierzymy jako
katy wewnetrzne lub zewnetrzne wieloboku sil, nie zachodzgce na siebie,
dopelniajgce sie we wspdlnych wierzcholkach do =, réwne odpowiednim
kgtom kratownicy lub ich dopeinieniom do a. '

Tym wszystkim katom nie przypisujemy znakéw ani zwrotow.

Oznaczenia katowe majg zasadnicze znaczenie w analizie postawione-
go zagadnienia, ' '

Jezeli odeinki 7, s i £ bedziemy traktowali jako prety uzupeiniajgce
rozpatrywane dwa pola kratownicy, to otrzymamy jednokrotnie “hyper-
statyczny ukiad oémiu pretoéw taczacych pie¢ wezldw. Odpowiadajgey mu
wielobok sit moze hyé tez uwazany za jednokrotnie hyperstatyczny uktad
oSmiu pretow laczacych pieé wezldow, kitbérego wielobokiem sit jest roz-
patrywana kratownica. W obu tych ukladach pretéw nie mamy sit ze-
wnetrznych. Wystepujace w nich sily moga byé¢ wywolane przez nadanie
wlasciwej dlugoéei jednemu z pretow. Naprezajac w ten sposéb rozpa-
irywany uklad mozemy nadaé¢ siedmiu pretom przekroje rownej wy-
' trzymatosci; Osmy pret ma
odksztalcenia jednostkowe
réwnej wytrzymatogcei tyl-
ko w przypadku, gdy od-
ksztalcenia wszystkich pre-
té6w maja ten sam znak,

Uklady te maja nasig-
pujace cechy geometrycz-
ne.

Kazdy z nich sklada sie z czterech trojkaiow i z jednego eczworoboku
oraz kazdy z nich ma cztery wezly lgczace po trzy prety i jeden wezel
laczacy cztery prety.

Jezeli wezel & lezy wewnatrz pola kratownicy, a bok e przecina bok »
lub 4, to bok E przecina bok R lub T (rys. 2).

Rys. 2
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Jezeli wezel # lezy zewnatrz pola kratownicy, a bok s przecina bok
¢ Iub , to bok S przecina bok C lub D (rys. 3).

Jezeli wezel & lezy zewnatrz pola kratownicy, a bok 4 nie przecina
zadnego z bokéw kratownicy, to w wieloboku sil nie ma przecinajacych
sie bokéw {rys. 4). -

Przy przesuwaniu wezla @ w rozpatrywahym ukladzie i w odpowia-
dajacym mu wieloboku sit wyrézniaja sie trzy grupy pretow i trzy grupy sit.

Do pierwszej grupy zaliczymy prety 7, o, £ zbiegajgce sie w weile &
i odpowiadajace im trzy sily tworzgce trojkat RST.

Do drugiej grupy zali-
czymy prety ¢, d, e zbiega-
jace sie w wezle @ 1 odpo-
wiednie trzy sity tworza-
“ce 4rojkat CDE.

Do irzeciej grupy zali-
czymy prety a, & 1 odpo-
" wiadajgce im sity A, B.

Przy przesuwaniu wez-
la © prety i sity zaliczone
do pierwsze] grupy nie
zmieniajg ani swej wiel- Rys. 3
koécl, ani poloZenia; prety
zaliczone do drugiej grupy zmieniajg swoje polozenie 1 dtugosei obracajac
sie dokola statych wezlow A, &, ¢, a trojkat sit tej grupy zmienia polo-

]
[

Rys. 4

zenie i dlugofci bokéw obracajac sie dokola wierzchotka r; W trzeciej
grupie prety «, & nie zmieniajg ani swych dlugosei, ani swego polozenia,
natomiast odpowiadajace im wektory sit zmieniaja 1 wielko$é, i polozenie.

3. Wyprowadzenie wzoréw na pochodna potencjalu
wzgledem dlugosci pretéw o i 4
W rozpatrywanym zadaniu nie ma znaczenia ani skala kratownicy,
ani skala sil. Dlatego jako wielkosei okreslajace ksztalt kratownicy i sto-
_sunki sit w jej pretach moina przyja¢ szesé spoérod siedmiu stosunkow
bokéw i siedmiu stosunkéw sit:

163




a & o g T s &
e’ 2’ g’ e’ e’ g’ &’
A B C D R § T
E'E'E'E'E’E’E

lub tez szes¢ niezaleinych katéw zawartych miedzy pretami.
Wprowadzone zmienne sg zwigzane trzema nastepujgcymi grupami za-
leznoéci:
(1) zaleznosci pomiedzy dlugoéciami pretéw i katami:

a4 a4 2 y e e
sinds sinfs sina’ sind, sinf: siny.’

a T E & s T
sing, ~sinf, sin a,’ sing, siny, sing’

(2) zalezno$ci pomiedzy wielkogciami sit i katami:

4 .. _ R B ___ ¢ _.T
sin(¢,—as;)  sina, sina,’ sin{y,—y,) siny, siny,’
£ D _ E B _ S _ T
sind, sind, sing’ sing, sing sing,’

(3} zaleznosci pomiedzy katami:
a,+f,+0,==; B4y, +6,—mx, a,+8,+te, ==, Bty teo, ==,
¥ =3, 8,=0,, 5, =3,
lub
§=m-d, §,—=n—4d,, 0,=am—9,.

Z tych zaleznoéci wyznaczamy dlugo$ci bokéw przez dlugese boku e
oraz wietkosci sit przez sile E:

sin &, sin &, sin 3. sin fa
a“:g—'w‘—, '&: — FaE—— '—ﬁ-, d: 7ﬁ,
sin . sin yp, siny, sin a
” sin d, sin B, sin 8, sin a; sin d, sin fi
— g d=g——— 7 =& T,
sin e, sin g, sin a. sin g, siny, sing,’
=R sin Cs[) sin (ae —_— a.s') . sin aa sin (ye _ Iy.s)
sin é sina;, sin siny, '
. Sind, D—E sin dy _ p 8inds sin e,
' sind’ : sind - sind sin a5’
—p $ind sin e, sing . sind, siny,
— - . - H — P N T .
sind sin a; sin g sin é sin p,
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Przesuniecia wezla 9 wzdiuz boku & o Ad przy zachowaniu polozenia
wezlow 4, B, € wywoluje nastepujgce zmiany w rozpailrywanej czescl
kratownicy. ‘

Diugoéci trzech pretéw o, d, e doznajg nastgpujgeych przyrostow:
Ae=—~Adcosd, Ad, Ae=Adcosdq.

Dwa katy y. 1 f« doznaja przyrostow:
Aygzél—é{siné, Aﬁdﬂ%—sinéo.

Wartoéci bezwzgledne sit w trzech pretach 4, ¢, ¢ doznaja przyrostow:
sinAfs  E sinda

AB=E sinf. 2 sinf. "’

_ B sind
AC = ABcos (B + ) = ‘ gcosyesinﬁ-c )

AE=EAf4 ctgﬁczgsinéactg BeA4d.
Potencial pretéw a, &, ¢, d, & przed przesunieciem wynosi
%A:Aa—l—Bb—{—Cc-i-Dd?I-Ee;
po przesunieciu wezla @ o Ag pbtencjal ten doznaje przyrostu

—i—AAzm_‘r"&ABicACieAEi—CA c+DAd+EAe.
Q0

W tym wyrazeniu zaleznie od ksztattu rozpatrywanego ukladu pre-
‘téw przyrosty AB, AC, AE, Az, Ae mogy miet rozne znaki. Podstawiajac
do tego wyrazenia poprzednio wyznaczone wartosci przyrostow znajdu-
jemy, ze

2 ﬁz(iéjccoswiemsﬁc)g 51'n6q
e sinf.

gq Ad T

+ [+ Ccos (8 + 8) 7+ D 3 E cos dal-

Jest to wzér na iloraz réznicowy potencjalu wzgledem przesuniecia A..
W pierwszym nawiasie wystgpuje diugose boku # i rzuty bokéw cienad.
W drugim nawiasie wystepuje sita D i rzuty sit C 1 E na D. Oznaczajac

£ COSY,=20,, £ COSy, == 2, C cos (6o + &) =Cbp, E cosds— Ep,

i przechodzac do granicy znajdujemy

2 gﬁ:(tﬂi-_cbieb).ﬂ sin de

4 (D4 Cp+ Ep).

e, 0d 2 sinf.




Przesuniecie wezta D wzdluz preta ¢ daje

—2“ %I(iﬂidai&r)g sin &,
&, O

2 sinfq
Zerowe wartoéei obu tych poehodnych stanowia uklad warunkéw ko-
niecznych ekstremum potencjalu zaleznego od pofozenia wezla .

F+ (= C+Dc+Eg).

Rys. b

Skiadniki pierwszego nawiasu majg znaki przyrostéw 4B, AC i AE.
Sktadniki drugiego nawiasu maja znaki przyrostow Ac, Ad, Ae.

4 . 94

4. Analiza warunkow wystepowania zerowych wartoéei pochodnych bd t 9o

4.1. Dyskusja tréjmiann+4 =+ o, + ¢,. Warto§é pierwszego nawiasu wy- |
stepujgcego we wzorze na pochodng potencjatu wzgledem dhugosci boku
@ zalezy od diugosci bokéw &, cie oraz od znakéw przyrostéw AB, AC
i AD wystepujacych przy dlugosci boku 4 i przy rzutach bokéw ¢ i e

Rozpatrujemy najpierw znaki przyrostéw AB, AC i AE.

Jezeli przyrost AB jest dodatni, to przyrosty AC i AE moga mieé czte-
ry rézne ukiady znakéw. Oznaczymy je symbolami 1, 2, 3, 4 i zestawimy
w tablicy 1.

Tablica 1
Polozenie wektoréw w pol-
- | plaszezyznach wyznaczonych Znaki przyrostow
O:znaczenie ;

przez prostopadia do B )

c E AB AC AE

1 ] 7 -+ +

2 7 2 = - +

3 Py Fg 4+ + —

4 9‘"3 @B “I‘ — e

166




Jezeli przyrost AB jest ujemny, o przyrosty AC i AE zmieniaja tak -

samo swe znaki na odwrotne. Odnosne zestawienia znakéw oznaczymy
symbolami 1, 2, 3, 4’ (tablica 2).

Tablica 2
Polozenie wektoréw w pol-
. | plaszezyznach wyznaczonych Znaki przyrostow
Oznaczenie przez prostopadiy do B
c E AB AC AE
1 g Fg = e —
2 P g - + -
a Py Fn — . —_ e
4 75 g — + +

Znaki przyrostéw AC i AE przy dodatnim przyroscie 4B zalezg od
potozenia wektorow C i E wzgledem wektora B w punkeie c. Aby te zalei-
noéé rozpatrzyé, prowadzimy w punkeie ¢ prostopadia do wektora B. Pro-
stopadla ta wyznacza dwie péiplaszczyzny &p i &5 {rys. 6).

Jezeli wektory C i E lezg w jednej péiplaszezyinie z wektorem B, 1].
w polplaszezyinie P, to przyrosty ich majg znaki dodatnie jednoczeénie
z dodatnim przyrostem 4B, a jezeli wektory te leza w przeciwleglej pol-
plaszezyinie &5, to przyrosty ich maja znaki przeciwne do przyrosiu
wektora B.

Rys. 6 Rys. T BRys. 8

Do przedyskutowania ukladéw znakéw AB, AC i AE nie ma potrzeby
odrézniania przypadkéw, w ktérych ukiad wektoréw B, C 1 E stanowi
lustrzane odbicie wzgledem prostej B innego ukladu tych wektorow, gdyz
w rzeczywisto$cl oba takie uklady sa tym samym ukladem ogladanym
z réznych stron {rys. 7 i 8).

Biorac powyzé.ze pod uwage widzimy, ze do okreslenia ukiadu znakow
AB, AC i AE wystarcza odrézni¢ dwa polozenia wektora C, umieszezajac
g0 W pierwszym lub w drugim narozu prostokatnym WYZNACZONym pPrzez
wektor B, przedtuzenie wektora B i prostopadis do tego wektora w punk-
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cie ¢. Na rysunkach 9 i 10 wypisano symbole oznaczajgce uklady znakéw
AB, AC 1 AE w narozach mieszczacych wektor E.

'JJ

2{A) = (8, -F 8yl rozw. 1 {6} ostre = (y,) + (6,)} ostre
2{B) =(a, + 6;) rozw. + (§}) rozw. } (4}) ostre
Rys. 11 Rys. 12

Rozpatrujemy teraz wartosé —+—&+op-+e, w zaleznodel od diugoscei
pretow &, ¢ i e, Poniewaz prety te tworza tréojkat, przeto suma rzu-
Ww cp i ep jest réwna 4. Zaleznie od diugo$ci pretéw &, ¢ i ¢ i od
znakéw ~przyrostow AB, AC i AE wartoéé -+ &+ o5+ 2, jest réwna
=24+ 2ep+ 24, lub 0. Do stwierdzenia, ktéra z tych wartosci wystepuje
w danym przypadku, nalezy mieé dwie grupy danych: po pierwsze znaki przy-
rostow AB, AC i AE i po drugie ksztalt tréjkata pozwalajacy na rozpoznanie,
ktsra z wielkosel &, 25 lub e jest najwigksza. Znaki przyrostéw rozpozna-
jemy wedlug schematéw wykreSlonych na rysunkach 9 i 10. Do rozpoznania,
ktéra z wielkodci &, c» lub e jest najwicksza, wystareza stwierdzenie
ostrosel lub rozwartoéei katow fi, y. 1 0, w trdjkacle 4 ce. Przedzialy,
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w ktorych katy f., y. i dp sq ostre lub rozwarte, rozgraniczajg proste dzia-
lania sit B i C oraz prostopadie do nich poprowadzone w punkcie ¢ (rys. 11
112). Proste te tworzg osiem narozy ostrokatnych. Dowolnemu polozeniy si-
ly E wewnalrz kazdego z tych narozy odpowiadajg te same cechy ostrofei
iub rozwartosci katéw f¢, y. 1 6, stanowiace o tym, ktéra z wielkosci &, c»
lub ey jest najwicksza. Cechy te oznaczono na rysunkach schematycznych
11i12 symbolami f; y. dJs wskazujacymi, ze odpowiednie katy sg roz-
warte lub ze trojkat &ce jest ostrokatny.

Boki &, ¢ i 2 w tréjkacie LED zachowujg kolejnos¢ z gory przyieta
w rozpatrywanym ukladzie pretow.

Schematy przedstawione na rys. 11 1 12 wskazujg wszystkie mozliwe
zestawienia ksztaltéw tréikata #ce z ukladami znakéw prezyrostow 4B,
AC 1 AE, Zestawien tych jest dwanascie. Sa one przedstawione na rysun—
kach 13-24 i umieszczone w tablicy 3.

Tablica 3
Poiééenie
wektordw CiE
s Wart Tt
Ozna- W pol Znaki przyrostéow rlosei o 2y
czenie plaszezyznach AB AC AE wystepujace w przypadkach
przy- Wyznaf:zonych wystepujace przy 8, Ve S 0
padku przez najwiekszy rzut boku a. &, ©, e,
prostopadiy
do wektora B
C E ooy g Cy 2y &
1 g Yy + o+ o+ + 20, (4) +2g, (4) +2F (4)
2 Hy g + =+ 0 B 42k (4 +2g (A
3 Yy Yl 4 — | 2k () 0 B 2o, (4)
4 F5 Vg + = — | —2g,(0) -—-2g, (4) 0 (B

W zestawieniach tych zachodzg pomigdzy katami g, y,, 6, 1 o oraz
katami 8., v,, d, i o' dwie grupy zaleinoSci, ktére oznaczymy symbolami
(4) i (B): '

zaleznogcei (A4)

Be=B., vi=ve 8,=0, 0o=o, Bty td=mn F+y+8=m

zaleznosci (B)

fg:::‘n'_ﬁ(:? ?};:n—._}’g3 6'{,:35_(5[,: OlzﬂtT, ﬁc+ye+6b:n:
Bty +8,=




Zaleznogei (B) wystepuja w zestawieniach 2, Be;
zestawienia, w ktérych tréjmian 4+ ¢,
zestawieniach wystepujg zaleznosci {A).

3: Ve 4:, 6[3, 0. SE} fo
2 jest zerem. W pozostatych

Rys. 13 Rys. 14 Rys, 15

Zestawienle 1, y, - (A} Zestawienie 1, 0.0 (A}

Rys. 17 Rys. 18

Zestawienie 2, dg 0 (A

Rys, 1® Rys, @0

Rys, 21
Zestawienie 3, y, (B)

Zestawienie 3, dpo (A

g
rd
’f
& e ——
i
2. AN
" Rys. 22 Rys. 23 Rys. 24
Zestawienie 4, 2 (A Zestawdenie 4, v, (A} Zestawienie 4, ds,0 (B)

4.2, Dyskusja trojmianu =D - Cp L Ep,

stepujacego we wzorze na pochodng potencjatu wzgledem diugosci hoku
zalezy od wielkoSei sit C, D i K oraz od znakéw przyrostéw Ad, Ac i Ae
wystepujacych przy tych silach i przy ich rzutach,

170

Wartos$é drugiego nawiasu wWy-




Rozpatrzymy najpierw znaki przyrostéw Ad, Ac i de.

Jezeli przyrost Ad jest dodatni, to przyrosty Ac i Ae moga miec cztery
rozne uktady znakéw.

Oznaczymy je symbolami I, IT, 111 i IV jak to przedstawiono w tablicy 4.

Tablica 4

Polozenie bokéw o, &
w pétptaszezyznach
QOznaczenie wyznaczonych

: przez brostopadia do 4

Znaki przyrostéw

Vel Y Ad ac Ag
I 7 Py + + +
1 7y Py + — +
I % 7, + + —
v 7, 7, + — —

Jezeli przyrost Ad zmienia znak, to i przvrosty Ac i Ae zmieniaja tak
samo znaki na odwroine.
Zestawienia znakow oznaczymy symbolami I', II', III', TV' (fablica 5).

Tablica 5

Polozenie bokow ¢, £
w péiptaszezyznach
QOznaczenie wyznaczonych
przez prostopadia do d

Znaki przyrostow

. s e Ad Ac . Ag
U Py oy — — —
Ir W, T, - + —
T Py Ty — — +
v 7, @, — + +

Znaki przyrostow Ac i Ade przy dodatnim przyroicie Ad zaleZza od po-
polozenia pretow ¢ 1 ¢ wzgledem preta 4 w wezle D. :
Aby te zaleinoé rozpatrzyé poprowadzimy w punkcie @ i
prostopadia do 4. Prostopadia ta wyznacza dwie pol- |

|

plaszezyzny S 1 &a (rys. 25). @ 1D .
Jezeli prety ¢ ie lezg w plaszezyznie &a, to przy- &
rosty ich maja znaki dodatnie, a jezeli prety te lezg p
w pélplaszezyznie 97, to przyrosty diugosci tych pre-
« 16w sa ujemne. Rys. 25
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Wobec zalozenia, ze rozpatrywane dwa pola trojkatne nie zachodza na
siebie, pokozeme pretow ¢, & 1 nie moze by¢ dowolne. Pret ¢ moze leiet
é tylko w narozu migdzy pretami

c¢id lub w narozu miedzy prze-
dluzeniami tych pretow (rys. 26
i 27). ' ‘

Dla przesledzenia uktaddw ina-
kéw Ac, Ad i Ae nie ma potrzeby
odrézniania przypadkéw, w kto-
rych uklad pretéw ¢ 4, i e stano-
wi lustrzane odbicie wzgledem prostej 4 innego ukladu tych pretow, gdyza
w rzeczywistoci oba takie uklady sg tym samym uktadem oglazdanym

z réznych stron (rys. 28 i 29).
‘ Biorage powyzsze pod uwage
stwierdzamy, #e do okreslenia
ukladu znakéw Ad, Ac i de wy-
starcza odrézni¢ dwa polozenia
preta ¢ ukltadajac ten pret w pier-
wszym lub w drugim narozu pro-
stokatnym, wyznaczonym przez Rys' 0 Rys 53
prosta o i przez prostopadly do
niej w punkcie @. Na rysunkach 30 i 31 wypisano symbole oznaczajgce
uklady znakow de, Ad i de w narozach mieszcezacych pret e

Za]mlemy sie teraz
rozpatrzeniem  warto-
éci iD + Cp + Ep
w zaleinoéei od wiel-
kosei C, D1 E.

Poniewaz  welktory
tych sit tworza trojkat,
przeto suma rzutéw Cp
i Ep jest réwna D. Za--
leznie od wielkodei sik

D i E oraz od przyrostow de, Ad 1 Ae wartos¢é -+ D = Cp = Ep jest
rowna 0dpow1edn10 +2D, +2CD, +2Ep tub 0. Do stwierdzenia, kitora
z tych wartosci wystepuje w danym przypadku, nalezy miet dwie grupy
danych: po pierwsze znaki przyrostéw dec, Ad i Ae i po drugie kszialf
tréjkata pozwalajacy na rozpoznanie, ktéra z wielkosei D, Cp i Ep jest
najwieksza. Znaki przyrostéw rozpoznajemy wediug schematow wykre-
§lonych na rysunkach 30 i 31. Do rozpoznania, ktéra z wielkosci D, Cp
lub Ej;, jest najwieksza, wystarcza stwierdzenie czy poszczegblne kaiy
trojkata CDE, oznaczone przez &', 6z 1 65, sa ostre, czy tez rozwarte.

Rys. 28 Rys, 27

Rys. 30 Rys. 31
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W tym celu uzupeiniamy schematy kierunkdéw pretéw ¢, 4 i e prosto~
padiymi do prostej c. Otrzymujemy w fen sposéb drugi uktad narozy wy-
znaczonyeh przez pret ¢, ktéry wraz z poprzednim, WYZNACZONYIN Przez
pret &, daje osiem narozy ostrych (rys. 32 i 33).

Rys, 32 Rys. 33

Dowolnemu polozeniu preta 2 wewnatrz kazdego z tych narozy odpo-
wiadajg te same cechy ostrosci lub rozwartosci katéw &', 67, d, stano-

Rys. 34 Rys. 35

wigce o tym, kidra z wielkoci D, Cp lub Ep jest najwieksza. Cechy te
oznaczono na rysunkach schematycznych symbolami &', 6z, dbsi o wska-
Zujacymy, ze odpowiednie katy sg rozwarte jub
ze trojkat sit DCE iest ostrokainy. )
Zmiana kolejnofci nastepstwa bokéw w trdj-

kacie C, D, E nie jest istotna, gdyz wystepuje h £
przy odwrdceniu plaszezyzny, rysunku hbez
zmiany kszialtu kratownicy i uktadu sii na nia
. . [
dziatajacych (rys. 38). :
Rys. 36

Nie ma tez potrzeby oddzielnego rozpatry-
wania obu tréjkatéw CDE stanowigeych dopelnienia do rownolegloboku
1 rézmigeych sie zwrotami bokéw (przy czytamiu ich w tym samym po-
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rzadlku, rys. 34), gdyz preyjecie jednego lub drugiego trojkata nie wplywa
na wartosé == D --Cp =+ Ep. 7

Rys. 37 Ryc. 38

Zestawienie I, 6 (&) Zestawienie I, 6; (B")

' Rys. 8¢ ' Rys, 40
Zestawienie IL, 85,0 (4') ‘Zestawienie IH, &' (B)

Rys. 41 Rys. 42
Zestawlenie 1V, 4, (4') Zestawienie 1V, d,, o (B}

Schematy na rysunkach 32 1 33, 34 i 35 wskazuja wszystkie mozliwe
zestawienia ksztaltéw troikata DCE z ukiadami znakow przyrostow Ag,

Ad 1 Ae.
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Zestawien tych jest szesé. Sa one przedstawione na rysunkach 37-42.
7ostawienia te mozna uiagé w tablice 6.

Tablica 6

Polozenie hokdéw ¢, € Wartescl o D Cp o Ep
Oznacze- | W polplaszezyznach Znaki przyrostow wystepujaee w przypadku
nie wyznaczonych przez | A4 A Ag d; ! '5'1; ot
przy- prostopadia wyslepujgce przy oraz najwiekszy rzut
padku do boku 4 - - boku trojkata DCE
I Py Fy + + -+ — +2E, —_
11 Wy Fy -+ — -+ 0 _ — +2Ep
111 7y ¥y +  + - — 0 —
v % 7y -+ — — | —2E, — 0

Szesé pozostatych przedziatdéw tablicy odpowiada zestawieniom nie-
przydatnym w rozpatrywanym zagadnieniu wobec zalozenia, ze irdjkaine
pola kratownicy nie zachodzg na siebie, W tych zestawieniach pret g lezal-
by w polach zakreskowanych schematéw przedstawionych na rysun-
kach 321 33. .

Zestawieniom wypisanym w tablicy 6 odpowiadajg dwie grupy zalez-
nosci miedzy kagtami 6, da 1 8 oraz katami &, 0z 1 Sp.

Cznaczymy je symbolami (A7) i (B).

Zaleznoéei (A" sa nastepujace:

’

=0,  8,=0, o=o, 540, +6,—m, &+, +8=nm

a zaleznosci (B}
§=n—32, 8y =n—1>,,

840, +8,=2x.

6,=n—34,,

o'=n—r, 6+6,1+6,=2m

Zaleznosei {B") wystepuja w trzech zestawieniach, w ktorych tréjmian
+D+Cp+Ep jest zerem. Zaleznoscl (4") wystepujag w trzech pozostatych
zestawieniach, w ktorych ten tréjmian jest rowny ~_|~2E I

45. Zaleinoié zerowych wartodci pochodnej 84/0d od wartodei trojmiandéw
thte,de, oraz +DECpEEy. Zaleinie od kszialtu rozpatrywanego ukiadu
pretow przyrost Ad moze wywolywaé dodatni lub ujemny przyrost 4B,
Jezeli przyrosty 4B i Ad sa tego samego zpaku, to istnieje mozliwo§é,
ze jednoczeénie wystapig znaki przyrostow AC, AE, Ac oraz Ae zesta-
wione w tablicy 7. ' :
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Tablica 7

Fragmen

t tablicy 3

Fragment tablicy 6

) Wartodel tréjmianu . Wartodcl {réjmianu
Znaki + hFeote Znaki I D~
przyrostow dLZ hb d przyrostow dil){ hD "
o AB AC aAg | W Prevpd acdg y o A2 Ac A V\;,przypa;r ac f; ¥
:r:j' % wystepuiace B 7"9 v © '5 21 wystepujace a o & ©
N g przy oraz najwiekszege | N ] prey oraz najwickszego
& % rzutu = % rzutu
SE| & e 2, ¢ % s |88l Db c©p Ep| Cpr Ep D
1 + +  + 2, t28 + 2k i+ + + — +2Ep —
2 + — + 0 +24 +28, M|+ — + 0 — +2E,
3 + + — |+2¥ 0 +2g,] L1 + + — o 0 —
4 o= — 2pg, —2g, 0 wl| + — — |—2E, — it

Jezeli przyrosty AB i Ad sg przeciwnych znakéw, to istnieje mozli- -
wosé jednoczesnego wystapienia znakéw przyrostow AC, AE, Ac, de ze-
stawionych w tablicy 8.

Tablica 8
Fragmeni tablicy 3 Fragment tablicy &
. Warioscl tréjmianu gk Waftoéci {rojmianu
Znaki Lhto, e, nakl tDtC,tEp
przyrostow dkach gd przyrostow adkach ad
© AB AC AE | W prevea ac' gdy o Ad Ac Ae W;,Jrzyp 5 ac J:g y
i 21 wystepujace | e % © S 2| wystepujace a 6 ©
g "3 orzy oraz najwickszego | N % przy oraz najwiekszego
S B rzutu = B rzutu
CE| & o 25 | < 2, & |OBID Cp Ep | Cp Ep, D
1| e e e |—20, —2g, —2&| 1|+ + | - HEp -
2| — + - 0 -2 —2g O+ — + |0 —  +2Ep
¥l — — 4+ i—24 0 —2g) U + + - | — o —
4 — + 4+ |+2g T2g ] v| + — — |—2E, — 0

Pochodna potencjalu jest zerem badz wtedy, jezeli wartosel obu na-
wiaséw kwadratowych sg zerami, badz tez jezeli wartosei tych nawiaséw
maja przeciwne znaki, a ich wartoSci bezwzgledne wynikajg z przyrow-
nania do zera pochodnej potencjatu.

Najpierw zestawiamy przypadki zerowe wypisane w lewej czesci ta-
blicy 7 i 8 z przypadkami zerowymi podanymi w tablicy 6, ktore sg
umieszezone powtérnie z prawej strony tych tablic. Zestawienie to poka-
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zano w tablicy 9. Nastgpnie zestawiamy przypadki, w ktérych wartosci
+ &+ oot e, =D-ECpi-Ep maja przeciwne znaki. Zestawienia tego
rodzaju podane zostaly w tablicach 10 i 11. W tablicy 10 tgczono dodatnie
wartosel 4 4 o422 z ujemnymi wartosciami += D+ Cp+ Ep. W tab-
licy 11 igczono ujemne wartosei pierwszego tréjmianu z dodatnimi warto§-
ciami drugiego. Zestawlienia te zostaly zgrupowane wediug jednakowych
wartodei obu trojmianéw, Pierwszy tréjmian moze mieé dodatnie wartosct
rowne 2%, +20p, 422 oraz ujemne — 24, —2cp, -—2g. Drugi
iréjmian moze mieé tylko wartogci +2Ep.

. 44. Dyskusja zestawien trojmianéw + 4 o, o, oraz TDEZCHhEy w réw-
naniu 94/0¢ = 0. WartoSci obu nawiaséow wystepujacych W wyrazeniu na
pochodng potencjatu zestawiono w tablicach 9-11. Zajmiemy sie teraz
sprawdzeniem mozliwosci wystapienia tych zestawies.

Tablica 9

T Przypadki tablicy 6 1.6 11T 4t 1v, JL v

r Y )
Przypadki tablicy 71 8 . 5

2,8,
3 Ve
4,4,
4,0

(B
2, 6, ) %

3,!75 ’ - %
' 4,8, ) * # #

4,0 ' ‘ , *

Tablica 9 obejmuje wszystkie zestawienia wartosci zerowych obu na-
wiasow.

Zestawienie 2+IL Przypadek 2 wymaga, aby w tréjkacie tce
kat . byl rozwarty, a kat é, ostry. Przypadek II wymaga, aby w wesle @
kat d. byl ostry, a kat 6y rozwarty. Zestawienie zerowych wartosci na-
wiasow w przypadkach 211 jest wiec sprzeczne.

Podobnie mozna stwierdzi¢ niemozliwosé wystapienia zestawien zero-
wych wartosci obu nawiaséw w przypadkach:

24111, 3+1I, 3+11, 2'+H, 2'4uI, 3+I, 3§4IIL

Zestawienie 4+II. W przypadku 4 przyrosty sit B, C i E maja

znaki +4-4B, —AC, —AE. W przypadku II przyrosty diugosci pretdéw
d, ¢ 1 e majg znaki + Ad, —Aec, +Ae, a w wynikajacym stad ukladzie
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pretow 4, ¢ 1 2 dodatni przyrost Ad daje dodatnie przyrosty sit C, E
i ujemny przyrost sity B daje uklad znakéw przyrostow — AB, +4C,
1 AE. Zestawienie 4 + 1I nie moze przeto wystepowaé, natomiast mozli-
we jest zestawienie 4',8+11 8 . Dotyczy to jednak tylko przypadkéw,
w ktérych kat 8, jest rozwarty. Jezeli kat s jest ostry, to kat 8s jest
rozwarty, a wiec ani 6;,»ani & nie moga byé rozwarte tak, iak tego
wymagaja przypadki II 1 I1L

Podobunie mozna stwierdzié niemozliwo$é wystapienia wartosci zero-
wych obu nawiasow w przypadkach

44111, 441V, 241V, 341V

oraz mozliwosé wystapienia przypadkow
4, 8,F1I1¢, 4,0, +1V, o, 4,0+IVe,, 2,6,+IV, 8,, 3,y 1V, 8.

Istnieje przeto tylko szesé niesprzecznych zestawien wartosci z‘erowych
tréjmiandéw +btc ke 1 + D+ Cp+Ep; 53 to zestawienia

zf,ﬁc_l_lv’ (ﬁ:b, 3’,?E+IV:5;’ 4’, 6b+H, a” 4’, 6& Jr‘].II’ 6’,
¥ o4IV,8,  4,8,11IV,0.

Pozycje odpowiadajace tym sestawieniom w tablicy ¢ oznaczono gwiazd-
kami.

Tablica 10 obejmuje wszystkie zestawienia dodatnich wartoScl pierw-
szego tréjmianu z ujemnymi wartosciami drugiego, a tablica 11 obejmuje
zestawienia wartosei tych tréjmianéw o przeciwnych znakach.

7, tablic tych eliminujemy jako sprzeczne wszystkie zestawlienia przy-
padkéw, z ktorych jeden warunkuje rozwartosé kata & —4,, a drugi
ostrogé tego lsata badz przez warunek ostrodcl wszystkich trzech katéw
&, 8, i 8,,badz przez warunek rozwartosci katow & 1 8, badz wreszcie
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Tablica 19

Tablica 11

Przypadki fablicy 6 v, 8,
Przy- Warfosé
padki tpLtCcp,tEy | T 2Ep
ta-
blicy| Wartost
7i8 | LhEghe, Tl (4"
L A, + 2.6,
Ly, T2, {=)
1, dg 4+ 2 &
1,0 + 24
2.y, + 2k
2, 4, + 2 2 {2}
,0 + 2 2,
3.8, +24
- 3,4, + 2.0
3,0 —+ 2 2
4. 8, + 24z,
Ay, + 20 s

7 \Przypadki tablicy 6

Lé' 1,8, 1,0

Wartose

Pray- +2 Ep
padki FDEChtE

ta-

blicy L‘Nartoéé (a’)
mig|lthbteo,Te,

g, -2, 5 {2}
.y, — 2.8,

1,8, —2k

Yo —2 4

2y, —2 4%

9, 6, -2,

20 — 28y

3, 4, — 2k

3", 4, =20y =

30 —22, (=) #
4,8, —22, {=} (s}
4y, =20

przez warunek rozwartodci kgiow fic, y.. W ten

stawienia:
1,8, +1V,6,, 2, 8,+ 1,0,
1,8,+1,8, 1, 8,+ 1,0,
2,8, +1,8," 2,6, +1L0,
3,8, 11,8, 3,d,+ 11,0,

1,8, + 11,8,

V,y,+1, 5;] ,

gpesdb eliminujemy ze-

3,8, 1V, 4, , i
1,0+1,8,,

90+ 10,8,, 3,8,+1,6,,
3,0+1,8,, 4,8+1,6,,
¥y, 0,8, 4y, 1,6,

Nastepne zestawienia eliminujemy jako sprzeczne, poréwnujgc ukda-
dy tréjkata CDE w obu przypadkach laczonych w tym zestawieniu. Po-
stugijemy sie przy tym schematami wykreslonymi na rysunkach 13-24
i 37-42. W niesprzecznych zestawieniach katy &, sa w obu zestawianych
przypadkach katami zewnetrznymi lub katami wewnegtrznymi trojkata
CDE. W ten sposéb eliminujemy nastepujace zestawienia:

LotIV,8, 2y, +1V,0,,
V041,08, 2,9, +1,8,
1,6,-+10,d,, 1,0 +11,0,

3,8,+1V,4,,
3,8,+1,0,

2y, +1,0

38,4-10,0.
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"Dalsze zestawienia eliminujemy przez sprawdzenie mozliwosel jedno-
czesnego wystapienia takich znakéw przyrostéw Ad i AB, przy ktorych
trojmiany -4+ o, +2,, =DCpt-Ep majag wartosci o przeciwnych
znakach. Zestawiajae schematy wykreslone na rysunkach 8-19 ze schematami
przedstawionymi na rysunkach 32-37 wyznaczamy na tych ostatnich po-
tozenie wektora B wzgledem tréjkata CDE. Nastepnie dajge dodatni przy-
rost A4 okredlamy zmiane pochylenia jednego z pretdéw ¢, ¢ i rownolegtych
do nich sit C, E. Zmiane pochylenia tych ostatnich okregla znak przyro-
stu AB. Zestawieniom tablicy 10 odpowiadaja dodatnie znaki obu przy-
rostéw AB i Ad. Zestawieniom objetym tablieg 11 odpowiadaja ujemne
znaki przyrostu AB przy dodatnich przyrostach Ad. '

W ten sposob eliminujemy zestawienia:

1, f.4+1V,8, 3, 0 +1V, 8, 4,8 +1V,6,,
v, +1,8, nn+m&

2,8,+10,6,, 2,0+1,8, 2,0+ 1,0
4, v, + 14, 4,y,+11,0,

Nastepnie sprawdzamy niesprzecznosé pozostalych dziesieciu zesta-
wien

Ly, +1V,8,, 1,8+ 1,8, ,8,+ 1,0,
2,0 +1V,8,,  3,8,411,d,, 3 0+1,8, 3,0+1,0.
4,84 1,4, 4,8, +1,8,  4,8,1+1,0,

Na tablicach 10 i 11 oznaczono je gwiazdkami.

4.5. Zaleznoéci miedzy katami kratownicy wynikajace z rownania 94/04=0.
Z dotychcezasowych rozwazan wynika, ze pochodna potencjalu kratownicy
wzgledem przyrostu diugo$ei preta o moze byé zerem jedynie przy na-
stepujacych szezegbdlnych wartosciach ftréjmiandw

+ b+ eyt e, + D+ Co+ Ep

{1) albo gdy oba tréjmiany majg wartodci zerowe,

(2) albo gdy =4+, e, =4 2e,, +DECh-E,=+2E,,

(3) albo gdy =4+ c,+e,— 20, +=D+C,+E,—=T2E,.

W pierwszym przypadku warunek zerowego przyrostu potencjaiu
spelnia sie tozsamosciowo, gdyz oba skladniki wyrazenia na pochodng s3
zerami. W przypadku tym nie ma dodatkowych zalezno$ei miedzy katami
kratownicy. Zerowe wartosci obu trojmianéw sg uwarunkowane poloze-
niem pretéw kratownicy w pewnych przedziatach katowych oraz rozwar-
toscia pewnych kgtow. Dopoki te warunki zwigzane z polozeniem wezla 9
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sy spelnione, dopéty oba tréjmiany zachowujg wartodci zerowe. Pochod-
na potencjatu jest zerem, gdy wezel 9 lezy we wlasciwym obszarze. W tych
przypadkach wystgpuje ekstremum rozciggle.

W drugim przypadku warunek zerowej wartosci pochodnej potencjaiu
sprowadza sie do rownania

E sin .
By —,
b g sinf,

—2Ep=0,

ktére daje zaleznosé sin(,-~ ) =10.
Poniewaz 0<If.<Im, Q<Id,<Im, przeto warunek ten jest gpelniony,
jezeli d; = f. (rys. 45).
W t{rzecim przypadku warunek zerowej wartoéci pochodneJ potencgaiu
daje rownanie
E sin (Sa

2C, 2 sinf,

—2Ep=10,

ktére sprowadza sie do zaleznosci sin(ds —y.) = 0. Poniewaz 0<Zd8,< =,
0<Zy.<<m, przeto zaleznoit ta jest spelniona, jezell d;==1y. (rys. 46).

&

L
_D
& ‘rﬂl
/ d .
Be
8 - y
Rys. 45 - - Rys. 46

4.6, Sprawdzenie mozliwosci speluienia warankéw wynikajacych z réwnania
djad =0. Warunek J,==f. powinien byé spelniony w zestawieniach,
w ktbérych pierwszy tréjmian ma warto$¢ -=2e, a drugi - 2Ep. Zestawienia
te odezytujemy z tablic 10 i 11. 83 to nastepujgce cz:tery zestawienia;

1,?’e+IV;5;, 210+IV:6;: 4’56"1_1:6’: '451‘367{"1?0'

Mamy fc+y:+de—m.

W zestawieniu 1, . +1IV, 6, jest y.>>n/2, 6.>>n/2, a wobec ,=pf: po-
winno byt f.=a/2. Warunek ten nie moze byé speiniony jednoczeénie
z warunkiem yp,.>>a/2.

W zestawieniu 2,0 + IV,d; jest ﬁc<az/2, ye<n/2 oraz 8,>>m/2, przeto
warunek zerowe] wartosci pochodnej potencjalu wyrazajacy sie rownoscig
da==f. nie moze byé spelniony.
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W zestawieniach 4, 8. -1, 6", 4f.+11, 0 powinno by¢ fc>am/2, 6,<<n/2,
przeto warunek d, = ff, nie moze by¢ spelniony. Warunek &, — fe nie jest
spetniony w zadnym przypadku. Oznaczono to nawiasami dokola gwiazdek
w tablicy 10 i 11. Warunek 8, =y, powinien byé spelniony w zestawie-
niach, w ktérych pierwszy tréjmian ma wartosé = 2¢s, drugi 4~ 2Ep. Sa
to nastepujgce zestawienia wypisane w tablicy 10 i 11:

&y, +1V,0., 1,8, +1,8, V6, + 1L,
3,0, + 11,8, 3,041,8, 3,011, 0,

W zestawieniu 4',y, +1V, 4, powinno by¢ y,=>a/2, 6,>>=/2. Row-
nost tych dwéch katow jest przeto mozliwa i warunck zerowej wartosei
potencjatu moze byé przez to zestawienie spelniony.

Zestawienie 1%, 8. - H,0" jest sprzeczne, gdyz wobec réwnodci 6, =1y,
zachodzi réwnos¢ f.=d5=240". Stad B, nie moze by rozwarty, skorg &'
jest ostry. Podobnie stwierdzamy sprzecznosé zestawienia 3,04+1,¢.

W pozostatych trzech zestawieniach powinno byt ye<Im/2, 8,<m/2.
Réwnosé tych katow jest przeto mozliwa i warunek zerowe] wartodel po-
chodnej potencjalu moze byé speliony.

47. Wnijosek o wystepowanin zerowych wartoéci pochodnej potencjalu ukla-
du picein pretéw wzgledem dlugosei preta d. Wartosé zerowa pochodnej po-
tencjalu rozpatrywanego ukladu pretéw wizgledem dlugosci preta o wy-
stepuje w dziesieciu zestawieniach ukla-
déw pretéw i wielobokéw sit oznaczonych
w tablicach 9-11.

Szes¢ pierwszych zestawied wypisa-
nych na tablicy 9 obejmuje uklady, w kto-
rych pochodna potencjalu jest zerem bez
wzgledu na diugoéc preta «, o ile katy
migdzy pretami kratownicy spelniajg wia-
seiwe warunki ostrodci lub rozwartoseci
(rys. 47). W zestawieniach tych majg miej-

Rys. 47 sce zwigzki miedzy katami é, 8, 1 8y oraz

- - katami¢’, 8, 1 8, oznaczone symbolem (B).

W tych warunkach oba sktadniki wyrazenia dla pochodnej sa réwne zeru

tozsamo$ciowo, a miedzy katami wystepujacymi w tych skladnikach nie
wynika Zaden svarunek rdwnosed,

Pozestale cztery zestawienia wypisane w tablicy 10 i 11 réznig sie tym
od poprzednich, ze do wystapienia zerowego przyrostu potencjalu oprocz
zachowania warunkéw ostrogei lub rozwartoéei katow Bo Ver 64 8 1 8 po-
winna by¢ jeszeze spetniona réwno$é y.=d.. W zestawieniach tych zacho-
wane by¢ muszg zwiazki 6'=4, §,=4,, ¢, = g, oznaczone symbolem (4).
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Na rys. 48 wyznaczono wykreélnie przykiad krzywe] stanowigcej miej-
sce geometryczne polozen wezla @, speiniajacych te rownosé.

Tablica 12

o Wartosci z Wartosci
% . tréjmianu g tréjmianu
2 Znaki +ak g 8, & Znaki + C=-Dp-t B,
N przyrostow — & przyrostow

vpadkach B ; w przypadkach
B | 44 4D 4E P ggy B 4o ad 4Ae ey
[A] : .Q'_') F oy r r
& wystepujace by a, 8,00 =t wystepujace 5, P
g prey o 8 przy ] .
3 oraz najwiekszego o oraz najwickszego
g rzutu g ' rzutu
o a dy e, gy 2, a © |C D E;| Do E; C
5 | + + + |+2d,+2e, +22] V| + + + +2E,
i + — 4 0 +2a +2g,] VI + + 0 +2E,

T + 4+ - |+2e 0 +2d, VII| + + — 0
8 + = = |2, ——2dﬂ 0 VIII + — — | —2E, 0
Tablica 13

= Wartosci i Wartoéci
% trojmianu T troéjmianu
& Znaki. +atd,+ e, 3 Znaki + Czk Do+ Eg,
N przyrostow w przypadkach 8 Przyrostow | . preypadkach
=] AA AD AE . gdy 2 Adc Ad 4de ady
g wystepujace & wystepujace . , ;
£ ystepuja by w00 | E ystepuja P B
S| przy - N przy . .
! | oraz najwigkszego 2 oraz najwiekszego
& _ e rzutl g rzutu
o a dy ey | dy e, @ O | ¢ By Eg| D E; C
5! — = — —2d, —2e&, 24 vy + + + +2E¢
6 —-  + — 0 —20 —22, VI + — + ¢ +2E,
7Tl - — + |-2a4 0 —24d,| VII| + + — 0
g — + + |+2g, + Z.da 0 VIII + — — |—2E; 0

4.8, Warunki wystepowania zerowych wartosei pochodnej 94/04. Wartose
pochodnej potencjatu 04/04d zalezy od ksztattu rozpatrywanego ukladu
pieciu pretéw, od ukladu sit utrzymujgcych te prety w réwnowadze i od
zaleznos$el miedzy parametrami okrelajgcymi ksztalt, to jest miedzy ka-
tami lub diugoéciami bokéw. Zaleznoéé potencjatu od ksztattu kratowni-
cy jest przedstawiona przez schematy wykreélone na rysunkach 32 i 33.
Zalezno$é potencjatu od uktadu sit dzialajacych na kratownice jest przed-
stawiona przez schematy wykreélone na rysunkach 11 i 12. Wszystkie te
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dane dotyczace ksztaltu kratownicy, ukladu sif i zaleznosci miedzy para-
metrami kszialtu wyodrebniono dla okreSlenia wartoéel pochodnej po-
tencjalu wzgledem diugosci preta 4. Stanowig one charakterystyke ukladu
kratownicy i sit ma nig dzialajacych ze wzgledu na pret 4.

@ . Opierajgc sie na charakierystyce
ukiadu ze wzgledu na przesuniecia
wzdluz preta < wyznaczamy charakte-
rystyke tegoz -ukladu ze wzgledu na
przesuniecia wzdiuz preta c.

Zestawientom wartodcl fréjmianéw
+&+copte 1 +DE=CpEp wy-
pisanym w tablicach 7 i 8, odpowiadaja
przy przesunieciach wezla 2 wzdiuz
preta ¢ zestawienia wartosei tréjmia-
now +a-tdatce i £CHDeHE, wy-
pisane w tablicach 121 13,

Zestawienia znakéw przyrostéw AA, AD i AE wypisane W Iewych
czesciach tablic 12 i 13, obrazuja schematy wykreslone na rysunkach
49 i 50, a zestawienia znakéw przyrostéw Ac, Ad i de wypisane w pra-
wych czeSciach tych tablic obrazuja schematy wykreslone na rysunkach
51 i 52. Schematy te sy odpowiednikami schematéw przedstawionych na
rysunkach 11, 12 1 32, 33.

2 - =6,
Rys. 48

Tahlica 14

e~ Przypadki tablicy 12 i 13

! 1
czedé lewa VI o, I ViI,é

VIIL 4, ‘ VIIL, 0
Przypadki .
tablicy 12113 czedé lewa | B}

6, 84
T, e,
8,4,
8,0 .
.84 » s

M, a, . =

8,4, _ 2 * o

8!) Q ’ kS

Wedtug tablic 12 i 13, podobnie jak poprzednio w tablicach 8-11, zesta-
wiono w tablicach 14-16 warunki wartosci zerowych pochodne] poten-
cjalu wzgledem diugosel preta ¢. Tablica 14 natomiast obejmuje przy-
padki, w ktérych pochodna. 04/dc jest zerem przy wartosciach zero-
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wych obu tréjmiandw “+ao=d.te, 1 +=C-+De-tEe. Przypadkom tym
odpowiadajg zwigzki &' =#n—6, §,=a—06, i §,=a— d,, oznaczone po-
przednio symbolem (B) oraz zwigzki e = A=y, Py==m—pP, oraz
8 = m— d,, oznaczone symbolem (B).

o '/TA)J(AT
%o —gig-Je
B N ‘ e
Tu_ |y {8 i 8l )
YT 5f (8)
a B
o
| Y
A
Rys. 50
(4
d&
%)
& ) o\a
af
¢
Rys. 51 ‘Rys. 52

Tablica 15 obejmuje przypadki, w kiérych trojmian + .o+ da-t o
ma wartosci dodatnie + 24, +24d, oraz + 244 a tréjmian +C—+Dc+Ec
ma warto§¢ ujemng - 2Ec¢. Tablica 16 obejmuje przypadki, w ktorych
wartosel tych tréjmianéw maja znaki odwrotne, Wszystkim tym przy-
padkom odpowiadajg zwiazki ¢’ =4, é,=246,, §, =24,, oznaczone symbolem
(A'), oraz zwigzki a,=aqa,, f£,=8§,, 8, =3,, oznaczone symbolem (A).
Po wyeliminowaniu zestawieri sprzecznych w tablicy 14 pozostaje szese
zestawient niesprzecznych oznaczonych gwiazdkami. Eliminacja sprzecz-
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nych zestawien wypisanych w tablicach 15 i 16 prowadzi poczatkowo do
dziesieciu zestawien, w kiorych trojmiany wyrazenia na pochodng 0A/0c
maja wartosei -+ 24, - 2Ec lub =22, F 2E.. :

Tablica 15 Tablica 16
Przyi i tabli i | ' Przypadki tabl. 12 1 13l '
' ypadleezzb;fa;za P v, % ' ypczeéé prawa V.8 V1,4 V1 .
Przy- 3 1
padic Sepg, | T2 padki Cipotr] PP
: ‘ tablic

12113 12113
fgif; Wartosé : (4" CIZ%\S,;: Wartosé (Al

A | tatd,e, o | Eatd,te,
5, 84 +24d, 5, 84 —24d, # ()
5, a, + 22, (=) 5, a, =28,
5,4, + 2.0 5,4, — 24
5,0 +2a 50 — 24
6, u, +2a - 6, a, —24
8,4, 4 28, 6!, 6, — 22,
8,0 -+ 28, ] . 6,0 — 24,
7, 84 + 34 T, 84 —2a
1,4, + Zda ’ T, d, — 24, e
1,0 +24, 7,0 —24d, {=) P
8, f, +22, 8, B4 —22, {=) b=)
8, q, vod, o« 8, u, — 2.,

Warunek wartosci zerowej pochodnej prowadzi w pierwszym przy-
padku do réwnania '
E sin (33;

- —2E¢=90,
& sin fa

2da

ktére daje zaleznost dp—dae, 8 W drugim przypadku do réwnania

o

E sinds
e sin fa

2 &a —2Ec=10,

ktére daje zaleznosé 8, = fa. Zaleinosci te prowadzg do wyrugowania dal-
szych czterech zestawien oznaczonych w tablicach 15 i 16 gwiazdkami
w nawiasach. W pozostatych przypadkach zachodzi jedynie zaleznost
&y = 0. Zaleznosé 6= s nie wystgpuje w zadnym przypadku.

W wyniku analizy mozliwosci wystgpienia wartosdel zerowych pochod-
nej 04/0c otrzymujemy szes¢ przypadkéw zestawionych w tablicy 14
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oraz cziery przypadki zestawione w tablicach 15 i 16. Przy wystepowanin
pierwszych obowigzuja zaleznoéei (B) 1 (B'), a przy wystgpowaniu drugich
zaleznodei (A) 1 (A"). Wszystkie te przypadki sa odpowiednikami przypad-
koéw wystepowania wartosci zerowych pochodnej 0A4/04, zestawionych
w tablicach 9 oraz 101 11,

5. Wyznaczenie przypadkow ekstremnm potencjaiu

5. laczenie warunkéw zerowych wartosci pochodnyeh 94/8¢c i dA/dd.
Dowolne przesuniecie wezla 9 okreflamy jednoznacznie przez przyrosty
dtugoséci sposréd trzech pretow zbiegajacych sie w tym wezle. Zerowe
wartosel pochodnych 04/0d¢ i 0A/04 daja przeto uklad warunkéw ko-
nieeznych dla ekstremum potencjalu. Warunki rozdzielnego wystepowa-
nia warto$ci zerowych tych pochodnych zostaly podane w tablicach 9 - 11
oraz w tablicach 14-16. Aby znalezé warunki sprowadzajace tgcznie obie
pochodne do zera, nalezy zestawi¢ warunki z tych tablic. Mozliwo§é zesta-
wienia tych warunkéw jest ograniczona przez to, ze w przypadkach wy-
pisanych w tablicach 9 i 14 powinny mie¢ miejsce zaleznosciff,=u—f,,
v, =a—ry,, 8 =p—§, §,=n—20,, 8==n—3\, oraz zaleznoici a,;=n—a,,
f,=n—p,, oznaczone symbolami (B) i (B"). Natomiast w przypadkach
wypisanych w tablicach 10, 11 i 15, 16 powinny by¢ spelnione zaleznosci
8 =8, v.—vy,, & =36 &,=86, 6,=48, oraz zaleinosci a,—a,, f,=4§,, -
oznaczone symbolami (4) i (A"). Mozliwe sy przeto tylko zestawienia
przypadkow wypisanych w tablicy 9 z przypadkami podanymi w tablicy
14 oraz przypadkéw objetych tablicami 10 1 11 z przypadkami wymienio-
nymi w tablicach 15 i 16. Natomiast zestawienia przypadkoéw, w kidrych
gpelnione 53 za-lez-nq;_sf-l;i (B), ‘(B’)‘z przypadkami, w ktérych maja miejsce
zaleznosei (4) 1 (4"), sa sprzeczne.

5.2, Zestawienie warunkéw zerowyeh warteéei pochodnyeh 9A/3¢ 1 84/8d
w przypadkach zaleznoéci (B} 1 {B').

Tablica 17 obejmuje zestawienia przypadkéw wypisanych w tabli-
cach 91 14. W tablicy tej sprzeczne sa wszystkie zestawienia przypadkow,
w ktérych wystepujg dwa rézne katy rozwarte sposréd trzech katéw
&, 8,, 8. Sprzeczne jest np. zestawienie €',8,+ VII, o, +2, B, +1V,d,.

Niesprzeczne sg natomiast zestawienia przypadkéw, w kiorych w ozna-
czeniach wypisanych pionowo i poziomo wystepuje ten sam z trzech ka-
tow 6, 8,, 8. Rzeczywiicie, oprécz katow 8., 8,, 6 nalezacych do tego
samego trojkata, w oznaczeniach zestawianych przypadkéw wystepuja
plonowo katy ., fa, s nalezace do trojkata ALP, a poziemo katy Be,
ve 1 8, nalezace do tréjkata LeD. Katy rozwarte tych trojkatow moga
byé dowolnie zestawiane z wyjatkiem katéw d. i 85, Tablica obejmuje
osiem niesprzecznych przypadkéw oznaczonych gwiazdkami.
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Przypadki te mogg by¢ roznie grupowane. Na przyktad mozna je
grupowaé wedhug rozwartosei lub ostrodct katow &', 6, 1 §, albo katow
Ge, Pa 1 0o oraz fe, ye i §5. Na rysunkach 53 - 61 przedstawiono ten drugi
sposdh grupowania.

Tablica 17

Przypadek .a_’l = 0(B)

ad
wedtug tabiicy 9

2.6, Sy A0, 4.6, 4L Lo

r ' t ’
Iv,d IV, é 1L, ¢ I, &' v, o v, é
Przypadek éLA =) b b ¢ b .
- °

wedlug fablicy 14 (B)

8,8, + VI, 4, 5 (b)

7, @, -+ VIIL, 6, # 7
8,6, + VI, 6, « (b) * « (a)
8,48, + VII, & ' N

8!, 4, + VI, o % (@)

8,0 - VIIL, &, # (@)

Trzy pierwsze rysunki obejmuja przypadki oznaczone w tablicy 17
symbolem (a). Roznia sig one tylko polozeniem wezla @ wewnatrz irdj-
kata AE%. Na rysumku 53 wezel @ lezy wewnatirz cbu podlokregdw za-
kreélonych na bokach a i &, przeto katy 8.1 s sa rozwarte. Na rysunkach
54 1 55 wezel @ lezy wewnatrz tylko jednego z tych polokregdw, przeto
tylko jeden z tych katéw jest rozwarty: albo da, albo 8. Przypadki te
lgczg sie w jeden.

Podobnie dwa nastepne przypadki oznaczone W tablicy 17 symbo-
lem (b) réznig sie miedzy soba ostrogeig lub rozwartoScia katow fe 1 fa-
Przypadek, w ktérym oba te katy s ostre, pokrywa sie z jednym z przy-
padkéw poprzedniej grupy. Polozenia wezla @ w polu trojkata A€E sa.
w tych przypadkach rozgraniczone prostopadlymi do bokéw a i &, wysta-~
wionymi z wezia 4.

Pozostale trzy przypadki przedstawione na rysunkach 59, 60 i 61 nie
daja sie zlgczyé w jeden. Réznig sie one ostrosciy i rozwartofcia katéw
e i y.. W pieTwszym przypadku oba te katy sa ostre, w drugim i trzecim
kolejno kat y. i a. sa rozwarte. W dwoch ostatnich przypadkach ksztalt.
kratownicy jest wladciwie taki sam, a roéinice w rysunku pochodza stad,
ze kratownica jest wyrysowana z innej strony.
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W przypadkach tych speinione powinny by¢ zaleinodei (B) i (B'),
a sity we wszystkich pigeiu pretach ukladu sg tego samego znaku. Ponie-
waz wszystkie prety sg réwnej wytrzymalo$ci, przeto uklad odksztal-
ca sie pod dzialaniem sil zewnetrznych na uklad geometrycznie podobny
rozszerzajace sie lub kurczac. Praca sit zewnetrznych przylozonych w wez-
tach %, & i € jest réwna polowie sumy iloczynéw tych sit pomnoZonych
przez odksztatcenia odleglosci 7, 4 1 Z: :

:%(RT—FSS—FTI)SO.

Praca ta jest réwna potencjalowi sil wewnetrznych, Wartosé potencja-
tu nie zmienia sie przy przesunigciach wezta 9, zawartych wewnatrz
trojkata ARL. Dopoki bowiem wezel 2 lezy wewnatrz tego trojkata,
dopébty sity we wszystkich pretach sa tego samego znaku. Jezeli wezel @
lezy na obwodzie tego tréjkata, to przynajmniej w jednym precie sita
jest réwna zeru. Potencjal wszystkich tych ukladow rownej wytrzyma-
tosei ma wartosé minimalng, jak to wynika z przeprowadzone] analizy.
Zreszta, gdyby uklad tych pretéw miat mniejsza warto$é potencjatu, to
odksztalcenia jednostkowe jego pretéw musialtyby by¢ mniejsze od od-
ksztalcer réwnej wytrzymalosci, co przeczyloby zalozeniu. Przypadki te
wyczerpuja wszystkie mozliwe ksztalty obu iréjkatow.

W przypadkach odpowiadajacych omawianym zestawieniom minimum
potencjatu wystepuje, gdy wezel @ lezy w polu na obwodzie troj-
kata ARE. :

53, Zestawienia warunkéw zerowych wartosci pochodnych 94jde i aAjad
w przypadkach zaleimodci (4) i (4). Tablica 18 obejmuje zestawienia przy-
padkéw wypisanych w tablicach 10, 11 i 15, 16. W fablicy tej sprzeczne s
wszystkie zestawienia przypadkéw, w ktérych wystepuja dwa rézne katy
rozwarte spoéréd trzech katow &', d, i §,. Niesprzeczne sa natomiast ze-
stawienia przypadkéw, w ktérych w oznaczeniach wypisanych pionowo
i poziomo wystepuje ten sam z trzech katéw &', 8, 1 d,. Istoinie bowiem
katy a., fa 1 da wystepujgece w oznaczeniach kolumny pilonowej, naleza
do trojkata AX8D, a katy fe, ye 1 ds, Wystepujace w oznaczeniach wiersza
poziomego, nalezg do trojkata HED. Katy rozwarte lub ostre obu tych
trojkatéw moga byé dowolnie zestawiane bez napotkania na sprzecznose.
Oprécz tego zestawienia znakow przyrostéw Ad, Ac i Ae, wystepujace
przy przesunieciach wezta © wzdluz preta & 1 oznaczone symbolami I, II
i IV ze znakami przyrostéw Ae, Ad i de, wystepujgecymi przy przesunie-
ciach wezla ® wzdluz preta o i oznaczonymi symbolami V, VI, VIII, nie
prowadza do sprzeczno$cei, jak to mozna sprawdzi¢ za pomocy schematow
wykreslonych na rysunkach 32, 33 i 51, 52. ’ :

Zgodnie z wnioskami z p. 4.7. wartoé¢ zerowa pochodne] 0A4/0d wy-
stepuje, gdy wezel @ lezy na krzywej wyznaczone] przez réwnosé y. == da.
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Wartosé zerowa pochodnej dA/de wystepuje,; gdy wezetl © lezy na krzy-
wel wWyznaczone] przez réwnanie o.=4d,. Ekstremum potencjalu wyste-
puje, gdy punkt @ lezy w przecieciu obu krzywych. W punkcie tym
e —fa, a wiee ekstremum potencjatu zachodzi, gdy pret ¢ lezy wzdluz
dwusiecznej kata zawartego miedzy pretami 2 14, a trojkaty ABD 1 ELD
sa podobne.

Tablica 18

Przypgdek % —=0(A)

&y, 1,8, 3.8, 3o

dtug tablic 10 i 11
wedtug tabli i n + N +

04
ac
wedtug tablic 15 1 16 (A)

Przypadek -=

w,é, . 1,8  ILd, 1L

8, a, + VIII, 6, ¥

5, gy + V, ¢ : : %" A

7!, 6 -+ VI, 8, =

70+ VI, o . #

Na rysunku 62 wykre§lono krzywe Wwyznaczone przez rdéwnania
ye==0q 1 0 == 0y OTAZ ukiad ekstremalny pretow «, &, ¢, die
~ Tablica 18 obejmuje cztery niesprzeczne przypadki. Przedstawiono
je na rysunkach 63 - 65. Przypadki te réznig sie jedynie rozwartoscig ka-
tow @, = b, ﬁg = ﬁc 1 ye= Ja.

Be= Py
\ £r=0a
4N, a5

Rys. 62 - Rws. 63

Ksztalt kratownicy w przypadku, w ktérym-katy a. = Oy sa rozwarte,
nie rozii sie od ksztaltu kratownicy w przypadku, w kiorym katy ye==2a
sa rozwarte. Wykazuja to rysunki 63 - 65. Natomiast w przypadku, w kto-
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rym katy fc==fs+ sy rozwarte, kratownica ma ‘inny ksztalt. Jest TZeczy
widoczng, ze ksztalty rozpatrywanego ukiadu, dajace minimum poten-
cjalu, roznig si¢ jedynie wielkoscig katéw .= fs. Cztery niesprzeczne
przypadki tablicy 18 obejmuja wszystkie mozliwe ksztatiy {réjkatow
o katach o, =0, Pa==p: 1 ve==4ds. Jedynym przeto warunkiem wysta-
pienia minimum potencjalu jest podobiefistwo trojkatnych pél kratownicy.

4 .
/ .
ﬁcL_'B’-'f _— Wa;ﬁ
/ - 3 o
4]
Rys. 64 . Rys. 65

W przypadkach podanych w tablicy 18 kszialt ukladu eksiremalnego
nie zalezy od sil zewnetrznych, o ile tylko sily te nie wywolujg jednako-
wych znakdéw odksztalcen we Wszysfkich pretach. Wowezas bowiem wy-
stepujg przypadki zestawione w tablicy 18, a ksztalt uktadu moze sie
zmienia¢. Wnioskujemy stad, ze ukiad pretéw réownej wytrzymalosci, da-
Jacy minimum potenc;alu pod danym obcigZzeniem, pozostaje ukladem
6 najmniejszym potencgale pod innymi cbeigzeniami, o ile obciazenia fe
nie wywolujg sil jednego znaku w pretach rozpatrywanych dwéch p6l
tréjkainych i o ile wszystkie te prety maja réwng odksztatcalnosé. Ten
wniosek stwierdza, Ze ukladom pretéw dajacym minimum potencjatu
przysluguje w pewnych granicach cecha niezmiennosei Wzgle;dem obcig-
zen,

6. Zmicnnosé potencjalu rozpatrywanego ukladu pretéw w zaleznosci
od poloien nicobeigzonego wezla @

Dla sprawdzenia zmiennosci potencjatu dokota tych potozen wezla 9,
kiérym odpowiada ekstremum potencjalu, wyznaczono w obu rodza-
Jach eksfremum - rozcigglym i punktowym — réwnania linii statych
warto$ci potencjalu i wykre§lono te linie obierajac polozenia wezidw

A, B1€ oraz kierunki dzialania sit zewnetrznych R, § i T.
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6.1. Zmiennoéé potencjoiu dokofa iréjkatnego ebszaru minimum A. W przy-
padku ekstremum rozcigglego obrano uklad przedstawiony na rys. 66,
odpowiadajacych przypadkowi oznaczonemu w tablicy 17 symbolem
3 eIV, + 868, Vis,. Wezel © moze przyjmowaé dowolne polozenia
wewnairz naroza AHE. Nie
rozpatrywalisSmy polozen
wezla © w naroiu wierz-
chotkowo przeciwlegtym.
Polozenia w harozach przy-
legtych zostaly poprzednic
wylgczone przez zaloZenie,
e trojkaty ARD, HED nie
nakladajg sie na siebie. Na-
roze ALC podzieliliéfny na
pigé obszaréw oznaczonych
na rysunkach cyframi 1, 2, 3,
41 5. Obszar 1 jest tréjkatem,
ktérego punktom odpowiada
stata warto$é potencjalu. Do
Rys. 66 : wzoru na potencjal 24/e,=

— Aag+Bk - Cc - Dd + Ee podstawiamy wyrazenia na sity i na dlu-
gosei- pretéw wyznaczone w p. 3.
. W obszarze 1 dla ae=> s, e >vs, et ver=m— (Bt fa) znajdujemy
A _sin{e +s) '
Ra sin v

= const.

W obszarze 2 dla o= as, 0<Cye<<vs, e+ ye=a—(f:+fa} mamy

/1 : Sin (as -_— '})5) .
P ol i MY 4.8 t
B sinys 4 2sinascigye,
a wicc potencjal zmienia sie liniowo wzgledem ctg ye; potencjal jest sta-
ly, gdy wezel @ zajmuje polozenia wzdluz prostych ¢, pochylonych pod
katem ye..

W obszarze 3 pray 0<<ae<lds, 7277 ¥s, Ge +ye << — (fe -+ Ba) jest

A snes=) gy etga,
Ra sin ys
a wiec potencjal zmienia sig liniowo wzgledem ctg ax; potencjal ma war-
tosci state, gdy wezet @ lezy na prostych 4 pochylonych pod katem ae.
W ohszarze 4 przy 0 << o, <oy, 0 <Zye<Tys
A __sin (as - ps)

e = siny, T 2sinaletgateigy)
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potencjal zachowuje stale wartosei wzdluz linii, dla ktoryeh suma kotan-
gensow katébw a. 1 y. jest stala.
W obszarze 5 dla acty.>a—(fc+fa), ee<<m, ye<<am

A in (as+ ys)

Ra sin Vs

+- 2 sin as{ctg 6o 4 ctg ds)

potencjal zachowuje state wartoSci wzdluz linit, dla ktérych suma kotan-
gensdéw katéw 8, 1 dp jest stala. ;

Rys. 67

Na rysunku 67 wykreSlono linie oznaczajgce polozenia wezla 2,
w ktérych potencjal' ma jednakowe wartoscl. Wszystkie te linie zbiegaja
sie¢ w punktach £ i €. Polozeniom wezla @ wzdluz prostych < i & odpo-
wiadajg nieograniczenie wielkie potencjaly. Z wykresu widaé, Ze po-
wierzchnia, ktérej rzedne mierza wartosci potencjalu, ma plaskie dno
w postaci tréjkata ARE. o

6.2. Zmiennos¢ potencjalu dokola punktu odpowindajacego minimam 4. W przy-
padku ekstremum punktowego obrano uklad przedstawiony na rys. 68,
odpowiadajacy jednemu z przypadkéw tablicy 18, - :
Wezel © moze zajmowaé dowolne polozenia wewnalrz naroZa ARE.
Podobnie jak w poprzednim przypadku nie rozpatrywalismy potozen
wezla @ w narozu wierzcholkowo przeciwleglym. PoloZenia wezla 2
w narozach przyleglych zostaly wylgczone. Naroze A&E podzielono na
pie¢ obszardéw oznaczonych cyframi od 1 do 5. '

‘W obszarze 1 wyznaczonym przez nierdwnoéel a. <Cas, Ve << Vs,

ac -y = m —(fc.+ f4) potencjal wyraza sie wzorem
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A i .
Ra— EES(;——S:_—S@ -+ 2 sin u; (ctg a. + ctg y. + ctg da - ctg ds)

a wiec zachowuje stalg wartoéé wzdtuz linii, wzdtuz ktérych suma czie-
rech kotangenséw wypisanych w tym wzorze jest stata.

W obszarze 2 wyznaczonym przez przedzialy zmiennodci katéw
Vs < ye<Lm, o, ¢ jest
A == M—M + 2 sin a; {cig ac -+ ctg da -1-ctg &) ,
Ra sin s : .
a wartosé potencjalu zmienia sie wraz z kotangensami katow a., 0 1 b
W obszarze 3 wyznaczonym przez nierdwnosci o.<Tas<<m, Pe<<9s,
A S8 o (ot e+ clg da -k clg 85).

ﬁg o sin s
W obszarze 4 wyznaczonym przez hierdwnosci e.>>0, ¢.>>0,
ac",“?e <5’U—‘(ﬁc+5d)

A sin(astys)

— - i '-g t eJ) -
o sinye -4~ 2 sin as (ctg @ + cig y.)

A

W obszarze b wyznaczonym przez nierdwnofcl as<Za.<Ilm, ps<y.<<m

A _ S_i__n (as+ '}"S)

— i ) { :
Ra sinys + 2 sin as (etg 8, + ctg o)

Wzory te wskazuja, ze we wszystkich pieciu obszarach wartosé po-
tenciatu zmienia sie krzywoliniowo wraz z polozeniem wgzia 2.
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Na rysunku 63 wykreslono linie oznaczajace polozenia wezla 9, odpo-
wiadajace réwnym wartoSciom potencjalu. W przeciwstawieniu do po-
przedniego przypadku w tym przykiadzie linie te nie zbiegajg sie

Rys, 69

w punktach £ 1 €. 7 rysunku widaé, ze powierzchnia, ktdrej rzedne mie-
rzg wartodel potencjatu, jest lagodnosé wygieta w otoczeniu punktu dajg-
cego minimum potencjatu i ze powierzchnia ta ma wygieta bruzde wzdhuz
linii A€. Wzdluz prostych o i & warto$ci potencjatu wzrastaja nieogram-
czenie.

7. Przyklady ksztaltowania kratownic na minimum poteur:.jaiu
przez przesuwanie nieobcinZzonych wezlow laczacyeh trzy prety

Przyklad 1. Rozpatrzmy ukiad o jednym wezle obciazonym w pasie
dolnym, jednym wezle nieobcigZonym w pasie gérnym i o dwoch we-
ztach podporowych.

Jezeli wezel obcigzony lezy na jednej prostej z wezlami podporowy-
mi, a przedzialy miedzy tymi Wwezlami sg rowne (rys. 70), to z warunku
podobieitstwa frojkatéw ABD i HED otrzymamy f. = Pq, 3 wiec pret 2
w uktadzie o najmniejszym potencjale jest pionowy i stanowi 0§ symetrii
kratownicy; oprécz lego réwnosci a,—dp oraz y,==d, stwierdzaja, ze
trojkaty obu pdl sg rownoramienne i ze wyscko§é kratownicy minimalnej
jest réwna polowie rozpietodei {rys. T1). 4

Zmiehmy w poprzednim przykladzie polozenie wezla obcigzonego &
przesuwajac go ku dotowi (rys. 72).
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Warunek podobiefistwa trojkatéw obu pdl wskazuje jak poprzednio,
ze wezel 9 lezy nad & oraz ze g.=0;=0a—y., to jest ze e=a (rys.73).

Jezell wezel 8 lezy nad prosta 4£¢ to oirzymujemy takie same réw-
nosci bokéw 1 katéw, ale inny rysunek kratownicy (rys. 74).

Rys. T4

Jezeli wezel obeigzony & lezy dowolnie, a nie w réwnych odlegtodciach
od weziow podporowyeh A4 1€ (rys. 18), to polozenie wezla D jest niesyme-
tryezne,

Do wyznaczenia niewiadomych ¢, 4, &, ag, Ve, 0o 1 Op przez wiadome
@, &, (Be+ Ba) mamy rownania:

Sin ¢, __sin d; _sin fia sin‘ycfﬁ sindy,  sinp.
e a 4 2 & <
ﬁciﬁd, o =0p, (Sai’?e,

z ktéryeh znajdujemy
sin a. sin &,

a— :
sin 4, sin e’

3

sin Ba
sin dq

bl

‘ sin Sa
‘Rys, 8 sin @’
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Pierwsze z tych réwnan daje

a 8in® a, = & sin® 8, — & sin® (. + Ba)
Tub
2

ctg? . + 2 ctg a. cig ﬁaI +ctg®fa— >

cosec” g ==0.

Stad otrzymujemy

o 1

Ctgagz_ctgﬁd—i—]/ctng}d—l— > éingﬂd:

1
T sin® pa (COS pa— ]/C052 pat %) '

Pozostate niewiadome wyznaczamy z poprzednio wypisanych réwnan.

Przyklad 2. Rozpatrzmy uklad o jednym weZle obcigzonym w pasie
dolnym, dwoch wezlach podporowych i dwbch weztach w pasie gbérnym.

Jezeli wezel obciazony lezy na jednej prostej z weztami podporowy-
mi, a przedziaty miedzy tymi wezlami sg réwne (rys. 77), to stosujac
twierdzenie o przesuwaniu wezléw nieobciazonych dwukrotnie, raz do
ukladu ARD'D", a drugi raz do ukiadu K29'9" widzimy, ze trzy katy za-
warte miedzy pretami zbiegajacymi sie w weile & powinny by sobie
réwne. Stad kazdy z nich rowny jest z/3. Oprécz tego zachodzg réwnoscei:
Ge==8,== 04, Oa=7ye==19:, & wobec symetrii ukladu wszystkie te katy
g5 sobie réwne; poniewaZ zas pozostate katy w tych tréjkatach sa row-
ne /3, przeto wszystkie te trojkaty sa rownoboczne. Ksztatt ukladu
o minimalnym potencjale przedstawia rys. 78. )

Rys. 77 Rys. 78 .

Jezeli wezel obciaZzony nie lezy na jednej prostej z weziami podporo-
wymi, a przedzialy miedzy tymi weztami sg rowne (rys. 79), to stosujac
twierdzenie o przesuwaniu wezléw nieobcigzonyeh raz do ukiadu
AZDD”, a drugi raz do uktadu HLL'P", otrzymamy: fc=PBua, e=de,
Se==y, oraz Pe=fc, Sa=20, Ye=1"e, czyl fo=Pa==fc, = 08,=da,
u==1ye =7y, a wobec symetrii ukladu e, ==d;==8.=y.=da=ype=2a.
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W obu przypadkach polozenia wezla & wezlty A, &, 9, @ leza na
okregu zakreslonym z punktu & bez wzgledu na to, czy wezel B lezy nad
prosta A€, czy tez pod ty prosig (rys. 80 1 81).

y: 2 ¢ £

Rys. 19 Rys. 80 Rys. 81

Jezeli w ukladzie o jednym wegle obcigzonym W pasie dolnym, dwéch
wezlach podporowych i dwoch wezlach w pasie gornym wezel obciazony
lezy dowolnie, a nie w réwnych odstepach od wezléw podporowych
(rys. 82), to uklad jest niesymetryczny. 7 twierdzenia o przesuwaniu wg-
210w nieobeigzonych otrzymujemy f, == 8,=f,, @, =0, = 8y 8, =Y 7o
Do wyznaczenia niewiadomych diugosci bokow 1 katow przez a i # oraz
B+ B, B, mamy réwnania

sina, SiDYe sinfa sinde _sinye __sin fe

2 2 4 Py & e

* r : ! - ’
sind, siny, sin B,

¥ s o

7 ktérych znajdujemy:

sin oe , 81N dg sin? 84

B==4 ¢ 1 =g — =05 "

sin dq sin ae sin® ae

a stad
a sin® g = & sin® (ae 1+ Pa)

lub

cig® .+ 3 cig? ae ctg fu 1 3 ctg a ctg® fa 1 ctg® fa— —% cogec® fa=10.

- Z tego réwnania wyznaczamy de
przez dang wielkose fia, nastepnie
z poprzednio wypisanych zalez-
nosci wyznaczamy pozostale nie-
wiadome y5, 8a, Ve, 02 1 da.

Przyklad 3. Ropatrzmy kra-
townice o czterech rownoleglych
wezlach na prostym pasie dol-
nym i o frzech wezlach na pasie
goérnym, obciazong w weztach
pasa dolnego (rys. 83).
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Ze wzgledu na symetri¢ polozenia wezléw pasa dolnego wzgledem
prostej przechodzace] przez jego $rodek kratownica minimalna jest tez
symetryczna wzgledem tej prostej. Wystarcza przeto znalesé ksztalt
dwdch jej pél trojkatnych polozemych z jednej strony osi symetrii np.
pol AHD 1 RKED. Poniewaz odksztalcenia pretow tych pdl majy rozne
znaki, przeto trojkaty tych pél powinny by¢ podobne, a wiec:

Ve == Oa Ba=pe, 6y =ae.

- (.Bﬂ*ﬁd ek
Rys. 83

Diugosé preta # daje sie wyrazié przez dlugodé preta o z zaleznofei
sin a. —u sin? a,
sin &, sin®d, °

Aby wezel € lezal na osi symetrii kratowniey, powinno byé
a .
?=ﬂcos [t — (B + fa}| == — & cos 2 (ae + da) .

Podstawiajae do tego rownama warto$t & z poprzedniego wzoru znaj-
dujemy
sin2 da —}— 2 sin2 @ €08 2 (0o + 85) = 0,

- Jest to zalezno$¢ miedzy katami a. 1 d: wynikajaca z warunku mini-
mum potencjalu wzgledem pofozenia wezla ©. Do wyznaczenia ukladu
minimalnego nalezy wyznaczy¢ te wartosci katow, ktére odpowiadaja mi-
nimum potencjatu ze wzgledu na polozenie wezia €:
sin® a, - sinagsinfaq sin s sin g,

i —=a , — g2
sin dg 5in da

== —————— — - ,

sin®d,’ sin” d,

Z wieloboku sit znajdujemy bezwzgledne wartosgei sit w prqtach pod
obcigzeniem jednostkowym w wezlach & i & ‘

COS de , sin? §, sin 8, sin (284 -+ 64)
= A=—mg—u, B= P ; 1
sin a, sin® ¢, sin 2 8y sin® as5in 284
_ Sinaa‘ ’_‘ 1 E_Sin(ag+6a)
sin’a.’ sin a,’ sin?a,




Potencjal kratownicy wyraza sie wzorem

24
A:2Aa+2Bé‘+2Cc+2Dd~|~2Ee—¥—A',a,’,

€a

2A  2cosa. , 2sin(2fstda) 4sinfy , 2sin(data)

ae, sSine sind.sin 2y  sind; sin a. sin dq sin a.

sin® dg- 2 8in(284--82)
— o == . g+ —o 1+
sin®a, 5in 2 fla Betga +bctgde sin dz sin 24 i

sin® 84
) T, t e T
sin® e, sin 284 Betgoet8eigo

Warunek wigzacy zmienne o 1 da!
sin® 6g -+ 2 sin? @e co5 2 (ae + Jap = 0.
Iunkcja pomocnicza

F(a.,8s) — 8 cig a.-1- 8 etg 0o + A [sin? &, -+ 2 sin® ae cos 2(ee +d0)] = 0.

Warunki konieczne ekstremum:

oF 8
PR A[4 sin a. cos a. cos 2 {ae 1+ da) —
— 4 5in? ¢e 8in 2 (a. + 8] =0,
a ° \
ai‘;:-—-% + 2[2 sin 84 cos 8o — 4 5in” g 5in 2(ae + da)] =0,
a 7 ' :

a po wyrugowaniu A z tych rownan otrzymamy:

sin? §, (sin a. cos o, — sin 8, cos 8,) -+ 1/ 4 sin® a, — sin? &, (sin® d, — sin a.) = 0.
Réwnanie warunkowe sin? 8, -+ 2 sin® ae cos 2 (a. |+ 82) = 0 spelniajas na-
stepujace wartoel a. 1 dq: :

@ 1,250, 1,260, 1,265, 1,270, 1,280,

d, 0,92533, 0,91835, 0,91490, 0,91145, 0,90451.
Wartofciom tym odpowiadaja nastqpujace' wartosci potencjatu zgodnie
z réwnaniem A/dge,=ctg a. +cig da

1,085347, 1,085275, 1,085250, 1,085266, 1,085511,

Najmniejszg wartodé potencjalu wyznacza réwnanie A/4as)=1,085248
przy a.=1,2660, f,= 0,96138, d,==10,91421.
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Pezwome

O IPEOBPABOBAHHM OEPM IYTEM IEPEMEIIEHHA HEHAIPYREHHOTO
Y3JIA CORQHHAIONIETO TPH CTEPIRHS

Ilennio paccMoTpeHHBIX TpeobpasoBamuit dpepM ABIAIOTCA MOONMCKH Th-
KX CTCPIKHEBBIX CUCTEM, KOTOPBIE OTBEYAmA ObI yCIOBMIO MHHMMYMa IO
TEHLMANRA TIPM TIOCTOAHHOM o0beMe MaTepuasa. .

B cayuae 0pHOOCHOIO HANPARKEOHHOTO COCTOAHMS U DAaBHOMEPHOTO pPac-
npefesieHMI HAlPANREHMA B COUEHHAX CrepiKHel, NOABEPIKOHHEIX Hei-
CTBMIO OCEBBIX CWJI, O(DOPMIEHME M MMHUMYMa IIOTEHIMAIA, IIPH TIIDCTO-
AHHOM Of'heMe MaTepuana, SKEMBAACHTHO OGOPMICHMIO NIA OMMHAKOBONM
UPOHHOCTI BCeX CTepikHen (ecam upenebpeds «goscpuiperTaMy cucre-
MLI» STHX CTCPIKHEH, IPENONArafd, YTO BCE OHM DABHAIOTCH CHMHMIE).
Kpome Tor0, 970 0Q)opMITeHNE SKBMBAIGHTHO odopMIero s HauboTs-
WIej KEeCTKOCTH ¥ O(DOPMIIEHIO A7t HAMMEHBIIET0 KOMMIecTEa MaTepua-
73 OpW SaHHOM JIOTeHIMAJIE.

Paspaforammoe mpeobpazoBaHme RBAASTCA OFHMM M3 TPeX. OCHOBHBLIX
TpeobpasoBaHyil, TOZBONAIINX 3AMEHUTL JAHHYIO depmy moboit gpyroi
drepmoit. Isa ocransHbIX TIPeobpasoBalmMA KacaloTes 3aMeHBl. CTepIKHel
M BBEICHMA HOBLIX V3JIORB. ‘ .

PaccemoTpena mzocratiueckas cepma, cocTosman u3 crepxmei, obxa-
JWEIOWMX OIWHAKOBOH IIPOYHOCTEIO, : )

HpopeaeHHbLf aHANNE TIOKA3AI, YTO TIEPEMeIIeHse HeHaTDYKeHEoTO y3-
J13, COSIMHAIOMETO TP CTEPIKHA, BBISBIBACT CHIIKCHIE NOTEeHIIHaNa TOIh~
KO TIATH CTepIKHeH, 05pasyommx nea [PUACTRIONIMX TPEYTONLHBIX IIOJH.

Ciegyer pasimiuaTh B2 POJA CHMCLEM 9THX CTEDIKHEH, OTBEUAIONIX
MUHUMYMY TIOTEHIana (epmbl. B nepBom m3 mmx, BCe CTEpIRHK oA Bep-
TarTea AethopPMALIAM OHOTO M TOI0 JK€ 3HAKA, A B APYIOM —— CTCPIRHM
TIOBEPraTes nedopManuAM PA3NIHUHEIX 3HAKOS. . S

B cucremax nepporo popja sHaueHMe NOTEHMMANA He MAMEHHETCH upu
TAKOM TIEpPeMEIeHNN HeHATPYIKEHHOTO Y3/, TIpK KOTOpOM 3HaEu medop-
MALPOL 0CTATCA OFMHAKOBEMY, Onpeensgercs 30Ha, BHYTPH. KOTOPOH Bee
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[I0JIOYKEHMS HEHATPYIKEHHBIX Y370L ygj,o;snémopmq"f YCAOBHMID MHUHMMYM2
noTemEIHana. [lepemeinenie yaIa 2a 9Ty 30HY BBIRBIBACT POCT an'e;mmaJra
thepmnl, o ’

B cucTemax BTOpOI‘O pPoZa, MMHUMYM TOTEHIMSNA BRICTYNAeT [pyu Ta-
KOM TONOKEHM) HEeHATpYIKeHHOTO y3Ja, Ipu KoTopom 0ba TpeyromnHBIX
noad nomobuer mempy  coboit, llepemelnecume HEHATPYIKeHHOIO Y3ia #u3
STOr0 HOJOMEHIS BRIZhIBAET POCT TIOTeHIMaNa PepMEL ' B

"B sarmowenyre NpuBOAATCA NPHMEPEL O(POPMIECHNUS TPOCTHIX cbepM €o-
FAACHO VREARAGHMAM, BRITERAIOIMMM 33 IIPOBCACHHOTY aHAJN3A.

Summary

ON THE TRANSFORMATION OF TRUSSES BY THE DISPLACEMENT
OF A NON-LOADED NODE WITH THREE DARS

The object of the transformation under review is to obtain lattice
systéems satisfying the condition of minimum potential energy for constant.
material volume. ,

In the case of simple state of stress and uniform stress distribution in
cross-sections of bars, subjected to axial forces, the design for minimum
botential energy with constant material volume is equivalent to that for
equal sirength of all members (if the «structural coefficients» of bars are
neglected, assuming that all of them are equal to unity), that for

_maximum rigidity and that for minimum material volume for a glven
potential energy.

~ 'The suggested transformation is one of the three fundamental
transformations permitting to replace a given truss by another one. The
two remaining transformations concern the exchange of bars and the
introduction of new node points.

In this paper an isostatic truss composed of bars of equaI strength is
considered. )

An analysis showed that displacements of a non-loaded node point, in
which three members meet, causes potential energy changes in five bars
only. These are bars which form two adjacent triangles.

Two kinds of structures corresponding to the minimum potential
energy should be distinguished. Il the first case the deformations of all
bars are of the same sign while in the second cases they are of different
Slgns '

In structures of the first kind the value of the potentlal energy does
not vary if a non-loaded nodde point is shifted in such a manner that the
51gns ‘of deformatmns of the bars rémain the same. The region, in which
all p031t10ns of the non-loaded node pomt sat1sfy the minimum potential
energy condition, is determined. :
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If the node point is moved to a point ouiside this region, the potential
energy increases.

In zystems of the second kind the minimum value of the potential
energy is reached in the position of the non-loaded node point in which
the two triangles are similar. If the node point is moved from thig
position, the pofential energy of the truss increases.

In conclusion some examples of design of simple trusses are given,
according to the rules of this investigations.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
PRACOWNIA RSZTAETOWANIA WYTRZYMALOSCIOWEGO
JPPT PAN

Proea zostola ztogona w Redakcii dnia 9 wrzeénia 1955 r,
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