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Problem statecznosci dynamicznej prostych pretow cienko$ciennych
o profilach otwartych sformulowai i rozwigzal w dwu szczegblnych przy-
padkach I. I. Goldienbtat {31 =~
W ujeciu liniowym zagadnienie to, w przypadku ogdlnym, opisane jest
trzema sprzezonymi roéwnaniami rézniczkowymi o pochodnych czastko-
wych majgeych wspolezynniki zalezne 0d czasu. Z uwagl na trudnosci
matematyczne i, jak mowi autor, «z braku efektywnych metod, ktére po-
zwolilyby doprowadzi¢ rozwiazanie tego zagadnienia do konca» ograni-
ezyt sie on do rozwazenia dwu przypadkéw szezegdlnych, Jednym z nich
jest rozwiazanie przy zalozeniu istnienja dwu osi symetrii przekroju i przy
sile dzialajacej osiowo (punkt przylozenia w Srodku ciezkoscl przekroju,
. drugim za$ gdy przekroj posiada jedng 08 symetrii, a sita dzialajaca jest
‘przylozona w $rodku sit poprzecznych. W przypadku pierwszym otrzy-
muje sie trzy niezalezne od siebie réwnania, ktére. prowadza do réwnania
zwyczajnégo Mathieu lub Hilla. W przypadku drugim Gol-
dienblat stosuje metode opracowans teoretycznie przez N. A. Avtie-,
miewa, [1]. W obydwu przypadkach ogranicza sie do warunkéw brze-
gowyeh wolnego podparcia. .‘ . :

Celem- ni.n.iéjszej pracy j‘le‘st rozwiazanie postawionego zagadnienia

w przypadku ogélniejszym przy zalozeniu istnienia jednej osi symefrii
przeki’bju, mianowicie w przypadku, gdy miejscem przylozenia sity jest
dowolny punkt osi symetrii. Metoda rozwigzania oparta jest na pracy
W. W. Bolotina, [2]. Nalezy dodaé, Ze moZna te metode stosowaé
takze w przypadku zupelnie dowolnego przekroju preta. W porownaniu
z metods stosowang w pracy [3] sposdb rozwigzania uzyly w pracy obec-
nej jest bardziej przejrzysty, a otrzymane wyniki sg tatwiejsze w bezpo-
¢rednim stosowaniu. Podano na przykladzie zaleznoéé obszaréw rezonan-
sowych od miejsca przylozenia sily, co wydaje sie mieé¢ waine znaczenie
praktycine. ‘Wprowadzono pojecie wiezéw geometrycznych i dynamicz-
nych oraz podano, w jakim stopniu wplywaja one na obszary rezonanso-
we. Podobne rozwazania przepro-wadzﬂ autor w pracy {6, dotyczace] preta

zakrzywionego.
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1. W teorii statecznosci statycznej pretow cienkosdciennych Wypro-
wadza si¢ warunki réwnowagi statycznej takich elementéw w postaci ([5],

17} 1 [8])

' d*u dZu a? d?g
, Bl g P(G w3~ Pu g —o,

dtv div d? ¢ d? g
(1) é BL G P T2t ) P g =0,

d4(p d299 d.a(p
El, @I_GIZW+P(T‘%+2ﬁXx1+zﬂyy’)&?+

d*u d*v dFu d* v
JrPyoE;Z?“PJCod—ZE—Py[@‘FPmld—z?—o,

gdzie symbole I, i I v oznaczaja momenty bezwiadnosei przekrojow wzgle-
dem gléwnych, centralnych osi bezwladnosei {z nimi wigzemy uktad od-
niesienia x, y), x, i y, wspolrzedne Srodka sit poprzecznych, x, i y, wspol-
rzedne punktu przylozenia sity, Io i I, inne charakterystyki geometrycz-
ne przekroju, F pole poprzecznego przekroju preta.

Poza tym przyjeliémy oznaczenia:

I, 1
[ b=+ 42+ f‘; z,
. U U
1-2 :.__)’_“ :_x,q
(1.2) By 21, Iy, By 21, Yo,

| U,,f:fffy(x“w- vIAF,  Uy=[[a(@ Ly ar.
J A

Wielkosei 8, i By nazywamy ramionami asymetrii przekroju, zaé U,
t U, momentami asymetrii przekroju. Litery u i v oznaczaja przemiesz-
‘ czenia punktéw lezacych na osi $rodkéw sit
poprzecznych odpowiednio w kierunku osi
T iy, p kat skrecenia poprzecznych prze-
krojéw okoto osi $rodkéw sit poprzecznych.

W celu otrzymania zwigzkéw okresiajg-
cych drgania wprowadzimy sity bezwladno-
sci wychodzae z postaci catkowite] energil
kinetycznej preta.

Na rysunku 1 przedstawiono czeéé prze-
kroju preta plaszezyzna prostopadia do osi
preta.z. Element pola przekroju o diugosci ds ma skladowe przemiesz-
czenia w kierunku x i y odpowiednio

Rys. 1

(13) Us=u+ (Yo~ ylg, vi=v—(r, )¢,
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gdzie x iy sa wspolrzednymi elementu ds. Jego przemieézczenie w kie-
runku osi z, pochodzace tylko od obrotu, wynosi

) du do
(1.4) iy — +— Y+ 3 6.

Dwa plerwsze skladniki oznaczajg przemieszczenie od cbrotu woké: osi
y 1 x, a trzeci przemieszozenie przy skrecaniu.
Energia kinetyczna elementu masy dm=ydFdz=yhdsdz (h stala

gruboéé) wynosi
1., .y .
(1.5) dE‘Zf(uﬁ—kvﬁeri)dm

Catkujae powyzsza funkcje wzdluz catej diugosel linii $rodkowej preta
i po catym pelu przekroju ofrzymamy calkowity energie kinetyczng

{
1 . . . . ..
(1.6) EZ?I!(HZ + 0P+ 2upy,— 209 x, -+ ¢ T2y B4
+{1u + I v z—I‘Im?’a))’} Z,
gdyz z uwagi na przyjety uklad odniesienia mamy

_I‘xhds:fyhds= f xyhds=fa:5}'hds:fyahds-—:,(],

(1-7} £ 5 8 g 5
[vyhds=1, [athds=1, [&*hds=I., [hds—=F
s : 3 5

5

Jesli @(n, v, ¢, v, ¥', ¢') oznacza wyraZenie pod catka we wzorze (1.6),
to sily bezwladnodci na jednostke diugoéci preta w kierunku x i y i dla
obrotu ¢ sa odpowiednio réwne

| 0 o . .
- [@]nza@f} — dw ot @iy = {2 + Qﬂ’yo) yF—u" Iy,

i
d g2
(18 | [@lo= g Py — 5 o = (B—Gz,)yF — " Ly,
l d 0
M[Q)}W:ﬁ(p dxot '“(uyo—vﬂfu'i‘ﬁ”g)yf‘—w vla,

gdzie kreska oznacza rozniczkowanie wzgledem zmiennej z, za$ kropka
wzgledem czasu. Dodajac w réwnamiach (1.1) otrzymane sity bezwladnoscl
(1.8) otrzymujemy réwnania rozniezkowe ruchu
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Mu . 0tu Py [Fu Py du ‘
Bl G+ P 5 + Pl it +(ot2+ ”dt”) T o =0
: dty 0" 0tp  {0%v Py : a‘
(1.9) ELCa 4+P —P(ay—x) 5 s +(dt3 —mo;ﬁg) F—5s 2at214 =0,
ot 0% 02
Elog—¢ LA S GIZ +P(r2+2ﬁxx +2ﬁy'y1)d Y —P(xy—a,) 5t

L

. Py g% v a
JFP(Q"*%)GT*‘?J“ bt Yo g w0t 5 a:ita ! )VF_()_ atﬂl“’?mo

Dla uktadu tego nalezy jeszcze sformutowaé pewne warunki brzego-
we, na przyktad: '
(a) obydwa kofice utwierdzone przegubowo z mozliwoscig deplanacji
(1.10) ofu  Po 6’ dla z=0 oraz z=I,
0F 0 oz ="

(b) obydwa konfice utwierdzone zupelie bez mozliwoéei deplanacji
: ‘ ' du Jdv  Jdg :
1. =p == N == () =1
(1.11) u=wv=¢=20, 52 0z 0z 0 dla =z , z=l,

(c) obydwa kotice utwierdzone z m‘oilinécia deplanacjt

du Ov_ O%¢
0z dz 02°

(1.12) cUu=v==p=0, =0 dla z=0, z=1
lub ich kombinacje. Mozliwe sg i inne warunki, ktorych nie podajemy.
W pracy ograniczymy sie jedynie do utwierdzenia przegubowego. Przy
innych warunkach mozna, stosowaé metode przedstawiong w pracy [6].
Uktad néwnan (1.9), chociaz mozliwy jest do rozwigzania sposobem
podanym w pracy, upro$cimy przyjmujae, ze przekrd] rozwazanego preta
posiada 0§ symetrii. Niech nia bedzie 0§ x. Jest wiedy 4.~ 0, a z uwagi
na zatozenie zrobione wyzej odnosrue punktu dzialania sity mamy rowniez
Y, =10. :
Przy powyzszych zalozenlach plerwsze z réwnan uktadu (1 9) staje sie
niezalezne od innych, a dwa pozostale przy;mu]a .postac

. TR YRY: Co dg , (0w ¢ T ot
s EL oo TP g —P =) 5 +(6t2 m“dte)yF deop ="
’ : ad i az 62 02
Elog 4 —Glg— +P (r0+2ﬁ\ S —P(x,—z) 55+,

Fyp v Py
J’(T"W . ””W)”F_m;ﬂwo-




W uktadzie tym wyroznimy kilka przypadkéw szezegélnych w zales-
nosci od istniejacych wigzéw (rodzaju sprzezenia). Wystepujs dwojakiego
rodzaju sprzezenia: geometiryczne zwigzane z geomeiria pola przekroju
i dynamiczne zwigzane z miejscem przylozenia sily. Przy przejsciu od
uvkiadu (1.9) do {1.13) usunieto czeSciowo wiezy geometfryczne i dyna-
miczne. . :

Jesli zalozymy, ze pole przekroju posiada dwie osie symetrii, tzn. usu-
niemy calkowicie wigzy geometiryczne, to uklad bedzie nadal sprzezony
(ac; == 0). Dopiero po usumieciu wiezéw dynamicznych, co jest mozliwe
przy sile dzialajgcej w $rodku ciezkoscei przekroju, réwnania (1.13) beda
rozdzielone.

Przy istnieniu. wiezéw geometrycznych. {x, 5= 0) wiezy dynamiczne
mozna usunaé przyjmujae, ze sila dziata w érodku. sil poprzecznych
(205 = ) :

Widaé stad, ze uklad (1.13) nasuwa kilka mozliwych przypadkow, kté-
rych rozwigzanie w niniejszej pracy mozna przedstawi¢ za pomocs jednego
zwigzku ogbélnego. Réznorodnose mozliwych warunkéw brzegowych czyni
zagadnienie bardziej zlozonym. W pracy ograniczymy:sie; do warunkow
(1.10). Trzeba dodaé, ze autor pracy [3] rezwazyl jedynie dwa przypadki:
(a) zupelny brak wiezéw geometrycznych i dynamicznych i (b) przy wy-
stepujgeych tylko wiezach geometrycznyeh. Dla kazdego z nich stosowal
inng metode. .

2. Pre¢t obusironnie wolnopodparty z moiliwoscia deplanacji

Warunki brzegowe w tym przypadku beda spelnione, jesli przyjmiemy

[ = Y g sin ™77,

m=1

21)

) S ,. matz

1(10(2, = > pu(t)sin™TF

m=1 »

Po wstawieniu powyzszych funfkcji do ukfadu (1.13) i dokonaniu zmia-

ny zmiennej wt =+ otrzymamy uklad réwnan, ktéry zapiszemy w postaci
weklorowo-macierzowe|

2.2) c,T+[A,—B, PE)|T=0,
gdzie

1 e ,

- _— ﬂ, —_
d ¢ 1

@3 c=|% |1 a=]% .l Blz[ ] Tﬂ{‘}m]

a - 0 et . c € AP

B B
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W oznaczentach powyzszych pominieto 2maczki m oznaczajgce rzad
harmoniczne]. Réwniez {2.2) ma miejsce dla kazdej harmonicznej
z psocbna.

2.1. Uzasadnienie stosowanej mefody rozwiszania. Roéwnanie {2.2) mozna
przedstawié réwniez w postaci:

2

wzn e w’l’) 7
_(;_y_|_aw2(P+ ?“dP(T) y"‘“CP(T).(sz;

(24.1)
" wz - -w?'
acw®y + ?cp —cP{r)y + lﬁw *eP(t)]cpz 0.
Oznacemy

Q1:(Z @}—}—awzq}, Pe=1

(2.1.2)
ge , @
L=0’yt-ry, DT

Na 4ej podstawie uklad (2.1.1) jest réwnowainy ukladowi czterech
réwnan pierwszego rzedu

. g
‘hz[dp(f)“a]ﬂ + e P{z) Py,

. w?
gz=c¢ P (1} p, ”}'[QP(T)_‘*&]I&:

p
boem 9B (L.
= w2(1—'* aﬁa’a)(ﬁ q: aqz)s

(2.1.3)

e ef 1 .
pz_— o (1— afad) 4 a qQa s

gd21e dwa ostatnie otrzymanc z rozwigzania (2.1.2). Zawsze jest 1—afa®>>0.




Dla ukiadu (2.1.3) istnieje funkcja Hamiltona

2

(2.1.4) (D1 Pas Q1 o} = 5| & (T) by +? —E}——GP(T)} bz —

— b Y 1, :
CP(T)plp‘a—l_ w‘*(lﬁaﬁaz)(zlﬁq-‘+2aq2_aq‘qg)f

za pomocy ktorej ukiad (2.1.3) mozna zapisa¢ w postaci

’ . a H . ()H
1. _9H _ 9% —13)
(2 5) pk a qr 9k 7 d pk (k 1) 2)

7, istnienia dla uktadu (2.1.3) funkcji Hamiltona wynika, ze teo-
ria W. W. Bolotina oparta na twierdzeniu A. M. Lapunowa
moze byé stosowana w rozwazanym przez nas . przypadku bez wzgledu
na posta¢ okresowo zmiennej sily Pz}

Jesli w szezegblnogel — co bedziemy w dalszym ciagu zaktadali — si-
la P(t) ma postac

P(t) = P, + P, cos wt,

to zamiast rownania {2.2) mie¢ bedziemy
(2.1.6) CT+(A—Bcost) T=0.

W tym przypadku macierze (2.3) maja postac

2

L, S
) a . a o Jd ¢
{2-.1.7) ”C— ai jw’ A ) Cﬁo y B [c e}’
¢ 6
gdzie )
Fr2l? e
o ?(mzoﬂz'l‘fm), ﬁ—y(ﬁznz +Ix)'
p . YETE p— Po@o—ay)
afm?a®’ . ap ’
(2.1.8) _ Py(xy—xy) d— P, P (342 fxxy)
= d=—, e= -,
af aff aff
2.3 2,2
Efxmlgn —P, Elmm-l.al+GIz—Po(T%+2ﬁxwl)
CU%'_' ﬁ ] wi,: a "
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Jesli wyznacznik macierzy A przyréownamy do zera, to otrzymamy wa-
runek dla wyznaczenia cbciazenia krylycznego. Zagadnienie to zostalo
dosé obszernie oméwione w pracy {7]. Dla lwyz'naczewniar czestodei drgafi
wiasnych nalezy w (2.1.6) macierz B przyjac za zerowas.

2.2, Wyznaczenie obszaréw rezonansowych w przypadku ogdlnym, Wrotmy
do réwnania (2.1.6). Sposéb otrzymania obszaréw rezonansowych spro-
wadza sie do okreflenia warunkéw, przy ktorych spelnieniu réwnanie
(2.1.8) posiada rozwigzania ckresowe o okresach 2x 1 4=,

Rozwigzania te przyjmujemy w postaci

(2.2.1) T(t) = Z (ctn COS nArJr basinn 1)
: f1==0
oraz
R T i . . 1
(2.2.2) R {aﬂ cos (n+ 2) + 4 by sin (”z) T},

gdzie e, i b, sa nie znanymi wektorami. Po wstawieniu poWstzych funk-
cji do réwnania (2.1.6) otrzymamy warunki w postaci wyznaczhikow:

dla rozwigzania (2.2.1)

I
——B G 0
4 2

-—~B A—-C — B 0

i

(2.2.3)




za$ dla réw-nanié (2.2. 2)

A+ 1 B—MC ‘*%B B o 0
1 9w 1.
—78 A i C 5 B o ..
(2.2.5) 1 05 =0,

. ‘ 1

0 —_— 2—B A_ZC 9 B
1 49

0 0 —5B A—C

Zajmiemy sig podstawowym obszarem rezonansowym. Granice tego
obszaru mozna otrzymaé w przyblizeniu uwzgledniajac w warunku (2.2.5)
tylko pierwszy gorny wyraz .

1 1
(2.2.6) Aty B—Ci=

Obliczajac wyznacznik przy uwzglednieniu oznaczed (2.1.7) i (2.1.8)
i przyjmujge

(2.2.1 =t —
znajdziemy

(22.8) .. 1—daf)o’ —4{wd+o>—2afab+ plef+ad—2afac)] v +
+ 16 [0 0 — apb? + plo? ad + ol fe—2apbe) + u2{afed —afct)]=0.

Oznaczmy przez

| d=4,+ 4,
gdzie’ '
IA1=4 lo? — o 4 u{ad—Be)]?,
(22.9) 1 A=16ap|u(w’a—b)(Bae—c) + p(o’a—b)(aad—c)—

— ab(w?+ wfp) +b?—falfeetacd—afaed)|-(a? cuf,mi—!—,uaca)].
Rozwigzaniem rownania {2.2.8) sa liczhy

o Iw2~|-0) ~—2affabtulfe-tad--2apac) —|—]/—
(2.2.10) qjiz-_—: : 1—-—-a O.'ﬁ

Mianownik jest zawsze dodaini, co siwierdzono juz przy ukladzie
(2.1.3). Znak plus we wzorze (2.2.10) odpowiada czestofei wg, za$ minus
czestoscl ey, tzn. odpowlednio dominujgcym drganiom gietnym i skret-
nym. ‘ ‘ C :




L 23 Priypadki szczegolne. Ze wroru w postaci (2.2,10) wyprowadzimy
kilka przypadkéw szezegdlnych.

(a) Pole przekroju posiada dwie osie symetrii i sita dziala w S$rodky
cigzkosel pola przekroju (x, = x; —10). Przyblizone granice obszary re-
zonansowego dla drpan gietnych sa okreslone réwnaniem

2
®o 14y, P}
(2'3'1) _;:;‘_:— 4 (1 Ju’Pk_Po)?
dzie
& me
Ppr=E] —H—

B

oraz gdiie przyjeto
.. P, 2{ .
‘u\ Pr—P 0 T

Dla drgan skretnych zas przyjmujemy

2
2.3.2 O 1f P )
(2.3.2) w? 4(1 Sy
gdzie
2.7.52
Elo——" 4 GL
1
P, = - 'r—g e

oraz gdzie przyjeto réwniei zalozenie jak dla (2.3.1). .

Wzory (2.3.1) oraz (2.3.2) odpowladaja wzorom (2.2) pracy [3] z tym
zastrzezeniem, ze w tych ostatnich nie uwzgledniono obrotéw przekroju
i mylnie podano k..

(b} Pole przekroju posiada dwie osie symetrii, a sila dziatajaca przy-
tozona jest w dowolnym punkcie fej osi symetrii (ry=0, a x, jest do-
wolne).

Wobec oznaczen (2.1.8) a =0 otrzymujemy

(2.3.3) o}, =2[w? + o + plfe+ ad)] = /1,

gdzie :
A=4[w}— o+ plad — fe)]® + 16 af(b+ uc).

Z przedstawienia tego widaé, ze we wzorze (2.3.3) x, wystapi w kwa-
dracie, co istothie powinno mieé miejsce ze wzgledu na symetrie. W ozna-
czeniach (2.1.8) nalezy przyjaé By ==0.

Jedli

' " dapb+ uc)
2.3.4 : =
(25 " Tl o+ plad — ol




i jesli wielkos¢ te uwazaé bedzierny za malg w poréwnaniu z jednosdeis,
to zwiazek {2.3.3) przyjmie postaé

235) ol =2{(w] £ o)) + (02 F w?) -+ nlple F e)+a(d-+d)] +

i*; [(w2— w;) +.u(ad——ﬁe)]}»

przy czym znaki gérne odnosza si¢ do wskaznika 1, a dolne do 2. Wplyw
wartosci {2.3.4) na obszary rezonansowe bedzie tym wiekszy, im mniej w2
bedzie sig réznié od r:u; Jesli hczbq {(2.3.4) mozna pomingé wobec 5edno~
sci, to ze wzoru (2.3.5) wida¢, ze punkt przylozenia sity ma wplyw tylko
na statecznosé drgan skretnych.

{c) Pole przekroju posiada jedns o§ symetrii i sila dziala w $rodku sit
poprzecznych (x, = x,), Ze wzordéw (2.1.8) mamy b==c=10, a ze wzoru
{2.2.10) otrzymujemy

2 [w] + ol + ulfetad)] £ /4
1—aaf -

(238 W}, =

gdzie A=A, + 4,, przy czym A, podane jest przez (2.2.9), zas
(2.3.7) A= 16 af a®[w? mi—i—,u(wi ef -+ w;ad) + P afed].

Ten ostatni-przypadek wskazuje na dogodng postaé otrzymanych wy-
nikdéw w poréwnaniu z przedstawionymi w pracy {3].

.24, Drgania gictne w kierunku osi x. Dla drgan gietnych w kierunku
osi & obszary rezonansowe otrzymamy ze zwigzku {(2.3.1), jesl zamiast cu?‘
podstawimy

m2 ﬂz
, El, =% — P,
(2.4.1) w? — 7
14 (:mg Ja + IJ’)
Ma‘my wigc ‘
ol 1 1 P,
24.2) Y (1iz P—pB,)
gdzie
2 2
P.=EI, mTf—

Na zakonczenie rozwazan warto dodaé, ze drgania pretéw cienkoscien~
nych o profilu otwartym sa obszernie opracowane w pracy {41
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3. Przyklad

Dla zilustrowania otrzymanych wynikéw 1 wyeciagniecia wnioskéw
przytoczymy przykiad. :
Przyjmijmy pret o dtugosci I = 200 cm o stalym przekroju w ksztal-
cie péltkola grubodci & = 0,2 cm, ktérego linia $rodkowa ma promien
r =3 cm.
Niech G=18-10° kG/cm? E = 2-10% kG/cm2, y=17,7-10"°kG sek*/cms.
Dla ukltadu osi jak na rys. 2 mamy :

Jr =1,6708 7% § cm?, Iy == 0,2976 r* § cm?,
Jo=0,0373787"dem®, J.=1,04727 & cm?,

fo==1,27327rcm, r2 =25 cm?,
A

X
=~ x,=—27/mcm.

Przyjmijmy réwniez P, = 300 kG. Pole

=
[}

l przekroju poprzecznego wynosi F—rpd—
%

= 1415 cm® Przyjmowaé¢ bedziemy punkty
Rys. 2 przylozenia sity ;= 2v/a, 00, 2r/a—r,
, —27¢/n, —b5cm, | .

Ze wzoru (2.1.8) otrzymujemy (n=1) ¢=2,4192, §==0,09706, ¢=1,3117,
w? ==199206,6.

Parametrem, w zaleznoéci od kidrego wyznaczymy granice obszaréw
rezonansowych, bedzie =P /af. Pozostale wiclkoSel (2.1.8) zalezy od z,.
Nie podajemy tutaj dokladnych obliczef, a jedynie zestawiamy wyniki
w tablicach 1, 2, 3, 4 1 5 przytaczajac zaleznobei l/w}, od v oraz x, [wyli-
czone ze wzoru (2.2.10)].

Tablica 1. 103/‘1m§ Tablica 2. 108/'2:‘;%
\ v \ v
x \ 0 500 1000 x]\\ 0 500 1000
3,18 - 70,961 70,945 70,928 3,18 70,961 70,975 79,991
0.0 71,287 71,215 71,133 0,0 71,297 71,379 71,462
—181 - 71,488 71,369 71,257 —181 71,480 71,609 71731
--3,18 71,633 71485 71,336 3,18 71,633 71,782 71,931
—3 71,824 71,638 71,453 - —5 71,824 72011 72,198

Jesli zdefiniujemy szerokoé¢ obszaréw rezonansowych przez
1 1

T

do? =
28

(i==1,2),

to na podstawie danych tablicy 1 i 2 oraz 3 i 4 mozna sporzadzi¢ wykresy
charakteryzujace te szerokosé, co podaja odpowiednio rys. 141 8.
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Przyklad rozwigzano dla pierwszej harmoniczne] drgéﬁ skretno-
gietnych. Kazdej harmonicznej odpowiadaja dwie czqstoéci dngahi W na-

szym przykladzie wskazniki przy w® z prawej strony u dotu odpovvlada;}q
pierwsze] lub drugiej czestoSci drgan skretno-gietnych.

1‘0"’/2@%

‘Tablica 3. 10%/jw] Tablica 4
NP \ ¥
0 50 1000

- \ 0 x, \\ 0 500 1000

3,18 20,785 18,923 17,389 3,18 20,755 22,971 25,738

0.0 15,711 15,323 14,947 0,0 15,711 16,124 18,558
—1,81 13,801 13,821 13,805 —1,81 13,801 13,798 13,773
—3,18 12,663 12,877 13,112 —3,18 12,653 12,439 12,230
—5 11,393 11,806 12,252 -5 11,398 11,010 10,652

Na podstawie sporzadzonych tablic i wykreséw mozna wypowiedzieé

nastepujace wnioski.
{1) Kazdej harmonicznej odpowia-
dajg dwa podstawowe obszary-rezonamn-

Tablica 5

sowe. Jeden wystepuje przy nizszych v 0,0

czgstodeiach katowych sity wymuszaja-

cej o, drugi przy wyzszych. Tablice 1 165 . 7,0787-

i 2 podaja granice wyzszych (dalszych) ey
obszaréw rezonansowych, za$ tablice 3

i 4 — nizszych (blizszych).

(2) Wraz z przesunieciem punktu a;

500 1000
> 7,2002  7,3218
10%° !
e 70787 69572  6,8356
{02 .

przylozenia sity w sirone $rodka sit
poprzecznych wartodei w, - w otoezeniu ktorych P, = 0 wystgpi rezonans
parametryczny, dla wyzszych czestosci maleja, za$ dla nizszych wzrastaja.

(3) Sposrod nizszych obszaroéw re-
zonansowych najszerszy jest ten, kto-

0°
i ——— ey
2 - -
<] =38 Tt
n SR SR S S
I _ 1
L I e S
17 1 A
: 1 s
'5!_2 4 i
Rys. 3

cie A {x; = 2'1”/:75)
w punkcie B (x, = 2r/a— 1) (rys. 2).

a najweisiy

ry odpowiada sile dzialajgcei w punk-

w0
e
” Lk 00
J—
--:______‘_‘___
P
14 1
i _ af @t
s 82 o 1w
Rys. 4

ten, ktory odpow1ada sile dz1a%aja,ce]
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10?
| X=-318 ,
by : %_:____ .
70 B
E RERG
a2 05 0
Rys, O

foo

1
=
=

#

0

12k} )
wﬁ x=-318 f“-————
f ——
4 r—me A
- a i’
0z 08 7]
Rys. B
A2 ip®
x=38  x=00 X=—5
i s
a9 b )/ 1 &
a8 I // A X% =-318
av—f V// e
08 V.
wl T/
a4 / /
a3 4 //
.0,2} // ,/ x=-18
o1 d [
af Bt
Gz g4 0f 48 44
Rys. 8
mﬂ
15t
P N
7 1 = T
g o ]
I . afm
az as w
Rys. 10
ke
1,2“’3
FITEN, ) § SRS S &
7 1.
7 — 5
| A
62 a5 13
Rys. 12
dafi®
a8 i _Xf"'s
o7 x=-318
[
05 L e k)
04 ///
r x~00
a3 ]
- /
0z s X=-318
04— /// LR
— 11 oFi®
a2 04 1) a3 13
Rys. 14
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(4) Ze wzrusiem sily P, szerokoS¢ obszarow rezonansowych wzrasta
hmowo, co podano na rys. 81 14.

(5) Rysuneck 14 wskazuje, ze w miare przesuwania punkiu przyioie-
nia sity w strone $rodka sil poprzecznych szerokodé wyzszych obszaréw
rezonansowych wzrasta.

{6y W ogolnoscl nizsze obszary rezonansowe sg szersze od wyzszych.

Zajmiemy sie blizej trzecim wmnioskiem. Okazuje sic bowiem, ze gdy
sita dziata w punkcie B, to wielkoéé

' (3.1 ‘ Ay =152 By a0y~ (g — )

jest réwna zeru, gdyz w naszym przykladzie

. o 2r 8

rh =77, Ty="—") U),:2(1———ﬁ) r! 4,
7 4\ . 2r

Iy = (2 -—ﬂ)r 4, Ly =T

Wiadq-mo, [7], ze statyczng sile krytyezna oblicza sie z rdwnania
(3.2) A, PP— AP+ A, =0,

gdzie A, podane jest przez (3.1), zad

EIx EIm

A= lzn (rg+ 2 Bx 5171)4'ﬁ'——:rtc 4+ G I,
E El,

Aa""-—I{gE*(—I e + GIz)

Przy warunku A, = 0 {brak sprzgzenia) z réwnania (3.2) otrzymujemy
tylko jedng wartosé dla sity krytycznej (jedno rozwigzanie).

Rownanie 4,= 0, ktére wiagze ze sobg wiegzy geometryczne i dyna-
miczne, mozna uwazaé za warunek istnienia najwezszego obszaru rezonan-
sowego spofréd wszystkich nizszych obszaréw., Podobny wniosek zostal
stwierdzony przez autora w pracy [6].

Jesli chodzi o drgania gietne w kierunku osi x, to ze wzoru (2.4.1)
mamy (m = 1), »?® = 35317,1, P, = 3718,3 kG.

Ze wzoru {2.4.2) mamy

10° P,
— —70787( W)‘

Tablica 5 podaje warto$ci powyzsze] funkeji dla » = 0.0, 500 i 1000,
co odpowiada P, = 0.0, 117,4 oraz 234,8 kG. C .
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- Poréwnujac wyniki w tablicach 3, 4 1 5 stwierdzamy, Ze rezonans dla
drgan czysto gietnych zachodzi przy wyiszych czestoéeiach katowych sity.
wymuszajgcej o niz w przypadku nizszej postaci drgan skreino-gietnych,
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Peswme

BINMHAHKME I'EOMETPHIECHEX M HP{HAWIH‘IEOHIII}{ CBA3EH
HA PESOHAHCHBIE 30HBI B BOIPOCAX HJHHAMHYECKOH
YCTOUYHBOCTHA TOHHOCTEHHOI'O CTEPHHA OTHPLITOIO NPODHAA

Hennio paborel apmAeTca onpenelnTh BUMAANE CBA3EH HA AMHAMMIEC-
K¥i0 YCTONYHMBOCTE npmoro TOHKOCTEHHOTO CTEPIKHA, P KPAEBBIX yCII0-
BIAX. IHAPHMPHOTO 3AIEMIICHUA. l

Bornpoe petitaerca npu NpeAnONOXReHMM HAJIMA O,D,'HOI/{ OCH THMMEe-
TPHI CEYOeHMSA, TIPUUEM MECTO TMPHAQKEHHUS CHIE] BOSMOMKHO B HPOHUIRCThH-
HOM TOYKe ocy. MeTop pemleHnsa OCHOBAH Ha cTaThe [2], OTHOCHMTENLHO KO-
TOPOTO J0OKA3aHa BO3MOKHOCTH MC].’IOJH:B‘OBB.HI;I}-I‘B'J;];B.HHOI:/;I 3agade. 3TOT
METO/, 10 CPABHEHMIO C weTOﬁOM" B [3], aeIAeTca Bomee ACHEIM, antIeM
YIMTRIBAETCA TAKIKE RIAMTHIE MOROPOTA COUCHMA.

Beomrres moHaTMe reomerpmueckuMx M AMHAMMYECKMX ceszeil. eome-
TPUHUCCKYIO CBASHL DOHMMAeM KaK COIPANKEHME, CBABAHHOE C reoMeTpiyeil
CEUEHNMA, a AMHAMMYECKAR CBA3h 0003HAUAET COUPAKEHME, CBABAHHOE
€ TOYKOM NMPHACNKEOHUA CHIEL

OxazbiBaeTest, 4TO -yCIOBMEM cyniecTBoBanvAa HambDosee y3K0# peso-
HaBHCHOM 30MEI ABaserca A, = 0, rae A, 06o3nauaer Bupaxenye (3.1).
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Summary

INFLUENCE OF GEOMETRICAL AND DYNAMICAL CONSTRAINTS
ON BESONANCE REGIONS IN THE PROBLEM OF DYNAMICAL STABILITY
OF A THIN-WALLED BAR WITH OPEN CROSS-SECTION

This paper seeks to determine the influence of the constraints referred
to in the title on the dynamical stability of a straight thin-walled bar
with hinged support end conditions.

The problem is solved on the assumption of existence of a single sym-
metry axis of the cross-section, the force acling at an arbitrary point of
that axis. The method of solution is based on Ref. [2] which is shown to be
applicable to this problem. However, the method used in the present
paper, seems to be more clear than that of Ref. [3]. The influence of rota-
tion of the cross-sections is also taken into consideration.

The notion of the geometrical and dynamical constraint is introduced.
By geometrical constraint, we understand a conjugation concerning the
geometry of the cross-section, the dynamical constraint being connected
with the attachment point of the force.

It is shown that the condition of existence of the most narrow reson-
ance region is A, = 0 where A, denotes the expression 3.1).

ZAREAD MECHANIKE OSRODEOW CIAGEYCH
IPPT PAN .

Praca zostata ztozona w Redakoji dnia 5 kwietnia 1956 r.
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