JAN ROSCISZEWSK1 "

O METODACH OBLICZENIA WZAJEMNEGO ODDZIALYWANIA
FALI ROZRZEDZENIOWE] I FALI UDERZENIOWE]

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE
LXX




SPIS TRESCI

1. Wsigp

2. Metoda réznic skonezonych

3; Metoda Chandrasekhara-Friedrichsa
4. Meloda H, Geiringer

5. Metoda Neumansa

Btr..
243
247
252
2568
263



i. Wstegp®

Zagadnienie okreélania parametréow hydrodynamicznych {gestodci, cis-
nienia, temperatury i predkoéel) w jednowymiarowych przeplywach gazu,
w ki6érych wystepuje prostopadia fala uderzeniowa, nie przedstawia wiek-
szych trudnoéei. Falg uderzeniows mozna uwazaé za poruszajgcs sieg
wzgledem gazu powierzchnie, wzdhuz ki6rej zmienia si¢ w sposdb nie-
ciagly (skokiem) predkos¢ gazu, jego ciénienie, gestosé, temperatura i en-
tropia. Parametry przeptywu przed i za falg (obszar przed falg jest tym
ohszarem, z ktorego elementy gazu przechodzg przez fale) zwigzane 53
podstawowymi prawami mechaniki: prawem zachowania masy, iloci ru-
chu i energii.

7 praw tych wynika, ze przy speinieniu drugie] zasady termodynamiki
mozliwe jest tylko takie rozwigzanie, przy ktoérym cishienie, gestose i tem-
peratura przed falg uderzeniows 53 mniejsze od odpowiednich wielkosci
za fala: p,<<ps, 01 <"@2, T:i<<Th, 15].

Predkoé¢ oérodka przed falg wzgledem fali uderzeniowej jest nad-
dzwiekowa, a oérodka za falg poddzwigkowa:

Joyf=u, — U= ay, |0y | =1y — U | < gy,

gdzie u, i u, oznaczaja predkodci gazu odpowiednio przed i za falg ude-
rzeniows, U predkoseé rozchodzenia sig fali uderzeniowej oraz @, i a, pred-
kosci dzwicku odpowiednio przed i za falg uderzeniows.

Podobnie tatwo mozna rozwigzaé zagadnienie przeptywu jednowymia-
rowego, w kiérym wystepuje fala rozrzedzeniowa o skoficzonej amplitu-
dzie, rozchodzaca sie w gazie, znajdujgcym sie w spoczynku lub ruchu
jednostajnym (fala taka nosi nazwe prostej fali rozrzedzeniowej). Obszar
prostej fali rozrzedzeniowej (jej szerokosé) rodnie z biegiem czasu, a zmia-
na parametréw przeptywu zachodzi w spos6b ciagly. Nieciagle moga by¢
tylko pochodne predkoéci, cifnienia i gestogei. Entropia elemeniéw gazu

* Praca zostala przedstawiona na konferemcji Pracowni Mechaniki Cieczy i Ga-
76w Zakladu Mechaniki Ofrodkéw Ciagiych IPPT PAN w Miedzyzdrojach w sierp-
niu 1955 r. .
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pfi’ééhodzqcy.ch przez fale rozrzedzeniows nie ulega zmianie. Rozwigza-
nie przeptywow lednowymiarowych, w ktdrych wystepuja fale proste,
podal B. Riemann w 1860 r.

Zagadnienie okreslenia parametréw przepiywu bardzo sie komplikuje
w przypadku, gdy w przeptywie Jednowymiarowym wystepujg réwno-
czeSnie fala uderzeniowa i fala rozrzedzeniowa. Moze to zachodzié np.
woéwezas, gdy tlok umieszezony w rurze wypelnionej gazem, Znajdujacym
si¢ w spoezynkuy, zostaje nagle wprawiony w ruch jednostajny teoretycz-
nie z przyspieszeniem nieskoficzenie wielkim, sprezajac gaz, a nastepnie
zostaje zatrzymany gwaltownie. '

Na wykresie w uktadzie x, t {x jest wspélrzedng mierzong wzdiuz osj
rury, t czasem) linia ruchu tloka przedstawiona jest dwoma odeinkami
zakreskowanymi z lewej strony (rys. 1). Pochylenie pierwszego odeinka
okreslone jest predkofcia tloka da/dt — Vi Predko$é gazu po wprowa-
dzeniu w ruch tloka jest rowna
predkogei tloka przy jego sciance,
W pewnej zas odlegloéei réwna ze-
ru. Gaz przed tlokiem ulega gwal-
townemu zgeszezeniu, - ktére roz-
chodzi sie w postaci fali uderzenio-
wej, dajace] staly skok predkogei
od zera do predkosci tloka: fala
faka rozchodzi sie ze staly pred-
koScia naddzwiekows wzglodem
obszaru gazu niezaburzonego Iub,
co na jedno wychodzi, wzgledem
© Scianek rury, predkoseia pod-

Rys. 1 diwickows wzgledem gazu preed

trokiem Iub wzgledem tioka, Na

wykresie w ukladzie osi .t linia ruchy fali uderzeniowej przedstawiona
Jest wiec prosty (grubg) o pochyleniy da/dt — U. W chwili gdy tlok zo-
staje gwaltownie zatrzymany, gaz zﬂaj-duja_,cy si¢ przy ttoku musi mieé
Ppredkosé réwna zeru, Nastepuje wiec gwaltowne zmniejszenie predkoseci
pofaczone z powstaniem zogniskowanej fali rozrzedzeniowej, ktéra powo-
duje spadek predkosei od V; do 0. Na rysunku 1 fala ta jest przedstawiona
szeregiem prostych —. charakterystyk wychodzaeych z jednego punktu.
Linie ruchu elementéw gazu zostaly oznaczone liniami przerywanymi.

Czolo fali rozrzedzeniowej porusza sie z predkoscia diwieku wzgle-
dem gazy za falg uderzeniows posiadajacy predkogé vy, musi wiec jag do-
goni¢, gdysz, jak zauwazylidémy, fala vderzeniowa Przemieszeza sie wzgle-
dem tego Samego gazu z predkoseig poddiwiekowsy (v, << ). Po pewnym
wiec czasie fala rozrzedzeniowa dogoni fale uderzeniows, '

[

t.

Odbita Falg
rozrzedzoniona |
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Po dojsciu fali rozrzedzeniowe] ci$nienie za falsy uderzeniows zaczy-
na male¢, w zwiazku z czym musi tez zmienié sie predkoéé rozchodzenia
sie fali uderzeniowej. Wykazemy, ze istoinie fala rozrzedzeniowa powe-
duje zmniejszenie predkosci rozchodzenia sig fali uderzeniowej. Zauwa-
zymy, ze zmiana ciSnienia za falg uderzeniowa nie moze spowodowat
zmiany parametréw przeplywu przed falg uderzeniows. Wynika to stad,
ze drobne zmiany cidnienia mogltyby w obszarze przed falg uderzeniowa
rozchodzié sie z predkoscia dzwieku, a wiee z mniejsza predkoscig niz
samo czolo fali uderzeniowej wzgledem tego samego ofrodka. Matematycz-
" pie oznacza to, ze kat pochylenia charakterystyk wzgledem osi x w punk-
cie przeciecia linii ruchu fali uderzeniowej z czolem fali rozrzedzeniowe]
jest wigkszy niz kat pochylenia linii ruchu fali uderzeniowej (rys. 2).

Istotnie dla fali uderzeniowej mamy t

% =U>=a,=4d,,

gdzie a, jest predkosciag dzwigku dla
i, = 0.

Podobnie pochylenie charakierystyk
przedsiawia wzor

=u+a=1a,.
dt Rys. 2

Stad wniosek, ze zaburzenia rozchodzgce sie wzdiuz charakterysiyk, po-
wstale na linii uderzeniowej, nie mogs przejsé do obszaru przed falg ude-
rzeniowsg. ‘

‘W zwiazku z tym parametry przeplywu przed fala uderzeniows p,,
@y, 0; itp. nie ulegaja zmianie..Jak wiadomo, stosunek ci$nien za i przed
falg uderzeniows przedstawia wzor (por. [3])

p. 2k U* k—1
(1) S py k+1 @) k+1
gdzie uw, = 0, a, = g, oraz k = ¢,/cy jest stosunkiem clepta wlasciwego
przy stalym ciénieniu do ciepla wladciwego przy statej gestosci.

Ze wzoru tego wynika, ze w przypadku oddzialywania fali rozrzedze- .
niowej na falg uderzeniows (ciSnienie za fala uderzeniows p. w obszarze
oddziatywania maleje) predko$é rozchodzenia sie fali uderzeniowej U ma-
leje. Natezenie fali uderzeniowej (1. — u,)/d; z biegiem czasu ulege zmniej-
szeniu. Wynika to ze wzoru (por. [5]) '

(1.2) %=L(£_&)
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Odwrotnie, w przypadiku oddzialywania prosiej fali zgeszezeniowej na
fale uderzeniows predkos¢ rozchodzenia sie fali uderzeniowej, a wiec
1 jej natezenie, rodnie, :

Wskutek zmiany natezenia fali uderzeniowej w czasie elementy gazu
przechodzgce przez falg uderzeniows w rézinych chwilach doznaja innej
zmilany entropii. Zmiana entropii jest w przypadku fal uderzeniowych
0 niezbyt duzym natezeniu proporcjonalna do trzeciej potegi natezenia
fali. Przeplyw za faly uderzeniows przestaje wiec by¢ izentropowy ($ciélej
homoentropowy) w calym obszarze. Wowezas niezmienniki Riemanmna
stajg sie funkecjami entropii, ktéra przybiera r6zna, ale staly wartose dia
kazdego elementu gazu. Réznym liniom ruchu elementéw gazu w oma-
wianym obszarze odpowiadaja réine wartodci entropii, S = const.

W zwigzku z powyzszym parametry przeplywu za fala uderzeniows
zaleza od rozktadu entropii, ktéry zalezy z kolei od przebiegu fali ude-
rzeniowej. Przebiegu tego nie mozna wyznaczy¢, dopdki nie znamy stanu
gazu za falg uderzeniows. Wystepuje wiee tuta] pewnego rodzaju nie-
okreglono$é. Z punkiu widzenia matematycznego rozwigzanie w tym ob-
szarze zalezy od warunkdéw brzegowych (warunkéw zgodnosel), te zas
zalezg od rozwigzania.

Przepltyw w obszarze oddzialywania traktuje sie czesto jako przepiyw
powstaly wskutek «odbicta» fali rozrzedzeniowej od fali uderzeniowej.
Podobne  zagadnienie

/ ‘ 'Wzajernnego oddziatywa-
; mia  fali  uderzeniowej

i rozrzedzeniowej wyste-
puje w przypadku, gdy
dwa {loki poruszajace sie
W rurze z jednakows pred-

NANY
N

N
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i
!
f
!
!

| 2l ug- koécig w dodatnim kierun-

zeniowa | ku osi x zostang gwaltow-

i . nie zatrzymane (rys. 3).

7 ! ¥ Powstaje woéwezas fala

7 uderzeniowa w prawym

—% % koficu rury spotykajaca
Rys. 3 sie po pewnym czasie z fa-

lg rozrzedzeniows powsta-
fa w jej kofcu lewym. Wskutek wzajemnego oddziatywania — jak to
wynika z dalszych rozwazai — musi powstaé przechodzaea {na strone
poddzwiekows) fala rozrzedzeniowa. Nie moize natomiast powstaé fala
odbita, co tatwo wykaza¢é w sposéb podobny w jak w przypadku poprzed-
nim. Obszar zmiennofei entropii i przepltywu «nieokreslonego», ktéry za-
lezy od przebiegu fali ucerzeniowej (ten za§ z kolei zalezy od predkoéei
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przepltywu w iym obszarze), znajduje sig po poddiwigkowe]j stronie falis

uderzeniowej.

Fatwo mozna wykazaé, ze fala uderzeniowa dogoni kazdg fale rozrze-
dzeniowa znajdujaca sie po stronie naddZwigkowej. Istothie, predkosé roz-
chodzenia sie fali uderzeniowe] wzgledem o$rodka przed czolem fali jest
naddéwiekowa, a predkos¢ rozchodzenia sie fali rozrzedzeniowe] wzgle-
dem tego samego ofrodka rowna siq predkodci dzwigku.

W praktyce inzynierskiej zagadnienia wzajernnego oddziatywania fali
uderzeniowej i rozrzedzeniowej wystepuja przy silnikach pulsacyjnych,
hamulcach bezpieczenstwa wagonow kolejowych, silnikach spalino-
wy<ch itp.

Rozwiazanie zagadnienia z punktu widzenia matematycznego wymaga
zastosowania metody réznic skonezonych w przypadku zastosowania réw-
nania ruchu w postaci réownania Eulera (metoda Couranta) Jub
Lagrange a {metoda Geiringe 1), albo metody uproszczonej opar-
tej na zatozeniu, ze entropia jest stala w calym obszarze przeptywu (meto-
da Friedrichsa). Zalozenie takie moZna zrobi¢ bez wiekszego bledu
wiedy, gdy natezenie fali uderzeniowej nie jest zbyt duze. Dzigki femu
unika sie wspomnianej «nieokre$lonosci» w obszarze wzajemnego oddzia-
tywania fal i otrzymuje sig rozwiazanie efektywne sprowadzajace sig do
kwadratury.

2. Metoda réznic skonczonych

Zagadnienie wyznaczenia przepiywu w obszarze «nieokreslonym» cha-
rakleryzujacym sie rézng wartoscia entropii wzdtuz linii ruchu kazdego
elementu pltynu podatl R. Courant w roku 1945, [l]. Wyszedl on
z ukladu réwnan dla przeptywu o zmiennej entropii i zastapil je rowna-
niami réznicowymi. Ponize] podajemy metode zastosowang do réwnan
réznicowych odmiennej postaci, rozwigzanych za pomocg innej plasz-
czyzny pomocniczej. Metoda ta wydaje sic korzystniejsza przy oblicze-
niach praktycznych od metody Couranta. Dla wyprowadzenia row-
nafi réznicowych wychodzimy z réwnania ruchu

du o 1 0p_

(2.1.1) ﬂ%ﬂua} —‘; 0.70—0'
réwnania cigglosel

0 dou
(2.2.1) -% —é‘-’; =0

oraz z nastepujacego rownania wynikajgcego z pierwsze] zasady termo-

dynamikt, [5]: .
2 5,—S

e _. i E—1 er—"v
Qo &y
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Bk S,—8
L: @ \x-Td ecp—c,‘,l
Bo &,
Wiskaznikiem 0 zostal oznaczony pewien stan staty.
Réwnanie ruchu po uwzglednieniu ostatnich wzoréw przyjmie postaé

ou ou 2 da a? g8

(2.1.2) E+“Fi+ﬁ“§5“m G
gdzie
a__ 1. P 1dp_p d(np)
a2 = s YP_ )
0 ¢ 0x o Oz

Podobnie réwnanie cigglosci przyjmie postaé

Ung) |, Ine) 4 ou_,
X

gt . dx
lub b .
2 da 2 da du_  a 08
@20 7 ot P e—1%6e M90x —age 1 9: F
a oS a as

t =1y Yo co(k—1) dt-
Dodajae i odejmujge réwnanie {2.2.2) 1{2.1.2) otrzymamy odpowiednic

{2.3.1) %(%a—%u) + (u +a)aé— (-~2—~a —5~u)=

k xi\k—1 ,‘
" ——_ & 45, & i
 awk—1) dt | (k—1e, oz’
d 2 d 2
(2.3.2) M(k—lamu)—;m(u%a)'(_};(kﬁ—_lahu)ﬁ
a a8 ©oal d5

colk—1) dt  (k—1)cp O "

Podobnie jak w przypadku przeplywow o statej entropii uklad réwnan
opisuje rozchodzenie sie fal z predkoscia dx/dt= u + @ oraz dx/dt — v—aq.
Oznaczajac symbolami

8] .0  [dz] o []_0  [d=] @
[E}L‘L ot [E}?]ﬁ i_rﬁtJﬁ_ ot [dtJﬁd;c

pochodne w kierunkach nazwanych a= const i § = const i okreslonych

zaleznosciami :

{2.4.1) {%?J =y taqa,

(2.4.2) [%] —u—a,
t s
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oirzymamy

) ___a dS . @ _ §s
St], 2cok—1) dt | 2(c—1)cp O
Znajdziemy podobnie
jds) . e dS  «  0§
gatiﬂ Z(k_l)Cfu dt 2(k—1}0p dx’

gdzie r = .a/(k; 1) + w/2 oraz s = af(k—1)—w/2 s3 niezmiennikami
Riemanna.
Uwzgledniajae za_leinoéé

O o] _d_ o}, @
“ox ot} dt fat), 7 dr’

'_ér" a 88 ¢ dS

ot |, 2lc—Dep) at], " 2e, dt

a0

otrzymamy

W ten sam spos6b znajdziemy
 ds ] a N a dS

St 2k Deplot], 2c, dt

. 8 8
Dia przeplywdw o stalej entropii wzdluz kazdej linii ruchu elementu ply-
nu dS/di =0 otrzymamy

i or a a5
{2.5.1) [EL T 9(k— 1, [EL
oraz . .

S ] P 1)
{2.5.2) | {ML_ 2k — 1)c,,[6tL'

Rozwigzanie zagadnienia przeptywu w obszarze wzajemnego oddzialy-
wania fal przeprowadzimy zastepujge uktad réwnan rézniczkowych (2.4.1),
(2.4.2), (25.1) i1 (2.5.2) nastepujgcymi réwnaniami réznicowymi:

(2.6.1) [Ax]e=1(u+a) [At]a,
(2.6.2) ' [Aa]p = (u—a) [At]s,
(2.7.1) [Z]T]a:m?al)cp[AS]aa
(2.7.2) [As]g :'2“(1&{"{36; [AS],.

W powyzszych wzorach wskazniki o i f oznaczaja przyrosty wzdiuz
kierunkéw a=const i f§==const.
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Courant rozwiazanie zagadnienia przeprowadzil w plaszezyinie
@ wychodzac z innych réwnan réznicowych, w ktorych przyrosty nie-
zmiennika r brano w kierunku == const, a przyrosty s w kierunku
« — const. Dlatego tez réwnania powyisze majg inne znaczenie od for-
malnie podobnych réwnan podanych w pracy [1].

Rys. 4

Rozwigzanie uktadu rdwnad réznicowych dla przypadku fali uderze-
niowej doganianej przez fale rozrzedzeniowa przeprowadzimy w plasz-
czyZnie pomocniczej ou. W ukladzie tym obszar nieokreslonego prze-
plywu wywolanego oddzialywaniem fali uderzeniowej oraz padajgeej i od-
bitej fali rozrzedzeniowej (fys. 4) ogramiczony jest linig L o réwnaniu
uy, = f{a,), wyrazajgca zaleino§é pomiedzy predkoscig gazu i predkoscia
dzwieku zaraz za falg uderzeniows. Funkcje {e mozemy otrzymac rugujac
U z uktadu réwnan

Uy — Uy 2 U—uy o

g  k+1 a, U—wu, |’
Uy Uy 2 U—uy =~ ay

tly kE+1 oy U—u, /'

gdzie u; i a, s3 to state parametry dla gazu przed fala uderzeniowsa
(w szczegllnym przypadku w, = 0 oraz g, == a,).

W kazdym punkeie L znamy predko$é rozchodzenia sie fali U oraz
entropie S. W ukladzie osi u,a pierwsza charakterystyka fali odbite]
jest linia prosta o pochyleniu, ktdre otrzymamy rézniczkujac funkeje
(s =const) .

Mamy wiec




. Charakterysiykom jednej i drugiej rodziny w obszarze oddzialywania
odpowiadaja wigc proste o pochyleniu du/de = + 2/(k — 1) z wyjatkiem
obszaru ¢ zmiennej entropii (ograniczonym nieznana linig ruchy elementy
gazu A'C’), gdzie pochylenie linii odpowiadajacych charakterystykom ]est
zmienne i zalezy w mysl (2.7.1) i (2.7.2) od przyrostu entropii, -

W pierwszym przyblizeniu zakladamy AS = 0, czyli przediuzamy od—-
cinki prostoliniowe, Zagadnienie okreslenia parametréw przeptywu mo-
zemy przeprowadzi¢ «krok za krokiem». Wychodzac z odpowiadajacego.
_ znanej predkosei w punkeie D punktu D kreslimy odeinek prostej o poz
chyleniu du/da = — 2/(k — 1} poprowadzonym az do przeciecia sie z li-
nig L (punkt Ei{). Nastepnie z punkiu D prowadzimy odcinek prostej DE,
pochylony pod katem odpowiadajgeym pochodnej

dx _ (wtapy +@+ae,
dt 2 i

Z punktu A prowadzimy odcinek linii ruchu d:r/dt == U441 zZnaj du] em,y
punkt przeciecia F, z linig DE,. Punkt E, znajdziemy na przecigeiu z odein-~
kiem linii ruchu fali uderzeniowej pochylonej pod katem odpovmadaJ acym

UEJ + UA' d:c
2 T

Odcinek D'Ej dzielimy w tym samym stosunku, w jakim .punkt Fy dzieli
DE{. W ten spostb znajdujemy Fi. Odezytujae predkosé w tym punkme
mozemy znalezé drugie przyblizenie linii ruchu elementu gazu prowadzac
z punkiu A prosta o pochyleniu

dx _ Ua ot up

th 2

Stad podobnie Jak poprzedmo okredlimy w nastepnym przybhzemu, po—
lozenie punktu F3. Ze wzoru dla fali uderzeniowej obliczymy przyrost
entropn odpowiadajacy zmianie parametréw za faly uderzeniows przy"
przejéciu od punktu A do punktu E,. Stad zgodnie ze wzorem (2.7.1) znaj-
dziemy pochylenie linii odpowiadajacej charakterystyce. Kredlac z punk—
tu F3 odeinek prostej o tym pochyleniu otrzymamy nowy punkt Ej, a na
wykresie w ukladzie x, t znajdziemy odpowiednie poloZenie E, na prze-
cigeiu odeinka fali uderzeniowej pochylonej pod katem od;powxadajqcym’
pochodnej

d.’.\‘.’.‘ i UA' -{ UE'

dt 2"
Z odecinkiem charakterystyki D L
dz (Ao T (u g

dt 5

Rozprawy Tnzynlerskie - 7 ' 251




Z punktu' E; poprowadzimy odcinek charaktery'styki p == const, pochy-
lonej pod katem odpowiadajacym A4Sk, a z punktu E, kreslimy odcinek
linti michu pod katem odpowiadajacym pochodnej dx/dt = (u)g, itd. ’

Postepujae- w. analogiczny sposéh mozemy wyznaczyé poszukiwane
predkosei i predkosé diwieku w calym «nieokreslonym» obszarze prze-
Py wiL. Znajac rozklad predkosci dzwigku, a stad temperatury; mozemy
znalezé zmisne ciénienia i gestoScl wzdiuz kazdej linii ruchu elementu
gazu z réwnania izentropy (wzdiuz kazdej 1inii ruchy entropia jest stala).
W ten sposob wyznaczymy wszystkie parametry przeptywu. Doktadnose
metody zalezy oczywiscie od.iloéci punktow na AB i od ilosci kdﬂe-jnych
przyblizeh. ' ' ' : S

3. Metoda Chandrasekhara—Friedricﬁss

Metode przyblizonego rozwigzania zagadnienia wzajemnego oddzialy-
wania podat Chandrasekhar, nastepnie rozwingt ja Fried-
richs, [2]. ‘ T

Idea, na ktérej jest oparta ta metoda, wigze sie z podstawowymi wias-
nodeciami fal ‘uderzeniowych i fal prosjthh. Polega ona na pominieciu
w rozwinieciach ¢dpowiednich funkcji dla fali uderzeniowej wedlug pa-
rametréw okreslajacych natezenie fali uderzeniowej wyrazen z potegami
wyzszymi od drugiej; natezenie moze byé okreslong przez

g — Uy Pa—P1 1ub - N

a P 21

Wtedy w mys$l twierdzenia udowodnionego przez Couranta
i Friedrichsa {(por. [1], § 72) parametry hydrodynamiczne za falg
uderzeniows sa takie same, jak parametry za prosig falg zgeszczeniows

0 tym samym natezeniu i tym samym stanie gazu przed czotem fali.
Pominiecie dalszych wyrazeh w rozwinieciu wzgledem natezenia fali
iderzeniowej jest roéwnoznaczne z zalozeniem niezmienmodel entropii’
elementu gazu przy przejsciu w poprzek fali uderzeniowe] (zmiana en-
tfop;ii jes’p_pr.éporcjonahla dla stabych fal uderzeniowych do trzeciei potegi
natezenia fali). Blad 'Wy_nikajaéy z opuszczenia wyrazef 7 wyzszymi pote-
gafmi‘natqﬁema #£ali od drugiej jest bardzo maly dla (ps—p1)/p1=1,5. I tak
np. :dla fall uderzeniowe] o natezeniu 1,5 otrzymamy dla k = 1,4 wedlug
fcistych wzoréw S '
Yo s

2% o1, B4 0,15,
a; a

,S_Z:izooé
H ¥

ay
podezas gdy dla fali prostej o takim samym natezeniu otrzymamy

Gy — 0y 8, —38
22T =014, 0 T

: =0.
&y a,




Stad wynika, ze nawet dla fal o natezeniu nieco wzqkszym od 1,5 merhoda
powyzsza moze by¢ stosowana.

Blizszg analize dok*adnoSci metody Chandrasekhara-Fri ed—
richsa przeprowadzil Anneli Lax za pomoca poréwnania z wy-
nikami otrzymanymi na podstawie rachunku réznic skonczonych, [3]. Wy-
kazal on do&é dobrg zgodnos¢ nawet dla fal o natezeniu 3.

Dallej zakladamy, ze nie nastepuje odbicie fali rozrzedzeniowe] w ob-
szarze oddzialywania na fale uderzeniowa. *

Przy powyzszych zalozeniach unika sie nieckresionosci, o ktorej byia
mowa poprzednio, i zagadnienie wyznaczenia linii uderzeniowej sprowa-
dza sie do rozwigzania zwyczajnego réwnania rézniczkowego.

Zatozenie to upraszeza rachunek, chociaz mozna bytoby réwnie do-
brze uwzglednié odbicie fali prostej speiniajge warunki zgodnoéci wzdiuz
Iinii ruchu fali uderzeniowej. Wydaje si¢ z punktu widzenia fizycznego
rzeczg bardziej uzasadniong to drugie zalozenie z uwagi na to, Zze w ob-
szarze wzajemnego oddzialywania musi powstaé zaburzenie rozchodz":lce
sie w kierunku tloka, tzw. «od- .
bicie» fali rozrzedzeniowe]. -

Rozwazmy teraz bardziej
szezegblowo przypadek fali ude- {?3_({5))
rzeniowej doganianej przez fa- L
le rozrzedzeniows. Zagadnienie e
to mozna latwo rozwiazaé sto-
sujge rowniez podana poprzed-
nio metode wykrelng, kiora i
w tym przypadku znacznie sie |
upraszeza, gdyz w plaszczyzmej
ua w calym obszarze wzajem-
nego oddzialywania obrazem -

] Rys. 5
charakterystyk sa linie proste. .

Obierzmy uktad wspolrzednych tak, aby punkt £ = 0, x = 0 byt punk-
tem przeciecia pierwsze] charakterystyld fali prostej z linia ruchu fali
uderzeniowej {rys. 5).

Fale proérta poruszajges sie w dodainim kierunku osi x przedsfawia
w plaszezyznie xt wzodr

3.1) __ a:—§+(u+a)t——5+w(6)t
gdzie & oznacza odcieta punktu plfzeciecia charakterysiyki z osig x;
u predkos¢ skierowang wzdiuz osi x.

W obszarze tej fali mamy niezmiennik' Riemanna:

8__(1
T k—1

— % = const.
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- Uwszgledniajae, ze w(f) =u-t+a 1 omnaczajgc predko§é diwigku
w punkcie spietrzenia (gdzie u= 0) przez q,, oirzymamy z ostatmego
wzoru oraz z réwnania izentropy

2k
( ) _ a \ k41

- v k—l—l T p_pb(a[,) "
(3.2) 2
a—a =L a) — o [

ﬂ—k+1 07y 8 == 0o y .

Aby znalezé linie ruchu fali uderzeniowej w plaszezyénie at wykorzy-
stamy zalezno$¢ (1.2) pomiedzy predkoscia gazu za falg uderzeniowa
a predkofcia fozchodzenia sie fali uderzeniowej

2 al

gdzie zatozylidémy, ze predkosé przed fala uderzeniowsg u, = 0 (zalozenie
to nie zmniejsza ogdlnoéci; mozna byloby tez zatozyt u, = consth
Rozwijajac U w szereg potegowy wediug WyTazow

w0, u-ta—a

{3.4) o= a
i wprowadzajac oznaczenia
p = g%a“- lub U=a,(l + v},
0 :

otrzymamy ze wzoru (3.3) {po uwzglednieniu {3.2}]
1 2-§—al
1—|—v l-i-

1
+ »)?

Gy —pt b —pt L

=14 v—

0'2=(1—|-v)—~2~|—(1 =49t — 4 —59 ...
Stad
1,1 5 15
9 o+ 3 ° =yp-t 3 ».
Pbmijajqc zgodnie z poprzednimi zalozeniami wyraéaqia z potega !,
otrzymamy ‘ o
1
(3.5) U:—_aﬂ(1+v)za0(1—l~_i0'—l——w02).
Wspoélrzedne linii ruchu fali uderzeniowej w obszarze lprzecugcxa z fala

prosta moga byé wyrazone jako funkcje parametru §: (&), t(&), a stad
U =U [x(8), t.(f-_}.



Na podstawie wzoru (3.1) wstawiajac x=3%, t=1 i réniczkujac
wzgledem parametru & wzdiuz linii ruchu fali uderzeniowej, po uwzgled-
nienfu zaleznosel :

de _ dx dt dt

& q; at Uag

olrzymamy
66 L@ ) =@ @]+ 1

We wzorze tym u'(£) i o' (£) oznaczajg pochodne wzgledem parametru &,

Rownanie (3.6) jest zwyczajnym liniowym rdéwnaniem rézniczkowym
pierwszego rzedu, gdyz u(€), a{f), w'(¢) i ¢'(§) sa danymi funkecjami &

Rozwigzanie tego roéwnania dla warunkdw poczatkowych b= 0,
£ = 0 okresla linie ruchu fali uderzeniowe]

() = mf—;fL~s
(3.7) U—{uta)
(&) =¢1 (u-a)t,
gdzie

P w@+d@
J@)= JU W& T a(d]

dé.

Podstawiajac do tych wzoréw wartosé U okreSlong przez (3.5) oraz
uwzgledniajge zaleznosci, wy'n_i_k-'aj%ce ze wzorow (3.2) i (8.3),

¢ o2 k—1
{(3.8) u:maao, a:(k+1a~|—1)a0,
otrzymamy

- 8§ {4—o¢ o(&)dE

' tﬁcq,( o )f[é—of)
(3.9) '

E:- (1-}—0)&0

Opuszcza]ac wyrazy z potggami wyzszyrnl od drugie] ze wzoréw (3.2) '

znajdziemy
2k ko, ,
P“(**k+1”+k+1“)%’

o

[ '
2 o*
(1_ PEE k-i—l)

955




Funkcje o(f) we wzorze (3.8) mozina WyznacZyé wychodzac ze wzoryu
w—d, :
ay

g =

i podstawiajac :
L 3 &
©=r T + PR T ey + et

gdzie ¢, —1{; oznacza czas od chwili powstania fali zogniskowanej do
chwili spotkania z falg uderzeniowa, u, i a, parametry gazu za czolem fali
uderzeniowej w kazdej chwili t<Ct, (rys. 4). :

Stad otrzymamy
(3.10) az%ﬂ(uz + a, +71§Tt;—ﬁao).

" Ze wzoru (3.9) wynika, ze w przypadku oddziatywania prostej fali
rozrzedzeniowej [o(£) = 0] intensywnosé fali uderzeniowe] zmniejsza sie
z biegiem czasu, co zgadza sie z ogdlnymi rozwazaniami we wsitepie,

W miare ostabiania fali uderzeniowej staje sie ona coraz blizsza fali
dzwigkowej, linia ruchu fali uderzeniowej w plaszezyinie xt dazy wige
do réwnoleglej do ostatniej charakterystyki fali rozrzedzeniowej (row-
noleglej — poniewaz zgodnie z zaloZeniem miezmiennoéci entropii stan
gazu przed taks stabg falg uderzeniows jest taki sam, jak w obszarze za
falg rozrzedzeniows). Oddzialywanie staje sie wiec w granicy nieokreslone.

Friedrichs, [2], zbadal takie asymptotyczne wilasciwobei thumie-
nia fali uderzeniowej. Powyisza metode zastosowal on réwniez do przy-
padku oddzialywania fali rozrzedzeniowej na dwie polozone po obydwu
stronach fale uderzeniowe oraz do przypadku tworzenia sie fali uderze-
niowej. Friedrichs metode te rozszerzyl takie na przypadek oddzia-
tywania fali rozrzedzeniowej na fale uderzeniowa w ustalonym przepty-
wie dwuwymiarowym.

W omawianej pracy Friedrichs rozwazyl réwniez schematycznie
wiasciwos$ei oddzialywania fali rozrzedzeniowej ma spotykajaca ja fale
uderzeniows (rys. 3). Zalozyt on przy tym, Ze po prawej poddzwiekowej
stronie fali panuje spoczynek. Przy takim zalozeniu mozna stosowaé po-
przednio oméwiong teorie. o '

Jednakze ze wzorow dla fali uderzeniowej [u, =0, a, = (a,); == const]

U, 2 (U (ao)a),

(@) k41 | (a,), U
Uy 2 (U——ul a, - ) (U—wu,)? af _“UE (ao)
T T Rel - , Thr—i T o
a  k+l\ a U—u, 2 k—1 k-1

otrzymamy po wyrugowaniu u, i a,

U = const.
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Stad wynika, %e u; = const, co odpowiadaloby ustalonej fali wderzenio-
wej (bez wystgpowania fali rozrzedzeniowej). Po prawej._stronie fali nie
moze wiec panowaé spoczynek, ale musi powstaé «fala przechodzaca».
' Przy zatozeniu sltabej fali uderzeniowe] mozna. pominaé zmiany entropii
i przyjaé, ze falg przechodzaes jest fala prosta. W obszarze tej fali mamy

L Us P (13
5 Th1 k—1"
Warunek zgodnosei wzdtuz Jinii ruchu fali uderzeniowej stanowi row-
nanie energii :
w—Ur @ UP %
2 k—1 2 k—1

7 ostatnich réwnan mozemy wyznaciyé funkeje uy==f({U):

2 1 +/ @i o W
iy o] + icTﬂ/[U_(““’ﬁ]L | o]

Jak wynika 7 rysunku 3 u,~<0, U<C0 przy pierwiastku nalezy wziagé
znak plus, gdyz drugie -wyrazenie pod pierwiastkiem jest ujemmne —
istotnie jest ono réwne zeru przed obszarem oddziatywania; wynika
to z réwnania energit:

(ag)? U2 _ (U —u,)? a2

k—1 ' 2 2 k—1

W obszarze fali padajacej a;, u, maleja.
" Podstawiajac uy"do wzoru: -

2 o d
=g \U M Ty

' otrzymamy

2 kE—1
- m[(‘%h"‘ Tul] +

2 N ].a%*
+k+quU (aa):] 4&—4_Ei3”§”Hml+U—m_”'

Wyrazamy @, przez u; na podstawie wzoru dla fali padajacej:

aq Uy {aq);

k—1 2 k—1°
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Stad otrzymamy wyrazenie czwartego stopnia dla funkeji U = ().
Znalezione rozwigzanie moina podstawié do wzoru (3.7); zagadnienie spro-
wadza si¢ wiec podobnie jak poprzednio do kwadratury. _

‘Dla tproszezenia rachunkéw mozna rozwingé otrzymane wyrazenie
Wzgledern » uwzgledniajac wzér (3.5) i opuszezajac wyrazy z botegami.
wyzszymi od potegi drugiej.

4. Metoda H. Geiringer
w<Inng’ przyblizong metode rozwiazania zagadnienia oddzialywania fali
rozrzedzeniowej na fale uderzeniows podala H. Geirin ger, [4].
Punktem wyjécia tej metody sg réwnania ruchu we wspblrzednych L a-
grange’a, o L - :

H. Geiringer rozwiazala zagadnienie oddziatywania fali rozrze-
dzenjowej spotykajacej poruszajaca sie naprzeciwko fale uderzeniowsy
{rys. 3). W tym przypadku -~ jak to przedstawiliémy powyzej — nie
moze powsta¢ edbicie fali rozrzedzeniowej ze wzgledu na to, ze fala ta
zhajduje sig po stronie naddzwiekowej fali uderzeniowe], nastepuje jedy-
nie «przejécies. W obszarze przejécia powstaje podobnie jak w poprzed-
him przypadku przy odbiciu przeplyw nieokreslony o zmienmej entropii
(rys. 3). R . -
' Ponizej zastt}'siujemy metode podang przez H. Geiringer do DrZy-
padku doganianej fali uderzeniowej przez fale rozrzedzeniows.

Wprowadzimy zmienng Lagrange’ a:

! : X8
(4.1) BT xz'f odx,
x {0, )

We wzorze tym ¢ jest gestoscia odpowiadajacy odeiete] 2 w pewnej
chwili t. Innymi stowy gestoéé jest tu traktowana jako funkcja zmiennych
niezaleznych x i t jak w metodzie Eulera. Przez x = 0 bedziemy ro-
zumieli zerowy przekrsj plynny (poruszajacy sie razem z oérodkiem); dla
kazdego innego przekroju zmienna ¢ bedzie réwna co do wielkogci masie
shupa gazu o przekroju jednostkowym pomiedzy danym przekrojem
a przekrojem zerowym. .

Wielkosci hydrodynamiczne przedstawiaja funkecje:

x=ux(y,1), u=u(y,1), e=e(z.1), p=px1t).
zZ ré.vs'mania;; (41) po zréiniczkowaniu 'Wzglngenl % otriymamy
B
et =1,
BT 0y

a stgd '

L . ax !
4.2 gt =k )
(4.2) | el =~
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Z rownania ciggloSci w zmiennych Eulera

dg | Olgu)

ot t 7oz
ofrzymamy

1 dy
(43) 5 U--—‘—'"‘—é‘ ot "
Réwnanie ruchu
' Pxly,t)  Op
w4y T
po uwzglednieniu {4.2) przyjmuje postaé :
' Px(yt)  Op

(4.5) . atz"—‘_ = W B

W réwnaniach tych x jest traktowane jako odcieta elementu plynu.
 Jezeli przeplyw jest barotropowy, tj. jezeli

: 1
p - p (1,') (r:—_ “) »
. o .
ofrzymamy '
'z dpls)
(4.6) 0E oy
lub uwzgledniajac (4.2)
) . L e Lo 0T .,
(461) _ . g P (z)?x—— =P

Poniewaz p’(z)<<0, to wyprowadzone réwnanie jest typu hyperbolicz-
nego. Uwzgledniajae réwnanie izentropy '

(4.7 ' Cprh=c* {¢ — const)
otrzymamy
- : : x k. Pz
(48) o () 0

Warunki brzegowe w zagadnieniu sj nastepujace:
(4.9.1) dla t=0 x:%, w1y =0, 0= 04,

u]

(4.9.2) dla 0<<t=t, ¥y =0, u="Vy,
(4,9.3) dla . t=t, =0, w=0.

Symbol t, oznacza czas zatrzymania tloka (rys. 1) oraz Vi predkosé troka.
* Obszar przeplywu w ukladzie x, t podzielony jest na’ cztety rézne pod-
obszaty {rys. 1). : ‘ ' '
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Dla obszaru (1) przed falg uderzeniowa spelnione sa warunki-brzego~
we (4.9.1). W tym obszarze rozwigzanie réwnania (4.8) przybierze postaé

{4.10) x — ¢y = const.

Linie ruchu elementéw gazu sa prostymi pionowymi {obszar époczyd—
ku). Obszar przeptywu (spoczynku) przedstawionego réwnaniem {4.10)
ograniczony jest z lewe] strony linia ruchu fali uderzeniowej.

Po drugie] stronie fali uderzeniowej [obszar (2)] ruch gazu przedstawia
rozwigzanie spelmiajace warunek brzegowy (4.9.2)

(4.11) . x:x(x,t):gi+vft+const.
0

Sg to proste o pochyleniu okre§lonym przez pochodna dx/ot=—V;.
Trzecim rozwiazaniem dla t= t; = const {obszar (3)] jest Znane roz-
wigzanie Riemanna dla prostej fali zogniskowanej: '

2
¢ B_ 8 ¥ dr_x — e lu gl
k—1 2 k—1 2’ dt  wheora 9—92(1+ 2 a '
"Po podstawieniu powyzszych wartosci do (4.1) d scatkowaniu otrzymamy:
k—1
k+1 =1 )k—+1 2
4.12 =1 C— ._t!. . t )
_ (4.12) * k—lt%(ggagtf t1 k—1 Gttt

gdzie y,— warto§é y odpowiadajaca przecieciu t; = const z czolem fali
rozrzedzeniowej, u, = V;. :
Z obszaru tego trzeba wylaezyé obszar (4) ograniczony charakterystyks °
fali odbitej, przechodzgcy przez punkt przecigeia fali uderzeniowej z czo-
fem fali rozrzedzeniowej. W czedci tego obszaru, ograniczonej linig ruchu
elementu ptynu, wychodzaes z tego samego punktu co wspomniana cha-
rakierystyka, entropia ulega zmianie (rys. 1}. W obszarze przylegajgcym
do tloka po zatrzymaniu i ograniczonym padajacyg i odbity falg rozrzedze-
niowsg [obszar (5)] stan gazu przedstawia rownanie analogiczne do réw-
nania (4.10).
Okreslenie przeptywu dla chwili t<< t, (gdzie t, oznacza czas, w ktérym czolo
fali rozrzedzeniowej dogania fale uderzeniows) nie przedstawia trudnogei.
Linie ruchu fali uderzeniowej mozna przedstawié za pomocs. wzoru
(1.2), w ktérym zamiast u, podstawimy predkosé ttoka V: <

2 f‘ﬁ)

Réwnania (4.10), (4.11) i (4.12) pozwalaja na okreflenie rozwigzania
x==f(y) dla kazdej chwili t < t,. .
W ukladzie'wapélrzgdny-ch x, ¥ rozwigzanie rownania {4.8) przedsta-
wia (dla t>¢, < t,) linie sktadajaca sie z dwéch odeinkdéw prostolinio-




wych i érodkowego odecinka krzywoliniowego, odpowiadajacego obszarowi
falli prostej. Pochodna dx/dy jest ciggla poza jednym punktem uderze-
nia S, odpowiadajgeym przecieciu linii ¢t = const z linig ruchu fali ude-

rzeniowej (rys. 6).

Metoda rozwiagzania zagadnienia dla t>t, zaproponowana przez
H. Geiringer, polega na zastgpieniu rownania rozniczkowego (4.8)

rownaniem roznicowym, ktére po wprowadzeniu
oznaczenia T=t—t, przyjmie nastepujgcg posta
dla k=1,4:

T— Aty + x{y, T + A)—2x(y,T)

11,

x x-—Ax,T)+x(x+Ax.T)—2rC(x,T):

B . 2.4
.:c(x Ay, Ty —x(y 1 42, )1 = Rys. 6

x(x— A, TV +xly+ Ay, T)—2x(y, T)

[w(x—ﬂer}—m(X‘F Ax:T)PA

(A4 x)**

Wprowadzajagc nowe zmienne T =rAdt oraz g =mn Ay 1 oznaczenie

x(nAy,rAt)=x!", otrzymamy

—1 1) e
=1 4 elr 1l e 2 gl

==17,39 o? (Ax) Ln'i

=i, + i, —2al)

O L

W pewnej chwili T> 0 funkcja x(y) przedstawia krzywg Cri1. Jednak-~
ze nie znamy wszystkich punktow tej krzywej, a tylko gbrnej i dolnej

£

jej czeéci (rys. 7). Srodkowy odcinek
ograniczony od gory punktem uderze-
nia a od dolu przecieciem Z prosta po-
zioma przechodzgca przez punkt ude-
rzenia krzywej C, jest nieokre$lony —
odpowiada on cbhszarowi przeptywu nie-
okreglonego [obszar (4") na rys. 11. Gor-
na i dolng czesé tej krzywej okreslaja
zaleznogci analogiczne do zaleznoSci
dla t<t,.

Przebieg linii uderzeniowej dla
12> t, bedzie okreslony wtedy, gdy be-
dziemy znali wartos¢ x,_ x(tl)

Uwzgledniajae, ze @ == [y (t),t] = (f) otrzymamy

o dy RN .4 2

at+ax dt ot T, dt’
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uwzgledniajac zasade zachowania masy
o1 {U—u,}) = M = const
otrzymamy _
4% .
di
Jezeli znamy przebieg krzywych C,_y i C,, to mozemy wyznaczyé
przebieg krzywej Criq w hastepujgcy sposob.

Oznaczajac przez i, odcieta punktu uderzenia krzywej C,, a przez Ay, nié
znang odlegloé¢ pomiedzy punktem uderzenia krzywej C, 1 /iy znajdziemy
A:’E:’ = Erﬂ — Er .

Zastepujac poprzednie réwnamie rézniczkowe réwnaniem réznicowym
otrzymamy ' ' '
. A%, _
-7
gdzie na podétawie zasady ilofei ruchu dla falj uderzeniowej, [5],

L

_ (Pr)zh—(iﬂr)j
M= (Tr)l — ()

We wzorze tym {z); okreglone jest pochodng 0x/dy (pochylenie gornej
czgel krzywej C. w punkeie ¥ ), wielko$¢ (p,); mozna wyznaczyé z réwna—
nia izentropy (4.7) oraz {zr), okredlone jest przez pochylenie dolnej cze-
Sci krzywej w punkcie uderzenia, Przy zalozeniu stosowalnodei wzorw
(4.8) (nawet przy przejéciu lini uderzeniowej) otrzymamy (p,),. Stad obli-
czymy M., a nastepnie Ay, . ‘ '

Na podstawie znajomosci polozenia trzech punktéw (1, ni{n—1)
na krzywej C, oraz punktu n-tego na krzywej C,.1 mozemy wyznaczyé
Za pomocy wzoru (4.13) — zakiadajac, ze ¢ == const, co odpowiada przeply-
wowi izentropowemu — polozenie punktu n-tego na krzywej Cry1. Po-
dobnie ‘mozna Wyznaezyt polozenie wszystkich punktéw polozonych po-
nizej punktu n-tego. '

Nieokreélonym pozostaje jednak punkt (n+ 1} (rys. 7).

Punkt ten mozemy wyznaczy¢ za pomocq interpolacji. W powyzszej
metodzie Ay nalezy dobraé tak, aby dy == Ay . '

Uwzglednienie zmiennosei entropii nie prowadzi do wiekszych kom-
plikacyi: w tym przypadku zamiast réwnania izentropy trzeba wykorzy-
sta¢ réwnanie adiabaty Hugoniota:

Pz _ 67 (k=1,4).
_ P b ’
Mneozac obydwie strony przez A* — (z,/7,)* otrzymamy [uwzgledniajge (4.7)]
’ : g . 6—2
[ — ;{k AT
g 7 6a—1




Wzér ten pozwala na wyznaczenie stalej ¢, zaraz ponizej punktu ude-'_ S

rZzenia krzywej C.

Wartoéé statej ¢ pozostaje niezmienna wzdluz linii ruchu elementow
x = const (linie poziome w uktadzie x, x) az do przecigeia Iinii wderze-
niowej. Stad na podstawie przebiegn krzywej C. i znajomosci rozkladu
wzdtuz niej statej ¢ mozemy okredli¢ rozktad statych ¢, a wige i rozklad
cignien wzdtuz krzywej C,,, dla .., =%,- !

Symbol x, oznacza wspolrzedng punktu uderzenia S, krzywej C,.

Wartoéé statej ¢ w punkcie n + 1 mozna okre$li¢ za poriocy interpo-
lacji. Dla obliczenia polozenia punktu n-tego krzywej C, trzeba do wzoru
(4.13) podstawié wartosé stalej, odpowiadajacej punktowi n-temu linii C,.

Na podstawie przebiegu krzywych C, dla r==1,2,..., n, moZna wy-
znaczy¢ parametry gazu w calym obszarze przeplywu oraz wyznaczyé
przebieg linii uderzeniowej. '

Pozostaje tylko zagadnienie okredlenia granic, w jakich powinien za-
wiera¢ sie przy przeprowadzaniu rachunkoéw stosunek At/Ay. W tym
celu zwréémy uwage na fo, ze gdy wzdhuz odcinka linii t = const dane s3
wartofei x i Ox/0t, rozwiazanie réwnania rézniczkowego okresla prze-
plyw w trojkacie (krzywoliniowym) utworzonym przez odcinek danej
krzywej i przechodzace przez jego kohce charakterystyiﬂ

Charakierystyki te sa dane przez funkcle

(A =5 g = 5 avp.

Stad w metodzie przyblizonej obszar, w ktérym rozpatrujemy omawiany
stosunck, powinien zawieraé si¢ w obszarze wyznaczonym przez charak-
terystykl, czyli w obszarze :
- . .At - k+1
Ay = k'

5. Metoda Neumana

J. Neuman, [4], zaproponowal oryginalng metode rozwiagzania za-
gadnienia wspoldziatania fali rozrzedzeniowej i fali uderzeniowej. Zato-
zyt on w calym obszarze przeplywu przemiane barotropows, 1. ze

p=p(e). -
Energia wewnetrzna jest funkcja objetosei wlasciwej i entropii:
e=e(1,5), de=TdS—pdr,
{5.1) de de .
o ~T®SH gy RS




7 W mysl zatozenia barotropowosci przeptywu ciénienie jest funkcjg
tylko objetosci wlasciwej, a temperatura funkcja tylko entropii, T = T(S).
' Energla wewnetrzna skiada sie z dwoch czeSci:

(5.2) | e(z,5) = €'(z) + e”(S).

Neuman skiadniki powyzszej sumy nazwal odpowiednio «energia
potencjalng» i «energla cieping» i zakladal, Ze nie ma sprzezenia pomie-

. Zmiane skiadnika e” wywolang przez fale uderzeniowa okredlimy
z rownania energii

. I 1 1
32_31:_1&"1317{"(uz“ﬁU)Q__(ul U)a] P1“|‘_Pz( 1_172)
Q2 &1 2 2
Stad
(53) ' eé’%ei'=%t21(tl—rg)+_fpdt.

W przypadku przepltywu bez uderzenia catkowita energia (suma ener-
gil kinetyeznej, potencjalnej i cieplnej) jest zachowana. W przypadku
wystepowania fali uderzeniowej entropia wzrasta, stad ey’ = ei’, a wiec
suma energii potencjalnej i kinetycznej maleje o wielkosé ey’ —ei’.

Réwnanie rézniczkowe (4.6) podstawiajae y==ndy oraz

m(x,t):x(ndx:t}:xﬂ(t) (nzoaltzf"'.)”

mozemy zastapi¢ réwnaniem réznicowym

(:cnéan)_ (:cn+1—xn)
d%cnfp Ay Ay

(5:4) a¢t? Ay

Oznaczajae t=sAt {s=0,1,2,...) oraz podstawiajac Ay=1 otrzymamy

1y —1

- — bl —alp ) — p (), —ab),

(5.4.1).

gdzie xlff! =x(ndy,sAt).

Réwnanie (5.4.1) nie jest identyczne z réownaniem {4.13). Wynika to
z faktu, ze przy wyprowadzaniu (4.13) bylo wykonywane rézniczkowanie
p(r} wzgledem y przed przejsciem do réwhnania réznicowego. W tym przy-
padku pochodne zostaly zastgpione przez réznice skonczone, Réznica nie
Jjest jednak istotna i budowa réwnan {5.4. 1) i (4.13) jest podobna.
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: Warunki brzegowe dla réwnania (5.4) sa nastgpujace:-

e : S A _
{ dla s=0, x® =0, 'TZO o m=1,2,..);
. .t N 28 — ple+1)
(5.5) i dla s= 1,2,...,2?{, ) =0, u:V,:mJI_At_O;
| dla s= jft’ =0, w—0.

Réwnanie (5.4) przy warunkach brzegdowych (5.5) opisuje nasze za-
gadnienie w spos6b przyblizony; jest ono réwnoczesnie Scistym rownaniem
innego ziawiska fizycznego modelujacego przeptyw. Modelem takim jest
ruch indywidualnyeh elementéw np. kulek polgezonych «sprezynkami»,
podlegajacych prawu nieliniowego przyciggania i odpychania.

7 warunkow brzegowych (5.5) wynika, ze w ukladzie tym znajduja—
cym sig w spoczynku pierwszy clement zostal wprowadzony gwaltownie
w ruch - powstaje wowezas fala podiuzna (analogiczna do fali uderze-
niowej w przeplywie gazu) powodujae przekazywanie ruchu nastgpnym
elementom. W pewnej chwili t = i, plerwszy element zostaje gwatiow—
nie zatrzymany — powstaje wtedy druga fala podiuzna modelujgea fale
rozrzedzeniows. o ) ) :

W celu wykazania, ze rownanie (5.4) przedstawia ruch ukladu punk-
_tow materialnych, wyobrazmy sobie szereg takich punktéw o wspolrzed-
nych &g, &z, %1, g, &1, ..., Kazdy o masie 1, odpychajacych i przyciaga-
jacych sasiednie punkty wedlug prawa p=p(7). Przy zalozeniu Ayx=1
mamy p{r) = p(xn — Xp1), gdzie == Ax/Ax = Ln— Ln—1 jest odlegloseig
pomiedzy dwoma punktami.

Calkowita energia mechaniczna ukladu wyraza sie

1 da\? | N7
9 Z,,:(—d?) + Zn: e’ (Xn— Tn—1) = const.

Rézniczkujac wzgledem x, otrzymamy

de' (Xp— xn—)  O€ (@ns1— ) d2a,
dz oz o dat? -’
Uwzgledniajac (5.1) otfrzymamy réwnanie '
; d?x
D (T = 2n—1) — P (Lar1— Ln) = EF; )

co jest identyczne z réwnanim (5.4) dla 4y =1. ,

W .przypadku omawianego modelu energia mechaniczna jest zacho-
wana, gdy tymczasem w rzeczywistodct wysiepuje spadek energii mecha-
nicznej. W odréznieniu od przeplywu w.naszym modelu linie ruchu kaz-
dego punktu materialnego sa krzywymi, gradkimi z makladajacymi.sie
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ﬂscyIaCJaml Tym dodatkowym oscylacjom (rys. 8), ktorym podlegajg ele-
menty w modelu mechamcznym Neuman przypisuje a:nalo,gxq do
zmian energii wewnetrznej e’ w przeplywie.

Preechodeqen Faly rozreg0zniwe
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Rys. 8

Poczatek oscylacji na wykresie w ukladzie x, t wskazuje na polozenie
fali uderzeniowej. Otrzymujemy w ten sposéb rozwiazanie ciagle, w kt6-
rym przebieg fali uderzeniowej okredlany jest a posteriori, W granicz-
nym przypadku, gdy zalozymy, ze Ay — 0, okres i amplituda dodatko-
wych oscylacji zanikaja. Nie podano jednak dowodu zbieznosei.

Przebieg obliczefi polega na kole;nym stopniowym wyznaczamu war-,
todei xlf), :

W postaci
: z\2
p(z)= (1—"2)

w przypadku wspoldzialania spotyka;acq sie fali uderzeniowej z rozrze-
dzeniows, oméwionym przez H. Gei r1n ger Przyjecie innej funkc31
nie komplikuje obliczen.

Wyniki obliczen metoda Neumana podano dla przyktadu na rys. 8.
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Peswwme

METOABLI OIIPEARJIEHHWA IHHAPAMETPOB TEYEHNA L

[IPH BBAMMOJEMCTBHH VEAPHOM BOJIHBI ¥ JIPOCTO¥M BOJHBLI

' PASPEHEHHA :

B mepBoff 4acTH CTATBU ABTOD paceMarpreaer (OUINICCKYIO KAPTHHY,
O/JHOMEPHOTO HEYCTAHOBMBLICrOCA TeUeHMA LPY HAIMUUN YAAPHOH BOJHBL
¥ HMpocToi ROJHEI pazpexenuda. O6macT: B3amMopelcTBUA Xapaxfrépﬂsy-
eTCA TOCTOSHCTEOM SHAPOTIMI BOJL Ty TH sJeMenta rasa. OIHAKO, SHTDO-
IMA M3IMEHAET CBOe 3HAYCHME IIPHM IEPEX0de OT OfHOTO HYyTH (B ILI0CKO-
cti xt) E JpyroMy.

Permenma acHOBHEIX gugdepeRIMansHbeIX VPaBHeHri B 9ToH oﬁnac'rn
HeNIL3A ONPefeluTh, TAXK KAaK OHO 3aBMCHT (T TPAIMYHEIX YCJIOBMI BAOIL
ITyT# YOAPHON BOJHBI, KOTOPYI0 — HE 3HAA peHleHns — HEeBO3MOXKHO II0-
CTPOMTD. ‘

MeToapr pelnieHmsa OGCHORBIBAIOTCA HA 3aMeHe OCHOBHBIX audepeH-
UMANLHLIX YPaBHEHMH VPaBHEHMEM B KOHEUHEIX PASHOCTAX, WAM IKe
B Tiperefpeskeny POCTOM SHTPOTHAM BAONH YAAPHOH BOMHBL ,

B niepsom cirydae RO pPerteHye [IpH MCHOMbI0BAHMI BCIIOMOTATEABHOM
TIIOCKOCTH. Uet, TAe JIMHMA IPEACTABIAIOINIAA COCTOAHME, Ta3a HEeroCpes-
CTBEHHO 34 yJAPHOH BOJIIOH, OmpefeseHa OfHO3HATHO.

Bropoll meTon maeT xXopoilee HpubIICKeHKe B caydae c.naﬁmx yaap-—
HBIX BOAH (POCT SHTPONNMM IPOTOPIHOHANLHBIN TPETHEH CTEHeHM CHJIBI
VIAPHOH BOJHEI). . e

HpubnusxeHHLIil MeTOx, pelledns npennioxun K, @ pugpuxec, upe-
Hefperas OTPAXKEHHO, MM TIePeXOIHOA BOIHON, .

ABTOD IOKASEIBAST, YTO npeHeﬁpe}KeHMe HepeXO.D;HOH(BOJIHOH B caydae
BCTPEYAIOIEHCA yAaPHOH BOMHLI M BOJHBEI pPasperseHMA, TPOTHBOPETIT
OCHOBHBIM 3aKOHAM MEXAHWKM.

ABTOP NOKA3BIBACT, 9TO MOXKHO W3IMEHMTH MeTo;; DpuApPUXCaE
B TOM CMBICHe, YTOBH TPHHEATD BO BHMMAHKE TIPOCTYI0 MIEREXOAHYIO BOJHY.
B sTomM cily9ae MOXHO TAKIKE NONYIHTH PEITCHUE B BAMKHYTOM BHIE.

B sagmowenne aBrop paccMorpes metox T. I'eik puHTeD (B NarpaH-
ZKEBOM TIPeNCTABASHMH) M MeXaHWICCKYH Moyenn Hell M aH a.

Summary

METHODS FOR THE ANALYSIS OF THE INTERACTION BETWEEN A SHOCK
WAVE AND A SIMPLE RAREFRACTION WAVE

In the first part of the paper the author gives a physical analysis
of the wave interaction problem in a one-dimensional non-steady tlow.

The flow in the interaction region is «multhisentropic», 1. e. the value
of the entropy is constant.along the path of every particle in the «t plane
and different for each particle.
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_ The solution of the fundamental eqﬁations in this region is indefinite;
the solution depending on the boundary conditions along the shock waves
lines which cannot be determined before the solution is obtained.

The solution methods consist in replacing the fundamental differential
equations by finite difference equations, or disregarding the entropy rise
along the shock line. In the first case, the solution is obtained by using
the auxiliary plane uae in which the line representing the state of the
gas just behind the shock wave is determined in advance. '

~'Phe second method gives good approximations for small shock intensity
(the entropy rise is proportional to the third power of shock strength). -

* " This method was introduced by Friedrichs who disregarded the
reflected or transited rarefraction wave. : '

- .The author of the present paper shows that disregarding the transited
waves in the case of head collision of shock and rarefraction waves, we
are in contradiction to the fundamental laws of mechanics (the laws of
¢onservation of mass momentum and energy). He proposes a modification
of the Friedrichs method taking the transited simple rarefraction
wave into consideration. The solution is obtained in a closed form.

Finally, . Geiringers method based on the Lagrangian
representation as well as the Neuman’s mechanical model are dis-
cussed. : : : :

ZAKEAD MECHANIKI OSRODROW CIAGELYCH
IPET AN

Prace zostata ziozone w Redakcji dnie 12 ezerwca 1956 7.






