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Wazniejsze oznaczenia

t czas,
x,y,2 wspdlrzedne kartezjanskie,
1,),k  wersory osi x, v, 2,
. o . 0 0 .
VZIW+J6—y+kW operator Hamiltona,

. @ 0" 0* .
v EB?+W+W operator Laplace'a,

Parametry mieszaniny (funkcje
zmiennych x, ¥, 2, t)

p gestosé mieszaniny,

p. gestost cieczy,

gg = gestost gazu,

T. temperatura cieczy,
Ty temperatura gazu,

p ciénienie w mieszaninie,
pe ciénienie w cieczy,

p, ciénienie w gazie,

r promiefd pecherzyka gazu,
v predko§é mieszaniny,

¢ potencjal predkosel mieszaniny (v =vyg).

Parametry niezakloconej mieszaniny jednorodnej, pozostajacej w row-
nowadze, 53 oznaczone wskaznikiem 0. Tak np. symbolami To== Tew =Ty
oznaczaé bedziemy temperature niezakloconej mieszaniny.

Male przyrosty parametré6w w czasie rozchodzenia sig w mieszaninie
niewi ~1kich zaburzef sg okreslone za pomoea nastepujacych bezwymiaro-
wych funkeji zaleznych od x, y, 21 ¢
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Uj

0y = 7990/9;.’0
n

H = Cp/Cv
¢ = [1F:1] C
)

Ag: AS

a*

State mieszaniny

stosunek masowy gazu do mieszaniny,
stosunek objeto$ciowy gazu do mieszaniny,
liczha pecherzykéw w jednostce masy mie-
szaniny,

cieplo whadciwe cieczy,

wspélczynnik sztywnoscl objetosciowe] cie-
CZYy, ‘

cieplo wlasciwe gazu przy stalym ciSnieniu
i objetosei,.

stata gazowa w réwnaniu stanu,

wykladnik adiabaty gazu,

Co = ggoCo Cp==0z0Cp , o
wspblezynnik naplema powierzchniowego

- cleczy,

20/poTo,

wspOlezynniki przewodnictwa cleplnege dla
gazu i cieczy,

stala charakteryzujgca przewodzenie ciepla
miedzy gazem a cieczs.

Inne oznaczenia

o

Qpar

czestoéé kolowa harfnomcznych zaburzen {fal

_dzwmkowych)
predkosé rozchodzema sie fal dzwiekowych,

wspéblezynnik tlumienia fal dzwiekowych,
predkosé rozchodzenia sie malych zaburzen
w mieszaninie podlegajacej przemianom ba-
rolropowym.

IL. WSTEP .

Mieszanina cieczy z. rozproszonymi w niej drobnymi pecherzykami
gazu posiada dosyé skomplikowane wiasnosci, trudne do ich sc1slego uje-
cta ilogclowego metodamd matematycznyml

Rozproszone w cieczy pecherzyki gazu nie posmda]a ]ednakowych wy-
mlarow ani kszialtéw. W pecherzykach tych.znajduje sie poza gléwnym
sktadnikiem réwniez i para otaczajacej cieczy. Z drugiej strony, w cleczy
]est czedciowo rozpuszczony gaz z pecherzykow. Rozproszenie gazu nie jest

‘na ogot Jednalkowe wie wszystklch miejscach 1 zmienia sie ono stale wraz
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z przemieszczaniem sig pecherzykéw. W czasie przeplywu zachodzg w mie-
szaninie ztozone procesy, ktérym towarzyszy zmiana tak parametfév@ ter-
modynamicznych obu skladnilkéw, jak réwniez ich wzajemnego stosunku
masowego, odksztatcenie 1 przemieszczenie oddzielnych pecherzykow itd.

W niniejszej pracy stworzymy pewng wyidealizowana abstrakcje mie-
szaniny rzeczywistej i zajmiemy sig badaniem rozchodzenia sie w niej

malych zaburzef. ,

Zalozenia ogblne prz‘yjeté do okreslenia te] «idealpej mieszaniny» sa
podane w p. 1.1. o .

Wiemy z termodynamiki, ze stan gazu jest okreglony za pomocs dwoch
parametrow (moga to byé¢ np. jego ciSnienie py i temperatura T,). To sa-
mo mozemy powiedzieé o cieczy. W mieszaninie jest tych parametréw
stanu wiecej. Wlasciwie trudno jest méwié o stanie mieszaniny w sensie
normalnie uzywanym w termodynamice, termodynamika zajmuje sig bo-

:wiweml przemianami powolnymi, W czasie kiorych rozpatrywany czynnik
znajduje sie w stanach bliskich réwnowagi. Czas osiagania réwnowagl (czas
relaksacji) jest dla wigkszodel czynnikéw 't-ermodyn-ami‘czny-ch tak krotki,
ze przy przemianach uwazany kazdy stan przejsciowy za rownowage.
 Inaczej jest w mieszaninie, Czas osiagania rownowagi rniesza;niny'_(p_'c‘)—
trzebny do wyréownania temperatur oraz ¢iénien gazu i cieczy) jestpo- .
réwnywalny z CZasem trwania przemiany i dlatego t‘e'z‘nie mozemy sta-

“néw przejéciowych mieszaniny uwazaé za bliskie réwmowagi.

W termodynamice dowolny stan rozpatrywanego czynnika - mozna
osiagnaé z innego stanu za pomocy przuemi:any odwracalnej. Nie mozna ,t;é—
go osiagngé dla kazdego stanu mieszaniny. Np. nie mozna osiggnat 78 PoO-
mocs przemiany odwracalne] takiego stanu mieszaniny, w ktérym istnie-
ie skoficzoha réznica temperatur miq(izy cieczg 1 gazem,

' Przyjmujac podane nize] rzatozenia uzalezniamy stan mieszaniny od
czterech zmiennych parametréw: dwoch parametrow stanu gazu i dwoch—
cieczy. Wiasno§cl wprowadzonej przez nas «jednorodne] idealnej miesza-
niny» sa wiec okreslone whasnofciami jej skladnikéw (cieczy i gazu) oraz
dwiema wielkoSciami statymi ¢ i n, podaj geymi mase gazu i Hczbe pg-
cherzykéw zawartych w jednostce masy mieszaniny. ' T

Poza zalozeniami dotyczgeymi wlasnoéel mieszaminy bedziemy jeszcze

przyjmowali zalozenia okrelajace zakres rozpatrywanych przez nas jej
ruchéw. Zajmiemy sie bowiem. jedynie rozchodzeniem sig niewielkich za-
burzen bez doprowadzenia ciepla z zewnatrz. ' B

_ Jak przekonamy si¢ o tym . w dalszym ciagu, zatozenia- ogblne przyjgte
“w p.-1.1 nie wystarczajg do jednoznacznego wyznaczenia ruchu rozpatry-
wane] mieszaniny, gdyz Yiczba wynikajacych z nich réwnan jest mniejsza
od liczby nrlwewi-a,domych-,_r.-fumkcji. Cztery parametry mieszaniny dla Jkon-
kretnych przypadk_éw_ rozwazanych rucht"JW‘.rnie_ moga byt od sicbie nje-
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zalezne, lecz powinny by¢ ze soly powiazane pewnymi zaleznosciami wy-
nikajacymi z praw fizycznych rzadzacych mieszanina. Poza ogdlnymi pra-
wami [prawo pedu i popedu (2.6) i prawo zachowania energii (2.7} po-
wirinis’.my jeszeze uwzglednié prawo wymiany ciepta miedzy obu sklad-
nikami oraz prawoe okreslajace roznice ich cignien.

Sciste poznanie tych dodatkowych praw, o ile jest to mozliwe, byltoby
bardzo trudne. Dlatego tez rezygnujae z ich poznania zastgpujemy je
przyblizonymi zalozeniami dodatkowymi sformutowanymi w trzech wa-
riantach w pp. 2, 3 1 4.1. W zaloZzeniach tych sa w przyblizeniu uwzgled-
nione wiasnosci mieszaniny oraz zakres rozpatrywanych ruchéw,

Na poczgtku p. 2 zakladamy, ze mieszanina podlega jedynie przemia-

. nom barotropowym, natomiast nie czynimy zadnych zatozefi ogranicza-
Jacych odnosnie charakteru rozchodzacych sie w mieszaninie matych za-
. burzen, Z wielu mozliwych adiabatycznych i barotropowych przemian
- mieszaniny wybieramy trzy, dla kiéryeh obliczamy w p. 6.1 odpowiednie
predkosdei rozchodzenia sie matyeh zaburzen a,, a, i a,.

W p. 3 zakladamy, Ze wymiana ciepla miedzy cieczg a gazem podle'ga_
podanemu przez nas prawu. Wyprowadzamy stad w p. 7.1 ogblne réw-
nanie (3.16) dla potencjatu predkosci stuszne dla rozanych rodzajow za-
burzen. Nastepnie zajmujemy sie w p. 7.2 szezegblnym przypadkiem roz-
chodzenia sie mafych zaburzen, mianowicie rozchodzeniem sie plaskich
fal harfrmmiczny-ch. Obliczamy predkosé rozchodzenia sie tych fal (pred-
ko$¢ dzwiglu) oraz wspélezynnik ttumienia jako funkeje czestosei kolowej
drgan w. Zestawienie wynikéw i wnioski podajemy w p. 7.3.

Jeszeze inaczej przyjmujemy dodatkowe zalozenia w p. 4. Rozpatru-
jemy mianowicie najpierw drgania objetoSciowe pecherzyka gazu w nie-
SciSliwej i nieskonczenie rozlegtej cieczy pod wplywem harmonicznie
zmiennego cisnienia w nieskoficzonosci. Nastgpnie zakladamy, ze wypro-
wadzone dla pojedyneczego pecherzyka zwiazki miedzy parametrami gazu
1 cleczy s3 rowniez shuszne przy rozchodzeniu sie w mieszaninie plaskiej -
fali harmonicznej. Zwezamy wice od razu zakres rozpatrywanych zabu-
rzen. Przyjete zalozenia podane sg w p. 4.1, obliczenie predkosdei dizwie-
ku i jego tlumienia jest podane w p. 8.

Przyjmujac na podstawie tych zalozen, Ze obydwa skiadniki jak i sama
mie.s:zaﬁma posiadaja pewne hipotetyczne wlasnodei, musimy sie liczye
z mozliwodcia, ze wyprowadzone przez nas brawa rozchodzenia sic ma-
tych zaburzed moga odbiegaé od rzeczywistego stanu rzeczy. Wyprowa-
dzone dla rozchodzenia sie plaskich fal harmonicznych wzory (3.4), (3.22)
1 (3.39) mozemy uwazaé jedynie za kolejne przyblizenia predkosei dzwie-
ku a i wspélezynnika thumienia p. Wzory te powinny dawaé niewielkie
biedy dla mieszanin o malej zawartosci gazu (@, <€ 1/2). Dla wiekszej za-
- warto$ci gazu (pian i mgiel) mogg one dawaé rozbiezne wyniki. '
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I, ZALOZENIA I ROWNANIA PODSTAWOWE
1. Przyjecie ogélnych zaloZen i wyprowadzenie wynikajaeych = nich réwnait

1.1. Przyjete zaloienia. Zakladamy, Ze rozpatrywana mieszanina cie-
czy z gazem posiada nastepujgee wiasnodei, '

(1) Gaz jest rozproszony w cieczy chaotycznie i jego $rednie rozpro-
" szenie jest réwnomierne. Stosunek masowy gazu do mieszaniny ¢ (masa
gazu # zawarta w jednostce masy mieszaniny) jest wielkogcig staly, zag
stosunek objetosciowy 6 —(p/gg)¥ zmienia sie wraz ze zmiang gestosci
obu skladnikéw.

{2) Gaz jest rozproszony w cieczy w postaci drobnyeh, kulistych pe-
cherzykéw o jednakowym promieniu r. Promief pecherzykéw moze sie
* zmienia¢ wraz z objetoscia mieszaniny, lecz liczba pecherzykéw n znaj-
dujacych sie w jednosice masy mieszaniny pozostaje stala.

(3) W pecherzykach znajduje sie gaz doskonaly.

(4) Ciecz otaczajaca pecherzyki jest idealna (nielepka).

(5) Ciecz jest spreiysta (spelnia prawo Hooke'a) 1 nie rozszerza
sie przy wzroScie temperatury.

Niewielkie przyrosty cisnienia dp, wywolujg jedynie niewielkie przy-
rosty gestofci cieczy Ap;, natomiast przyrost temperatury cieczy AT,
moze byé wywolany tylko doprowadzeniem do niej ciepla.

(6) W czasie dowolnej przemiany dla kazdego stanu mieszaniny okre§-
lone jest cidnienie p., gestosé o, i temperatura T, cieczy oraz te same pa-
rametry pg, e 1 Ts gazu.

{7) Masa gazu jest duzo mniejsza od masy cieczy, tak ze stosunek obje-
tosciowy @ oraz stosunek masowy sg duzo mniejsze od 1/2 (nie dla
wszystkich rozwazanych przypadkow przyjecie tego zalozenia jest ko-
nieczne). o ’

{8) Pecherzyki gazu nie poruszajg sie wzgledem cleczy. Wszystkie
czastki mieszaniny zawarte w niewielkim elemencie objetosci posiadajg
jednakows predkoéé v,

(9) Sily masowe dzialajace na element mieszaniny (np. ciezar) sa po-
miniete. )

(10) Uwzgledniony jest wplyw napiecia powierzchniowego w peche—
rzyku na granicy miedzy cieczg a gazem.

(11} Mimo 2e ciénienie statyczne p w mieszaninie (okreflone jako
stosunek §redniego macisku si! wewmnetrznych na wydzielony w mieszani-
nie element powierzchni do wielkosei tej powierzehni) posiada wartos¢
poérednia miedzy cifnieniem gazu p, i ciénieniem cieczy p., przyjmujemy
L= Pe :

Poza powyzszymi zatozeniami okredlajgcymi wlasnoscl rozpatrywane]
przez nas mieszaniny przyjmiemy jeszcze zalozenia okreslajgce interesu-
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jace nas ruchy tej mieszaniny. Ponicewaz zajmowaé sie bedziemy Vjedym'e
rozchodzeniem sie malych zaburzeh bez doprowadzenia ciepla z zewnatrz,
‘wiec zadamy, aby przemiany zachodzace w' mieszaninie Spehnal’y tiaste-
pujace warunki.

(12) Przemiany w mieszaninie powinny by¢ adiaba,tyczne Rozumie-
my przez to, ze do dowolnego elementu mieszaniny nie ma doplywu ciepla
.z zewnatrz, natomiast moze zachodzi¢ wymiana ciepla wewnatrz miedzy
gazem a cieczg, : -~

{13) Jezeli w n1ezakloconym stanie mieszaniny pozostamceg W Téw-

nowadze okreSlone sy parametry pgo, poo— po, 0g0, 0c0, 00, Tao==Tw="T,

i r, jednakowe dla wszystkich punktéw mieszaniny (a wihaSciwie dla
wiszystkich niewielkich elementéw objetosciowych mieszaniny), to w eza-
. sie- rozchodzenia sie w mieszaninie malego zaburzenia, predkosé v oraz
przyrosty wszystkich parametréw uwazamy za nieskonczenie mate plerw-
szego rzedu. Mozna sprawdzié, Ze i pochodne tych parametréw wzgledem
zmiennych &, y; 2, t s3 réwniez wiclkoéciamd tego rzedu.

N1esk0nczeme male wyzszych rzgdéw, wystepujace w réwnaniach po-
mijamy.

(14) Zaktadamy, ze istnieje potencjat.g predkosm v, czyl ze

V=Vg.
Potencjal ¢ jest réwniez nieskonczenie maty plerwszego rzedu.

1.2. Ogélue réwnania mieszaniny. Opierajac sie na podanych w p. 1.1 za-
tozeniach wyprowadzimy ogéine réwnania mieszaniny chherzykow gazu
W cleczy. :

‘ ZalozyliSmy, ze gaz jest rozproszony w cleczy w postaci dmbnych pe-
therzykéw o jednakowym promieniu r i w jednostce masy mleszanmy
znajduje sig n takich pecherzykéw. Ich’ masa wynosi

(2.1) : ' e‘}:%n'rgngg.
Zatozylismy rowniez, ze gaz jest doskonaly, tzn. spelnia réwnanie stanu
(2.2) pe=Ro, Tg

Zgodnie z zalozeniem ciecz Jest idealna, tzn. ze sily wewnetrzne w kaz-
dym jej punkeie sg okredlone za pomocy jedne] skalarowej wielkofel —
cidnienia p, (brak naprezen stycznych). Ciecz jest rowniez sprezysta i spek—
nia prawo Hooke'a, lecz nie rozszerza sie pod wplywem temperatury.
~Jej réwnanie stanu mozna napisaé w postaci

ey -




., Powstala z obu tych skladnikéw mieszanina w jednostce masy o obje-
todci 1/p zawiera ¢ masy gazu o objetodci- &/gy oraz {1 —9) masy cieczy
o objetoéci (1 — ¥)fe.. Suma objetosci gazu i cieczy jest réwna objetosci
mieszaniny, czyli : :
(2.4) 2 1=

) Qg gc e

To samo Téwnanie mozna zapisal jeszcze inaczej wprowadzajgc sto-
sunek objetodciowy & W jednostce objetoscl mieszaniny o masie ¢ znaj-
duje sie bowiem objetosé & gazu o masie 0 pg i objetost (1 —O) cieczy
0 masie (1 —©®)g.. Suma mas gazu i cieczy jest rowna masie miesza-
niny, czyli B ‘ ‘

(2.4.1) ‘ ©or+(1—0) ge=0.

Gdy pecherzyki gazu sq niewielkie, bardzo rozproszone i nie poruszajg
sie wzgledem cieczy, mieszanine mozemy uwazal za jeden oSrodek ciagly.
Réwnanie ciaglosdel mieszaniny posiada przy tych zalozeniach postaé, kt6-
ra sie stosuje dla wszystkich ofrodkéw cigglych: 5

Przy zalozeniu ciagloSci oraz -dsud-at-kQWymr uwzglednieniu, ze ciecz
jest idealna, mozemy ulozy¢ réwnanie dynamiczne mieszaniny. Sposob
wyprowadzenia tego rownania jest analogiczny do przypadku cieczy ideal-
nej. Pomijajgc wplyw sit masowych otrzymujemy

- o9V LI
2.6) o R Y J““(‘_’V)H"QVP*O'

Ulozymy wreszeie dla mieszaniny réwnanie zachowania energil. W tym
celu wydzielimy pewna objetosé V odgraniczong powierzchnia X i poru-
szajacy sie wraz z mire-szanina;.'z pierwsze] zasady termodynamiki wynika,
ze doprowadzone do wydzielonej objetosci clepto jest réwne przyrostowl
energii mieszaniny dodanemu do pracy sit ciSnienja, Z chwily za$, gdy roz-
patrujemy tylko przemiany adiabatyczne mieszaniny, doprowadzone 7 ze-
wnatrz cieplo jest réwne zeru i mozemy napisaé o '

d. N . ~ . .
f’pvndZ'_—I-dt {\QE'de:__O, -
3 v o

gdzie przez v, oznaczyliSmy rzut predkosei na normalng do elementu po-
wierzchni 4 ¥ a przez E, energie przypadajaca na jednostke masy mie-
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szaniny. Pierwszg catke powierzchmiowa mozemy przekszialeié i przed-
stawié¢ w postaci catki objetosciowe]

fpvudZ’: f vipv)dV,
3 v

za$ drugg catke mozemy sprowadzi¢ do postaci

d dE
d t Q Em dV = f m
Mozemy teraz napisaé zaleznosé

f{v('pV)Jre 48 ]dvm—o
Vv

dla dowolne]j objétos'ci V mieszaniny. Stad wynika, ze

dE,
dt

== 0,

(2.7) vipv)+ e

Jest to poszukiwane réwnamie rézniczkowe zachowania energii.

Energia E,, jednostki masy mieszaniny jest réwna sumie energii kine-
tycznej, energii termicznej i sprezystej cieczy, energii wewnetrznej gazu
oraz energii napiecia powierzchniowego. :

Calkowita energia kinetyczna jednostki masy mieszaniny sklada sie
z energii ruchu postepowego

,vz
Ei=75

(v jest predkoécia $rodka masy rozpairywanego malego elementu obje-
tosciowego) oraz z energii kinetycznej E., wywolane] zmiang objetoscel
poszezegolnyeh pecherzykow.

Energii E, nie bedziemy dokladnie obliczali, oszacujemy tylko rzagd
jej wielkosci, a w dalszym ciggu wykazemy, Ze w czasie rozchodzenia sie
matych zaburzen jest ona mata drugiego rzedu i mozna ja pomingé.

Gdy pecherzyk gazu o promieniu r rozszerza sie w cieczy niescisliwe],
nieskonczenie rozleglej i nieruchomej w nieskonczonosci, to emergia ki-
netyczna otaczajacej go cieczy wynosi 2ar® % g,.

Istotnie, kulista warstwa cieczy znajdujacej sic w odleglosci # od $rod-
ka pecherzyka o gruboSci d# posiada energie kinetyczng (1/2)4mn*d no u?,
gdzie u jest predkodcia czastki cieczy, skierowang wzdluz promienia. Cal-
kowita energia kinetyczna przy rozszerzaniu sie pecherzyka jest réwna

f Znpcuinidy.




Dla cieczy nieScisliwe] mamy
0. = const i w =" (r/n).

- Stad znajdujemy wielkosé energii kinetycznej:
. d .
2mp,rirt fﬂ;“nﬁ =2ar*rip..

Tenze pecherzyk w cieczy SciSliwej wywola powstanie fal kulistych,
ktére zmienia predkosei czastek cieczy. Poprawka dla emergii kinetycz-
nej, wywolana rozchodzeniem sie tych fal, jest (jak mozna udowodnié)
tego samego rzedu.

Dla n pecherzykdw gazu znajdujacych sig w jednostce ob]{:tosm mie-
szaniny energia kinetyczna cieczy jest mniejsza niZz suma energii dla od-
dzielnych pecherzykéw rozszerzajacych sie. w cieczy nieskoficzenie roz-
legtej. Poniewas dla pojedynczego pecherzyka energia jest rzedu %, wigc
tego tez co najwyzej rzedu moze by¢ energia kinetyczma cieczy,
'wywolana zmianami objetosci pecherzykéow. Mozemy wige napisaé
Ey =1 fi{r, 0o E, n), gdzie fi {7, ¢c E,n) jest funkcja ograniczong zmien-
nych niezaleznych = i g., zawartych w dowolnym przedmale domknigtym,
nie zawierajacym zera.

W jednostce masy mieszaniny znajduje sie (1 — @) masy cleczy. Ener—
gia termiczna tej cieczy, okreglona z dokladnoscia do statej, wynosi E, =
= (1—9) cT,, za$ jej energia sprezysta E, = (1— 9)pl/2¢,E, gdzie g,
jest gestodcia cieczy w pewnych ustalonych normalnych warunkach,

W tejze ilosci mleszamn‘y zma]dme sie 9 masy gazu 0 energu wewngtrz-
nej By=9¢¢,Ty. :

Wreszcie energia napiecia powierzchniowego n pecherzykow jest row-
na iloczynowi powierzchni 4z7®n tych pecherzykéw przez napiecie po—
wierzchniowe o, czyli : .

E,=4nv'no.
Dodajac wszystkie te wyrazema otrzymujemy poszuklwana, Wlelkosc
energii :

Y2
200E

y
(2.8) Em :?—‘I“';'ﬂf-l"}'(l_ﬁ) (CTc+ )“}”'ﬂCfng"l“éﬂT no.
Podstawsa] ac B, do (2. 7) przedstaw1my réwnanie zachowama energii
T W postacn

s

p[" 2 P
2QcoE) +'B‘CﬂTg+455IT n cr] =),

Qi oo .
(2 9) V(pv)'l“gdt{ +T2 1+(1 ﬁ)(CTc
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Z wypr-owa-dz-onych rownan (2.1) - (2.6) oraz (2.8) nie jesteSmy o¢zy-
wiscie w stanie wyznaczy¢ poszukiwanych funkcji, gdyz liczba rownanh.
wynosi dziewigé [réwnanie wektorowe {2.6) jest rownowazne trzem TOW-
naniom rzutow na trzy osie wspbirzednel, za liczba niewiadomych funk-
¢ii Py Pe> Pas @ Cer Ly Te, Ty ¥y Vs Uy i v, wynosi dwanascie. Uwzgledniajac

zalozenie, ze cifnienie P mieszaniny jest rowne pléni-en-iu w cieczy

(2.10) p==Pc,

zmniejszymy liczbe niewiadornych do jedenastu, mimo to do ich okresle-
nia brak nam jeszcze dwu réwnan. Do ulozenia tych réwnah przyjmie-
my w punktach 2, 3 1 4 dodatkowe zalozenia poMOCHICZE.

Poza tym, 7€ rownan jest za malo, 83 one nieliniowe 1 trudne do roz—
wigzania. Rozpatrujac jedynie rozchodzenie si€ niewielkich zaburzeh
v mieszaninie przeprowadzimy obecnie linearyzacjg wypr-owadz-onych
réwnan. N

1.3. Zlinearyzowane réownania mieszaminy dla malych zaburzei. Wyobrazmy
sobie, Ze mieszanina nasza nie porusza sig 1 pozostaje W rownowadze,
W dowolnie wybranyin jej elemencie ustalone sg wartosel parametrdw
Po= Pty Pgty Qo €O 0gs, Ta=Tw=To 1 To spelniajacych réwna-
pia mieszaniny (2.1) - (2.9). Z ehwila rozchodzenia sie w roieszaninie ma-
Iych zaburzeh parametry te doznaja niewielkich przyrostow. Wprowadz-
my howe funkeje @, g, 8 5o Sga To Tg 1 £ okre§lone za POIMOCY wzordw

pe=p=po (1 + ), pi == Peo (1)
p=0o(1+35), 0c == pao {1 -1 56}, 0g == 0g0 (1 +52)
Te=T(1+7), T, =T(1+7), 'r:__ro(l—l—f}, .

i podstawmy je do wyprowadzonych uprzednio réwnah. Uwzgledniajac,
ze nowe funkcje charakteryzujace przyrosty parametrow mieszaniny sg
wielko§ciami bardzo makymi i odrzucajac male wyzszych rzedow otrzy-
mamy przeksztalcone i zlinearyzowane réwnania stosujace sie jedynie dia
niewielkich zaki6een. . :

Podstawiajac 7 1 g do réwnania (2.1) ofrzymujemy

4
ﬁzgn'rgn pgo (1 -+ & (14845
a po wykorzystaniu zaleﬁnoéci
4
_?:m: rin ggo = ]
i wykonaniu dziatah sprowadzamy’ r6wnanie (2.1) do postaci
i@ s B8 BEs) + (E 3T E o
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‘ O-drzu-ca.jaé mate wyzszych rzedow otrzymujemy stad przyblizone row-
nanie liniowe wigzace zZmiane promienia pecherzyka gazu & ze zmiang
jego gestodcl Sgl _ - ’

(2.11) 3&+s5,=0.
Postepujac w analogiczny sposob prz:eprowadzamy linearyzacje row-
nah (2.2), 2.3) 1 (2.4) otrzymujac.ordpowixedm-i.o

(2.12) ﬂg = Sg+fg y -

(2.13) sc:—%“-—m,

2.14) AU Sl P B
(1300 - Qco 2a

Réwnanie, clagtodel (2.5) przeksztalcimy podstawiajac do niego poza
gestosciy o =g {1l T+ 5) potencjal predkosci wedlug wzoru V=V¢.
Odrzucajac nastepnie mate drugiego rzedu znajdujemy zlinearyzowane
réwnanie ciagioscl
(2.15) 5; 7V p=0.

W podobny sposdb z réwnamira dynamicznego (2.6) otrzymujemy row-
nanie zlinearyzowane

de Pa —_
T
ktore po scakkowaniu przybierze postat
' . 0¢ . Po _ __ d
ot * Go et e ().

Lecz p';oten-cj‘al @ jest okreélony 'z doktadnoscig do dowolnej “funkeji
czasu, gdyz o B o

v=ylpg—ec @ =vg—veal)=ve.

Mozemy wiec bez wplywa na golny charakter réwnania zalozy¢t, %€
ety =10, 8 wtedy zlinearyzowane réwnanie dynamiczne przybiérze postat

' de | Po
2.16) - P Pge=0.
( } T C a t + Qo @C 0
- Wreszcie wyprowadzimy zlin:elgryzqweme féwn'aniie;_za?howaﬂiﬁ. :enéngii
o Po i FTe o - dg -
2,17y —F° — N -
@i Drip+ T (=05 H T gy T

o P;z) Otc | o2 _a_éz
+(1‘ﬁ)‘ng§?+-8ﬂT“na 0t 0.
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' W ten sposéb dla rozchodzenia sie w mieszaninie malych zaburzen ulo-

" zylismy siedemn réwnan liniowych (2.11) - (2.17) z dziewigciu niewiadomy-

mi funkcjami od x, ¥, 2, t (niewiadomymi tymi s3: potencjal ¢ oraz wiel-
ko$ci sc, @, S, Scy Sz, Tey Te, &) Przeksztalémy teraz wyprowadzone row-
nania do postaci bardzie] dogodnej dla obliczen. :
Z. rownan (2.11) i (2.13) znajdujemy
(2.18) _ 8y = — 3¢, sc——m%%
Podstawmy te wielkoSci do pommozonego przez pg/d réwnania (2.14)
i wprowadimy stosunek objetosciowy 6, ={0o/0g0) ¥ . ROwnanie to mo-
zemy sprowadzié do. postaci

- 8 1 - @0 pn
. — —_—— =0,
{2.19) 2 + 3¢ o, 7"
Podobnie podstawiajac sy == — 3§ do réwnania (2_.12) otrzymujrem.y 7
(220) 3§+ﬂg——rg:{}.

Réwnanie (2.17) scatkujmy po podstawieniu do niego obliczonego z row—
nania (2.15) wyrazenia - ’

. Os
T 0
Otrzymamy
M%S_FTQ{l;‘ﬂ)TC_FTBCﬂ'BTg (1 ﬁ)ﬂ-—-“E--m +8nrinoé=
0 S Ocd
R Pgo E
_%___1 Qﬂﬁcz(x’yyz):

gdzie C; (i, y, 2) jest dowolna funkejg Wspolrzednych przestrzeni x, y, 2
okreslang dla szezegdlnych przypadkéw odpowiednimi warunkami poczat—
kowymi. Rugujgc m: za pomocy {2.19) mozemy to réwnanie sprowadzié
do postaci

1—6, ¢ -
—OC—,tc—i-rg:Cz(;r:,y,z). .

0 [0

(221) | 3(x—1)( +2) Lo+
Pgo

Réwmnania rézniczkowe (2.1:5) i(2.16) pozostawiamy bez zmian,

W rezultacie przeksztalcen rozdzieliliémy siedem réwnat na dwie gru-
py: plerwsza zawiera pieé rownan, [(2.15), (2.16), (2.19), (2.20) i (2 21)]
z siedmioma niewiadomymi g, s, 7., Ttgy Te, Tg i & druga dwa réwnania {2. 18)
wyrazajace niewiadome sg i s. za pomoca pozostalych. Calkujge réwnanie
zachowania energii zmmiejszyliémy liczbe réwnan rézmiczkowych do
dwoéch [(2.15) 1 (2.16)], za to musieliémy wprowadzi¢ funkeje dowolng
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C, (x, 9, 2), ktéra dla kazdego szczegolnego przypadku powinna byé okres-
lona za pomoca odpowiednich warunkdéw poczatkowych.

Jak wiec widzimy, réwnania wynikajace z prayjetych w p. 1.1 ogol—
nych zatozen nie wystarczajg do wyznaczania niewiadomych funkcji i do
znal-ezienia prawa rozchodzenia sie niewielkich zaburzeh w naszej mie-
szaninie. Do rozwigzania zagadnienia powinmismy przyja¢ dedatkowe za-
jozenia, na podstawie ktérych ulozymy dwa brakujgce réwnania. Nalezy
wiec znalezé dodatkowe zwiazki mledzy Zmianami parametrow obu czyn-
nikbw,

Wezmy pod uwage roznice temperatur miedzy pecherzykami gazu
a otaczajacy cieczg. Roinica ta jest wywolana przyrostem temperatury ga-
zu przy sprezaniu, a jej zmmiejszenie sie jest spowodowane wymiang cie-
pla miedzy obu czynnikami. W zaleznoéci od tego co jest wigksze, szyb-
kosé zmian ciSnienia czy szybko&¢ wymiany ciepla, roenica femperatur
roénie Tub maleje. Widzimy wiec, ze decydujacy wplyw na fe rézniceg
temperatur majg warunki przewodzenia ciepla oraz szybko$é zachodza-
cych zmian odpowiednich parametréw. Podobnie decydujacy wplyw na
roznice cidnien miedzy obu czynnikami ma napigeie powierzchniowe oraz
bezwladnoéé cieczy otaczajgcej pecherzyk.

Przyjmujac dodatkowe zalozenia odnosnie wplywu wymiany ciepla
na zmiany temperatur oraz wplywu bezwladnogei na zmiany cifnien ohu
czynnikéw ulozymy poszukiwane dwie zaleznosci.

Rozpatrzymy kolejno kilka réznych zatozen przyblizajacych rzeczywi-
sty przebieg procesu w rézny sposob, utozymy réwnania z nich wynika-
jace 1 wyliczymy wielkosci charakteryzujace rozchodzenie sie matych za-
‘burzen. Zajmiemy sig przy tym gléwnie szczegdlnym przypadkiem rozcho-
dzenia sie fal harmonicznych.

2. Zalozenia dodatkowe przemian barotropowych mieszaniny

Na poczgtku zajmiemy si¢ rozpatrzeniem mieszaniny przy zalozeniu,
#e w czasie rozchodzenia sie matych zaburzen zachodza w niej przemiany
barotropowe.

Przemiane w cieczy nazywamy barotropows, jezeli w czasie jej trwa-
nia ci§nienie p 1 gestosé o cieczy sy powigzane z soba zaleznofcig

(2.22) F(p,0)=0.

Dila przemian adiabatycznych wielu cieczy rzeczywistyeh, dla ktérych
inne parametry stanu (jak np. temperatura) dajg sig z réwnania prze-
miany wyrugowaé lub mato wplywaja na zaleznosé miedzy p 1 ¢ réwna-
nie (2.22) z wystarczajaca dokladnoscia opisuje zachodzacy -proces termo-
dynamiczny. Dla przemian innych cieezy oraz mieszanin zalezmosé (2.22)
nie daje sic ustalié¢ (np. wtedy, gdy gestose nicjednorodnej mieszaniny
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" zalezy rowniez od koncentracji jej skladnik6w) hib posiada ograniczony
zakres stosowalnosel. ' :
W naszym przypadku, gdy rozpatrujemy przemiany adiabatyczne
w jednorodnej mieszaninie gazu z ciecza, $cista zalezno§é miedzy érednim
cisnieniem w mieszaninie p a jej $rednig gestoéciy ¢ nie daje sig ustalic.
Gestosé jest zalezna mie tylko od ciSnienia, ale i od szybkosel przemiany.
Gdy przemiama zachodzi szybko, miedzy pecherzykami gazu i otaczajacy
je ciecza istniejg roéznice temperatur wywolane brakiem wymiany ciepla
miedzy obu czynnikami (bez doplywu ciepla z zewnalrz) oraz rdinice cis-
nien wywolane bezwladnoscig ‘ci'eczy'lotaczajacej szybko zmieniajacy swo-
ja objetosé pecherzyk gazu. Gdy przemiana zachodzi powoli, temperatury
gazu i cieczy wyrownujg sieg, a wplyw bezwladnosci cleczy na réznice
ciénien znika. Gestogé mieszaniny, zalezna od objetoéci pecherzykow gazu,
zmienia sie nie tylke pod wplywem zmiany ciSnienia zewnetrznego, ale
i. pod wplywem zmiany temperatury wchodzgcego w jej skiad gazu. Tem-~
peratura ta zalezy z kolei od szybkosci przemiany. Dlatego tez zatozenie,
ze i dla mieszaniny gazu z cieczg pewne przemiany adiabatyczne sg baro-
tropowymi, moze byé traktowane jedynie jako pierwsze przyblizenie,
Zalozenie, ze w czasie ruchu ciecz lub mieszanina podiega pewnej prze-
mianie barotropowej, znacznie upraszcza matematyczng strone zadania.
Przy zalozeniu tym obliczymy predkosc rozchodzenia sie malych zabu-
rzefi w mieszaninie.
Majac dang zaleino$é¢ (2.22) mozemy dla pewnych poczatkowych war-
tosci p i p obliczyé pochodna ‘ :

a nastepnie dla matych zaburzed m.= 4 p/p, i s= 4 p/p, moZemy przy-
jaé przyblizong zaleinosé liniows
(223) ﬂc:"gi d_ps-
_ ' Podo
Dolgczajace to rownanie do réwnan (2.15) i (2.16) otrzymujemy uktad trzech
réwnafi z trzema niewiadomymi funkcjami e(x, ¥, 2, t), % (x, Y, 2, t)
i s{x, ¥, 2 t). Z réwnan tych mozemy wyrugowac dwie niewiadome s i 7.
[np. podstawiajac m. z {2.23) do réwnania {2.16)], nastepnie rézniczkujac
otrzymane réwnanie wzgledem czasu i wreszcie odejmujac je od réwna-
nia (2.15) pomnozonego przez dp/de, otrzymamy dla potencjalu predkosci
¢ znane réwnanie falowe

0
(2.24) %arVZfP o =0,
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gdzie ' '
o d'p - o
(2.25) Lpyr = ]/% - ]/% T
jest poszukiwana predkofcia rozchodzenia sie fali (matego zaburzenia)
w mieszaninie spelniajgcej warunek barotiropowosei (2.23).

W przypadku gdy mieszanina podlega przemianom barotropowym,
wyznaczenie predkosci aper sprowadza sie do znalezienia zaleznoscl linio-
wej miedzy m. 1 5. Wielkosei @, i s (jak réwniez i mg, 74, 7. 1 &) musza
oczywiscie spetniaé rownania ogélne (2.19), (2.20) i (2.21) oraz dodatkowe
zaleznoscl wynikajace z zalozen, ktore przyjmiemy ponizej.

Po pierwsze zaloiymy tu, ze pomijamy wplyw bezwladnosci otacza-
jacej pecherzyk cieczy, a roznica cifnien gazu w cieczy jest wywolana
jedynie mapieciem powierzchniowym. Dla pecherzyka kulistego zacho-
dzi zwiazek

(2.26) py:pf+2%n

Stad dla parrame‘tréw g0, Po 1 7o mieszaniny pozosiajgcej w réwnowadze
znajdujemy '
(2.27) P14,

Pa

Podstawiajac do wzoru (2.26) pe=peo(1+m), pe=po(l-+m) i v=ry(1+&)
otrzymujemy réwnanie

mur+%y:mu+aa+2§41—f+fL—WL
P LR 0

ktdre po uproszezeniu i odrzuceniu matych wyzszych rzeddw moZna spro-
wadzi¢ do postaci

(2.28) vE—me+ (1420 me=0.

Réwmanie (2.28) jest pierwszg poszukiwang zaleznodcia, wyplywajaca
z uwzglednienia napiecia powierzchniowego.
Drugie zalozenie przyjmiemy jako jedno z trzech wzajemnie wyklu-
czajgeyeh sie nastepujacych zatozen:
(1) Brak wymiany clepla miedzy gazem i ciecza. Wiedy temperatura
cieczy pozostaje stala
’ T, = T, = const,

czyli
{2.29.1) Te=0.
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{2) Istnieje idealha (nieskonczenie szybka) wymiana ciepta miedzy

cieczg i gazem. Wtedy temperatury gazu i cleczy sa sobie rowne
Ty =T,

czyh ‘
(2.29.2) Te = Tc.

(3} Promien pecherzyka nie ulega’ zmianie

. ' r = r, = const,

czyl
{2.29.3) E=0.

Ostatniemu dosyé sziucznemu zatozeniu, ze pecherzyki gazu w cieczy
s niescigliwe, trudno nada¢ interpretacje fizyezng. Wykazemy w dalszym
ciagu {p. 8.3), ze do wyliczonej na jego podstawie predkosci a; dazy pred-
koéé a obliczona przy przyjeciu zalozen p. 4, gdy czestose drgan dazy do
nieskonhczonosel.

Powyzsze dwa zatozenia okreslaja wlasnodcl mieszaniny. Odnosnie ro-
dzaju rozpatrywanych ruchéw zatozymy jeszcze, 7e

(230) - Gy z) = 0,
czyli ze dla pewnej chwili t = 1, _
T.=Tg=T, oraz r=r, (te=1g=&=0}.

Na podstawie przyjetych przez mas trzech zalozen upraszezamy sie-’
dem rownan i wprowadzamy dwa réwnania dodatkowe {2.28) i {2.29). S5po-
éréd tych dziewigeiu réwnan dwa réwnania rézniczkowe {(2.15) i (2.16)
wykorzystaliémy do wyprowadzenia rownania fali (2.24) i wyrazenia G-
za pomocy /S, Aby znalezé stosunek @./s, wystarczy wykorzystat pieé
linipwych i jednorodnych réwnah o szedciu niewiadomych:

@31 W Gl I

vE—me (1 +2)me=10,

@ w=0, (b =1, () E£=0.

Obliczenie predkodei ay, @ 1 @; odpowiadajacych zalozeniom (a), (b)
i (¢) przeprowadzone zostanie w p. 6.1, a wyniki zestawione w p. 6.2.
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3. Zaloicnia dodatkowe pewnego prawa wymiany ciepia
migdzy gazem a ciecza

Wnikajac glebie] w istole przemian zachodzacych w mieszaninie mu-
simy zrezygnowaé z zalozenia barotropowoséci. Obecnie przyjmiemy dwa
zalozenia pozwalajace ulozyt doedatkowe zaleinosci miedzy cignieniami
i temperaturami gazu i cieczy, z ktérych jednak nie moina wyprowadzié
zwigzku liniowego miedzy 5 1 7.

Odnoénie réznicy ciénien cieczy i gazu przyimiemy tak jak poprzed-
nio, ze jest ona wywolana jedynie wplywem napiecia powierzchniowego.
Stad wyniké od razu slusznos¢ wzorow (2.27) i (2.28):

%:1%—?}, ?Jgﬁﬂc+(1‘*‘v)ﬁg:0'

Drugie zalozenie okre$lajgce zwiazek miedzy temperaturami gazu
i cieczy ustalimy w sposob nastepujgey. Przyjmiemy mianowicie, ze przy-
rost temperatury cieczy dT. w ciggu czasu dt jest wywolany doprowadze~
niem ciepla z pecherzykdéw gazu i Ze ta ilogé ciepia jest proporcjonalna
do roznicy temperatur T, — T, oraz <o powierzchni wszysikich pecherzy-
kow, W jednostce masy mieszaniny cieplo dostarczone w ciggu czasu dt
masie (1 — ¥} cieczy wynosi '

{(1—98)edT,.

‘W te] iloscl mieszaniny znajduje sie n pecherzykow o lgcznej powierzehni
4770, Zalozenie mozemy wiec wyrazié w postaci zwiazku

(1— D) edT, == o (412 n) (T, — To) dt,

gdzie o ' jest z zalozenia wielkoScig staly. Przeksztaleajge to wyrazenie
wedtug wzoru (2.1)
. 3 f4 3
8., S _ . .
4nr'n'_“7'9g(3n? 'ngg) Tgaﬂ

i dzieia-c‘ je przez (1 -—98) cdt otrzymujemy

d T{: . a* 79 Tg——' Tc
(2.32) dt "¢ 1—9 rg, °
Dla rozchodzenia si¢ matych zaburzeh wzér ten mozemy zlinearyzo-
wa¢ podstawiajac

Te=T,(1+ 7o), Tg==To(1 + 74}, re=r1,(148), o¢ == ego(1 1 8¢)
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i odrzucajgc male 'Wyz.szych rzedéw. Otrzymamy wtedy réwnanie réz-
niczkowe
ch

(2.33) e — alrg—1),
gdzi.e
(2.34) PR S L R S

CTyQp 1 —7¥ <, 1—6,
jest nows wielkoécig stals,

Z rozniczkowe] postaci zwigzku (2.33) wynika, Zze niemozliwe jest usta-
lenie liniowej zalezmogci typu (2.23) miedzy #. i s, a zatem przemiana
w mieszaninie nie moze byé przy naszych zatozeniach barotropowa. Nie-
stuszny jest rowniez wzoér (2.25). Z siedmiu rownan

ds 2 0y = % Po .
—a—‘?*i"l? p==0, Jt +90“”_0’
i 91, o, @i+3§_iﬁ§‘& Bon—o0,
{2.35) 0 ©
1—6, ¢
364 mg—rg=0, 3(x—1&-F o o e+ 1. =Cy{x,y,2),
0 C'U

vé—me (1 v)my =20

wyrugujemy w p. 7.1 wielko$ci s, ne, g, e, 7g 1 & 1 ulozymy réwnanie
romiczkowe dla potencjaiu predkosci ¢ (x,y, z, t), przedstawiajace roz-
chodzenie sie matych zaburzen w mieszaninie o przyjetych wiasnosciach.
Réwnamie to nie jest juz réwnaniem falowym typu (2.24) i rézne rodzaje
zaburzeh rozchodza sie z réznymi predkodciaml

W p. 7.2 rozpatrzymy blizej szczegblny przypadek rozchodz»ema sie
jednowymiarowych drgan harmonicznych o czesto$ei kolowe] w. Przyj-
miemy, % potencial predkogei mozna przedstawié¢ w postaci rzeczywiste]
czescl funkeii

(2.36) ' P e—Br+iolt—xia)

gdzie @ jest wielkoéciq_ stalg niezalezng od w. Podstawiajge te funkcje

do réwnania rézniczkowego dla ¢ znajdziemy zalezno§é predkosci roz- -

chodzenia sie drgan a i wspolczynnika tlumienia f od czesci kotowej .
Zestawienie wynikéw.i wnioski zostang podane w p. 7.3.
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- 4 Zalozenia dodatkowe wyplywajace z procesow
zachodzacych przy deganiu pojedynczege pecherzyka

4.1, Zalozenia. Obecnie przyjmlemy jeszeze inne niz poprzedmo Za-
lozenia pozwalajace na ulozenie dodatkowych dwéch zaleznosci miedzy
ciénieniami i temperaturami obu czynnikdw mieszaniny. ‘

Rozpatrzymy mianowicie ruchy (zmiane objetosci) kulistego peche-
rzyka gazu znajdujgcego si¢ w nieskeficzenie rozleglej cieczy. W czasie
ruchu zarowno gaz jak i ciecz przewadza ciepto. Obliczymy roznice cisnien
miedzy gazem a nieskonczenie odleglymi punktami cieczy oraz cieplo od-
prowadzane od pecherzyka. Nastepnie zalozymy, ze w mieszaninie, w skoi-
czonym swoim otoczeniu, pecherzyk zachowuje sie podobnie jak w cie-
czy nieskonczenie rozleglej. Oznacza to, Ze réznica ci$nien py — p, miedzy
gazem i cieczg w mieszaninie jest taka sama jak miedzy gazem i nieskon-
czenie odleglym punktem w rozpairywanym przez mas zadaniu, oraz ze
cleplo odprowadzone od pecherzyka jest doprowadzone do otaczajgeej go
masy (1--®/n cieczy. W tlen sposdb ulozymy dwie poszukiwane przez
nag zaleZnoscei.

Przy rozpatrywaniu ruchéw pecherzyka gazu przyjmujemy wige na-
stepujace zalozenia.

(1) Nie przemieszczajacy sie pecherzyk gazu o promieniu r znajduje
sie w nieskoficzenie rozleglej cieczy. Promien pecherzyka jest zmienny
i zalezny od czasu r = r(t}.

(2) Ciecz jest nielepka i niedci§liwa, lecz przewodzi cieplo, Wspdi-
czynnik przewodnictwa wynost . ‘

(3) Gaz jest doskonaly, lecz przewodzi cieplo. Wspotezynnik przewod-
nictwa dla gazu A¢ jest maly: lg/lc%{) jak réwniez

by e

Cp ¢’

{4) W czasie zmiany objetosci pecherzyka pomijamy wplyw bezwlad-
no$ci poruszajgceego sie ruchem przyspieszonym gazu (ciSnienie gazu we-
wnatrz pecherzyka nie zalezy od miejsca).

(b) Uw=zgledniamy wplyw napiecia powierzchniowego.

{6) Pecherzyk wykonuje harmoniczne ruchy (zmienia objetosc} sy-
metrycznie wzgiedem jego Srodka. Wszystkie funkeje sa harmonicznymi
funkcjami czasu t, a poza tym zalezy réwniez od odleglosci rozpatrywa-,
nej czastki od érodka pecherzyka .

Przy powyzszych zalozeniach temperatura T* gazu i cieczy, gestosdd
gazu p* i cisnienie w cieczy p* zalezg od czasu t oraz od odleglodci n roz-
patrywanej czastki od érodka pecherzyka, Aby te wielkosci powiazat
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z Wystepujacymi w réwnaniach (2.1‘) - (2.10) wielkoSciami Srednimi w mie~
szaninie Tg, Te, 0 1 Pe = D przyimujemy nastepujgce dalsze zalozenia.

(7} Temperatura Ty i gestosé gy gazu powinny speiniaé réwnanie
Clapeyrona (2.2) a energia wewneirzna pecherzyka powinna byé
przy ich pomocy wyrazona w postaci '

4
‘3_5"5?‘3 413 CruTg .

(8) Cisnienie p, jest rowne cisnieniu w miejscu nieskonczenie odle-

gltym od pecherzyka:
Pe = Pho == lim p*,
H-roo

(9) Przyrost temperatury cieczy w mieszaninie jest wywolany dopro-
wadzonym do niej przez gaz cieptem, przy czym jeden pecherzyk dostar-
cza ciepta masie (1 — d)/n cieczy.

(10) Réwniez i inne parametry sktadnikéw mieszaniny {0c, Pg 1 T} -
w otoczeniu poruszajacego sig z predkoscig v pecherzyka sg takie same jak
w przypadku pojedynczego pecherzyka w cieczy nieskonczenie rozleglej.

{11} Oproécz zalozen dotyezacych samej mieszaniny przyjmujemy jesz-
cze, ze rozpatrywaé bedziemy jedynie rozchodzenie sig w mieszaninie fal
harmonicznych ptaskich o makych amplitudach i czestosel kolowe]j w. '

4.2, Wyprowadzenie rownai i ustalenie warunkow brzegowych dia drgaﬁ
pecherzyka w nieskonczenie rozleglej cieczy. Oznaczmy gwiazdkami warto-
éci parametréw termodynamicznych dowolnej czastki cieczy lub gazu
znajdujacej sie w odleglosci 5 od Srodka pecherzyka, a przez u 0znaczmy
predkosé tejze czasteczki, Wykorzystujac podahe wyzej zalozenia moze-
my napisa¢ nastepujgce réwnania.

Dla gazu (n<<):

rownmanie ciggloscl

v

(2.37) _Lt_ + - *Qa :: ’

réwnanie zachowania energii

2.38
(2:38) 7’ dn y 0

1 d{pen"w) = d L, Ul Ay 0*(nTY)
" rdwnanie stanu
(2.39) pe = o RT".
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Dla cieczy (n > 7).

rownanie cigglosel
(2.40) - un? =173
. rownanie dynamiczne (Eulera)

du 1 0p"

(2.41) P T

réwnanie zachowania energii

. 2
(2.42) _1? 0 (p* 5’ u)

A o, WA P T
+cht(c‘T + 2)— ] on®

~ Roéwnania te dla niewielkich drgafi mozemy zlinearyzowat podsta-~
wiajgce

T*:To(l"l"r*); 'r':'rn(l_|_§)’
¥ == 0 (1 + 57, P =Py (1 + 7g),
QC == QCQ(]' + SC)’ p-:-:-:pu(l + U_E.;_:.)

i odrzucajac mate wyzszych rzedéw. Po przeprowadzeniu obliczen otrzy-
mamy
dla # <1"n (tzn. wewnatrz pecherzyka)

0 s _'_L 9 (n* u)
5t T 7P 0y
1 2 ) 1 ¢4 e 1 P (n)

=0,

d(n 1 ¢ he
2 dy +x-—1 0t . clx—1) n o>

(2.43)
7

—ﬂg+3%+'€%=0,

dla %> 7, (tzn. w cieczy)

unzirgéa
aﬂ po aﬂ: e
(2.44) '73”;+,9c0 Ery 0,
1 06Pw | Ty 0T ATy L O
A A po n O
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' Z pierwszego ukladu réownan (2.43) wyrugujemy s* i u odejmujac dru-
gie 1 zréZmiczkowane wrzgledem czasu trzecie réwnanie od pierwszego.
Otrzymujemy po przeksztaiceniu

d(nz® Filnr™) x—1 .
(2.45) LA B LA L= i (n<<7),
gdzie _
—
(2.46) %=

¢ -
Z ukladu {2.44) wyrugujemy predkose uw = (r}§)/y® podstawiajac jej
wartost do rownania drugiego i trzeciego. Otrzymujemy po uproszezeniu

Oyt O viat)

ot a d P =0
{2.47) 9o o & (n>ry),
vw T s =
0w & 9’
gdzie
A
2.48 .
(2.48) Qe ¢
oraz
(2.49) . o — Po_
b QCDT?)

{Pochodne zupeine wzgledem czasu funkeji & i @, oznaczyliémy kropka-
mi dla odréznienia ich od pochodnych czastkowyech pozostalych funkeji
zaleznych od dwoch zmiennych t 1 ).

Zna]dzuamv teraz warunki brzegowe, jakim powinny czymc zadosc
funkcje z* i #* '

Do ulozema warunkéw brzegowych dla 7% wykorzystamy o, Ze
w srodku pecherzyka (5 = 0) brak jest zrédia ciepta, czyli Ze

aT
:0}-
[an]a? it .

oraz ze ni jego granicy (5= 1) ciepto odprowadzone od gazn jest dopro-
wadzone do cieczy, tzn. ze

s T
Aglim 9T = A, lim d—
#—={r—0 677 >t 0 d??

Jesli za$ chodzi o temperatury obu czynnikéw, to sg one réwne:

T (r — Q) ==T"(r +0),




" a w nieskohczonodei (5 — oc) temperatura pozostaje stale rowna tempe-
raturze poczatkowej T, Dla malych drgah moZemy powyZsze warunki
sprowadzié do postaci nastepujacej:

Jdr*
G =0 dla  5=0,
dr¥ F )
(2.50) 2 ( ) — a...( ) ,
V09 frn 09 /.20
'U':‘:' (Tﬂ - O) = T'-:':‘ ('r(] + 0) dla n= To, -

=0 dla 5 — 00,
Zgodnie .z przyjetymi zalozeniami cisnienie p* powinno dazyt do
pe = p w miare oddalania sie od Srodka pecherzyka (n — ©0), natorniast
na granicy pecherzyka powinno by¢ {por. p. 3.5) '

p*(f)+2%:pg-

Wprowadzajac #*, @, mg 1 & oraz uwzgledniajac stuszng i dla tego
przypadku zaleznos¢ (2.27) mozemy warunki brzegowe sprowadzi¢ dla
malych drgan do postaci nastepujgeej: '
{ ™ e dla n— 00,

gt =1+ mgt+rE dla 7 ="Ts-

4.3, Wyprowadzenie zaleznoSei migdzy cisnieniami obu skladnikéw micszaniny
Scatkujmy drugie z réwnan (2.47) uwzgledniajac pierwszy z warunkow
brzegowych (2.51). Otrzymamy '

(2.51)

5

7T

Uwzgledniajae drugi z warunkow brzegowych {2.51) znajdujemy po-
szurkiwang zaleznose

(2.52) Ve (1 W) g — == 0.
b

Gdy £2 — co, otrzymamy ze wzoru (2.52) wyprowadzone juz uprzednio
réwnanie (2.28) dla przypadku pominigeia bezwladnoscl otaczajgce] pe-
cherzyk cieczy. Skladnik &/Q% wystepujacy we wzorze {2.52) jest miarg
wplywu bezwladnosci cieczy na rozmicg cisnien miedzy obu czynnikami.
Z chwila gdy rozwazamy jedynie drgania harmoniczne o czestodel kolo-
wej o skiadnik ten wyniesie ' '

£ -- w \2
o= (a)¢




R -

.(gidyz drugie pochodne funkeji trygonometryeznych sin wt i cos wt sa
odpowiednio réwne — w®sinwt i — o’ coswi).
Dla drgan harmonicznych pecherzyka otrzymujemy wige zaleznosc

o \2
(2.53) {v + (—Q—) lé”—m—l—(l%—v) s == 0.

Zaleinodé te wyprowadziliémy przy zatoZeniu, Ze pecherzyk mnie prze-
mieszeza sie, a jedynie zmienia periodycznie w niewielkich granicach swo-
ja objetos¢ w nieskoficzenie rozleglej cieczy. Przenoszac zaleznogé (2.53)
na warunki mieszaniny zakladamy, ze funkcje &, wme i @, ktére tu po—
winny zalezeé jedynie od czasu, zalezg réwniez od potozenia rozpatrywa-
nej czastki w przestrzeni x, ¥, 2.

4.4, Wyprowadzenie zaleznosci wyplywajacej z przewodzenia ciepla. Poniewaz:
rozpatrywaé bedziemy jedynie drgania harmoniczne pecherzyka, wige dla
réwnan (2.45) i (2.47) szukaé bedziemy rozwiazaf w postaci :

(254) 17} = Ll Fg () €, nte = Hg Fe (n) e, ng = Iy e™",
g\m , :

gdzie Fy i F, sa nieznanymi funkcjami zmienne]j 5, a {fg jest stalg. (Oczy-
widcie rozwigzaniami sa czeéel rzeczywiste tych funkeji; funkcje zespo-
lone wprowadziliémy dia uproszczenia obliczen). Podstawiajae te funkeje
do wyprowadzonych réwnan i warunkéw brzegowych otrzymamy dwa.
zwyczajne réwnania rozniczkowe dla Fg(n) 1 Feln) z czterema warunkami.
brzegowymi.

Dla Fy(n<<r,) otrzymujemy réwnanie

(2.55) o F,— Q1 F=""""ioy
i warunek brzegowy
(2.56) tim - (F*’) —0
poodn \y
dla F.(n>=r,) rownanie
(2.57) ioF,—Q12F, =0
i warunek brzegowy
(2.58) o lim 9.
n-—roe N

Przy u = r, otrzymujemy dwa nastepujace warunki brzegowe dla
funkeji Fg i F:

(2.59) Fg("'o):F;(To): Aglro Fg (?’u)*—Fg(To)] = Ae|ro Fe(rg)—Fe(ro)]..

Dla wyprowadzenia poszukiwanego zwiazku wyply wajacego z uwzgled--
nienia przewodzenia ciepta miedzy obu skltadnikami mieszaniny nie irze--




ba powyzszego ukladu rdéwnan rozwigzywaé do kofca. Odprowadzona
w czasie dt od pecherzyka ilosé ciepla wynosi bowiem

de—;’g[%Z ] dnridt
B="r

i dla matych drgati mozemy napisaé w przyblii-eniu

AQ=— 2T, [%L} 412 dt = 4o Ty 7, Q* dt
=y
gdzie wprowadziliémy oznaczenie
{2.60) Q¥ =g ["'0 Fé (rq) — Fg (Tu)] .

Z drugiej strony zalozylidmy, Ze odprowadzone od gazu cieplto d@ pod-
nosi temperature (1 — d)/n masy otaczajacej cieczy, czyli ze

dQﬂl%ﬁ chgz—l%ta—Dc’Todrc.

Przyrownujac do siebie obie wielkoSci otrzymujemy po uproszezeniu
(2.61) To=— 4“"&5 g . '

Z zalozenia jednak 7. jest harmoniczng funkejg czasu i z tej racji jej po-
chodna wynosi
'1.7,: =1 WTe.

Roéwnanie (2.61) sprowadzimy po podstawieniu 7. do postaci

: o C n Q"

{2.62) T AR T e

W wyprowadzone] przez przez nas zaleznogel nie znamy jeszeze war-
toéci Q. Znalezieniem Q* ze wzoru (2.60) zajmiemy sie nizej.

Ogolnym rozwiazaniem rdéwnania (2.55) jest funkcja

. io iw x—1
Fg=—_Cgsmh( :Q; %)+Cg1cosh( Hg%)—{— w M

gdzie CpiCp sy stalymi dowolnymi. Warunek brzegowy +(2.56) mozemy
przedstawit w postaci

F(0)=0.
Stad wynika Cg = 0, czyli
L . E X w—1
(2.63) Fy==Cy sinh ( Q. To) et
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Ogdélnym rozwigzaniem réwnania {2.57) jest funkcja

e (s
Fe(p)=Cce Ve ”+Cne]/‘9“ ",

gdzie C, i Cs sg stalymi dowolnymi oraz gdzie
otV o
posiada dodatnig czeS¢ rzeczywisty.

Gdy n—o0o, o
fo
I/JTTI"

_1/_ E

e 1

+CL1

P,
"

_—:Cc

bedzie dazyé do zera jedynie dla Ce = 0.
Stad znajdujemy
o

i

(2.64) Yo fo
Wykorzystamy t-erai warunki brzegowe (2.59). Podstawiajac F, ze
wzoru {(2.63) i F, ze wzoru (2.64) do (2.59) oraz uwzgledniajac oznaczenie

(2.60) otrzymujemy uklad réwnan
_..V’ L‘_"_

Cgsmhl/_ﬁgu—i—?;—rozcce R
¢ = ia io /}_rg _
Q@ =Cy kg (]/ o cosh 0, sinh ! 0, )

z ktbrego znajdujemy

(2.65) Q* = — —

Podstawmy otrzymane wyrazenie do (2.62). Wprowadzajac oznaczenia

%n?%ﬂx@o




oraz Ag

(2.66) ; = 19 : ke :
o2g ? i
3 o ]/Q Ctgh‘l/g_l ]/QC +1

mozemy to réwnanie naplsa,c W postam

¢ 6,
(2.8T) _ Te={x—1)— 126,
Jest fo poszukiwana przez nas zalezno§é. Zakladamy, #e choé zostala ona
wyprowadzona dla pojedynczego pecherzyka, pozostaje réwnies shiszna
dla mieszaniny, przez ktérg przechodzi fala harmoniczna o niewielkiej
amplitudzie.

45. Uklad réwnan podsfawowych dla 1'02(3]16(lzqcej si¢ plaskiej fali har-
monicznej, Rozpatrujac drganie pojedynczego pecherzyka w cieczy nie-
skoficzenie rozlegte przyjelismy kilka zalozen, kibre sy sprzeczne z ogél-
nymi zalozeniami przyjetymi dla mieszaniny na poezgtku w p. 1.1. A wiec
np, zatozenia niesciSliwosci cieczy, braku innych pecherzykéw, symetrii
ruchéw wzgledem $rodka rozpatrywanego pecherzyka moga byé uwa-
zane jedynie za jprzyblizenia mniej lub wicce] zgodne z zalozeniami
przyjetymi uprzednio. Zamiast wprowadzania tych wszystkich dodatko-
wych zatozen moglibySmy po prostu przyjaé, ze w przypadku rozchodze~
nia sie fali harmonicznej spelnione sg zaleznosci (2.53) i (2.67) nie poda-
jac dokladniejszego ich uzasadnienia. Mimo niemozliwosci jednoczesnego
Scistego spelnienia wszystkich zalozen dla duZego rozproszenia peche-
rzykéw (@, <€ 1/2) bledy stad wynikajgce mogg by¢ niewielkie.

Przy rozchodzeniu sie w mieszaninie plaskich fal harmonicznych obie-
rajgc odpowiednio iklad’ wspélrzednych x, y, z mozemy kazda z funkcji
@, 8, Tz, Tc,.. przedstawié w postaci iloczynu staltej przez funkcje wy-
ktadniczg

. A

e‘ﬁxﬁLiﬁ? (tg%)

(a wiadciwie w postaci czgéel rzeczywiste] tego iloczynu). Wtedy

do . . 02 z os .

G —toe, Vg = wr (ﬁ+t ) . g —tes.
Podstawiajac te pochodne do réwnan (2.15) 1 (2.16) otrzymamy
' 2
ims -+ (ﬁ—!—i—g—) p=0,

(2.68)
iog + o= 0.
Co
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Wielkosci s, &, 7y, 7, Tg I Tc 53 jeszcze powigzane miedzy sobg zalez-
nodciami {2.19), (2.20), (2.21), (2.53) 1 (2.87). Liczbe tych zaleznoéci mozemy
zmniejszy¢ rugujac v i 7. Osiagniemy to dodajac stronami (2.20) i (2.21}
i podstawiajac 7. ze wzoru (2.67). Uwzgledniajae wreszeie zwigzek (2.27)
otrzymamy zamiast trzech réwnan (2.20), (2.21) i {2.67) jedno réwnanie

, 3x& 1+ |(x — 1) A+ 1}mg=Cylx,y, 2).

Nie znamy jeszcze wartosei funkeji dowolnej Cy {x, ¥, 2). Poniewaz kaz-
da z funkeji & 7. i mg wystepujacych po lewej stronie réwnania jest
harmoniczng funkcjg czasu o tej same] czestosci kolowe] «, wiec dzielae
réwnanie obustronnie przez wspolny czynnik e’ otrzymamy z lewe] stro-
ny funkecje tylko zmiennej x, czyli funkeje

Cylx, 4, 2)
efmt

=F,(x).

Réwnanie to moze byé spelione tozsamosciowo jedynie przez funkcje

Colx,y,2)=10,
a stad

{2.69) 3xE+ 14+ (x—1)Alm,=0.

Ulozylismy wiec dla pieciu niewiadomych ¢, s, @, @ 1 ¢ pieé réwnan
jednorodnych '

. ,
(5+i£) pt+ins=0, iop - La =0,
a Qo _
(2.70) %_1g@°%m+3s=o, g+ 3K, E=0,
i 0
2
(1+w)ng—xc+(v—|-%)f—’:0-
] B

Wprowadziliémy tu oznaczenie

2.71 S
@.71) Ky 1+(=x—1A

Jak wiemyﬁ, uktad réwnah jednorodnych fyilko wtedy posiada niezero-
we rozwigzania, gdy wyznacznik ukladu jest réwny zeru. Zadapniem na-
szym jest obliczyé predkos¢ a i wspblezynnik trumienia f. W p. 8.1 obli-
czymy je przyréwnujac do zera wyznacznik tego ukladu réwnan, Analize

L . wynikéw przeprowadzimy w p. 8.5.




% Obliczenie czestosei drgai wlasnych pc;chelzyka
w nieskoneczenie rozleglej cieezy

Rozpatrzymy jeszcze jedno zadanie: drgania wlasne pecherzyka gazu
doskonalego, znajdujgcego sie w nieskonczenie rozleglej i nieécisliwej cie-
czy. Wyobrazmy sobie, Ze pgcherzyk gazu wraz z otaczajacs go clecza
pozostaje w spoczynku. W pewnym momencie rownowaga zostaje chwi-
lowo zaklbcona i pecherzyk zaczyna drgac Obliczymy czestosé tych drgan
przy zalozeniu, ze miedzy cieczg a gazem jest brak wymiany ciepla, czyli
ze gaz podlega przemianie adiabatycznej.

Dla pecherzyka gazu o stalej masie zachodzi zwigzek, z ktorego po li-
nearyzacji otrzymujemy [por. (2.11)]. :

{2.72) 3¢t 5,=10,
Linearyzujac réwnanie przemiany .

_13_5 ==const
g %
otrzymujemy -
(2.73) : mg—x5g=0. _
Dla niedciéliwej cieczy otaczajacej gaz mozerny wyprowadzi¢ réwnania
cigglodel (2.40) oraz dynamlczne (2.41Y, z ktorych wynika rownanie [por

(247 .
dﬂ ) Ty g
R b=

Catka ogding tego rownania jest funkcja

"

. e &
g t).
W nieskoficzenie wielkiej odleglosci od pecherzyka cisnienie si¢ nie
zmienia, czyli

B Cult)—
Stad otrzymujemy
ot e S0 &
& on
Na powierzchni pecherzyka spelnione jest rownanie '
n* = (14 g+ é (=)
[por. (2.51)], czyli .
&
(2.74) o= {14+ v)mg+v§. .
b
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Wyrugujiy teraz z réwnan (2.72), (2.73) i (2. 74) wielkosci amy 1 s¢
a otrzymamy réwnanie rozmczkowe Jednorodne drugiego rzedu:
(275) - ' % [-"«v+33¢(1—|—v)]£m~0

Cheemy znalezé czestosé drgan wlasnych 2, chherzyka a wiec dla &
szukat bedziemy rozwigzan typu

E:

Fellrt,
Po podstawieniu tej funkeji do réwnania (2.75} otrzymujemy rownanie
o 3 | ,
(9)5+L~v+3m1+wumﬂx
& . .
z ktorego znajdujemy '

(2.76) P =0 [3%(1+ﬂd——wj

J'

III. OBLICZENIE PREDKOSCI ROZCHODZENIA SIE MAEYCH '_ZABU‘RZEN
I 1CH TEUMIENIA . ‘

6. ?nluaeme plzemldny barotropowej

. 1. OthLLnle plt—;(lk()S(l rozchodzenia 51(; malych mbulzen Predkosé roz-
chodzenia sie malych zaburzef obliczamy dla naszej mleszanmy 7e Wzo-
ru (2.25), podstawiajge do niego =m./s wyznaczone z réwnan (2.3.1). Obli-
czymy przy tym trzy predkosci a;, a1 d, odp0w1adajace TOZNym przemia-
nom barotropowym: ‘

(a) 7.=0, {b) TeTrTL, ;(0-):-‘, =0..

Réwnania odpowiadajace przemianom (a) i (h) mozemy przedstawic
w postaci :

s 1H@o Do
e Ve TR g, T

3§+S"Eg7l’1.'g:0,

(3.1} L,
18 7

wE e+ (1 4+ v)mg =0,

gdzie podstawili$my wielko$é K rowng dia poszczegblnych przypadkow
odpowiednio

(1) Ko=1x,
o () H-—liﬂ__ (1—6,)c+0,c),
1=6, ¢ ; 1 —6)c+0c

&y

’

Ca




Rugujgc % ukladu czterech rownan (3.1) niewiadome ng, T¢ 1 & znaj-
dujemy . .

(3.3) 73:4L—@@%L+ﬂmﬁ@L4ﬁ_
¢ K1+ »— >
3
Podstawiajac to wyrazenie do wzoru {(2.25) otrzymujemy
: 1 @ .
(34 =1 @0)%) e o
1,2 K(l+,y)__§Po

. - Dla przemiany (c) podstawiajgc & = 0 do pierwszego réwnania ukladu
(2.31) otrzymujemy
s

(3.5) =(1— @u) ,
. 3'17.;'
a stad .
(3.6) %:mﬁﬁ¥
a;

+  Predkosci a,, a, i a3 sq funkcjami @, t] stosunku objetodciowego gazu
do mieszaniny.

We wzorach {3.4) 1(3.6) funkcje te posi‘adajq postaé ziozong, gdyz za-
lezg one nie tylko bezposrednio od @,, ale réwniez za pofrednictwem g,
i K, gdyz

00 =6 ggo + (1 —O9) 0.0
[por. wzory (2.4) i (3.2)].

Podstawiajgce ¢, (2.4.1} do wzoréow (3.4) i (3.6) i wprowadzajac pred—

kosel rozchodzema 51e ma%ych zaburzen w cieczy i w gazie

R

rﬁoi-emy wzory {3.4) i (3.6) napisaé w postaci

EOR (1—“—?9) (1+ L 9g")+

12 e 1”‘—@9 e

@\ 2 1—@ . w. .

+ (ai’) (1+ o "g‘a’) — T

z, g oAl

~oraz ' ' A
1 1—'90 v g
3.9 = £
@9 a= o) e )

Pamiqtamy"}ji’rzy tym, ze K w przypadku braku wymiany ciepta miedzy
cieczg i gazem (I) jest réwne », za$§ w przypadku idealnej wyiany cie-
pia (1) zalezy od @,. )
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L 802

- 62 Zestawienie wynikéw i wnioski. Przede wszystkim zauwazymy, ze
Wprowadzona przez nas funkcja K (3.2.11) jest prawie stala i rébwna jed-
nofci w interesujacym mas zakresie zmiennosci &, Wzor {3.2.11) mozemy
bowiem przeksztalcié 1 sprowadzi¢ do postaci

r * ’
C ¢c—c
_h__'__r(l._.fu_f’)

(3.10) Kp— P e

Stad wynika, ze wykres K, = Ky(6,) jest hyperbola o asymptotach
réwnolegltych do osi 6, i K,, ktore zostaly odpow1edmo przesumete
0 (€ —cp)/(c —cv) 1 ¢ /{c.— ¢b) (rys. 1). Poniewaz ¢ 3> ¢p > ¢y (np. dla
mieszaniny wody z powiefrzem w nor-
malnych warunkach mamy co/¢ <<
<< cpfc <C1073), wiec dla T k]

ok 2

C
@0<1—]/P ¢, -
ﬂ_q/— B

- sl o
Ky =Ky (8,) dia mieszaning ks
powiglrza 2 woda 2
° C_*;# 3 L;; an3
C' 0,3110 (.r D.z? 'IB |
S ag
4 ————— =
|
i mu;{
i“—ﬁ—u Y ‘k
. 1 1 W
e N
1 N NN 2,
&y | ~ — T
C | . ] A
i ——— Ll N
0 + 6, 9 Py Py
Rys. 1 Rys, 2

K, rézni sie bardzo mato od 1. Dla mieszaniny wody z powieirzem, gdy

0, <1 —1/10—% == 0,91,
1o

1= Kp<< 141/ 10—% =1,03.

Dlatego te7 zamiast stosowaé wzér (3.2.1I) mozemy przyjmowac

(3.11) Ky~1 da 6 =<1—l/?_f’:'c_"'ﬂ



Uwzgledniajac t¢ whasnose funkeji Ko(@,) widzimy, ze obliczone prze
nas kwadraty odwrotnosci predkosci a,, ¢, i a, sa wielomianami drugiego:
rzedu wzgledem @,. Wykresy o, = a,{0), ax = 0:(0y) i i a; = 0;(0,) dla
» = 0 53 zestawione-na rys. 2 dla mieszaniny wody z powietrzem
(a. — 1460 m/sek, ay— 344 m/sek, pgolpco=1,2-107%, »x=1,4).

Jest rzeczg ciekaws, Ze predkodci a, i a, posiadajg minimum dia sto-
sunku objetosciowego @, bliskiego 1/2. Stosunek Gy, przy kitérym to
minimum zachodzi, moZemy obliczy¢ przyréwnujac do zera pochodng 1/af,
wzgledem @,. Nastepnie, podstawiajac ®i do wzoru (3.8), otrzymamy
wielkosci ) min 1 22 min- -

Wrykonujge te dzialtania znajdujemy

11 ®
2 2
- %o O K14 —
. O — =
(3.12) o 2+2 1 (1 ggu)_i_i( ___Qco) x
heeo] G\ el Y
OI'az

(313) ‘ @18 min — -

2 2
G @e0 g Q0 gy 4y —2

Dla miészaniny wody z powietrzem przy zalozeniu » = 0, najmniejsze
predkosci wynoszg

Q1 ptin — 23,8 m/sek, @2 min — 20,1 m/sek,

dla & =0,5006. Widzimy wiec, ze predkosei te sg znacznie mniejsze od
predkosci rozchodzenia sie matych zaburzen a. i a; w kazdym z ofrodkéw
oddzielnie wzietym.

Wplyw napigeia powierzchniowego na predkosé a, i a, wystepuje
w wielkoei » = 20/p,7,, ktora jest na ogét znacznie mniejsza od jednosci.
Dla mieszaniny wody z powietrzem o temperaturze 20°C (¢ = 73 dyn/cmy)
i cisnieniu 1 kG/em? podajemy jej wartodei dla réznych wielkodei peche~
rzykow w nastepujacej tablicy:

1, [em] 0.1 0,01 0,001 0,0001
v 000074 G,0074 0,074 0,74
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_la--ﬁo'rc’mmani.a podamy jeszcze wielkoéci napiecia powierzchniowego
w ‘dyn/em) dla mieszanin powletrza z réznymi cieczami:

o

7 wodg 73,
z rtecig 460,
ze spirylusem etylowym 22,

" Ze wzoru (3.8) wynika, ze wraz z¢ wzrostem napiecia powierzchnio-
wego {(czyli ») wzrastajg predkoscei a, 1 a,, lecz 7z powodu matosei » wplyw
ten jest znikomy i mozna go pomingé biorac pod uwage jedynie przypa-
dek »= 0.

Na zakofczenie zwrocimy jeszcze uwage, Ze nie wykorzystywalismy
zalozenia (7), wedlug ktérego stosunek objetosciowy gazu do mieszaniny
jest bardzo maly (#,<€1). Wynik (3.8) przy »= 0 moze byt uwazany jako
pierwsze przyblizenie dla calego zakresy zmiennosci &, Gdy @, jest
mniejsze od 1/2, wtedy drobne pecherzyki sg rozproszone w cieczy, gdy .
@, == 1/2, mamy do czynienia z piana, gdy za$ 1/2 € €, <1, drobne krople
cieczy sg rozproszone w gazie.

7. 7alozenie wymiany ciepia podanej w p. 3

7.1. Wyprowadzenic roéwnania rozchodzenia sic malych zaburzen. Przyjqcie
w p. 3 zalozen pomocniczych pozwolito ulozyé rownania (2.35). Wypro-
wadémy z nich réwnanie rézniczkowe dla potencjatu predkosci ¢.

W tym celu wyrugujmy z ostatnich pleciu réwnah ukladu niewiadome
£, mg, tg 1 7. oraz wprowadimy K, wedtug wzoru (3.2.11), a otrzymamy
zaleznos¢ miedzy n. a st '

oo —2— Do, By |0 08
fraen—{-fo oo B TG
3
| —i—a(lg—gos—%-l—l)[Ka(l+w)—*%]{—[(l'——@0)%Q—I—

NI i?}n + s} 10y (1 ) aCa (x,9,2) =0.
Ky (19— 1+ - : | |

" Wprowadzajac jeszeze obliczone uprzednio predkodel a,-1 ¢, sprowa-
dzimy ja do postaci o . -

. a A e | k]. o oo [P .
. i):ﬁ‘ 91(”— T% e, ) +@9(1—|— 'V) aCy==0,




gdzie oznaczyliSmy
¥

3

?

(H—v)—ﬁ

¢ - ‘ @u) Ky (1+v)—

(3.15) @ *a(l—i— o o

- . 1 _
e (i am)
0

1
1+, 1——)
{por. (2.34)]. ( 3

Otrzymana zaleznosé (3.14) miedzy z. i s ma postat rézniczkows; po-
twierdza to zaloZenie, ze nie mamy do czynienia z przemiang barotropo-
wa. Rownanie rozchodzenia si¢ matych zaburzen otrzymamy roznlczku]ac
(3.14) wzgledem czasu:

d 1 Py Ome | 08
at( 2o, Ot +at)+91

1 py 0o | Os
( a2 o, Ot +at)

i podstawiajge obliczone z dwdch pierwszych réwnan uvkiadu (2. 35) po-
chodne
a ﬁc Co az OS

Ve e
ot poat“ -V

Otrzymamy w rezultacie réwnanie

0 ({1 0° ; 1 0
(.16) S ae—re) ralg 5 —ve)=o

* Roéwnanie (3.16}: dlar ¢ jest. poszuk;wanym réwnaniem rozchodzenia sie
malych zaburzen w mieszaninie spelmiajacej przyjete w p. 3 zatozenia.
Rozpatrzymy jeszceze dwa szczegolne przypadki ]ednowymlarowego roz-
chodzenia sie zaburzen fali plaskiej i fali kuliste].

W przypadku rozchodzenia. sie fali plaskiej mozemy . tak obra¢ karte-
zjanski uklad Wspolrzqdnych T, Y, 2, aby zmiany ? (ac 1) zachodzily ]edy-
nie w kierunku osi,x. Wtedy

. ) az(p
2 — T
Ve =Ga
i réwnanie (3.16) przybierze, postaé
0{1 g ¢ 1 0%¢ 0%\
(3.17) at(2 e dm)%Q](cﬁ ats a—xé)_q‘

W przypadku rozchodzénia sie fali kuhste] mozemy w e} Srodku mbrac
poczgtek ukladu kullstego Pptenc:]al predkosm p(r,t) zalezy whedy tyi-




B ko' od odleglosci t badanego punktu od srodka fali i od czasu t a laplasjan.
wynosi ‘

Podstawiajac to wyrazenie do (3.16) otrzymamy

oL o(re)  #Ce)], oL Plg) L] _ o
a[aﬁ o ED a2 0t g |

{3.18)

Hoczyn t p{t, t) w przypadku fali kulistej oraz potencjal ¢ (x, 1)
w przypadku fali plaskiej spelniajg réwnanie rézniczkowe o tej samej po-
staci. Rozpatrujac w dalszym ciagu jedynie potencjal fali plaskiej ¢(a, )
bedziemy pamietali, ze wyniki mozna przenies¢ bez trudu na przypadek
rozchodzenia sie fali kuliste].

7.2. Rozchodzenie sie plaskich fal harmonicznych. Zajmiemy sie teraz
rozchodzeniem sie w naszej mieszaninie plaskich fal barmonicznych.
o znanej czestosci. Przyjmiemy, Zze potencjat g¢(x, t) posiada postaé

(3.19) plr,)=@ o fx+iol—x/a)

a wlasciwie, ze jest on réwny czefcl rzeczywiste] wymienionej funkeji.

(Wprowadzenie funkeji zespolonej utatwia tok obliczen). Wielkosci g i o

charakteryzujace thumienie i predkos¢ fali harmonicznej powinny by¢ tak

dobrane, aby spetnione bylo réwnanie (3.17). Wyznaczymy je jako [unkcje:

danej czestosci kolowe] . "
Podstawiajac pochodne potencjaiu predkosei

92 , 02 . w\?
ngww""}% 6—;:(5+7"E) '
9, .y Py _ ;@\
a—g:——tmﬂ% Eﬁizzw(ﬁ"‘*;ﬂ)%
do podzielonego przez —iw® ¢ réwnania (3.17), otrzymamy
‘ 1 (B AV AL (B 1V
a stad bez trudu znajdziemy
Ky + Jﬂ%
TG {1+ ) —
4+
(16,2 = o
[x {1+ v)—"s"-_J [K’b(l + v);_‘g] Po



Wprowadzajac oznaczenie

® + Kb .Q
(3.21) K, =-- o L
1—}— 0,
mozemy zapisaé to inacze]
2 K, {1+ 1,)___1
i__ @ —{(1 — o . ' 3 2o
(3.22) (a i cu) ={1 @")E + = 6,22,

{x a+ v)#"';l [Kb(l + ) — %J Po

Otrzymany wzdr pozwala obliczy¢ obydwie poszukiwane wielkoscl a i 8,
gdyz wszystkie wielkoéci wystepujgee z prawej strony rdéwnosei sg dane
[p, jest znana funkcjg &, {(2.4.1) i wynosi

00 = 60 gg0 + (1 —B0) gco,

K, == 1, =20, a jedynie K, zalezy od zmiennej niezaleznej w]. Jednakze
obliczenie pierwiastka funkeji zespolonej i nastepne oddzielenie ezesci
rzeczywistej od urojonej jest dosyé zmudne, Dlatego tez wyrazenia dla
a i § wyprowadzimy bezposrednio ze wzoru (3.20).

Przyréwnajmy do zera cze$t rzeczywista réwnania (3.20)

@ +(ﬁ) Bl 1,

(O] w W a 24

oraz jego Czest urojong

LAY e 811
g+ s

) 2, a®

7 otrzymanego ukiadu réwnah mozemy obliczyé dw1e niewiadome 1/a®
i flm. Po przeprowadzeniu obliczeh znajdujemy

Q1 /11 \F

ol 21 11
1 1 &, d} o o al o
. LI ek N SRt ] o )
{(3:23) =2 2_}_% - 14 2i+9_1_1_
2 o Q d o
oraz
R
e GZ Gf
@24 = e
91 (/4]
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Zamiast wzoréw (3.23) i {3.24) mozemy napisaé w przyblizeniu

0
v
. il S A
@29 =1 w1 a1
Ql ﬂ? w ‘ag
Ooraz
11
{3.26). % aif S

BT

11
2 2
(3.27) 5___._“T2 %f
o
. + el

o 9
t— 7%:‘07 [_l __!_ l (1 + (32)”2]12
o 1 Ql 1 2 2 ] ’

a nastepnie dla & <C 1 rozwinaé w szereg funkcje wyslgpujaca w nawiasie:

1 1 T o111 1,714 .. e
__2+2(1+5)J “{2+2(1+25 _=86+')_ N
_ 1o 1 —7 1l T s
m(1+45. 165+ ) — 1 g

Pozostawiajge z niego jedynie pierwszy wyraz otrzymujemy w stosunku
do wzorw (3.23). przyfbhzenle ktorego biad Wzgledny Jest rzedu 6%/8.
Latwo Wykazac Ze 6<1 gdyz .- i

11 { 1 _ 1 q A P T P
= | . ;%<P ]@ﬂ
R IR %:?*‘v TN T RN

% {1 +v)——10
4(1 + 'pa
a »>>0 i x>>0)




zas w 1 02 1 1 {ew: £ 2 .0
- —_——— == | = St ::iu_,. . =0
Gdwd (Ql+ o)
[1/a2 < 1/a2, a funkcja (/0 + 4/w) posiada w zakresie dodatnich war-
todei zmiennej /2, jedyne minimum 2 dla o/Q,==1].
Stad
(3.28) | 5 (1+2”)_"1

Dla mieszaniny wody z powietrzem (x = 1,4, »~=0) mamy 4-20,2, za$
A28 <2 0,005.

7.35. ZTestawienie wynikéw i waioskéw. Zbadajmy teraz, jak zmieniajg
sie wielkosci @ i p dla bardzo matych i bardzo duzych czestodci w. Gdy
w/Q, <21, wtedy funkcje dla ¢ i § mozemy roztozy¢ na szeregi:

e e
—afu e[ ()

e o N
sl e )

Szeregi te Jako 110czyny szeregow bezwzglednie zbieznych sg bezwzgled-
me zbiezne. .
“Podobnie dla

thy
=2 =1,
o, g). .

mozemy rozwinaé te funkeje w szeregi wedtug poteg Q/w. Ofrzymamy
i/1 1 ol
{3.31) . CL“—? Gy [1 g (@ — ‘a%') (a, 91)2 w? + - ]
oraz - . . o - P ’ .
Qe f1 1N, 11 1 s 1 0
et |

Ze wzoru (3.32) widaé, ze gdy ciestost meogramczeme rosme Wspolm
czynnik ttumienia § ‘dazy do stale] wartosel ' '

,a 1)
(3.33) o B ’2? (Ef%)
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(3.34)

oraz

(3.35)

Wprowadzajae f. 1 odrzucajgc mate wyiszych rzedéw mozemy po-
da¢ nastepujgce wzory przyblizone:

si(e] (o
GL1 &2] Qi ‘Ql ”
@€, BD‘“ '(21)2] (ﬂzﬂJ :
2 ( w : ay 2y >

=)

a; £,

e )

Analizujac wykresy funkeji a (w), f{w) (por. rys. 4 i rys. 5) mozemy
wyodrebnie cztery charakterystyczne wielkosei: 24, a,, G 1 fo.. Funkeje
o 1 f§ rosng wraz ze wzrostem czesto$ci w. Predkode ¢ rodnie od a, dla

81 fo
U P 0

0,004

4003

0002 |-

0004

1

1

} 1

1

a1

124

63 04
Rys. 3

48

08

a7

38 6,

w=0 do o dla w—oco.
Znaczy to, ze przy malych
czestodciach [por. p. 2-za-
tozenie (2)] zachodzi pra-
wie idealna wymiana ciepla.
miedzy cieczg 1 gazem, a
przy czesto§eiach  duzych
|por. p. 2 zalozenie (1)] wy-
rniana ciepla zanika. Wspol-
czynnik tlumienia § rosnie
od zera w przyblizeniu pro-
porcjonalnie do kwadratu

czestoéei, a nastepnie dazy asymptotycznie do f.. dla duzych czestosci.

¢

Dla czestofei kolowych o bliskich 2, zmienia sie charakter obu funkeji
a(w) i f(w). Z parabolicznego wzrostu dla o <Z 2, funkcje te dla w =,
7Zblizajy sig asymptotycznie do swych granicznych wartosci w nieskofczonosel.
Sposrod czterech wielkosci ©, a4, ay 1 fo. zbadaliSmy w p. 6.2 wplyw
stosunku objetosciowego @, i promienia pecherzyka 7, ha a, i ¢.. Obecnie
rozpafrzymy jeszeze zmiennosé Q; i f...
- Poniewaz w 'pra'ktycznie interesujacych nas przypadkach zachodzi
na ogol

— == {),



(np. dla mieszaniny wody z pOW1etrzem cpfc == 1() %), wiec dla @, niezbyt
bliskich jedno$ci mamy -

(3.36)

:{.

Q~3

T()
Jak wida¢, w inferesujgeym nas przypadku (&,<<1), .Ql nie zalezy od &,
natomiast jest odwrotnie proporcjonalne do r,.

a B
ay-iy e
o /-—':7 ‘. )
ag~ag — &; g /ﬁ
. ﬁl;‘ P! ﬂ"
Faliy ; ra<ty
" ) e o Q! :J_
o 2 w Sq 1
Rys. 4

Podstawmy teraz 2, ze wzoru (3.36), 1/a} i 1/al ze wzoru (3.4} do (3.33).
Uwzgledniajac » =~ 0 i Kp =~ 1 otrzymamy

po~Bfz L\ (x1g, 90) B xl o o) fay g
2\ ¢ty # " Do 2 x Co g @y pgo) T \de peo
Pierwszy nawias tego wyrazenia nie zalezy ani od ,, ani od r,, drugi

{v == 0) zalezy tylko od &,." Widzimy wiec, Ze f. jest odwrotnie pro-
porcjonalne do 7y, a zaleznosé f.. od &, jest zawarta w czynniku

G &g

Qe Ogp
Na wykresm (rys. 3) jest podana ta zaleznodé dla mieszaniny wody z po-
wietrzem (a; == 1460 m/sek;. ay = 344 mifsek, gg/o. = 1,2+ 10~°, »~=0).

{3.37)

a . B
) ar —
ap —— ﬁﬂw ﬁ#
ﬂ-f;I /
o "
U.g / ﬂI /
o) 7
Bﬂ(% 85{8"” ‘ 1 1. ﬁu
4 : " Bﬂ< f - BG < 80
8> 5 8,285 p
BD > 7 8,:; > Hg
G @ Q-0 o
Rys. 5a’ Rys. 5b

Na wykresach {rys. 4 i 5) podany jest jakosciowy W-piyw Zmiany pro-
mienia pecherzyka r, oraz wydatku objetosciowego €, na przebieg funk-
<ji alw) i f(w)
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PR .8, Wnioski z saleznoesei wyprowadzonych w p. 4
S 8.1. Obliczenie prqdkos’éi rozchodzenia sic plaskieh fal harmonicinyeh iich
Htumienia. Przyjecie w p. 4.1 dodatkowych zalozeh pomocniczych doprowa-
dzilo do uktadu réwnan {(2.70). Aby istniaty niezerowe rozwigzania
¢, 8, mig, we i€, wyznacznik tego uktadu powinien byé réwny zeru, czyl

2
(ﬁ+i%) io 0 0 0
i 0 0 Pa 0
€o
1 1—@&, p
3.8 — Q ——=2% 3 = 0.
{3.38) 0 6. 5. E
0 0 1 0 3K,
@ 2
0 —1 i ;
0 14 w+_(9b)

-~ W wyznaczniku tym niewiadomg jest wielkos¢ (# +iw/a)’. Mozemy jg.
obliczyé z przyréwnanego do zera rozwiniecia wyznacznika (3.38).

Po wykonaniu obliczen i przeksztalceniu otrzymujemy wynik
2 1 LBy 1 :

(3.39) (a-—z—ﬁ—) $(1~@0)%—°+—7- T — @0%.
SR A : _K2(1+?)—F{y+(@)}'

Obliczajac pilerwiastek z prawej sirony wzoru oraz rozdzielajac czqéci
rzeczywista 1 urojong mozemy otrzymaé predkosé a 1 wspélezynnik thu--
mienia $ jako funkcje . Przeprowadzanie tych obliczed byltoby bardzo
zmudne 1 dlatego zostanie tu pominiete, natomiast dla wyciagniecia wnio-
skow zanalizujemy, jaki przebieg majg funkcje @ (@) i f(w) oraz jak sie
zachowuja przy zmianie parametrow @, i 1. - ' o

Na poczatku rozpatrzymy wiasno$el wehodzacej do K, funkciji A(w/2).
Funkeja ta (2.66) jest iloczynem 3 Qi przez odwrotnosé sumy dwéch

wWyrazow: I
| . , e
— = 1 e s
%‘: coth %‘: —1 35’6 +1
Moina wykaza¢, ze gdy | :
(3.40) Ay gy e A%y
;bc ’ Qg Ag C

to wyraz drugi jest duzo mniejszy od pierwszege i mozna go pomingt.

. Wtedy -
3.41 =3 —— J—
( .) A(Qg) 31w(§/ggcoth 2, )




Wykres funkcji Alo/Qg) w plaszezyinie Gaussa z zazﬁaczon'yfﬁi'_wa'ré'

todciami zmiennej niezaleznej w/Q¢ jest podany na rys. 6. Vi
Otrzymane przyblizenie dla A nie tylko ulatwia tok obliczen, ale ielis

minuje ze wzoru (3.39) wspolezynnik przewodnictwa cleplnego A, oraz

Im (AN}

Jij \- 1 | ] ot ﬂ'|5 ] 1 1 1 T -

< N 5y

% Re (A

%% _ (A}
L. 2 2
K
i S
&
{— < 2
" 0
g - Afw/d)
o i
Rys. 6

¢ cleczy. Fizyczie oznacza to, ze gdy spelnione sa warunki \(3.40), to prze-
wodzenie ciepla w cieczy jest tak szybkie, ze 0 wymianie ciepla miedzy
obu skladnikami decyduje przewodnictwo w gazie. 5 .

. Ciecze- -
Ay ¢'ich,
Woda ‘ 1 1
Benzyna . . 021 025 . .
Spirytus etyl, 0,32 B 0,39 T
. Gliceryna SR 0,78 i
Riet 17,0 0,45
CGrazy S
. : P TR Ay T o -‘c};‘/c’w :
Powietrze ., 0,045 0,00031
Tlen 0,047 0,00081
Azot. ¢ - ¢ 0 0,045 T 0,00081
Wodér 0,22 0,00030 .-
COz 0,024 0,00038
Metan 0,055 0,00037

Dla orientacji, w jakim stopniu spelnione sg warunki {3.40) pozwala-
jace na zastosowanie wWzoru przyblizonego (3.41), podajemy powyzej
Wzggledﬁe wielkodet wspotczynnikéw przewodnictwa i ciepta Wl’aéciWegQ
mierzonych w stosunku do wody. : ' IR
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8.2, Przypadek malych czestosci w. Aby znaleZé przyblizone wartodei
predkoéei a(w) i wspélezynnika thumienia f{w) dla bardzo matych cze-
stofci o, znajdziemy pochodne

ERE .

do do’ dw?

dla @=10. 7

Zauwazymy przede wszystkim, ze dla o = 0 mamy
(3.42) (1 —ilim ‘B) 1

a w0 W 25}

Oznaczylis$my tu

(3.43) L1002 — 9,
2 (1 _i_ ‘l") 1 Po

(Wielkoéé ai jest, jak latwo sie przekonaé poréwnujac wzor (3.43) z (3.4),
bardzo bliska predkosci a.; przyimujae K, = 1 otrzymujemy az == a,).
Ze wzoru {(3.42) wynika od razu

(3.44) aO=af, o)=Y

=0,

Réizniczkujac wzgledem @ réwnanie (3.39) i podstawizjae o =0 otrzy-
mujemy '

dg o
NS )*;iim@f’_,f]__m_i%*l v 1o e
a;‘ dw a(O) w0 2 15 “ (1+ )2 pg p()
Stad S o . R
a1 #pO)_1x—1 1+y & 0
3.43) dw(aw))”o’ 2,%

dw? 15 % (1+%) -Qg *py”

Z obliczonych pochodnych (3.44) i {3.45) wnosimy, ze predkosé a dla nm-
tych czestosei niewiele -sie zmienia pozostajac w przyblizeniu stalg

_ - a~=aj,

zad wé;pélczynnik ttumienia § roénie w przyblizeniu proporcjonalnie do
kwadratu czestosci

x—1 1+4v o, @

p= -~
30 (1+§v)ﬁ op0 g0

8.3. Przypadek duiych ezestodei w. Zajmiemy sie leraz duzymi czesto-
Sciami kolowymi w, tzn. takimi, dla ktérych Qu/ow <€1 1 Q;/0 < 1.

(3.46) G, w.
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Przeksztatémy wzdr {3.39) do postaci

1 ] 'B J— E 7(9_ Qb o 1 ’ " "'1,"2‘,:-';’
ﬂa(‘_d_._-lg)) {1 Spo @0( ) 1 }(Qb) } o

3K, (1 »)—

[wprowadziliSmy tu a; wedlug wzoru (3.6)] i rozwifimy w szereg pote~
oWy . :

@A) a (iﬁ iﬁ) —1 ”“% 8 (5_99)2 4

_3E @O—[SKg{l—i—v)—w—l—SE &, \(pb)4+

O]

-Rozwinmy teraz w .‘szer-eig poteg odwrotnodel 1/ w funkeje

*

K= i Y m—1a"

Gdy o/Q,— o0, to coth Viw/Qe— 1, za8

A>3(/u§ Qg+ )

gdzie dalsze wyrazy sg malymi wyZszego rzedu niz Qp/w. Stad dla
3(x—1)V Qoo <€ 1 otrzymujemy

(3.48) Ki=n[l+x—DA =a-—3ux—1)] m+

Podstawmy wreszcie to roiwi:niecie do (3.47), a z ofrzymanego w ften
8posob szeregu

1 _B\_, 3E 0, (% 9E 6, v
a:-s(a i )gl 2p01_@ﬂ(w)_ﬁ2 %{1-+») 3 -

1E @&, |{@\' 21E @ s Q.
]( )+5g1—_2@;x(x——1)(1+v)(;)g o (1= +

4 pD 1—@0

2w

znajdujemy rozwiniecia

(3.49) %2'_1.. ll_i E &(%)2 n l

‘13 2 pu 1'—‘@0 [£2]
Oraz
_2iy2 . E (Qb]/Qg )
{3.50) ﬁ———rx(x 1);00 P + ..

Rozprawy Inzynierskie — 11




are nieskoficzonego wzrastania czestosci koto-

Jak wiec widzimy, w mi
do obliczonej uprzednio wielkosci a,, za$

wej o predkosé a maleje dazac
wsp6lezynnik tlumienia szybko maleje do zera.

8.4. Zjawisko czestosel rezonansowych. Zajmiemy sie obecnie przypad~
kiem czestoscl kolowych @ bliskich czestosci drgan wiasnych pecherzyka
Q.. Podstawmy wyrazenie

K= + (Ky—x)=x—(x—1)AK,

do wzoru (3.39) wprowadzajac réwniez wielkosei &, ze wzoru (2.75)

i ¢y z (3.6), ofrzymamy

1 . BA\? 1 E & 1
(3:51) (a_ﬁ) zaé[lﬂagr_“’@;—' 1 we—gz.]-
’ (e 1) AK A +9) + 55—
: b

Wzbr ten mozemy sprowadzié do wygodniejszej dla zanalizowania postaci

o . af 4/ 1 E_6
(3.52) e o _,]/1 (x—1)(1+ )| AK,! Po lw@ox
B 1

“AK, | L orTe¥ |
|AK,| 3(%—-“1)(1—|—v)lAK21(.Qb) [(Q:) J

-05i

Rys. 7~

Wraz ze zmiang czestofci o =zmieniaja sig jej. funkcje AK,, [AK,|
i AK,/]AK,]. Ich wielkosci dla poszczegdlnych wartoscl zmiennej /g
sg podane na wykresach (rys. 7). Gdy czestosé kolowa o zmienia sig w nie-
wielkim zakresie okolo wartogci 2, (ezyli gdy (/@) —1 jest wielkodcig
bardzo matly), to funkcja :

o i 1 ‘ DA w\? -
(309 Cfswﬂdur+nmxg&ﬂ[&ﬂ’*}
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moze sie zmieniaé ckolo zera w zakresie bardzo duzym {szczegolnie dla
duzych /9, gdy |AK,]— 0), zaé funkcje |AK,| 1 AKy/| AK,| zmieniaé
sie wtedy beda nieznacznie. Dla jakoSciowego zanalizowania przebiegu
a{w) i B(w) w okolicy czestofei rezonansowej (2, zalozymy, ze gdy &
zmienia sie w dosy¢ szerokich granicach, wielkosci

1 E 6,

AK
(3.54) m= i — T, y==arg y i
e—1 1+ |AK,| po 1 —6, |AK,|

pozostaja statymi. -

Wprowadzajge zmienng {

(3.53) oraz state m iy (3.5), )
_ mozemy wzor (3.52) napi- 2
saé w postaci

@y @B _ , <

T ; . Ak
:i/“mm- . %

Na plaszezyZnie zespo-
lonej (rys. 8) liczbie e?

(3.55)

—_—
odpowiada wektor O'P
0 jednostkowym module,
tworzgcy kat ¢ z osig rze-
czywisty x;. Na prostej p,
rownolegltej do osi x; znaj-
duja sie kofice M’ wektoréw

—
O'M’ odpowiadajacych licz-
bom e?4¢ (§ jest oczy-

wifcie zawsze rzeczywiste). \
Odwrotnosei 1/(e®” L) od-

.
powiada wektor O M" Rys. 8

o koficu polozonym na
okregu ky o grednicy {1/sin y| bedacym inwersja prostej p wzgledem okregu
>

jednostkowego k,. Mnozac wektory O'M' przez —m olrzymujemy wektory

OM"’ o koficach M™ polozonych na okregu k; o sredmcy [m/sin y|. Te

same punkty M™ okregu sg koncami wektoréw OM’” odpowiadajgcych
liczbom z\espolonym ' :
1
1 . m—*“'eiy+g
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(_OT)" == 1), Dzielge kat X OM” na potowe 1 odcinajgc odcinek OM =

—

=Vom” " znajdujemy wektor OM odpowiadajacy liczbie zespolone]

iV

(bierzemy przy tym tytko ten z dwobch pierwiastkow, ktory posiada do-
datnia cze§t rzeczywisty). Przy {ej ostatniej transformacji punkty okre-
gu k, przechodza w punkty linii L.

Jak wynika ze wzoru (3.55), czest rzeczywista odpowiadajacej wekto-
—
rowi OM liczby zespolonej jest rowna a,/e, zag opatrzona przeciwnym zna-

kiem cze§é urojona wynosi af/w. Gdy czestost kolowa o zmienia sig

w niewielkim zakresie w okolicy czestosci rezonansowej £r, whedy odpo-

wiadajgey jei punkt M przemieszcza sie po linii 1 przechodzac w miare

_ wzrostu o punkty M, M; i M,.

4 Lynax Rozpatrzymy, jak zmieniaja sie
wowezas wielkosel a 1 f.

Oznaczmy przez o, @y 1wy

E czest_’i(‘;i oi];lgwigggja,ce wekto-

/ fone: rom OM,, OM, i OM, (por. rys. 8

oraz rys. 9). Gdy o rofnie prze-

iy

Uiy
! chodzac przez wartosé w,, wiedy -
B — ‘ (rys. 8) a; /o rosnie, a a,/a osiaga
Wy wp 8r w3 » maksimum, czyli predkos¢ a osig-
Rys. 9 ga minimum (rys. 9). Przy dal-

szym weroscie o 0siaga malksi-~
mum wyrazenia g;flo dla o == ;. Stad mozemy wnosi¢, Ze § osiaga
maksimum fmax dla wartosel niewiele wieksze] od wy. Zad dla o = o,
osigga maksimum Gmax predko$é a, po czym dazy ona asymptotycznie do ..
Jak to réwniez wynika z konstrukeji przeprowadzonej na rys. 8, wraz

ze wzrostemn §rednicy okregu

) _ m 1 E O 1
(3.56) siny (— 11+ po 16 'A o\ (@ ‘
Qg P\ 2%

rosng TOWNIezZ Gumax 1 Pmaxs zad amin maleje.
85. Zestawienic wynikéw i wnioski. Zestawimy teraz wnioskl wyplywa-
. jace z obliczen przeprowadzonych w pp. 8.1 - 8.4, Zwrotmy jeszcze UWage
na to, ze ze wzgledu na zalozenia przyjete w p. 4.1 odleglosé miedzy pe-
cherzykami powinna by¢ dostatecznie duza, czyli zawarto§é gazu w mie-
szaninie powinna byé mata: &, “1.
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Réwniez wplyw napiecia powierzchniowego wystepujacy w wyraze-
niu » o bardzo malej wartoéei liczbowej mozna pomingé,

Wiedy 0%(1—0y)~0, i Q~~=3x}, a wzor (3.39) mozemy zastgpi&
wzorem Pprzyblizonym

Y2
(3.57) By zﬁﬁ (g Qe (E 6 |
) 0\0g) y (O *—1 g
| . L,

r

Dla matych czestosci otrzymujemy wowcezas por. (3.46)

B0 o)
{3.58) f== 5 (Qg),

pdzie przez
(3.59) B (0) = (1 x—1 1 oo a‘) ! (“2 90@)

¥ Cpag g0 Qg 12 \ae peo

oznaczyliémy druga pochodng § wzgledem /{2y przy 0/, = 0. Podobnie
dla duzych czestosci otrzymamy [por. (3.49)

1 0Oc0 lC 0, ) -
(360) a—a3[1+(2 '@*‘)Qg(w)—r.}

oraz [por. {3.50)]

om o= (37 Semny/ ) La 20 ]

Nie wiemy jeszcze, jaki przebieg maja funkcje a(w) i f(w) dla po-
$rednich wartosci czestodel o zawartej.miedzy Qg a Q. W zaleznofci od
parametroéw okreslamcych wkasnosm mieszaniny mogg przy tym zacho-
dzié dwa przypadki: _

: I _Qg<!2r, (I} ;<< 8y.

Ponizej zajmiemy sie jedynie przypadkiem plerwszym (Qg << Q) jako
praktycznie wazniejszym (dla mieszaniny wody z pecherzykami powietrza
o promieniu r, = 0,1 mm jest w normalnych warunkach Q./0, == 0,021).
Gdy
Q<< Qy,

2 —_ J—
(ﬂ) <1, Tlugj<t—ltal
» 1

wtedy

728 dla czestofci @ niezbyt bliskich czestosei rezonansowej £ stuszna

jest rowniez nieréwnosc
2 N .
(‘2) + % > Vag, <1

o)
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Stad mozemy funkcie (3.57) rozwingé w szereg

@y ., Uf gco 0c0 (@ x—1
e s e = L 7 R

Zwrbtmy uwage, ze dla malych &, 1 s 0 otrzymujemy ze wzordw (3.4)
i (3.8) przyblizony wartosé

2 2
(3.63) (%) m1+@(5‘i) 0.
a, Og0 \Ug

Wzor (3.62) mozemy wigc napisa¢ w postaci

2 . e )2 - 2 . :
‘(ﬂ_i_a_]ﬁ) :_1+M(ﬂi ax) @Ol(g)-ﬁ —1 g,
a @ £g0 \Oy Qg Qr % |

Gdy @, jest bardzo male, moZemy jeszcze raz prawa strone otrzyma-
nego wyrazenia rozwingé w szereg. Po rozdzieleniu czescl rzeczywisie]
i urojonej znajdujemy rozwiniecie

@ Lqq | L eeofe o\ x—1
oso ot [l 5] -

Oraz

(3.65) p= (-1— ikl AN “—‘)%(“”f‘ @0) [3 Im(—AKg)} +
o

2 Cphg pgo Og 3 Qg

+

Zestawiajge razem wyprowadzone wzory zanalizujemy jakosciowo wy-
kresy funkeji a(o) i f(w) dla przypadku Q<. Mozemy przy tym wy- °
odrebnié kilka wielkoéei charakterystycznyeh. Sg nimi dwie czesto$ci ko-

Yowe e 1
a Limax Q = (T;; '1"2,
B Brmax
pr-—]/g?ﬂ pﬂ 1 B
A5, To
" a, pieé¢ predkosci rozchodze-
aj nia sie matych zaburzen:

E
=) T—@ye

B
a,
a, = __3_ O
Y (e,
2g0 ag
L I af = dy

_ 2
Rys. 10 : }/1_;_%&29 s @,
0g0 \tg
Umin 1 Qmay OYaz maksimum wspélezynnika thimienia fmax.
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Gdy '» vosnie przechodzac przez wartosé (g, nieznacznie roénie réw-
piez i a od af zblizajac sig do o, (rys. 10). W dalszym ciagu dla czestosci
niewiele mniejszej od czestosel rezonansowe] e maleje do- dp;,, po czZym
szybko wzrasta do amar Przy czestoscl niewiele wigkszej od Q,. Wreszcie
dla duzych czestoscl o wielkoéé a zbliza sie asymptotycznie do swej gra-
nicznej wartoéei as.

Wspétezynnik tiumienia B roénie od zera (przy o — 0) ‘w przyblizeniu
proporcjonalnie do kwadratu czestosei. Nastepnie po przekroczeniu 12,
wzrost f jest nieco powolniejszy [W' przyblizeniu wedlug wzoru (3.65)].
Wreszcie okolo czestofel  rezonansowe] Q, nastepuje gwaltowny wzrost
B do fumar, po czym dazy on asymptotycznie do zera (rys. 10).

Zastanowimy sie jeszcze, jak wplywa zmiana parameirow mieszaniny
@, i v, na przebieg funkcji afw) i flo).

Charakterystyczne czestosel Q. i Q; nie zaleza od #,, natomiast ma-
Jejg one wraz ze wezrostem promienia pecherzyka r, Maleje WOWCZAS TOW-
niez i ich stosunek Q/Q:.

Gdy roénie®,, wrrastaja rowniez wielkoscl @, Gumar 1 Bmax [POT. (3.58)],
zaé malejg WOWCZas ¢y, ai (por. Tys. 3) i Gmin. WpIyW @, jest podany na
rys. 11,

Zmiana promienia pecherzyka r, nie wplywa na zmiang oy, oy ia;.
W niewielkim stopniu wplywa ona réwnies na zmiane Gmin, Gmax 1 fmax-
Woplyw 7, na przebieg funkcji a {(w) 1 B{w) podany jesi na Tys. 12.

9, Wnioski ogdlne

Obliczenia oparte 0 wzajemnie wykluczajgce sie zatozenia dodatkowe
przyjete wopp.- 2,314 prowadzg do réznych wynikoéw.
- A wiec przyjeci@f,.,ie w mi-észaninie zachodzg jedynie pewne wybrane
{por. p. 2) przemiany barotropowe, doprowadzito. do wzoréw (3.4) i (3.6),
ktére mozemy przedstawié w postaci:

1 )&
ag “(1 90) E’
Lodlifg E o
a? ag IWQO Po %(1“5_1’)"_1 ’ k
3
1 10 ®, E ’
=1 e I S (Kp == 1},
CL2 a3 i 1'_"@0 po Kb(]__l_,,);_,v .
3

Jegliby mieszanina podlegata rzeczywidcie jednej z obranych przemian
barotropowych, predkost rozchodzenia sig w niej jakiegokolwiek nieskon-
czenie malego zaburzenia bytaby niezalezna od jego charakteru, a thu-
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mienia nie byloby weale. Na przyklad predkoéé rozchodzenia sie plaskich
fal harmonicznych bytaby niezalezna od czestosci (brak dyspersji fal). -
Zalozenia wymiany ciepla przyjete w p. 3 prowadza do réwnania roz-
niczkowego rozchodzenia sig zaburzen w mieszaninie [wzbr (3.16)].
Stad za$ znajdujemy predkosé i thumienie pla—skich fal harmonicznych
bads to w postaci zespolone] [por. (3.22)]

[43] ‘g)
=t fg)o— }
2 — ) : ’

a [t as 1—6, Polx(l+-v)—%J[Kb(1—l—w)—-—%]

badz tez po rozdzieleniu czescl rzeczywiste] od urojonej w postaci wygod-
niejszych do obliczen wzordw przyblizonych ¢3.25) i (3.26). Ze wzorow
tych widat, ze tak predkost a jak i wsp6blezynnik tlumienia g zaleza od
czestoSci o [(zjawisko dyspersji fal}].

W obu powyzszych przypadkach nie przyjmowali$my zadnych zato-
zen ograniczajgcych zakresu rozpatrywanych przez nas nieskonczenie ma-
tych zaburzen, jak réwniez nie wykorzystaliSmy podanego na poczgtku
(p. 1.1) zalozenia, ze odlegtosc miedzy pecherzykami powinna byé dosta-
tecznie duza (w stosunku do promienia pecherzyka). Z rownania falowego
(2.24) tub réwnania (3.16) mozna wyprowadzié tak prawo rozchodzenia sig
fal harmonicznych, jak i innych rodzajow zaburzen (np. niewielkiego
impulsu). Z drugie] strony, poniewaz odleglosé miedzy pecherzykami nie
musi byé duza, wyniki moga sig odnosic¢ 1 do mieszanin z duzg zawartodcig
gazu {np. do pian). Dopuszezalnoé rozszerzenia zakresu rozpatrywanych
mieszanin wydaje sie byé tym bardzie] usprawiedliwiona, iz zgodnie
7 przyjetymi wyzej zaloZeniami mozemy pomingé w pianach wplyw bez-
wiadnosci otaczajs;c_éej pecherzyk cieczy na roznice ciénien miedzy cieczg
a gazem. Za to dla duzych odlegtosci migdzy pecherzykami wplyw bez-
wiadnodei, szczegélnie przy duzych czestodeiach drgan, jest tak znaczny,
ze nie uwzgledniajac go (por. p. 3) musimy sig liczy¢ z rozbieznosciami
7 rzeczywistym przebiegiem zjawiska. ' '

W p. 4 przyjmujemy jeszeze inne zalozenia uwzgledniajace wplyw wy-
miany ciepta i bezwladnoscl otaczajace] pecherzyk cieczy na zmiany tem-
peratury i cisniefi obu skiadnikéw mieszaniny, Ograniczamy za to zakres
rozpatrywanych zaburzen jedynie do plaskich fal harmonicznych, a zakres
rozpatrywanych mieszanin jedynie do zawierajacych bardzo malta obje-
fo§é gazu. Predko$é rozchodzenia sig ptaskich fal harmonicznych oraz ich
{humienie mozna wéwezas obliczyé ze wzoru (3.51). Réwniez 1 w tym przy-
padku wielkosdei a 1 8 zaleza od czestoscl o fali harmoniczne].

Porownujac ze soba wszystkie wyprowadzone wrory przytoczone po-
wyzej oraz analizujac przebiegi funkeji a(w) 1 plw) (por. pp. 73 1 7.5) mo-
zemy wyciagnat kilka ogblnych wnioskow.
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. Przede wszystkim stwierdzamy, ze obliczone w p. 6 przy zaloZeniu
przemian barotropowych predkosei ay, s 1 a; S8 granicznymi predkoécia-
mi rozchodzenia sie fal harmonicznych przy zatozeniach pp. 3 i 4.

Dla bardzo matych czestosci o (w <€ @, dla zalozen p. 3 lub w << 2y
i o<€ Q, dla zalozen p. 4) predkosé bardzo malo rézni sig od predkodei a
obliczonej przy zatozeniu idealnej wymiany ciepia miedzy cieczg a ga-
zem. Dla wickszych czestoscl o> Q, przy zatozeniach p. 3 lub Qe Zo€,
gdy Q,/Q,<€1, przy zalozeniach p. 4 predkos¢ ¢ jest bardzo bliska pred-
koéci a, obliczonej przy zalozeniu braku wymiany ciepta miedzy obu sktad-
nikami mieszaniny. '

Fakt ten znajduje proste wyttumaczenie. Gdy okres drgan pecherzyka
w czasie rozchodzenia sie w mieszaninie plaskiej fali harmonicznej jest
duzy w poréownaniu z czasem potrzebnym do wyrownania temperatur
miedzy gazem a ciecza (1/o 3> 1/2, lub Y/ >>1/8;), wiedy oba te sktad-
niki majg w przyblizeniu jednakowe temperatury. Gdy za$ jest odwrot-
nie, ciecz nie nadgza w odprowadzaniu ciepla od szybko zmieniajacego
swg temperature pecherzyka gazu i jej temperatura pozostaje w przy-
blizeniu staia. o

Gdy, tak jak to uczyniliSmy w p. 4, uwzglednimy jeszcze wplyw bez-
wladnoéci otaczajacej pecherzyk cieczy, to stwierdzimy, ze w czasie roz-
chodzenia sie fali harmonicznej powstaje nie tylko dodatkowa réznica
cignien, ale i wystepuje przesunigcie fazowe miedzy ci$nieniami gazu i cle-
czy {a zatem i miedzy cisnieniem cieczy a objetoscig pecherzyka). Przy
czesto§ciach duzo mniejszych od czestoSci drgan wlasnych pecherzyka
(w <€ £,) to przesuniecie fazowe jest znikomo male 1 jego wplyw moina
pomingé. Jednak przy czestoSciach duzych lub tego samego rzedu co £,
wplyw bezwiladnosci otaczajacej pecherzyk cieczy na wlasnosci akustycz-
ne mieszaniny jest dominujacy. Wymienione wyzej przesuniecie fazowe
deeyduje o tym, ze po przekroczeniu czestoSci rezonansowe] £ pred-
ko$¢ a posiada maksimum wicksze od ., czyli mieszanina staje sie jak
gdyby «<bardziej sztywna» niz w przypadku graniczoym (o o,
- a—+a,), gdy pecherzyki gazu zachowuja sie jak kulki idealnie sziywne.

Gdy bowiem przesuniecie fazowe miedzy ciénieniem cieczy a objetodcia
pecherzyka jest wystarczajaco duze, chwilowemu wzrostowi cisnienia od-
-powiada chwilowy wzrost (a nie ubytek) objetofci gazu. A wiec uwzgled-
nienie bezwiadnoéei prowadzi do wniosku, ze okolo czestodel rezonamso-
wej £, predkoéé a silnie ro$nie od minimum do maksimum, po czym ma-
leje do granicznej wartoéci a, odpowiadajace] przemianie barotropowe]
mieszaniny o niezmiennej objetoSei pecherzykéw (r == gonst).

W dalszym ciggu poréwnujac przebiegl funkcji a{w) i Blw} dla réi-
nych zalozef p. 3 i p. 4 widzimy, ze gdy o €2 oraz Q2.<€ Q,, to jakodcio-
wo 53 one do siebie podobne.
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Tak jak predkosé a(w) obliczona ze wzoru (3.25) roénie od a, i zbliza
_sie asymptotycznie do a,, tak samo obliczona ze wzoru (3.51) roénie od
o ~~a, izbliza sie do a,, zaé wspblezynnik thumienia f{w) roénie w obu-
przypadkach w przybliZzeniu proporcjonalnie do kwadratu czestoSci. Cze-
stogei £, 1 g speiniaja W obu przypadkach podobng rolg — sa one od-
wrotnogciami czasu relaksacji dla wymiany ciepta miedzy obu skladnikami.

We wstepie zaznaczyliémy, ze zajmowaé sie bedziemy jedynie rozcho-
dzeniem sie zaburzefi w «idealnej mieszaninie», ktorej wlasno$ci mogg
tylko w przyblizeniu byé odzwierciedleniem wlasnosci mieszaniny rze-
czywistej. Zastanoéwmy sie, w jakim stopnifi przyjgte przez nas zaloze-
nia sa sluszne.

Podstawowymi zalozeniami przyjetymi przez nas w p. 1.1 sg zaloZe-
nia 0 réwnomiernym rozproszeniu gazu w mieszaninie traktowanej jako
oérodek ciagly oraz jednakowy promien pecherzykéow. W p. 3 przyjelis-
my dodatkowe zalozenia o pewnym prawie wymiany clepia i pominieciu
bezwladnoéel otaczajacej pecherzyk cieczy. W p. 4 inne zalozenia dodat-
kowe zostaly wyprowadzone Z rozpatrzonych wsigpnie drgan harmenicz-
nych objetoéciowych poje-dyncze.gﬁ"chh.erzyka powiefrza.

Mieszanine mozemy uwazaé za odrodek ciagly, jezeli odleglosé miedzy
pecherzykami jest mala w poréwnaniu z odlegloscia, na ktérej zachodza
znaczniejsze zmiany parametréw {ciénienia, gestodel  &redniej itd.).
W szezegbinosel odleglost miedzy pecherzykami powinna byé mniejsza od
dlugoéci fali diwiekowe] Snajw. W zwiazku z tym nie mozemy sie spo-
driewaé stusznodci wyprowadzonych wzorow dla duzych czestosci w.

Mieszanina rzeczywista zawiera oczywiscie pecherzyki o roinych pro-
mieniach. Zalozenie jednakowego wymiaru wszystkich pecherzykoéw mo-
ze da¢ wyniki jedynie jakosciowo zgodne z rzeczywistym przebiegiem zja-
wiska. Cheac otrzymaé do celéw praktycznych przyblizone wzory uwzgled-
niajgce pewien zadany rozklad prawdopodobnych wymiardow pecherzykow
gazu '

@;} = @'o (""o) ’ | (@o = J‘m@;) (ro) dTo) ’
0

nalezaloby jeszcze przeprowadzi¢ catkowanie (urednienie) wzgledem pro-
mienia pecherzyka. Dla czestogei malych o << Q, zmiany promienia 7,
w niewielkim stopniu wplywaja na zmiang przebiegu funkeji a(w) i flw)
{por. rys. 4 1 rys. 12), dlatego tez mozna by w przypadku, gdy pecherzyki
niewiele sie réznig miedzy soba, zatozyé, ze ich wymiary s3 jednakowe.
Natomiasé dla czestosei o bliskich czestoscl rezonansowej - zaloZenie
takie powinno dawaé duze biedy. _

Pecherzyk gazu moze nie tylko zmieniaé swojg objetosé, ale moze tak-
ze podlegat deformacjom postaci. Drgania postaciowe wplyna na powsta-
nie czestosci rezonansowych wyzszych rzedow. Rowniez 1 W pianach mo-
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g4 pbwstaé'czqstoéci rezonansowe drgan, ktérych wielkos¢ trudno jest
oszacowaé stosowanymi wyze] metodaml. Istnienie tego rezonansu jest
nowym czynnikiem wplywajacym na niezgodno§t wynikéw z rzeczywi-—
stoscig dla duzych czestodel .

7alozenie wymiany ciepla przyjete w p. 3 nalezatloby potwierdzié do-
swiadczalnie, za dopuszczalnoscig przyjetego zalozenia dla malych czesto-
gei o imatych zawarto§ci gazu przemawia jakosciowa zgodnoét wynikow
z wynikami otrzymanymi W p. 8. . ‘

Badania rozchodzenia si€ fal harmenicznych w mieszaninie cieczy
7 bardzo niewielka ilofcig pecherzykéw gazu sg W literaturze Swiatowe]
opracowywane tak od strony teoretycznej jak i doswiadczalnej. Zainte-
resowanie tym problemem wyplywa z potrzeb praktycznych. Drobne za-
wartoéei pecherzykdéw gazu W wodzie morskiej wplywaja bowiem na Zmia-
ne jej wlasnosci akustycznych 1 znieksztalcenie wskazah echosond.

Opierajac sig na badaniach wiasnosci akustycznych pojedynczego pe—
cherzyka gazu, [1]-[4], Carstensen i Foldy, [141, wyprowadzili
przydatne do celow praktycznych wzory dla predkosci i ttumienia pla—
skich fal harmonicznych. Inni badacze, {15] i [16], zajmowali sig gtownie
rozpatrzeniem szezegblnych przypadkow POWYZSZEZ0 rozwiazania przy
wprowadzeniu pomocniczych zalozen (jak np. prawo rozktadu promieni
pecherzykéw) lub tfez poréwnanieim Zz wynikami doswiadezen.

Przedmiotem badan jest giownie rozchodzenie sie fal harmonicznych.
z czestofclami @ bliskimi czestoscl rezonansowe] r W mieszaninie z bar—
dzo maltymi stosunkami objetosciowymi B,. '

W poréwnaniu z innymi pracami niniejsza praca rézni sie metodyg oraz.
zakresem badaf., W pracach cytowanych bowiem rozchodzenie sig fal
w mieszaninie ofrzymane jest przez superpozycie skutkéw dziatania od-
dzielnych pecherzykow drgajacych a nie z ogdlnych réwnan ruchu. Praca.
niniejsza natomiast jest proba teorefycznego wyprowadzenia z ogoblnych
réwnaf praw rozchodzenia sie matych zaburzef tak w mieszaninach
o malej zawartosci gazu jak réwniez 1 w pianach.

Dla poréwnania ofrzymanego wyniku (3.31) z badaniami doéwiadezal--
nymi w przypadku malej zawartosci gazu nalezaloby w wymieniony wy-
zej sposob uwzgledni¢ jeszcze rozklad prawd-opodobieﬁstwa wielkosci po-
szezegblnych pecherzykow. Przydatno§¢ wzorow (3.25) i (3.26) oraz row-
nania (3.16) dla pian trudno jest sprawdzig, gdyz brak jest danych do—
swiadezalnych.
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Peswowme

PACIIPOCTPAHEHHAE MAJIHIX BOSMYIHEHHM B CMECH JHHEROCTH
C IMY3LIPHHKAMY T'ABA

DusHIeCKHe CBCHOTRA NeHCTBUTENLHOM CMecK ¢ TA30M BEeCEMAa TPYAHO
OUpeeNuTh aHANUTHIECKM. 1loTOMy, B HACTOSINEN pabore Mcenemyercd
pekoropad aberparTHAS CMeCh ¢ 3afAHHBIMM CBOMCTEAMM, KOTOPEIE MOMKHO
paccMarpuMBaTh TOJIBEO B KadecTse npubIICREENA CBOMCTE AeNCTEUTCIIb-
wolt cmecy, VITag, IPUHSATO, ITO CMECh KBABMONHOPOANA, ONMHAKOBLIE IIy-
SBIPLKM HEaIbHOTO ra3a PapHOMEDHO DACcTpENeIeHs! B CXMUMAEMOMH, HO He
BAZKOM EUIKOCTH ¥ 9T0 BPEMETHOe TEePMOIMHAMHYECKOe COCTOSHNE CMECH
OHpEAeIeH0 HpK TOMOLIH HeTBIPeX NapaMeTRos, & MMEeHHO: JIBYX IapaMeT-
POB COCTOMHMA KMAKOCTM W IBYX AJA rasa (cpenHee TABIEHME M TeMIIE-
parypa o00MX 3IeMEHTOR). .

Tocse COCTABIESHNMA YPABHEHMIT OBVIKEHMHA, BBEITEKAOIINE W3 9TUX TI0-
JIOIKEHMIT, YPABHCHMAM TPMAAHA JIMHeHAA (opMa JUIs HACTHOTO CIIydad
PaclIpoCcTpaHeHMA MAJbIX BO3MYyHIeHM Onmaxo, KOMMYeCTBO ypaBHEeHWH
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HA 7iBA MeHblIe Ymcaa BBICTYTISIONMX B HIX He3BecTHLIX. B JapHOM CIy~
qae cyeyeT UpUHATE €lle AOTOIHVTENEHEE TIPeJITIOIOKEeHUA, Y I TRIBAI0~
e BIMSEME MHEPIIM FHILEOCTIH, ORpyIKaLIeil Ty3BIPEK, TeTL000MET
memxzly oboman omeMeHTaMU. JTH NOTIOJIHUTENBHBIE [IPEITOA0KECHNIA IpH-
KATO B TPEX BapHMabTaX. '

B repeoM BapUAHTE ApUEATO, YTO CMECh QOIUMHACTCHA TOJLKO JIMILE
HapOTPOTHEIM raMeHeHUAM., TOTa BOBMYILEHIE pacmpoCTpRHAETCA ¢ 10~
CTOSIEHON CKOPOCTHIO, @ 3aTyXamii ger. BhrumMcaeHHbIe CROPOCTH BOJIHDBL
AJIs TPeX JaCTHBIX CAYNaeE: (3.8) mpyr OTCYTCTBUMA TerrmoofMera MY
pGOMMIL HACMEHITAMHA, G2 (3.8) mpu DeCcKOHEHHO fpicTpoM TeILIoobMeHe - Uy
(3.9) TIpM TOCTOEHOM ofneme rasa (puc. 2), SBAAIOTCH TIpefeNsHBRM 3HA~
CeEIAMI JUIA OCTAJIbHBIX BapyatToR noBaBoYHLIX TP EATIOTOE SHIMH.

B ppyroM BapuaHTe nipenebperaeTca BIDIIHIEM yrepiyK  KUIKOCTH,
OEPYHKAOIEH Iy3bIPEX, 11 [IPEIION0KEHO, ITO Termmo0oGMeH MEKJY - KIS
KOCTBI0 ¥ TA30M IIPOTIOPIMOHATEH pasumiie TeMIeparyp ¥ [TOBEPXHOCTH
nysepeKoR. M3 COTIOCTABJIIETHOTO ypaBHeHUA pactpocTpaHen s BOJHEL
(3.16) BLIBOAMTCA CKOPOCTH M K09 PUIMeHT 3ATYXAHAA opEOMepHON (110C-
xoit i cdepudecrodi) rapPMOIIMIECKON BOJHEL CrOpOCTE ¢ YBEIHII-
paeTed 37lech OT Oy, CTPEMACE ACHMITITOTHHYECKY, TT0 Mepe pocTa aCTOTHL o,
K @y koodduupment 3aTyXamLd - g yBemriusaercd TOTAZ oT EyJa Ao Io-
erosuHoro sHadera  fmar (PUC. 4 u 5.

B TperheM BapuaHTe paccMaTpUBaeTes TapMOHMIECKOe ronebanue
& GCCKOHEUHO HECIKMMAeMON - WYUIKOCTH € YIeToM renaoobMeHa. BriBe-
[eHHLIE OTCIOMa 3aKJII0UeHNT, KACRIOIMECH DABHKIBL NABJFEHVA W TErLio-
pOMeHa MeKAY Iy3BIpEKaMy Ta3a U JKITKOCTBIO, TIEPEHOCATC Ha cMech.
3ABMCMMOCTL BEISMCIIGHHOM OTTYAR CKOPOCTH TLACCKON FAPMOHMYURCKOI
S0MmBE @ ¥ KOdMIMenTa 3aTyXannd B oT 4acToTEl gonebamii @ TPeR-
eTapaeHa Ha puc. 10, Ha gmarpaMMe MOXKHO ngMeTHTs: ABJCHHKE pesoraHea.

Summary
PROPAGATION OF SMALL PERTURBATIDNS IN A CGAS-LIQUID EMULSION

The physical properties of a real gas-liquid emulsion are difficult to
describe mathematically. An ideal emulsion of specified properties is-
iherefore investigated in this paper. Such properties can be ireated as an
approximation only to those of a real mixture. Thus, it 18 assumed that the
emulsion is guasi-homogeneous, implying that jdentical bubbles of a per-
fect gas are uniformly distributed in a compressible inviscid liquid, and
that the transient thermodynamical state of the mixture is determined by
four parameters: two parameters of state of the liguid and two of the gas
(for which are here taken the mean pressure and temperature of both
agents).



Equations of motion resulting from these assumptions being established
they are then linearized for the particular case of prupagation of small
perturbations. The number of equations is, however, smaller by two than
the number of unknowns. Some additional assumptions should therefore
be made taking into consideration the influence of inertia of the liquid
surrounding = bubble, as well as heat exchange between the agents, Three
types of these additional assumptions are considered.

In the first type, the emulsion is assumed to undergo only barotropic
changes. Then, a perturbation is propagated with constant velocity and
no damping. Wave velocities caleulated for three particular cases: a, (3.8)
with no heat exchange between the agents; a. (3.8), with infinitely rapid
heat exchange, and @, (3.9), with constant specific volume of the gas
(Fig. 2} — constitate limiting values for additional assumptions of other
types. ’

In the second type, the influence of the inertia of the liquid surround-
ing a gas bubble is disregarded. Tt is assumed that heat exchange between

- the liquid and the gas is proportional to the difference of the temperatures
and the area of bubble surface. From the equation of wave propagation
thus obtained, (3.16), the velocity and the coefficient of damping are
arrived at for a one-dimensional (plane or spherical) harmonic wave. The
velocity o increases from a, tending asymptotically to ¢, with increasing ‘w.
The damping coefficient f increases at the same time to the constant
value Pumax (Fig. 4 and 5). .

In the third type is considered a harmonic vibration of a gas bubble
in an infinite incompressible liquid space, heat exchange heing taken into
consideration. The conclusions reached here for the temperature differen-
ce and heat exchange between the agents are transferred to the emulsion.
The dJePendence""df the velocity a of a plane harmonic wave and’ the
damping coefficient g, thus obtained, on the frequency of vibration @ is
represented at Fig. 10. The appearance of the phenomenon of resonance
can be observed.
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