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Wstep

. W pracy tej * wyznaczono stan naprezenia w jednorodnym pierécie-
niu kolowym pod dzialaniem wewnetrznego i zewnetrznego cidnienia hy-
drostatycznego zmiennego liniowo wzdiuz jednej ze Srednic. Zagadnienie
powyzsze odpowiada zagadnieniu wazkie] rury pustej (lub wypelhionej
lekka ciecza) plywajacej poziomo w cieczy ciezkiej. Problem ten mozna
nazwaé plaskim problemem «batyskafu». s

W prakiyce mamy bardzo czesto do czynienia z tego rodzaju obcig-
zeniem rury. Wystarczy wspomnie¢ o rurociggach naftowych zakopa-
nych w piasku (przechodzacych np, przez pustynie) oraz plywajacych
elekirycznych kablach podmorskich, w ktérych olej izolacyjny znajduje
sie pod ci$nieniem hydrostatyeznym.

W punkecie 1 wyznaczono stan naprezenia w niewazkim pier§cieniu
kotowym obcigZonym cisnieniem wewnetrznym p, == — cx oraz zewnetrz-
nym p, = (R./R.p*p, (cisnienia te sa zmienne liniowo w kierunku osi
x-O0w), gdzie B, i R, jest odpowiednio promieniem wewnetrznym i ze-
wnetrznym pierSeienia. W punkcie 2 wyznaczono przemieszczenia pier-
£cienia obeigzonego tak samo jak w punkeie 1. W punkcie 3 wyznaczono
stan naprezenia w rurze przez uzupelnienie stanu naprezenia z p. 1 na-
prezeniem normalnym, glownym, dzialajacym w kierunku dlugesei rury
w zaleznogci od warunkéw brazegowych okreslonych dla kohcéw rury.
Punkt 4 zawiera wyznaczenie stanu naprezenia w wazkiej rurze plywa-
jgcej poziomo w cieczy jako sumy frzech standw maprezenia, a mia-
nowicie: )

(1) stanu naprezenia odpowiadajgcego zadaniu Lamégo,

(2) stanu naprezenia, ktéry jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnan
teoril sprezystoSci przy uwzglednieniu si? objetosciowych (dzialajacych
w kierunku osi x-6w);

. Or =09 ="YX, 19=10,
przy czym ¢, jest to ciezar wiladciwy rury,

(3) stanu naprezenia w rurze niewazkiej, obcigzonej ciénieniem we-
whnetrznym p, = —cx oraz zewneirznym p,— (R,/R,)?p,, gdzie R, i R, $3
promieniami rury. ’

* Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Zakiadﬁ Mechaniki OQbérodkdéw
Cigglych IPPT PAN w dniu 18 lutego 1957 r.
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1. Stan naprezenia w niewazkim pierscieniu kofowym pod dzialaniem
rownowanigeyeh sie cisnies hydrostatyqznych

rzgdnej x. Woéwezas wypadkowa eci$nien na brzegu wewngirznym jest
ZréwWnowazona przez wypadkows cignien dziatajacych na brzeg zewnetrz-
ny {co nie zachodzi w przypadku pierdcienis wazkiego).

Cidnienie wewnatrz pier§cienia mozng przedstawié za pomocg wzoru

(1.1) ' _ Py = —cx,

za$ cisnienie zewnatry piericienia |

(1.2) . P :—c(—-i) x
2 Rg‘ H

gdzie ¢ jest {o bewna stala, R, promien wewnetrzny, zas R, promien ze-
whetrzny pierscienia (zakladamy, ze 0 < R, <UR;; rys. 1).

: B Skladowe stanu napre-
zenia  wyznaczymy przy
zastosowaniu metod funk-
cji analitycznych., Waru-
nek brzegowy dla zasad-
niczego problemu bihar-
monicznego w przypadku
rozwigzania regularnego
(por. [1], § 42) mozna na-
pisaé w postaci (por. [1],
§ 41)

(1.3) @(z) 4 P(z)—
e [Zg (z) 4

+ (@) = pa—ipy,
gdzie @(z) i Y{z} s3 to po-
szukiwane funkeje anali-
tyczne w obszarze Zajetym
przez  cialo!,  Zmienng
z2=ux+iy oraz sprzqionq
z nig zmienng Ze==x—ijy
Rys. 1 we wzorze (1.3) bierzemy

na hbrzegu rozwazanego

A
Funkeje ¢(z) = %(z) dz oraz wiz)=f #(z) dz nosza hazwe funkeji Goursatg,




W przypadku gdy obszar zajely przez cialo jest pierscieniem; tj: gdy
R, ={z|=<R,, warunek brzegowy (1.3) skiada sie z dwdeh warunkéw. Jedes
Jest spetniony na brzegu wewnetrznym pierScienia, 4. dla lz]=R,, zas
drugi na brzegu zewnetrznym, czyli dla |z] =R,

Jezeli przez o, 04 i 1,9 oznaczymy sktadowe biegunowe stany na-
prezenia rozwazanego pierécienia (rys. 2), to 1mozemy napigaé, ze dla brze-
gu wewnetrznego :

_ _ R
. p.'r*,ﬂ'rjr:: R, = 9 (3+ S)
{1.4) ‘

P == ’Tri_‘fir:.‘?‘ =

zas na brzegu zewnetrznyn

, Pr=— !Gr’r:.!a. :ERi(s —+- ’i)

(1.5) 2R,
PEE—
gdzie B,
(1.6) 2
lz]

Argument ¢ (rys. 1) odpowiada katowi zawartemu pomiedzy pro-
mieniem wodzgeym a dodatnim kierunkiem osi x-6w. Dla punktéw na
brzegu wewnetrznym kgt a = 9 + 7, zas dla brzegy zewnelrznego o =4,
Mozemy wiee dla brzegu wewnetrznege warunek brzegowy mapisaé:
uwzgledniajge (1.6) nastepujaco

(L1 OR,s) +-B(R,s)— .
L o CRl i . l g, T e
RSO Ry PRy = S (54 L) A%
za$ dla brzegu ..zeW;antrznégo .
Wt SN,
(1.8)  ®{(R,s) + D(R,s) — s fcj!/ o

N , v __ CR? 1 X
By5D'(Rys) — s W(Ry8) = 101 s—g—;—‘). Rys, 2

2
Funkcje @(2) i ¥(2) jako analityczne w pierfcieniu R, =< z < R, przed-
stawimy w postaci szeregébw Lauranta 7bieznych dla R, =|z|=<R,.
Z uwagi na znang warto$¢ residuum tych funkefi mozemy wyodreb-
ni¢ wyrazy zawierajace z—1, Mamy (por. {1, § 35)

- cR = .
(1.9) Ofz) = 2 le1) ?+_§ an 2",
| . E .
(1.10) qf(z)zwm%; ‘i——m bnz .
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Staly materialowq x» >> 1 mozna wyrazi¢ za pomocs stalych Lamégo
A 1 p lub stalej Poissona » nastepujaco:

o A3p

¥ == FEa. 3—4y,
We wzorach (1.9) i (1.10) przyjmujemy
(1.11) o1 =b_j;=0.

Pozostate wspolezynniki a, i b, rozwiniecia szeregdw we wzorach (1.9)
i (1.10) wyznaczymy z warunkéw (1.7) i (1.8). W tym celu obliczmy wyra-
zenia .

r

e o
12 0@+ o= 5 L (s+-§-)+2rn(a,,sn+a7$),

gdzie R, =7 =|2| <R, 72§ s =7z,

(1.13) . [} CR% 1 \ 1 ont
' Z (z)*m?s‘ﬁznanf 7,
CRZ oo
1.14 - g2 :hi _s___‘; '] ﬂ+2'
(1.14) 52 W(z) S D) ;’bnrs

Po podstawieniu funkcji (1.12), (1.13) i (1.14) do warunku (1.7) przy
uwzglednieniu, ze r = R,, otrzymamy

R, o o
(115)  — 2 4 R a5 bt o,

2 x+1 s

za$ po podstawieniu funkeji (1.12), (1.13) i (1.14) do warunku (1.8) przy
uwzglednieniy, ze r = R, ofrzymamy
ki x—1 1

U Rl v T Y Bl nes

Oy

& by ] =0,

Zaleznosei (1.15) i (1.16) uzlUpelnimy zaleznosciami o:tr.zymanymf z hich
przez sprzezente;

¢R x—1 — | @n b,
(1'17) A_—-l%_!__ls"’_ZRT[(I‘“’R)?::“‘CLMS';_“%%J&U,
(1.18) %2@ ;d_—F‘IS_,_ ZRS [(lgn)*s‘;i+ar18”——ﬁsﬂf2}:0.

Poniewaé: réwnosci (1,15) - (1.18) musza zachodzié dla kazdej wartogei
s = e’® wobec tego. wspOtezynnilki przy odpowiednich potegach zZmien-
nej s w kazdej z tych czterech réwnogei muszg by¢ réwne zeru.
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Wezmy wpierw pod uwage w réwnosciach (1.15) - (1.18) wyrazy wol-
ne (izn. przy s°) i wobec warunku ich znikania otrzymamy kolejno

—  b-
(1.19) a0+au——R—§:0,
b3
. by
(120) ao—i—ao-—ﬁzﬂ,
2
(1.21) ' o ta,— =0,
e R%
. . . b—_ .
(1.22) o+, T{;mo
2

Odejmujac stronami (1.19) od (1.21) oraz (1.20) od (1.22) mamy
1

— 1 —
i (b_ps—b_») =0, gz (~2 b)) =0,
2

czyli wobee 0 <R, << R, zachodzi Wsj)élna zaleznose
(1.23) b_y—b_p=0.

Dodajac stronami (1.19) i (1.21) oraz (1.20) i (1.22) otrzymamy gedno—
rodny uklad rownan

Z(a[,—}—a_g)-—%(b_z—i— b_s)=0,
(1.24)

2@+ @) — - (b_a o+ b =0.
2

Wyroznik tego uktadu réwnan f';

i 1
a2~ k)0
wobec zalozenia 0 <R, < R,. Uktad réwnan (1.24) ma zatem jednoznacz-
ne rozwigzanie

(1.25) G + @ =0,

(1.26) o b, =0.
. Jak wida¢, wielkosé
ap— dy==21r [@(0}
nie da sie wyznaczy¢ z réwnan (1.19) -(1.22), gdyz funkeja @(z) daje

sie okreflié, przy warunkach brzegowych w postaci danych naprezef,
jedynie z doktadnoscia do urojonej ezesci @(0) {por. [1], § 34).
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ey

: Aby umkna,c ._v.;_riélo'znac_znoéci funkeji - @(z), zatdimy

ay—dp=0.

Na pedstawie (1.23), (1.25) -(1.27) mamy

(1.28)

o

o= by =19,

Przejdimy teraz do Wykorzystania warunku znikania wspotezynnikow
w rownosciach (1.15) i (1.16) przy s! oraz w réwnoéciach (1.17) i (1.18)
przy s Dla wszystkich czterech warunkéw olrzymamy wspélng za-

leznosé

{1.29)

a1=b_y,

ktora wobee (1.11) jest spetniona.
Z uwagi na znikanie wspélezynnikéw w réwnaniach {1.15) i (1.16) przy
871 oraz w rownaniach (1.17) i {1.18) przy s mamy

L]

(1.30) _C—ZRJZIi+z‘;;1‘+RIm“bR;;:e
(1.31) —52521‘14‘2%!*32“!;;—0’
(1.32) _E%:—;*i+2%+f{1ai—%tﬂ,
(1.33) % z;—; +2 ”}”{:1 + Rya, bR;;—o

UWzgle;dniajac (1.11) i odejmujac stronami réwnanie {1.30) od {1.32)
oraz rownanie (1.31) od (1.33) otrzymamy jednorodny uklad réwnan

Ry{a,—a,)+ 5 (b_z—b_g=0,

(1.34) R}
B 1 o
Ry(a,~—a;) + N (b_s—b_g)=0.
2

Wobec tggo, ze wyréinik tego ukiadu rownan

R R,
A=-Tb— 22 4y,
+ R} R

gdyz R, <R, otrzymamy rozwigzanie
{1.35)

!

Ct,‘——a*l:b*a—g_'ig:():
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Nastepnie ‘dedajgc stronami réwnanie (1.30) do (1.32) oraz (1 31) dia- (1. 33)
otrzymamy po uwzgledmemu (1 11) i (1.35) uklad réwnan o dwoch nie=
wiadomych

x—1 b_3
—cRy — -+ 2R, — 2—;=0,
(1.36) #+1 Ry
cR?, — b3
R A 9—=1{.
R, %_l_l—l—ZR‘,a,1 Rg‘

Wyrdimik tego ukladu réwnan

4—4(’;3;’ —R‘)7é0

gdyz R, - R;. Rozwigzujac ten uklad réwnah otrzymamy

¢ x—1 R%
(1.3 “T Y ut+1l BTR
{1.38) by x—1 Rif

2 x«+1 RE+R
Z warunku znikania wspOlczynnikow przy s*, gdzie k = 2, 3, 4, 3, ..
w sumach (1.15) - (1.18) otrzymamy ko:lejnc

(1.39) (1—k) RFay + = Rk —Ri 2D, , =0,
(1.40) (1 —k) Rras+ R,;—*wak ,=0,
a_r b_z—2
1.41 . 1 Sk | Rba,— ol =
. ( ) _ ( + k) Rie T{Rlak Rf-l-z 0’
a—r bopo
(1.42) (1 k)= ,: + Rfa “Rk’% =0.

Z, warunku znikania wspétezynnikéw przy s —* (k= 2, 3, 4,5, ..), wsu-
mach (1.15) -(1.18) otrzymamy kolejmo

dk b_
(1.43) (1 + k)= + REar— Rk‘i =0,
a0 b_p
«(1.44) {1 +k) k "i‘Rkak Tk,:-_zz— =0,
2 2
(1.45) (1 —k) Rt q, — RE2hp =0,
(1.46) (1—k) Rk ax + %—Rg—'%;;:o.
' Y2

Rozprawy Ingynierskie — 4 501




e @de]mujac 6d- meble kole;]no stronaml rownama (1.39) i1 45), (1.40)
it (1 46)“(1 41 i 43) (1 42) i°(1. 44) otrzymamy uklad czterech rownan
jednorodnych o czterech nwwmdomych 3} i

(k— 1} R} (Gk — ak) -!- (a_ ﬂ—k) + Rk —2 (bfc—z — bp—2) =0,

R}
(k— 1) Rg’ (ak i E!.E) + “TRf ( k ) Rk—Z (bk g — bk_ﬂ) ={,
(1.47) 3 o L
— I 1 ’
Rie (G‘-k — ak) ""_ ?} (CL—.Iz . k) ‘|— R"“” (b_k_g, b—k—z) =0,
k41, S
R" (ak ak) : R+k fap — B k) + 5 R g (b2 — b_k—z) =0

(—2;3,4,5,..).

Dodajac do siebie kode]no Stronamx réwnania (1.39) 1 (1.45), (1 40y
i (1.46), (1.41) i (1.43), (1.42) i’ (1.44) ofrzymamy uklad czterech réwnan
jednorodnych o czterech meradomych

i k— 1) RY (s + &) — Rk (a_k + a_k) + BE? (bns 2 o) : 0,

L48) (e — 1) R (anit ar) — R" (a—k + G 7) + REF (b2 + bea) =0,
. R (o o+ @) + .% o+ as) — R,fﬂ (botz+b_ss) =0,
R (0 + ax), + - k ;—kl (a' r + a-_?_. Rk = (b_k_g + bAk_wg) -0

(k—~2345 ).

Wyrosniki obydwu ukladéw réwnan (147) 1 (148) sy sobie rowne
i wynoszg

T T T T A e X A
(149) 4= R2R2 {k [(R) + (Rz)] (Rl) :—‘(E) 2 ml)} L
. (k=2,3,4,5,.). " "

W celu zbadania ewentualnego zmkama wyrobznika {1.49) oznaczmy
dla uproszczenia

(1.50) : _ x=——— e , IR

Z uwagi na to, ze 0 << R1 < Rg mamy
(1.51) ' 1<x.
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Mozemy zatem napisaé ‘ BT T

- : 2ku-z : .
(1.52) Ai: R2 THeE+E Ve (3.’.'),
gdzie : s IR B
: Velx) :‘m4.k._7_,;{€72x2k¢2‘l+72 (kz__ 1) 2% 2 a2k-2 441,
za$
2k—2 ) .
R2k+2 ?{: 0 )
Zbada]my miejsca.zerowe wielomianu V(&) dla k==2, 3, 4, 5 . Moz~
na latwo stherdzm ze Wlelorman Velx) da sie przedstawié w postam
(153) T V)= @ — 1)1 Wila),

gdz1e W;t () jest pewnym Wielomlanem stopma 4k —8 postam T
(1.34) Weix) —m‘*k*s—l—d 10 g, et by g x® smz"‘ 2—[
T el at T odap g a8 - dppg a8 L —|—d4x4—!-dza: +1

Wspélczynniki przy wyrazach polozonych symetrycanie Wzgledem wy-
razu $rodkowego we'wzorze (1.54), tj. wyrazu dor—qa x?** sg sobie réw-
ne. Wspéltezynniki d,, obliczone dla réznych k dadza sie ulozyé w trOJkat
11czbowy {rys. 3).

f=f L o 1, . B o [N
h=3 ' 14/
. <y
- fk'::d_—-—r o, | . q 4//49),, 4 '
k=5 ‘ o lr'/;f}’ i o4 e Cod T e
k=8 1 //40/ 20/35) W w4
: s - :
= v 47807 ) -0 -
k=7 ///.',gz/asa/@aﬁ_.zqm4 4
k=8 1 4/ 2/0/35/ 55/.5'-y 56 3% 201 4 4
; s :
k=8 Fa //40/2}?,/35/56'//64/{29)84"56 i 0 04 4
s L
k=10 1 4/%0/ 20/35/66/34/420/465)420 B 56 35 0 0 4 4
/ i
k=t 4 3/40/20 75,/56,” 84 420/55 myaﬁs 120 84 55 35 20 W4 4 4 ,
e / - " s "

: S : L o
k=12 2 4/'.'0/2@/35/@/84/420 165/229/285)220 65 120 84 56 35 20 19 4 4
S A Ay -
S / i S LA s
WA AN A b A

Rys. 3

N
A%

W celu wﬁnacz’enia wspoiczynnikow d,, wielomianu Wk (9:) W Wyrd-
zach lezacych po jednej stronie wyrazu srodkowego dep.sx*—* mozna
posvluzyc sre nastepujacym wzorem rekurency]nym

(1 55) dZn—4—d2n—6+—(“—2—) o
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lub wzorem bezposdrednim
n®  at oa
(156) dzu—ﬁ:z - E" + —2'_ + 3 +

przy czym w ohu tych wzorach n==2, 3, 4, 5, ....
W celu postugiwania sie wzorem (1.55) nalezy przyjac

(1.57) dy=1,  d.g—0.

Jak latwo siwierdzié, na podstawie wzoréw (1.55) oraz (L.56) wszyst-
kie wepdlczynniki d,, (m =0, 2, 4, 6, ...) wielomianu W(x) dla kazdego
e = 2’ 3; 4: 51 58 dUda’UIlle 0 <dm .

Poniewaz wielomian We(x) ma jedynie wyrazy o parzystych potegach x,
to wynika z tego; ze réwnanie Wi(x) =0 (k==2, 3, 4, 5, ...) nie ma pierwiast-
kow rzeczywistych, a wobec tego oraz wobec (1.53), (1.52) i (1.51) wyrtznik
(1.49} ebu ukladéw réwnan (1.47) i (1.48) jest rézny od zera, tj. 4 5 0 dla

k=2,3,4,5 ... Uklady réwnan (1.47) i (148) maja jednoznaczne roz-
wigzanie:
“S”}Mak:izi&iir@m
broe=10
lub
(158) {ahnﬂ dla k=-+2,+3,-+4,+5,..,
br,=10 dla k=0,1,2,3;,+4,+5,...

W ten spostb okreéliliémy obie funkeje (1.9) i {1.10) w oparciu 0 wzo-’
ry {1.11), (1.28), (1.37), (1.38) i {1.59) 2. Mamy

cR? 1 x—1
(159 o 0=yt R )
| cR! [, RIRI , .y
(1.60) #le) :_W(? + RI4RD _z'ﬂ'm)

Skiadowe stanu napreZenia we wspdlrzednych biegunowych », § wy-
razimy za pomoeg wzorow (por. [1], § 39)

(1.61) @:Me [0@)] =0() + @2,
162 P iy, — [0+ PR e = 20'0) + 5 WA,

* Funkcje @(z) okresliliémy z dokladnoscig do czedci urojonej wyrazu wolnego
{por. [1], § 34). '
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gdzie z =ve’?. Mamy ostateczhie

cR? | 1 [RIR:
W8 =ik Jﬁl)[”“ R2+R§( e +"2)]c_0fﬂ'
CRz x—1 1 RZR? cos §
= — 2 -
(1.64) 7 ER x+1ll+R§+R§( r® 3")} r
R} 5 —1 1 (R‘i’Rg L) ] sing
(1.65) Trl =% — —(— 9 x—+-‘1[1—RWRE 7 —]—'J" )] r .

Naprezenie obwodowe oy na brzegu wewnetrznym pierscienia (r = R))
WYnos:
1.66 It cr it BT R,
(1.86) [0'9‘]’:-‘?‘_“ * %+ 1 Rz +R2 “cos

za$ na brzegu zewnetrznym, tj. dla » = R,,

| B yo1 R R
(1.67) [0’.‘}];-;:;?,2 ——C‘R"; ;Tl’ R‘}TI%%COS@.

Naprezenie io zmienia znak przy przejéciu od jednego brzegu do dru-
giego dla ustalonego #. Znikanie tego naprezenia przy dowolnym & ofrzy-
mujemy dla r =g, (R, <7 , << R), gdzie

_ ]/ V R+ R)P+12R R+ R +R
9, = — .
6

Naprezenie styczne 7,4 zgodnie z warunkiem bfzegowym znika na cbu brze-
gach, za§ wartoé¢ maksymalng osigga przy ustalonym 9 dla r = g, (R, << g, <<
ol Rﬁ), gdzie

{1.68)

] |/(R2+R2) +12R2R2——(R2+R2)
Oy == .

(1.69) —= 5

%, Przemieszezenia niewazkiego pierécienia kolowego pod dzialaniem
rownowizgeych si¢ ciSnienn hydrostatyeznych

Przemieszczenie punktéw pierscienia (dla ktdrege stan naprezenia
wyznaczono w p. 1) znajdziemy ze wzoru G. W. Kotosowa (por. [1],
§ 32)

(2.1) 2w 4w+ i(v 0] = =p () — 29" (2) — p(2),

gdzie x oraz p s3 to stale materiatlowe okreslone poprzednio; u i v oZna-
czaja sktadowe przemieszezenia w prostokatnym. ukladzie wspdlrzednych;
u, i v, skladowe przemieszczenia calego pierscienia jako ciata sztywnego®.

3 Jak wiadomo, przemieszczenia punktéw pierscienia przy warunkach brzego-
wych okre$lonych dla naprezefi mozna ofrzymac z dokladnoscia do pewnego prze-
mieszczenia Uy 1 vy dla pierScienia jako ciala sztywmego. '
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FunkCJe Goursata () oraz p(z) majg postat, .

|  cR (1 —1 Zj) |
(2.2) sv(z)_%if@(z dz} 2+ D) nz-+—4 +R2 2/ Sy
o cR} RIE} .—1
(2.3) w(z)zj ':p(Z)dZ —m(zlnz—m o ) Iy
Po podstawieniu {2.2) i (2.3) do (2.1) otrzymamy .
S _ C_R‘% : 2
GO 2ulectud il o)) = g einrt b
i e B
[1 2 \Rj+RJ (’”’ e 7
Przyjmujac ze
ST, N A
(2.5) Zﬂ(uo‘l‘“—’,o).ﬂm xInR Ry — 2
otrzymamy I _ '
28 2 . CR2 { n r? 277 (R2+R2)
(2:8). 7._#_,(u-l-,w)*~ ( E Rg—(%—l) TR R

[1 i1 [ RR)] }
B Y1 2 IR )

Po rozbiciu (2, 6)' na czésc'rzeczywm‘%é oraz urojong i podzieleniu przez
2u olrzymamy mna skladowe przemieszczenia punktow p1ersc1ema we
Wspolrze;dnych prostokatnych co nastepu;[e ' :

e 2¢2—‘(R§'+Rg)
u = xln —(x—1) PRI
e+ 1) | R1R2: o _ 2(R} -+ RY)
P . L) I
(2.7) [1 3 (B FR) (x'r - cos 29y,
'u~=— 4# x+1) ll (R2+R2) wFP— 'r sin24d.

Skladowe prostokatne przemleszczema punktéw lezacych fia brzegu
we“metrznym pierscienia sg okre$lone wzorami -

c¢R}. - w—1 Rz—Rﬁ .
‘[u]r_ é'u(x-l:t{)_{;xl ,.+ 2 R2+R2~ .
(2.8) 4 1__2 R%-I—RE -.cosz«? R
b ohr=ges=— 4'!&(%””1) {1 R2+R2 sm 21?,




za$ dla brzepgu zewngtrznego

P A
T 4pe+ D U R 2 RIHRY
-' S - w—1 #RI— R?*"';*
(2.9) —{1— 5 R R ]0052'8},\
CR? w1 »RI—R? | |
[o]=r, = 4-——4#(%+1) [1 e R2+R2 ]stﬁ.

- Przemieszczenie punktéw
pomocy skiadowych bieguno
stokatnymi przemieszczenia

piericienia mozemy réiﬁniéi_przedst.aﬁvié za
wych v, oraz ve. Miedzy skladowymi pro-
a skladowyml ibl@sgunowyml istnieje nasie-

pujgea zalezmosé (por. {11, § 39):

(2.10)

.Sfad wynikajg Wzory'

I ch [ A
U e+ 1)
(2.11) l
cR? :
l be= x+ (2 + 1) [ *

nSkIadowe przenneszczem

vr+imz(u+iv)—w1$—

7 x—1 [u-—2 2' ‘
R1R2+R§+R:§( 2 * o :
J'RE—FR2 B RERZ) l'J ' 9
5 90| " L|eosd,
P e—1 (x'+2 \ '
In gt R —
"R.R, RITRI\ 2
__ R+ R RiR}) ]
T T g 2}—1 smﬁ.}

a “punktéw lezqcych na brzegu wewngtrz—

nym p1ers<:1en1a we wspdirzednych ible'gunowych Wynosza

cR}
o= 4ot |
(2.12) oR?
. 1
za§ dla brzegu zewnetrznego
cR?
| =gy
(2.13) R
[vo] iz, = 4 pufn + 1)

. . 2 F2 N -
——xl.n%f—l— ( 21) 5 +1R2#1] cosd,
—1 (FDR—2R .
_I_x R —1{sind, .
! 1 2 S
R, (e—1p R
Kb AT i b
R, %—1(x+1)R:2—2R? ] )
J—2In=2 : —1)sind.:
[ PR 2 R} + R} |
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3. Wyznacze‘nie:.'hi-}éé Ygtant naprezenia rary Jednorodne]
boddanej ¥éwh, vazacemn sie cisnieniu wewnetrznemu i zewnetrznemu

Przy.-_'z'é}olze.nlu lﬁtm-éﬁia plaskicgo stanu odksztatcenia w rurze otrzy-
o niam'y-'ﬁg'-}ﬁ:a:'};ﬁre'zenie' gléwne o} dzialajace w kierunku osi rury wzor
%+ 1 \R?+R?

BY  ol=rlo, + ) =20 [0 () + D3] — r+ —:-)cos g,
gdzie v jest staly Poissona,
Wypadkowa tych naprezen dwzialajaca na caly przekréj rury daje
w wyniku moment zgiiajacy M, w plaszezyznie s
‘ ‘ .. g »cR
(3.2) M, = | ] olxdrdy =-
I 2

2 . :
1% w2 Ry,

co otrzymamy po uwzglednieniu {3.1).

Pojawienie sie tego momentu jest uwarunkowane istnieniem plaskie-
go stanu odksztalcenia rury. Z takim przypadkiem mamy do czynienia
przy dlugich rurociggach, gdzie nie ma mozliwoéei ich wyginania sie.

Pla rury krotkiej plaskie odksztalcenie mozna zrealizowaé praktycz-
nie dzigki odpowiedniemu zaniocowaniu jej koncow (podstaw). Podstawy
rury muszy byé utwierdzone w sposiéb zapewniajacy ich plaskosé, wza-
jerna réwholeglosé i staly odlegloge (warunek przylgowego $lizgania sie
po stalych plaszezyznach) (por. [2], rozdz. 3),

Jezeli kofice takiej rury sz swobodne I rura moze sie wygina¢ (np.
16dz podwodna) to otrzymamy ostateczny stan naprezenia superponujae
stan napreZenia odpowiadajacy plaskiemu odksztatceniu rury i stan na-
prezenia wynikly od dzialania momentu —DM,. Dziatanie tego momentu
kasuje moment + M,, ktéry jest wypadkows naprezen ol na podstawach
rury. Stan naprezenia pochodzacy od momentu -—IM, nazwijmy stanem
kompensujacym i oznaczmy jego skladows glowng przez

3.3) . 2y¢R? p
( . OZ—L—E-_I_H%?‘COS .
Ostateeznie na wypadkowe naprezenie gltownie w kierunku diugosei ru-
ry otrzymamy ‘
(3.4) 0. 2ch’f(1 2r ) 9

. GI—UZW{"GZ—:‘%’_'I— ;‘E‘ETTR? cos v,
Naprezeiie to osigga na brzegu wewnetrznym (r = R,) wielkosgé

2vcR RZ—R?

35) g — P CE KRy
{3.5) | [02)rear, = g R§+R§cosg’
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za$ na brzegu zewnegtrznym

2vcRy R, R}—R?
3.6 PR e R e B BV
(3.6) . [o:]r=x, «t1 R, Rf—}—Rg cos ¥
Naprezenie ¢, przyimuje wartodé zera przy dowolnym ¢ dla r=gp,
(Ry<C@y<T Ry), gdzie

(3.7) =/ 02

4. Sian naprezenia w wazkiej rurze plywajycej poziomeo w cieczy

Wezmy pod uwage rurg o promieniu wewnetrznym R, i zewtigtrzym
R, Rura ta z materiatu, ktérego ciézar Wwiasciwy wynosi y,, wypelniona
jest wewnatrz cieczs o ciezarze wlagciwym ¢, i plywa poziomo w cieczy
o ciezarze wlaSciwym y,. Srednie ciénienie wewngtirz rury wynosi p,
(mierzone na wysokosei « = 0), za$ érednie ciénienie zewnglrz rury wy-.
nosi p, (réwniez mierzone na wysokodei x = 0). Nalezy zaznaczyé, ze
z pigein wielkosei Ry, R;, v, 1 75 tylko cztery sa niezalezne, a pozostala
‘piatka jest ich funkcja. Okolicznosé ta wynika z warunku réwnowagi
{ptywania rury). Wielkoéci p, i p. sg niezaleine.

W celu wyznaczenia sktadowych stanu natezenia przyjmijmy, ze y,
jest funkeja R, Ry, v, i p,; wtedy
_ n(R3— R+, K

¥ ]
R2

(@1 vs

co wynika z praws* Archimedesa.

Cale zagadnienie mozna rozbi¢ na trzy oddzielne zagadnienia mia-
nowicie; : '

Zagadnienie pierwsze, czyli zadanie Lamégo.

Warunki brzegowe dla tego zagadnienia 55 mastepujace:

(4.2)

{ lor]r—r, = — P, [z slr=r, = 4,
[G’r}J':--ie, = Py, [Tr ﬂ} r=p, = {.
Zagadnienie drugie odpowiada rozwigzaniu szezegoinemu réwnafi teo-

rii sprezystodei uwzgledniajacych sity objetodciowe. Warunki brzegowe
dla tego zagadnienia sg nastepujace:

{4.3) | { [Gr}rzﬁ‘:¥.70xa l7rofr-r, =0,

[O'r}r-:}?z Yok, [-Tr »9jr=i\’2 =0,



zad rozwigzaniem jest TS FIPIITORT
Or =08 =—"—Yo&s . tro==0.
Zagadnienie trzecie odpowiada rozwigzaniu niewazkiej rury obcia-
Zonej rownowazacymi sie cxsmen1am1 hydmstatycznyml spelmaga,cynn
nastepujsce ‘warunki brzegowe = ‘

{O'r] =R, (yﬂ _7’1) _“I’.‘J [Tré}]r:R‘ = 0,

{4.4) 2
(o], =0 — 1) (f%) 2, [trslren=0.

Rozwigzanie trzeciego zagadnienia podajg wzory(1.63), {(1.64) i (1.65),
w ktérych nalezy podstawié e= Yo~ Vi
" Ostatecznie rozwizzanie problemu. ogélnego otrzymamy dodajac do
siebie rozwiazdnia Wszystklch trzech zagadmen szczegolfnych o
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(11 N. L Muskhelishvili, Some Basic Problems of the Mathematzcal
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[2] L. Mariini, Plaskie zagadnienie teorii sp'rezystosci cialo poddanego dzig-

taniy sit skupionych, Warszawa 1957,

Peswome

~ HPYTOBO#E ROJILHO HO,[[ JEMCTBUEM BHYTPEHHETO M BHEUIHEPO
THEPOCTATHUIECHOTO ILABJIEHHH

B pabore onpefenseTcsa HanpIIKEHHOE COCTOSHWME B OJHODPOAHOM KpPY-
TOBOM KOJBIE I0j JelCTBMEM BHYTPEHHETO. M BHELIHer0 TMAPOCTATHYeC-
KOI'D JABMEHNMS, M3MEHAIOIIETOCA JIHMHEHHO BJAOMEL OJHOFO M3 EMAMETPOR.

OTa 3ajaua OTBEYACT BECOMOI mycroii rpybe (MMM HaLONHEHHONR jer-
KOM JKUAKOCTEI0), [IIABAIOINEH B TOPM3OHTANLHOM [IOJIOIKEHIH B THMKEN0H
JRUFKOCTH. DTy NMPobaeMy MOXKHO HAZBATD ILIOCKOM 3axadeil «barncracbas.

Ha npagtike 9adro BCTpeuderca Toro Doja Harpysra tpybel Hocra-
TOYHO HAHOMHWUTL O HeTempoBOAaX, 3apeIThIX B Iecke {Hanp., B IyCThE-
He), a TAKXKE O TUIABAIONIMK 3JNTERTPUYECKMX, TJIYBOKOBOHBIX Kabensx,
B. KOTOPEBIX Mzompyromee MBCJTI0 H&XO,IU/I’I‘CH nox, mz{pocq‘awuqecxm& Ha-
BIEHMEM.. . %, -

- Bumgr 1 onpe,qenﬂevca HaIIpH}KE.“HIHOE COCTOAHVE B HEBECOMOM prro-
BOM XOJLIE 10 [eicTBMeM BEYTPEHHEro p, == —CX ¥ EBHELIHETO
=(R,/R)® p, maBIeHMil (9TH HABICHIMA M3MEHAIOTCS JMHEHHO TO HAIpa-
BJAGHHWIO K ocK x); By 1 R, — BHyTpeHHMI 11 HapyIKHBHT ZMaMeTPhI KOJIbia.
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B mrr. 2 ompemenarorca IEPEMEINEIDIA  KONBIA, HAXOAIIIRIOCA 1107
vt:emmameM JHArpysKY, TAKOH Xe KaK B OKT. L. :

B mxr. 3 onpependercH HATPAMKEHHOE COCTOHHMe B Tpybe, ;IOTIOJIHHH
HANPAXKEHKOE COCTOANME COIMIACHO INKT. 1 HOPMATLHBIM ITABHLIM HALDPI-
KeHueM, AeMCTBYIOIAM HO IPOROJALHOMY HAaIpaBieHwio TpyOnl, B 3aBu-
CHMOCTH OT KPAeBLIX YCIOBMHE, ONPCACIEHHBIX [ KOHIOOB. TPYOBLL . ...

B OKRT. 4 onpenesdercs . HANPSIKEHHOE COCTOAHME B BecoMoit Tpybe,
TIaBAOLIEH B FOPM3OHTAILHOM TIOJIOIKCHUN B XKUIKOCTH, KAK CYMMY. TPEX
HaNpAKEHHLIE COCTOAHNMHA, a MMerHo: (1) HanpMKEeNHOT0 COCTOAHMS, DTEE-
qarorero sagade Jlame; (2) HanpAMKeHHOTO COCTOSHMHA, ABJIAIOIIETOCA
PCIICHMEM HACTHBIX YPaBHEeHMI Teopuu ynpyroctu mpu yderte OB beMHBIX

cui (AeMCTRYIONIMX II0 HAUPARJIEHMIO K OCH X) Or=03=—9, X, tT,6=0,
NPMYeM §, ecTh.YHeNLHLIM Béc Tpybul; (3) HAIpAReHHOTo- COC’I-‘OHHPIH, B He-
Becomoi TpyGe, HaxomANIEHCA 10 BHYTPEHHEM P, = ~—CE, 3 TaK¥Ke BHeIl-

Hem P~ (R./R,)? p, maBumenuamu, rae R, u R, muamerpsl TpyooL

Summary

THE PROBLEM OF A CIRCULAR RING UNDER THE ACTION
OF INTEENAL AND EXTERNAIL HYDROSTATIC PRESSURE

The state of stress in a homogeneous circular ring under the action
of internal and external hydrostatic pressure linearly wvariable along
cne of the diameters is determined.

This problem corresponds to that of an empty tube (or a tube filled
up with a light liquid) having a mass and immersed horizontally in
a heavy liquid. It may be called the plane «bathyscaph» problem.

Tubes =0 loaded are often met in practice. Suffice it to mention oil
pipe lines in sand (in desert regions) or subaquecus cableg in which the
insulating oil ix under hydrostatic pressure.

In Art. 1, the state of stress in a weightless circular ring loaded by
an internal pressure p, = —cx and an external pressure p, = (R/R.)*p:
(the pressures are linearly variable in the x-direction) is determined.
R, and R, are the inner and the outer radius of the ring.

In Art. 2, the displacements are dbtained for the same ring.

In Art. 3, the state of siress in the tube is found by completing the
state of stress obtaimed in the Art. 1 by a mormal, principal stress acting
in the direction of the tube axis depending on fhe boundary conditions
for the tube ends.

In Art. 4, the state of stress in a tube having a mass and immersed
horizontally in a liquid is determined as a sum of the following:

(1) the state. of stress correspomding to the Lamé problem;
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2+ (2) the state of stress comstituting a particular solutivn of the equa-
tions of the theory of elasticity tiking into consideration mass forces
{actirig in the »-direction},
Gr = 0@ 7= — Yy, Tre =0,

where y, is the specific gravity of the tube;

(3) the state of stress in a weightless fube loaded by an internal
pressure p; = — cx and an external pressure p, = (R./Rs)%p, where R,
and R, are the radii of the tube. .

ZAXEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Prdaca zostala zlozonu w Redukcji w dnin 16 marca 1957 r.






