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W.pracy naszej [3] rozpatrywali$my walec gruboécienny o przekroju

w ksztalcie pierScienia kolowego, obeigZony ciSnieniem wewnegirznym p
- typu hydrostatycznego, przy ézym ‘o materiale walca zatoZyliSmy, ze jest
on niejednorodny zaréwno sprezyécie, jak i plastycznie.

W niniejszej pracy ¥) zajmiemy sie analogicznym zagadnieniem dla kuli
grubosciennej obcigZzonej réwnomiernym cisnieniem wewngtrznym p i ze-
wnetrznym q. Ze wzgledu na zblizony charakter obu problemoéw tok ro-
zumowania bedzie podobny. Wystapia w niej réwniez charakterystyczne
wielkosci, kiorych znaczenie bedzie zblizone do znaczenia odpowiednich
wielkofei w pracy 3}

1. Ukladem rozpatrywanym bedzie powloka kulista gruboscienna
o promieniu wewnetrznym e i promieniu zewnetrznym b. Promien do-
wolnego jej punktu oznaczat bedziemy przez r. WielkoSciom zwigzanym
z kierunkiem radialnym dodawaé bedziemy wskaznik 7, wielkosciom zwia-
zanym z Kierunkiem prostopadtym do radialnego wskaznik . Wobec za-
tozone] kuliste] symefril wszystkie kierunki prostopadie do radialnego
s3 réwnowazne. ' ;

_ Zaldzmy dalej, Ze powlerzchnia wewnetrzna powloki cbcigZona jest
ciénieniem réwnomiernie rozlozonym p, a powierzchnia zewnetrzna ci-
$nieniem tego samego charakieru o wartosci q. O réznicy ciénien p i g
zakladaé bedziemy w dalszym ciggu, Ze wzrasta z czasem t, czyli ze funkeja

(1.1) . Ht)=p—q

jest funkecja rosnges. Zalozenie io, jak przekonamy sie w dalszym ciggu,
posiada istotne znaczenie dla przebiegu odksziatcen plastycznych.

Co do niejednorodnosci materiatu przyjmiemy, Ze zardéwno jego wia-
snodci sprezyste, jak i wilasnoscl plastyczne sa funkciami samego tylko
promienia r. Rozpatrywaé bedziemy zatem ten szczegdlny typ materiatu,
ktéry mozna by byto nazwaé kulisto symetrycznie niejednorodnym.

Odnoénie cech sprezystych i plastyeznych malerialu wprowadzimy
jeszcze dalsze zalozenia, uezynimy to jednak dopiero wtedy, gdy koniecz-
noéé tego wystapi dostatecznie wyraznie, '

) Praca "p.rzedstawion_a na Konferencji Naukowe] Zakladu Mechaniki Ofrodkow
Ciaglych 1PPT PAN w sierpniu 1955 r. w Karpaczu. ’
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2. Oznaczmy przez u przemieszezenie radialne rozpatrywanego punktu
powloki kulistej. Wielkoéé ta bedzie oczywiscie pewng funkeja promienia
riczasu t, tj. u = u (1, t).

Jak wiadomo, skladowe gléwne tensora odksztatcenia (dwie istotnie

. rézne wielkosci) e, i &, moga byé wyrazone przez przemieszczenie u (v, t)
Za pomocy zaleznosel ‘
| 0 o
{2.1) 8:—*73%, gy =t
- Dalsze rozwazania upraszezaja sie znacznie, gdy wprowadzimy funkcje
Ppomocnicze ). g, i £, okreglone réwnosciami

1 1 /0du
@2 oyl b ae) = (G ra ),
1/{0u U
‘(2.3) - | C(]: u§~ (—a—r——— 2—;) .

Znaczenie lizykalne funkeji e, jest oczywiste: jest to srednie wydiuze-
nie jednostkowe w rozpatrywanym punkcie. Funkcja {, ma natomiast
charakter formalny. Jej okreslenie nawigzuje do funkeji { w pracy [3),
kiérej uzyto tam zgodnie z propozycja W. Pragera i P. G
Hodgea [ '

Za pomocy funkeji e, i £, mozemy z latwosdcia wyznaczyé skladowe
tensora odksztalcen:

3 3
'{2-4) 3,-:?(50 +Co): 8,‘:';‘(5‘0*' 'Cﬂ)
i skladowe dewiatora odksitalcer’z
i

er: Br_60:?(80+ 3C0)r

{2.5)
1
€, =g, gy """“4‘(3{1”"’“ 3C0) ;

brzy czym zgodnie z definicja dewiatora bedzie
{2.6) e, 2e,=0.
} W celu podkreflenia analogii zachodzgcych pomigdzy praca cdniejszg a pra-

<q [3] wielkosel spetniajgee podobnyg role oznaczadé bedziemy tymi samymi symbolami,
dodajac im dla odréindenia w pracy obecnej wskasznik zerop, ’ ‘
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- Dzieki temu podobnie jak w.pracy [3] udalo sie wyrazi¢ sktadowe
tensora odksztalcenia (2.4) i skladowe dewiatora odksztalceni (2.5) przez
dwie funkeje ¢, i &, w sposéb wolny od operacji réiniczkowania. Podobnie,
odejmujac stronami od siebie réwnania (2.2) i (2.3), dochodzimy z latwoscia
do zaleZnoéci

(2.7) u=-i—r(so—'—co) ,

pozwalajace] na obliczenie przemieszezenia radialnego u, gdy dane sa
funkcje &, i L. - ' ‘

3. Dla scharakteryzowania wlasnodel sprezystych materialu powloki
uzyjemy dwoch wielkosel: modulu odkszialcenia postaciowego G () i mo-
dulw Scisliwosei V (r). WielkoScei te, jak wiadomo, 2 modulem sprezysiodei
E (r) 1 wspolezynnikiem Poissomna »(r) 1gcza znane zaleznoscei
E(r) E ()

1) GO~ ) 32l

Vir)y=

przy czym ze wzgledu na zalozong niejednorodhoéé sprezysta cechy ma-
teriatowe G (r), V. (v}, E () i »(r) s3 na ogél pewnym1 danymi funkcjami
promienia r.

Postugujac sie modulami G (7) 1 V {r) mozemy dla standéw sprezystych
zwigzek pomiedzy skladowymi gléwnymi dewiatora napre;zen i sklado-
wymi gtéwnymi dewiatora odksztatcen zap1sac W postac1

13.2) s; =2G(Me, s5=2G({7)ey,
przy czym |
{3.3) : 8y = ay — oy S¢ = G —0,
| gdzie

(3.4) . ao=%“ (- + 2 0¢)

jest $rednim napreZeniem normalnym. Oczywiscie tylko dwie skladowe
tensora naprezen (a wiec i dwie skladowe dewliatora naprezen) sg istotnie
rozne. Ponadto ze wzgledu na przyjeta kulista symetrie rozpairywane
uklady odksztalcen i naprezen sa ukladami gléwnymi, tzn. odpowiednie
katy odksztaicenia postaciowego i naprezenia styczne sg réwne zeru.

Dla pelnego zdefiniowania zwigzku pomiedzy stanem odksztalcenia
i stanem naprezenia réwnosci (3.2) wymagaig uzupelnienia zrozumialy
zaleznoseia ' '

(3.5) . ' oo =3V (¥ ¢,
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Laczac wzory (3.2) i (2.5) mozemy wyrazié skladowe dewiatora napre-
zen przez funkcje g, i , otrzymujgc zaleznoSci’

(3.6) 5= G (r) (e, +3L0), &:méﬂ@mﬁagy

Wielkoscei s, i s; spelniajg oczyw1seqe zwigzek leigcy u podstaw defl—
nicji dewiatora:

3.7 s, + 28 = 0.

4. PrzejdZmy obecnie do wyznaczenia funkeji e, i {y; ktore jak to wy-
zej pokazano w zupelnosei okreslajg stan odksztalcenia i stan naprezema
w zakresie odksztalcen sprezystych.

W tym celu napiszmy najpierw znane rownanie réwnowagi punktu
wewnetrznego dla wprowadzonego przez nas ukladu wspolrzednych

da; 2

(41) - » *E?—:“'T—(O't—‘ﬂ".), )

ktére po uwzglednieniu zwigzkéw (3.3) przyjmuje postaé

(4.2) %%:%@um_%%

.Réwnanie (4.2) jest oczywiscie niezalezne od zwiazku pomiedzy sta~
nem odksziaicenia i stanem naprezenia i dlatego stosowane byé moze
zardwno do standw sprezystych, jak i standw plastycznych. Ograniczajac
natomiast jego stosowalnosé do standéw sprezystych mozemy, korzystajac
ze zwiazkéw (3.5) i (3.6), przedstawié je w postaci

- 1 ! r ) ;- ‘ ) i a 30,
(4.3) §{f§@n+3;9+ao+sc¢y+%§%%{;% _ tat b,

T
gdzie kreskami oznaczono pochodne wzgledem 1.

Jezeli z kolei przyjmiemy, ze wspélezynnik Poissona » jest wiel-
koscia stala ?) nie ograniczajagec w niczym zmiennosei moduléw G (7), V (v)
i E(r), to rdwnanie (4.3) mozna dalej pr7eksztalrc1c otrzymujse w rezul-
tacie

4 . G g+ 3E,
(4‘4) &y ﬁl“ 'a‘ € + HC(} + MEC@Z — Y ”‘0“'—;"““—) s
gdzie
(4.5) 7 ' p=1—2v.

*) Zalozenie takie, przyjmowane przez wielu autordw, umotywowane jest nie-
znacznymi zmianami warto§ei ». Zagadnienie to omdwiono szerzej w pracy {11

98




Przejdzmy obecnie do drugiej zaleznosci wigzgcej funkcje & i &,
W tym celu w znanym warunku nierozdzielnosci

d
’{4‘6) : W(Tsr)zer;

otrzymanym ze wzoréw (2.1) przez wyrugowanie u, wyrazimy e, i g, przez
& 1 0o zapomocg réwnosci (2.4):
' 0e, 00, e +3%&,
(®7) ~ or or - 7
Uktad dwéeh réwnan rézniczkowych (4.4) i (4.7), ktéry mozna zapisaé
w postaci - :

% {G{E()+MCO)] z‘—"ﬂGi%%:
'(4.8) a .
3 08,
gt utd =T g 5

moze stuzyé za podstawe do wyznaczenia nieznanych funkeji g, i €.

5. Stan naprezenia w strefie sprezystej (zewnetrzne]j) rozpatrzymy
przy zatozeniu, Ze material w stahie sprezystym posiada wiasnos¢ nie-
$cisliwosel, czyli Zze

(5.1) ‘ gg=10,
czemu odpowiadaja réwrioéci
{5.2) y=20,5, n=10,.

Przyjmujac ‘niedcisliwosé materiatu, w strefie sprezystej popeiniamy
Swiadomie pewna niedcistosé, ktorej znaczenie jednak pomniejsza fakt,
7e unikamy w ten spos6b drugiej nieScistoSci, jaka dopuszcza sie zwykle
przyjmujac dwie rézne i stale wartoSei wspblczynnika P oissomna
w strefie sprezystej (»==0) i plastycznej {(»=0). Odpowiada temu nie-
ciggtosé wartosci tego wspblezynnika na granicy obydwu stref.

Rozwiazujge przy zalozeniu (5.2) drugie z réwnan (4.8) otrzymujemy
(5.3) | to= 22,
gdzie B, jest stala calkowania zalezng od warunkéw brzegowych zagad-
nienia. Pierwsze réwnanie (4.8) jest oczywifcie speinione tozsamosciowo.

Znaleziona wartod¢ {, wprowadzona do wzoru (3.6) pozwala znaleié
skladowe dewiatora naprezef

: B 3 B
G4 Ce=300)0,  s=—5 G0
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Jefli uwzglednimy wzory (5.4), to z réwnania (4.2) zna]dzqemy rowname
rdzniczkowe

(5.5) 9 g,

1 .,
e —3B, 5 G'(r).

-Scalkowanie tego roéwnania prowadzi do wzoru
G
{(5.6) g,=—3B, F—-—Sgﬂ('r) + C,,

gdzie uzyto oznaczenia

(5.7) go(r) =

-natomiast C,oznacza staly catkowania zalezng od warunkow ’brzegowych.
zagadnienia.

Okreélimy obecnie state B, i C,. W tym celu obliczymy najpierw war-
- tosé na,pre;zema radialnego

(5.8) o, =8, 0y=9B;g,(r)+C,.

Mamy nastepujace warunki brzegowe dla strefy sprezystei:
{5.9)

W rownaniach tych przez n oznaczono promien powierzchni kulistej
oddzielajgcej strefe plastyczng (wewnetrzna) od strefy sprezystej (ze-
whnetrznej), a przez p wzajemny jednostkowy nacisk obu stref na siebie.
Wielkosci n i p, ha razie nieznane, wyznaczone zostang w toku pdiniej—
szych rozwazan. - i

Z warunkow (5.9) i roéwnosdci (5.8) otrzymujemy uklad réwnan

(5'10) IQBUQG(H)'FCo:_ﬁ’ 9 B[}go(b)+C0=~—q;
z ktdrego wyznaczymy poszukiwane stale:

P g0 (b) — q gy{n)
goln)—g,ib)

p—q
(5.11) 9B, =~ — ——"—21——, Cy=
o0 Fo(n)—go(b) " !
Majgc chliczone state B, i C, mozemy juz bez trudu Wyznaczyé funkcje
charakteryzujace stan odksztalcenia i stan naprezenia, OtrzymuJemy
w ten sposéb uktad nastepugacych WZOTOW:
1 P—q 1

018 DI g e ®
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_1 ’ﬁ—_q 1
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b—'
[}
=
l
=
€
-3

1 pP—q G(r)

(514) TR go(n)'—goﬁ ™
' ool _P—a Gl
6 golm)—g,d) 7 °
o P9 B 9o(b) — qga(n)
ww)lm_ %m%wmﬂm) Go(n)—go(b) ’
' P—q [l GO) B g (D) — g o (m).,
o ng—ﬂJw[ = °m}+ g {n)— g, (b}
_ b—g 1 Gn P go(b) — g g, (n)
(6.18) o= o (n) — go(b) [3 -7 ()]*F go(m)—go(B)

Gdy w szezegblnym przypadku w strefie sprezystej material bylby
jednorodny,. tzn G = G, = censt, to funkc;a g, {r) przyjelaby postat

1 G,

611 golr) =5 3"

Uwzgledniajae postaé (5.17) funkeji g, (r) we wzorach (5.12) -(5.16}
otrzymujemy hastepujaca uproszezong postaé tych wzordw:

1 B nt .
(5.18) Cg———j‘?Go T P
1 b3 .
(5.19) um4G0W—n_F@ q);
B nt L
S /— — Be nd F(p q)i
(5.20) .
- 1 v ow
Sty (®— q}
b') ns .n.-} 5 _bs q
GJE.—bﬂ_nS ,1,.5( Q)—i_ ng, ]
(5.21) . .
1 b n PP —blq
U=y e g O )*“" —w
n*P —b'g
(522) 0-0_ b;} ,n.-i
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Pragniemy przy tym podkredlié, Ze acZkolwiek wzory (5.20) - (5.22)
uzyskane zostaly przy przyjeciu niedeisliwoSci materialu & == 0, to jed-
nak pokrywaja sig one z analogicznymi wzorami wynikajaeymi z.teoril,
ktéra z zatozenia tego nie korzysta.

6. Podane w punkcie poprzednim wartosci naprezen odnoszg sig do
strefy sprezystej, co do kidrej przyjeto, ze jest strefy zewngirzng w sto-
sunku do strefy plastycznej (wewngtrznej). Jak WykaZemy*W dalszym
ciagu, mozliwe sg i inne przypadki, dla ktérych przedstawiona metoda
moze byé réwniez zastosowana. Réznice polegaé beda tylko na sposobie
okredlenia warunkéw brzegowych dla kazdej z dwoch stref. Totez nie
bedziemy tu przylaczali innych mozliwych sposobéw rozwigzania roz-
patrywanego zagadnienia. .

Przejdzmy obecnie do wyznaczenia stanu naprezenia w strefie pla-
styeznej, tzn, dla e S r 5 n.

Zgodnie z zalozeniem podstawowym naszej pracy przyjmiemy, ze
warunek plastycznodei, spelniony. w cate] strefie plastycznej, posiada
postac '

{6.1) JZ:-21—(S'§—+— 24%) = (K (r)]?,

gdzie K (r) jest modutem plastycznosci zaleznym od promienia. Przyjeto
zatem, ze material kuli wykazuje plastyczna niejednorodnoéé i spelnia
ponadto warunek «idealnej plastycznofci»; nie jest zatem mozliwy wzrost
wartoéel niezmiennika J, ponad wartodé [K (1)1 ° .

Dodatkowym zatozeniem upraszezajacym bedzie powszechnie przyj-
mowane zatozenie o niegci§liwoéei materiatu w stanie plastycznym, czyli
2e dla strefy plastyczmej bedziemy rowniez przyjmowali

{6.2) g=0, = »=0p5.
Jezeli w rownodei (6.1) uwzglednimy oczywisty zwigzek (3.7), to mo-
zemy mu nadaé postaé

39— (K]

(6.3) e

“Uklad rownosei (3.7) i (6.3) pozwala na wyznaczenie sktadowych gltow-
_nych dewiatora naprezen:

{6.4) s, :.ﬂxz ]3/—3-K(1‘), 'S;ﬁ% ]/33 K(T)

W réwnosciach tych symbol « = & 11 mozna go zapisaé jako

S¢

(8.5) ' x=—~signsr$~——|—:fi— 1ub. xzsign8¢=m;
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wskazu]e to na istnienie (formalnie biorae) dwdch rozwigzan, Fizykalay
sens posiada z nich jednakze tylko jedno, ktére okresla warunek na po-
wierzchni wewnetrznej kuli. Otrzymujemy z niego

{6.6) ' =1,
Gdy ponadto przez Q:(r) oznaczymy granicé plastycznosel materialu
kuli, zwigzang z modulem K {r) znang rdwnoécig

©7) K= Q0

to wzory (6.5) mozna zapisaé w ostateczme] postaci
2 1
{6.8) ' =g Q(r), st=5 Q).

Do Wyzna-czenia sktadowych stanu naprezenia o, i o potrzebna jest
na razie nieznana jeszcze wartod¢ éredniego naprefenia normalnego o,.
Obliczymy ja z rownania (4.2), ktére po uwzglednieniu wzoréw (6.8) moze
byé przeksztalcone do postaci

d g, (7)
{6.9) T 2— -

r

dQ{)
dr

w“\‘)

Po scatkowaniu réwnania (6.9) otrzymujemy

{6.10) to==hy (r) + —g—Q r)+D,

przy czym D jest stala calkowania zaleing od warunkoéw brzegowych
a przez h, {r) oznaczyliémy wyrazenie

(6.11) | ho(f)_zj QT(’")d

Stata D wyzhaczjré mozna z warunku
(6.12) Mol =0 =Ih (") + D}, ,=-p;
ofrzymamy mianowicie
(6.13) D — — |ho{a)+ p}.
Postugujac sie wzorami (3.3), (6.8), (6.10) i (6.13) mozemy juz z latwo-
$cig wyznaczyé skladowe stanu naprezenia w sirefie plastycznej
[ or==ho (r)—ho (@) — p,

6.14
(6.14) | o == Py (1) b () + Q(r) —p;

(6.15) 30 = ho (1) — o @) -+ = Q (1) —
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W przypadku szt:zegt')lnym, ‘gdyby material byl plastycmi-e jedno-
rodny i gdyby zatem bylo e : S
(6.16) Q)= Q= const,

WyraZe-nie dla sktadowych stanu napreientia odpowiednio uproicitoby sie
i otrzymalibysmy nastepujace wzory: ' :

(6.17) T hy () =2Q,In7;
O’r_;onln%—"p:
(6.18) | |
afﬁQ(:zm%—H)—m;
'(619) —riQ 3-1-f_+1 _
o a-lafmii)r

Wzory (6.14) 1 (6.15) oraz wynikajace z nich wzory (6.18) i {6.19) sto-
sujg sie jedynie w strefie plastycznej, tzn. dla ¢ < r < n, gdzie n jest pro-
mieniem powierzchni kuliste] oddzielajacej strefe plastyczng od sirefy
sprezystej, na razie jeszcze nie okreslonym.

2. Do wzoréw okreflajacych skladowe stanu naprezenia dia sirefy
sprezyste] (5.14) - (5.16) lub (5.20) - (5.22) wechodzi wartosé wzajemnego
jednostkowego nacisku obu stref na siebie. Wielko§¢ te, dotychczas hie
okreglona, mozemy Wyznaczyé 7 nastepuigcego warunku: niezmiennik J=

~ gkladowych stanu naprezenia W strefie sprezyste]

1
1 y = o
(7.1) Jy=5

C——

/3 p—q G ('r)‘2
P :[1, _B—a
(5 +25) 6 gom—gold) 7
na granicy tej strefy (r = n) osiaga sWa wartost -kryty-cima

2 1 ;
| K} =3 [Q(n)2.
Tak sformulowany ~warunek pozwala na wyznaczenie wartoéci p, dajace]
sie przedstawié wyrazeniem
= Q(n) .
7‘2 —_— D —— —_ d
) P=2Gm) {go (M) —go O ' + Q>

ktore w przypadku materiatu jednorodnego saréwno sprezyscie, jak i pla-
styczne [G{n) = G, = const, @ ) = Q= const] przyjmuje prosta
postaé ' : '

7.2 'ﬁz%c@o(l——g)m.
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_Ostatnia nie wyznaczong wielko$é n znajdziemy z warunku, ze dla
¥ = n wartosé Sredniego naprezenia normalnego o, nie wykazuje niecig-
glodci przy przejsciu od strefy plastycznej do strefy sprezystej. Poréw-
nujac zatem dla r — n prawe strony wzordw (5.16) 1 (6.15) i uwzgledniajac
wzor {7.3) otrzymugemy réwnanie na ogdl przestepne :

QM)
G "

(7.4) H=p-—q=hy (n)—ho (@) 2 [go (1)~ gy ()]

ktére dla przypadku materialu jednorodnego sprezyscie i plastycznie daje
“sig uproscié do postaci .
(7.5) : L{xg(l—'w—PSIn )Qn

Rozwigzujac réwnanie (7.4) lub (7.5) wzgledem n przy -danej wartosci
roznicy ciSnient //=p-—q oraz wprowadzajgc fak znaleziong wartosé n
do wzordw (7.2) lub (7.3) mamy juz wszystkie wielkodci potrzebne do
obliczenia sktadowych stanu naprezenia w: strefie sprezystej.

8. Utrzymujace obecnie w mocy nasze pierwotne zalozenie, ze odksztat-
cenia plastyczne zaczng sig formowaé na wewnetrzne] powierzchni po-
wloki, sprébujmy okreslié warto$é pierwszej krytyeznej rozmicy cisnief
I, odpowiadajgcej pojawieniu sie plerwszych odksztatced trwatych.

Jak wiadomo, zwigzek pomiedzy promieniem n, okreflajgcym granice
pomiedzy obydwu strefami (sprezysta i plastyczng), a odpowiadajaca mu
wartoéclg réznicy cidnief I7 podany zostal w postaci réwnania (7.4). Po-
szukiwang przez nas roéznice 7, znajdujemy z tego réwnania przyjmujac
n = a, co odpowiada nieistnieniu strefy plastycznej oraz chwili jej po-
wstawania. Z wartunku powyZszego ofrzymujemy

Qla) .
GO M=) =220 g — a6,
pfzy czym w ogdlnym przypadku materiatu sprezyscie i plastycznie jed-
norodnego odpowiednia warto$é wynositahy

82 == Qo(a—%).

Gdy réznica ciSnien I, o ktérej zalozyliSmy, ze jest rosnacag funkeja
czasu, po osiggnieciu wartoéci I/, wzrasta nadal, to przy wewnetrznej
powierzechni powloki zacznie sie formowaé strefa plastyczna ograniczona
od zewnatrz przez powierzchnie kulists, okredlong stopniowo zwieksza-
jacym sie promieniem zewnetrznym n. Strefa ta, otoczona strefy spre-
Zysta, ksztaltuje sie zatem w warunkach tzw. «plyniecia» wstrzymywanego
przez obecnodé tego wlasnie obszaru sprezystego.
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W miare uplywu czasu roznica ciénien 1, zgodnie Z zalozeniem, wzra-
sta nadal, az w pewnym momencie zewnetrzna grhrrica strefy plastycznej
osiagnie powierzchnie zewnetrznag kuli, czyli zajdzie wiedy rownosé » = b.
Stan odpowiadajacy tej chwili nazywamy drugim stanem krytycznym,
a zwiazang z nim wartosé Il druga krytyczng roznicy c;_iénieﬁ. Qznaczamy -

’ .

ja przez II,. Wartos¢ te mozna latwo Wyznaczyé z rownania {7:4) pryi-

mujac 7 = b. Zmajdziemy w ten sposob
{83) - 1T, = I () =ho ®) — ho (@)

Wzbr ten w szezegolnym przypadku materialu plastycznie jednorodnego
[Q (r) = Q, const] przyjmuje postac

b
(8.4) B M,=2QIn—

Majac WYyZNaczone rézpice !krytyczné cignien [Ty i 11y mozemy okreShic

. granice, W kiérych zawiera sie rbdznica ciénienn I, gdy powloka kulista

przechodzi kolejno przez trzy rozne fazy odksztalcenia. Fazami {ymi sa
stany nastepujace:
1 stan odkszialcen sprezystych
Qla)

(8.5) 11<2?}—@a3 [g0 (@) — Go{b):

(2) stan odksztalcen s-prq'zysto—piastycznych

(©6) 2 0 3 1g, 01— 0 0] = 1< P}~ elE)

(3) stan odksztalcen czysto pla'stycznych
1 = hy (b)) —hola) -

9. Rozpatrzmy obecnie mechanizm formowania sig sirefy plastycznel,
a w szezegolnosel rozpatrzmy warunki wplywajace na sposthb 1 kierunek
rozprzestrzeniania sie strefy plastyczne] W powloce kuliste].

Przyjmujemy przy tym, o czymn juz byla mowa We wstepie niniejsze]
pracy, Ze roznica ciéniep H{t)=P—4d jest rosnaca funkejg czasu t. Wy-
nika stad, ze w pierwsze] fazie rozpatrywanego zjawiska, tzn. dla t dosia-
tecznie malych, stan odksztalcenia w powloce bedzie stanem odksztalcen
sprezystych. Skladowe sianu naprezenia od;powiadajacegb {ej fazie Znaj-
dujemy ze WZOTOW (5.15) lub (5.21) zastepujae w nich wielkosei i n odpo-
wiednio przez p 1 a. :

Przy pewne] dostatecznie duze] wartoéei roZnica ciénien, ktorg ozna-
czyliSmy Pr7ez IT, i ktora nazywamy plerwsza wartoscig krytyczng, poja- -
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wig sie w przekroju powloki pierwsze odksztalcenia plastyczne, roztoZone
réwniez kulisto symetrycznie (ze wzgledu na kulisty symetrig). Podobnie
jak w pracy [3] zanalizujemy obecnie zagaduienie miejsca, w ktdrym po-
jawig sie pierwsze odksztalcenia tego rodzaju. .

Nie trudno ustali¢, ze warunkiem koniecznym pojawienia sie odksztal-
_ cen plastycznych na wewnetrznej powierzchni powloki jest to, aby sto-
sunek niezmiennika J, skladowych stanu naprezenia w stanie catkowicie
sprezystym do wielko$ei [K (r)]% tzn. stosunek J,: [K (M]3, byl funkecja
malejaes zmiennej r w calym przedziale [a, b]. Stosunek ten mozna przed-
" stawié w postaci : :

(9.1) REOET[78 gola)—go®) ()

Ty :[]/5 (1) G(r) 1 ]”l

Jeéli jeszeze w wyrazeniu tym pominiemy czynniki niezalezne od 7, to
interesujgce nas obecnie zagadnienie mozna uiaé w ten sposdb, Ze warun-
kiem koniecznym wystapienia pierwszych odksztalcen plastycznych na
wewnetrzne] powierzechni powloki jest warunek, aby funkeja

02 | =g

byta funkcjg malejgcg w pi’zedziale [a, b]. Przy takim tez zaloZeniu stuszne
s3 wyniki uzyskane w niniejszej pracy.

Oczywiécie, gdyby funkcja f, (r) okreslona przez wlasnosel sprezyste
i plastyczne materiatu byla funkcja rosngca, to pierwsze odksztalcenia
plastyczne pojawilyby sie na zewnetrznej powierzchni powloki, Nie ma
tez zadnych zasadniczych trudno$ci w wyznaczeniu stanu odksztatcenia
i stanu naprezenia dla powloki zbudowanej z tego rodzaju materiatu.
Postepowanie byloby analogiczne. Dlatego tez nie bedziemy sie tutaj zaj=-
mowali tymi przypadkami.

Na'szczegblne natomiast wyréznienie zastuguje przypadek, gdy funkeja
f, (r) jest stala w calym przedziale [a, b, czyli gdy

- Gl __ 1

{9.3) A .

Symbol £, oznacza wspolezynnik materialowy (staty) o wymiarze objeg-
togel. W przypadku tym powloka doznaje uplastycznienia jednoczeSnie
w caltej swej grubosci, gdy rozmica ci$nien I7 osiagnie wartosé I,z okre-
§long wzorem

(9.4) | Th1,3 =22, 190 (@) — 9o )] .
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Znalezlismy zatemn warunek (9.3), . ktory powinny spetniaé funkcje
GniQ (v), aby stan krytyczny osiggniety zostal we wszystkich punktach
scianki jednoczednie. Gruboscienna powloke tego typu mozna by nazwac
powloka «jednakowego wylezenia». .

W przypadkach, w ktoryeh istnieje prakiyczna mozliwogé realizacii
takiego ustroju, uznac¢ go nalezy za ckonomiczniejszy od jakiegokolwiek
innego. ‘

Zauwazmy jeszeze, Ze gdy materiat powloki mozna traktowac jako
material sprezyscie jednorodny, tji. gdy GO = G, = const, znajdujemy
nastepujacy rozkiad granicy plastycznodcel

G,
1.3

8-5) | M=

ktory powoduje, ze uslréj nasz w tym szezegolnym przypadku jest po-
wioky kulista «jednakowego wytezenian. Odpowiednia roznica krytyez-
na ci$nien wynosi :

7 2 G a?
(©.6) - ﬂw:?%ﬁ(“?y

Na zakoficzenie rozwazah o -powierzchniachapi'e-rw-szych odksztalcen
plastycznych podkresimy jeszcze fakt, ze gdy funkcja f,(r) nie jest funk-
<jg monotoniczna, to nie mozna z gOry przewid-zieé, gdzie zaczng sie for-
mowacé pierwsze odksztalcenia plastyczne. Na ogdl moga sig one wtedy
pojawié na pewne]j powierzchni kulistej, polozone] pomiedzy powierzeh-
nig wewngtrzna i zewnetrzng powloki. '

10. Omawiany dotychezas przypadek niejednorodnosci sprezyste]
i plastycznej charakteryzowal sig tym, ze niejednorodnost plastyczna
byla niezalezna od niejednorodnosei sprezystej. Clata o takiej wlasnoscl
zostaly zakwalifikowane w pracy [2] do grupy (IV,) i oznaczone symbo-
lem Cpp. - : : .

Rozpatrzmy obecnie powloke kulista wykonang z materialuy, ktorego
nisjednorodnosé plastyczna jest sprzezona % niejednorodnoscia sprezysia
+w spostb okreslony w pracy [2]. Jako jeden Z mozliwych i szczegdlnie
ocharakterystycznych sposobow ' gprzezenia przyjeliémy tam sprzqienfie"
wokreslone za pomocs kryterium graniczne] wartofel energii odksztalce
shia postaciowego. Ciala wykonane z tego rodzaju materiatu zaliczone zo-
staly w pracy [2] do grupy (IV,) i oznaczone symbolemn Crp=C;. Dla
cial takich zwiazek pomiedzy odpowiednimi modulami posiada postaé

o eur =gty
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- Jezell zazgdamy, aby oprocz wartnku {10.1) speiniony byt jeszcze wa-
runek (9.3), zapewniajacy jednoczesne przechodzenie w stan plastyczny
catej powloki kulistej, to z obu tych warunkéw z tatwoscig Wyznaczymy
postaé funkceyj czymacych zadose tym zgdaniom. Sg nimi nastepu:]ace
funkeje: : :

2

. . 1 2 1
10.2) . e . 0 X0
(10.2) G(T) @G Qr)= .G, P,

Za pomocy tych réwmnan znajdujemy z tatwoscla najpierw funkeje
pomocnicze

| - R
{10.3) go(7) = — Y WQ?) a;" ;
) 21 @
g
(10.4) o ho(r) 5 0, Go'r

a nastepnie wartosé krytycznej réznicy /li,» powodujace] jednoczesne
uplastycznienie calej kuli. Wynosi ona

(10.5) .' | My — H{ty) — o — ~ (b*—a?)

i odnosi sig¢ do przypadku, gdy niejednorodnos¢ plastyczna ustroju jest
sprzezona z jego niejednorodnoscia sprezysta.
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Peawwme

YIPYTO-IWIACTHYECKAA TOJCTOCTEHHAS COEPHUECHAA OBOJIOYKA
u3 HEOl{HOPO}IHOI‘O MATEPHAJA, TIOX IEHCTBHEM BHYTPEHHEI'O
: H BHEIIHEI'O OABJEHHH.

Paccmatpipaercsa ToJcTocTeHHaA cdeprieckas ob0N0uKa, BHYTPCHHMA
paauyc Koropoit ¢, a BHeHMM b, non meficTRMeM RHYTPOHHETO AAaBJIEHMA
P ¥MiBHEIIHETO. ¢, NPHMYeM IPEeNIoNOKeH0, YTO PasHoCTh mamienyni I1 =
=D—¢ ABJIAETCH BOZIPACTAINEH (hyHRIMeld BpemeHM t. '



Beogs QyHrUmM &, (cpeanee yAMVMHEHNE) 1 £,, OnpeAenesHbIE DaBeH
erpamu (2.2) m (2.3), B KOTOPBIX % obos3patgaeT paguapHoe TIepeMeITieHne,
4 T— paMaNLHY0 KOOPAWHATY TOHKM B cycreMe COEPMUECKME KOOP/M—
HAT, BLIPAZKEHO APy MX 10MOLH cocTaBAfAIME JEeBHaTOpa nedopMalii
(2.5) u peBuaropa Hanpsxxeruit (3.6); mpi ITOM OPUHATO, UTO MOZYIM
G (r) n V(r) aBIsaIOTCA HEKOTOPHIMM (pyHRUMAMIL paguyca T. Bcau npen-
[I0JIOZKHTE, UTO HEOJHOPOAHOCTE €CTh PAKOro THIIA, AJIA KOTOPOT0 MOILHO
npuHATE ¥ =Cconst, TO HepsBeeTHLIE (DYHRIWM & U l, ABAMOTCA pere—
mpen cucTembl ypasuennit (4.8).

Onpepenenne HaNPAXKEHHOTO cocTOANMA B YIPYTOH (sHeIIHE) 30HE
MpOBOSMTCA NP YIPOLEHUHM g,=0, 1?7 =1fy, YuuThHBaA TPAHMIHBIC
VCIIOBUA [JIA 9TOH BOHBIL (5.9), moJyeHb! BbHIPAXMEHNA AJIH HAPAFKEHWA
B yIPYTroil 30HEe B BUAS (5.19). '

Tipumman yCaoBHue LIACTHYHOCTH B BHUAS (6.1), T.e. IpepmOIATA, Uy
Marepual oBoNONEN TaxIke M [LIaCTHUECKH HEOMHOPOACH, HajlqeHbl coCTa-
BAAIOILME HATIPSKEHHOTO CcOCTOAHUSA B acTHYecKoii 30He B BH/E (6.14}.

HeuzpecTHoe MOKa B (POPMYIAX (5.15) smadeHwe B3AMMEHOTO FABNCHHA
oBenx 30H p OUPEIeNACTCH M3 ycnoBud, 9T0 TpK nepexone U3’ yUpPYTOH
B ILIACTMHYECKYIO 30HY J: me MOJKHC WM3MEHATHCA craugoobpasue. 1lo-
JiydeHHQe BHATIEHHE IaBJIeHMA" OTIPeieJICHD cpopMy IO {7.2).

TToCIIeIHIOKD HEM3BECTHYIO BeIYMIY, a MMEeHHO Paguyc n ccpephl, pas-
rpaEuunBaIneis obe 30HBI, ONPEAENHIOT U3 YCI0BNd, cax ITOOLI CpeHee
HOpMallbHOe HAIPAMEHNe TaKIKe, npy nepexofie Iepe3 rpaHMIly 30H, HE
COBEPILAJIC CKaYKa: Do yeHOBME TPUBOAUT K TPAHCLEHEHTHOMY YPaB-
gepmio (7.4), KOTOpoe MOMKHO Peulirs OTHOCHTEJIBHO 1. ’

Uz ypaBHeHNA (7.4) ompepesnAeTCa apauenue pPas3HocTH nasaenwmit (8.1),
COOTBETCTBYIONIEE TIEPBLIM macTiraecKyM AedopMaaM Ha BHYTpEHHEH
nopepxHocTH ODOJOUEY, X suagenue (8.3), oTBeUaIoNlee MMOJHOW IJACTI-
(puKaIpM BCEIO CeYeHMH. ‘ . _

Nlanee opMyIBpyeTed yCIOBUE (9.3), XOTOPOMY ROMMHEL YIOBICTBO-
PATE OyHRIM Gr)uQ(r), grobRl Bee cedeHUEe IOABEPrasoch TLIaeTIgI-
gauyy OJHOBPEMEHHO.

AHATOTHYHOE YCJAOBME AJAA CiyHad, Korjga ynpyrad HeoIHOPOAHUCTD
conpaIKeHa ¢ [IIACTHYECKOH HEeoTHOPOAHOCTHIO, HPHHMMAET BUR (10.1).

. ) Syummary _
THICK-WALLED ELASTO-PLASTIC. SPHERICAL: SHELL OF NON-HOMOGE-
NEOUS MATERIAT, SURBJECTED TO INTERNAL AND EXTERNAL PRESSURE

A thick-walled spherical shell whose internal and external radii are @
and b respectively, subjected to internal and external pressure p and q,
is considered with the assumption that the difference of pressures [I=p—4q
is an increasing function of time t.
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Introducing the functions ¢, (mean elongation) and {, defined by Egs.
(2.2) and (2.3) (where u denotes the radial displacement and r the radial
coordinate of the c.onside—red. point in a sphe«ﬁcal system of coordinates)
the components of the strain deviator, (2.5), and those of the stress de-
viator, (3.6), are expressed in terms of these functions, the moduli G (7)
and »(r) being functions of the radius r. If we assume that the non-ho-
mogeneity is of a type for which we can take »= consi, the unknown
functions &, and {, constitute the solution of the system of equations (4.8).

The siresses in the elastie (external) region are determined with the
simplifying assumption of &,==0 and »=="/;. Introducing the boundary
conditions for that region, (5.9), formulae for stresses in the elastic region
are obtained in the form (5.15).

Taking the yield condition in the form (6.1), which means that the ma-
terial of the shell is alsc plastically non-homogeneous, the stress compo-
nents in the plastic region are found in the form (6.14).

The unknown value of the pressure p between both regions in Egs.
(5.15) is found from the cendition that J, should not «jump» when passing
from the elastic to the plastlc zone. The corresponding expression is (7.2).

The last unknown value, that of the radius n of the sphere constituting
the boundary between these two zones, is obtained from the condition that
the mean normal stress should not «jump» when crossing the boundary
between the zones. This condition leads fo a transcendental equation,
(7.4), which can be solved for n.

From Eq. (7.4) the following are determined: the value of .the pressure
difference, (8.1), corresponding to the first plastic deformatlions at the
internal surface of the shell; the value (8.3), correspondmg to the plasti-
fication of the whole shell. '

‘The condition (8:3) is established Whlch should he satisfied by the func-
tions G (r) and @ () in order that the plastic state should occur simulta-
neously in the whole shell. An analogous condition in the case of elastic
and plastic non-homogeneity of the conjugate type takes the form (10.1).
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