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rozwigzanie réwnania niejednorodnego podali wspomniani autorzy w po-
staci szeregu irygonometrycznego, co obniza praktyczma warto$é rozwia-
zania. ZauwaZzmy przy tym, Ze zbiezno$é szeregu jest tym lepsza, im
grubsze sy Scianki powloki, gdy tymeczasem dokladno$é asymptotycznego
rozwigzania réwnania jednorodnego maleje przy wzroscie grubodei
gcianek,

W pracy niniejszej usunigto wspomniany brak rozwiazania W. W. N o-
wozilowa wyz.naézajac calke szczegOlng réwnania niejednorodnegoe '
réwniez metodg asymptolyczna i uzyskujac w ten sposéh lacznie z catky
ogélng W. W. Nowozilowa dlaréwnania jednorodnego pelne
rozwigzanie w postaci funkcyjnej. Przy tym dokladno§é rozwigzania jest
tym wicksza, im ciensza jest powloka. Dla rozwiazania wykorzystano
wywody R. Clarka i B. Reissmera, zawarte w pracy [1],
omawiajace] zginanie krzywych rur cienkodciennych (zadanie K a r-
m 4 n a). Dlatego tez t¢ metode obliczania torusa mozna nazwaé metody
Nowozilowa~Reissnera.

Przedstawiona metoda jest wystarczajgco dokladna przy dostatecznie
cienkich Sciankach powtoki. Dzieki uzyskaniu rozwiazania w postaci funk-
cyjnej moze ta metoda znalezé szerokie zastosowanie w praktyce inzy-
nierskiej.

W celu mezliwie wszechstronnego nagwietlenia osobliwoscel powloki
toroidalnej omédwiono szczeg-()!cowo stan napiecia i odksztalcenia torusa
wedlug teorii blonowej.

Wyprowadzenie zasadniczego réwnania rézniczkowego teorii zgieciowej
znane jest z klasycznej pracy E. Meissnera, [6]. W pracy niniej-
sze] wyprowadzono to réwnanie mniej znang metodg «napieé zespolonych»
W. W. Nowozitowa, [7], ktéra, jak wykazano, prowadzi
do identycznych rezuMatéw z dokladnoscia do dajacych sie pomingé
sktadnikow.

W zakonczeniu pracy =zilustrowalidmy metode konkretnymi prey-
kiadami liczbowymi.

1. Rownania podstawowe

Punktem wyjscia wywodéw zawartych w pracy jest teoria powiok
cienko$ciennych, opracowana przez A. E. H. Love a, [5], na pod-
stawie znanej hipotezy G. Kirchho ffa. Dla jasnoSci pr zytaczamv
ponizej podstawowe rownania wzmiankowane] teorii.

(1) Roéwnania rownowagi ([5], s. 566 i 542) 1)

) Cytat wedlug thumaczenia rosyjskiego z 1935 roku.
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gd(gfﬂ 4 200y g B;T;j FE a0,
(1.1) ﬁ:a(gg”)%r&(?? *PTB;Tl %‘; }‘F + g
ol B 4 G --;--f’fMaI—Nl
Ty Ty +yﬁ-~—MYZ‘:0.

W réwnaniach tych symbole T,, Ty, Ty, T., N, i N, oznaczaja napie-
cia, a My, My, M,» 1 M, momenty przypadajace na jednostke dlugogei
przekroju powloki (dodatnie kierunki napieé¢ i momentéw przedstawiono
na rys. 2); a i p sa to linie glownej krzywizny Srodkowej powierzchni

[-N‘,}Nl 4}" M@ (HT)
o)y TafSi) / -6}

1 / Ve Ve
{ Sz’ I“/ .

[H}MZ, e
A— {6, )i,

4

Rys. 2

powloki, tworzgce na tej powierzchni uktad wspoirzednych krzywolinio-
wyeh, A i B wspélezynniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni,
R, i R, promienie gléwme krzywizny Srodkowej powierzchni powloki, |
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Qs 2 t g, skladowe obc1azen1a (rpowwrzchmowe.go) przypada]ace na jed-
nostke pola srodkowe] powierzchni powloki (rys. 2)

Nalezy zauwazy¢, ze w przytoczonych wyzej réownaniach uzyto nieco .
innych oznaczen niz podane w cytowane] ksigzee. Na rys. 2 podane zo-
staly w nawiasach oznaczenia L ov ea

W przypadku zagadnienia kotowo symetrycznego (tj. gdy zadna wiel-
kosé nie zalezy od wepéblrzedne] f) i przy dzialaniu na powloke wylacznie
cignienia p, tj. gdy

(1.3) G=q =0, o =P,

réwnania (1.1) i (1.2) znacznie sie upraszczajg przyjmujgc nastepujaca
posta¢:

1 |omBT,) 0B \ N,
4Bl 9a oa fTmR —"
1.4) 1 %N_)J Ty
( AB| da R, R, TP
1 |o(BM) 9B ]
AB| 0a aa N0

Pozostale trzy rownania rownowagi speinione sg tozsamaosciowo.
{2 Zwigzki miedzy skladowymi stanu napigcia i skladowymi stahu
odksztatcenia ({5}, s. 557) %): ‘

Eé Eé
) Tl :1**':" (81"‘7’32) T, = 1"7“—2(524’?’51)
(1.5)
- E# - E&
M.i:'"; 12(17 1.‘)7(%‘ +‘y}t2), ng; iT—-—wg) (%3‘%“‘1’%0

Jedli wyrazié odksztalcenia w zaleznodci od napigé, to rownania (1.5
przyjma postac:

1 : i
B H(Tt“‘l’ Ts), BT RS (Tg- » ),
(1.6) ‘
12 12

) =—

ﬁ(Mn—?’M2)> TR (M, — » M,).
Symbole ¢, 1 &, oznaczajg odpowiednio jednostkowe wydluzenia linij
aif; # i e zmiany,krzywizn glé_wnych I/R;_ i 1/Ry w w_ynikupdksz‘talcenia‘

Bl Wszysmkm dalsze zalemo&l przytm?mm w Lym hs) odnoszq sie do zagadmen o
kolowo symetryeznyeh.
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powloki; E i » modul sprezystosm podiuznej i liczbe Poissona; ¢ gru-
bosé cianek powloki; ktéra rprzy]eto zg stalg:

{1.7) : & == const.

(3) Zaleinoici miedzy e-dkszta?tce-niam-i i przemieszezeniami:

e 1 du W _ v dB  w
""A de R’ T ABda R
{1.8) ' ?
1 dd 1 dB
%lzj'd—a, Hg == ———— -},

* AB da

W rownaniach tych u i w oznaczajg skladowe przesuniecia (rys. 2)
punktéw Srodkowej powierzchni w wyniku odksztalcenia powtoki, ¥ kat
obrotu normalnej do powierzchni okolo réwnoleznika, WYN0OSZaCY

{1.9} ﬁzh—-————_!__,‘

(4) -Dla zrozumienia dalszych wywoddw nie-zibedna jest znajomosé
kilku zaleznosci z zakresu teorii powierzchni 3). '

Pomiedzy wspélezynnikami A,B, R, i R, charakteryzujacymi po-
wierzchnie zachodzg nastepu:;ace Zwigzki zwane warankaml Codazzi-
ego-Gaussa:

(1_10) gﬁ_(g):i_ d_B_ d,__ (L @i)r: ,AB
: dal R, R, da’ del\A da

W przypadku powierzehni obrotowei mamy
{1.11) ” A=R,, B=R,sina

i réwnania (1.10) sprowadzaja sie do jednej zaleznosei

{1.12) (R;sina) = R, cos a.

4.
da

2. Teoria blonowa

Jesli w powloce obrotowej panuje blonowy stan napiecia, wowczas
rownania réwnowagi (1.1) ¥ (L.2) przy uwwzglednieniu zaleZnosei (1.11)
i (1.12) sprowadzaja sie do ukiadu trzech réwnaf %):

# Por, np. [16]. :
4 Wielkio§ed deoszace sme do blonowego stanu napiecia omdczono u gory
gwiazdka.




1 917 clga . i o8t
- o RS R = S J— - e —— 0
R, 0a ' Ry (r5 — T5) R,sina 0f T ’
1 98 cig @ 1 03 _

L ST A =0,
(21) Rl aa +2 R2 S + Rasina aﬁ _§‘q.,

T, Ta

] R1 i Rz o q”,

gdzie §* =Tl TS .

Eliminujac niewiadoma T3 z ukladu réwnan (2.1) i wprowadzajac do
otrzymanych zaleznoéei funkeje pomeochicze
(2.2) U* =T Rpsin*a, ~ V' =8"Rjsin’a,
olrzymujemy po szeregu przeksziakcenn nastepujace rownanie roézZnicz-
kowe dla wyznaczenia funkcji U*:

o Ut 1 oeuUr 1 o (Risina\gyu*_ R
(2.3) K54 (J——w) 3 :(f;)’éf(a,ﬁ),

7@ (Bysmaf 0 | Hsinadal R

gdzie . '
(2.4) f(e,f) == S N i[( cos ¢ -q, Sin a) Risin® a} +

P R Rysina da' 2 1 SID ) Ly U

02 i d n .
—}—Rz(—agz+—% sma‘. ,
1

(25) K=

Wspotczynnik K nazywa sig krzywizng G aussa napowierzchni albo
krotko krzywizng powierzchni.

Obliczenie (dowolnej) powtoki obrotowe]j sprowadza sie do rozwigzania
réwnania rézniczkowego (2.3). Charakterystyki ) rownania jednorodnego
odpowiadajacego réwnaniu (2.3) sa krzywymi catkowymi réwnania

1
2.6 da)? 4 — 2 ),
(2.6) K@ + gy ()

Typ réwnania rozniczkowego (2.3) okreslony jest przez znak wyznacz-

nika 4 réwnania charakterystyk (2.6):

1

(27 A= L
) : (R, sin a}*

5 Potrzebne wiadomosei z rownan rézniczlkowych czastkowych znaidzie czy-
{elnik np. w [17].
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Stwierdzamy wige, Ze podstawowe rownanie rdzniczkowe (2. 3)' teorit
blonowej powlok obrotowych jest eliptyczme, gdy K > 0, parabohczne
gdy K = 0 i hiperboliczne, gdy K <C0.

W przypadkn powierzehni foreidalnej o przekroju kolowym (rys. 1)

(2.8) ' R,=o,
(2.9) . R,— R tesna
sina
a wieg
sm g
2.1 ... o
210 S : K o(R+¢sing)

Z roéwnodei (2.10) wynika, ze réwnolezniki a =0 1 e== dziely Srod-
kowa powierzchnie torusa na obszary, w kitorych rdéwmanie (2.3) jest
odpowiednio typu eliptycznego lub hiperbolicznego. Wzdiuz wymienio-
nych réwnoleinikéw rownanie (2.3) jest paraboliczne.

Cecha wyrdgniajacg powloke toroidalng sposrdd innych powlok obro-
towych jest zmiennosé znaku krzywizny Gaussa Linlea=01a=wn
bedziemy nazywali liniami osobliwymi torusa.

Przechodzge do omawlanego w pracy zagadnienia rozpairzmy czesé
powloki toroidainej {rys. 1), obcigzong réwnomiemym cisnieniem i zamo-

_cowang w taki sposdb, ze odpowiednie warunki brzegowe nie zalezg od
wspbirzedne] f. Wowezas ze wzgledu na symetrie kolows spelione -jest
réwnanie 0T:/08=S8"=10.

Z roéwman rownowagi {(2.1) przy uwzglednieniu zaleznosci (2.8) i (2.9)
i po wykonaniu prostych dzialan otrzymujemy ‘

«_ Do 2+Aisina. . AC «_pe , Ci
(211 Ti= 92 1+ Asina (l+Asina)sina’ T3 = 2 ,Fsm a’
gdzie
. e
(2.12) =L,

a C, jest stalg catkowania.

Stals C, wyznacza sig z warunkow brzegowych i w ogélnym przy-
- padku nie jest ona réwna zeru. Ze wzordw (2.11) wynika wobec tego, ze
wzdduz linij osobliwych napiecia sg mnieskoficzenie duze, a zatemn wzory
ie nie daja nawet przyblizonych wartosci napie¢ w powloce, a szczegdlnie
w tych czeSciach powloki, ktére przylegaja do linij osobliwych.

Stwierdzamy wige, Ze warunkiem koniecznym istnienia blonowego
stanu napiecia jest obciazenie jednej z krawedzi tak dobranymi sitami, aby

(2.13) C, = 0.




Warunek ten jest konieczny, ale .bynajmnie] -nie wystarczajacy dla

istnienia blonowego stanu napigcia. ' ' : oo
Istotnie, rozpatrzmy przesunieeia punktow powloki. Zgodnie ze wzo-

rami (1.8), (1.11), (2.8) i (2.9) mamy ' '

1 1
2,14 == g == - i .
(2.14) £ g(da+w)’ By R(l—l—lsina)(ucosa + wsin v)
Jesli zamiast skiadowych przemieszczenia w ukiadzie prostokgtnym
w i w wprowadzimy skladowe 4: 1 A . odpowiednio w kierunku osi i pro-
mienia (rys. 3), wynoszace '
| d: —wecos a—usina,

(2.15)
) lglxr—u_cosa—!—wsina,

wowcezas z drugiej zaleznosci (2.14) przy
uwzglednieniu (1.6) wynika

(216) - LA g

Rys. 3

i wobec wzorbw {2.11) przy wypeinieniu warunku (2.13) mamy

(2.17) 4t = 'szQ’ {1 29)R+ (1) pgsinal.,

Rézniczkujac obustronnie réwnosci {(2.15) wzgledem « znajdziemy

dA. . d Ay
2.18 2F — P
{2.18) Josing = g Scose— e,
a po scalkowaniu i uwzglednieniu zaleznogei (1.6) 1 (2.17) otrzymarny
dla a =0

<

o K . d .
(2.19.1} J;:%S{(1~v)cosa)—ln tg —;—+,1] —-1+2;‘i;1- ,
a dlaaz=0
21995 4 — 2L L0 ) cosan mtg|— )2 f__da
(219.2) 4, =575 ¥) COS & ng(x.z) J iTasnal

7 wyprowadzonych wzordw (2.19.1) i (2.19.2) wynika, ze wedtug teorii
bionowej przesunigcia A7 punktow lezacych na liniach osobliwych sa nie-
skoficzenie duze, co jest oczywiscie fizykalnie niemozliwe. A zatem nawet
przy wypelnianiu warunku (2.13) niemozliwy jest blonowy stan napiecia
w powloce toroidalne]j zawierajacej linie osobliwe. '

Wyzej naswietlono istote osobliwoéei torusa z punktu widzenia ma-
tematycznego, wykazujae ze wzdiuz linij osobliwych zmienia sig znak
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krzywizny G a us s a, atym samym ulega zmianie typ zasadmczego
réwnania teorii blonowej (2.3).

Dla objasnienia fizykalnej sirony zjawiska rozetnijmy torus na czebci
zewnetrzng Z i wewnelrzng W za pomoca walca o promieniu R, jak poka-
zano na rys. 4. Czesé powloki Z jako posiadajgca wigksze pole poddana
jest dziataniu wiekszej sity anizeli czef¢ W. Wskufek tego przesuniecie
osiowe punktu O (rys. 4) jako lezgcego na czesei 7 jest wigksze niz prze-
suniecie tego punktu jako lezacego na czeéci W. Dla spojnofei obydwu
czedel nalezy przylozyé silty poprzecz- '
ne N, ktore wywoluja powstanie mo-
mentéw gngeych,

Rys. 4 Rys. 6

W literaturze (por. np. [2] 1 [10]} czesto mozna spotkat sie z twierdze-
niem, ze w przypadku powloki toroidalnej zamknigtej (rys. 5) maja za-
stosowanie wzory (2.11) i {2.13), tj. Ze stala C, znika. Przy tym podane
jest nastepujace uzasadnienie, [2].

Rozetnijmy zamknieta powloke w sposéb przedstawiony na rys. 3
i rzutujmy wszystkie sity zewnetrzne i wewnetrzne na o$ obrotu z; wow-
czas ofrzymamy .

14
Ti(e)2n(R+osina)sina==2x ‘ peosal(R tosinalpda,
l:] ‘ .
a stad
«  Po 2+Asina
(2:20) BTy T sing
7, trzeciego rownania rownowagi (2.1) mamy wobec (2.20)

(2.21) - - =P,

Rozprawy Inzynierskic -- 9




a zatem z poréwnania ze wzorami (2.11) wynika, ze istotnie stala C; w tym
wypadku réwna jest zeru. Jednakze rozumowanie to jest niedcisle, albo-
wiem. na rys. 5 pominigto sity poprzeczne N wystepujgee z powoddbw wy-
zej wyjaénionych wzdtui przekroju a = 0.

Zalozenie
(2.22) N, (0)=10,

jest wiec niesciste. W powloce zamknigte] stata C, nie rowna sie zeru,
a wzory (2.20) i (2.21) sg wzorami przyblizonymi. '

Zaznaczyé nalezy, ze powyisze zasirzezenia co do wartosci state] C.
w powlokach zamknietych maja charakter teoretyczny. Obliczenia
wykazuja, ze wielko§ci naprezen wystepujacych. w powlokach zamknie-
tych mozna z wystarczajaca dla praktyki dokladnoscig obliczyé wediug
wzoréw (2.20) 1 (2.21) teorii blonowej, natomiast postugiwanie sig wzorami
(2.19.1) 1 (2.19.2) dla wyznaczania przesunieé prowadzi do duzych bledow.

Podlug teori
zgteciowe)

Rys. 8

Powyzej zamieszczamy wykresy %) naprezen obliczonych wedlug wzo-
row (2:20) (rys. 6a) i wedlug $cislejszej teori zgieciowej (rys. 6b) dla zam-
knigtej powloki toroidalnej o wymiarach A=10,2, §/po=0,1, przy czym

" E = 2.10° kG/cm?, »= 0,3. Rysunek 7 przedstawia kontur przekroju
poprzecznego Srodkowej powierzchni torusa po odksztaleeniu, wyzna-
czony na podstawie wzorow (2.19.1) i (2.19.2) (linie przerywane) oraz we-
diug teorii zgieciowej (linie ciggle).

#» Rysunki 6 i 7 zaczerpmieto z pracy [4].
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Rysunki 6 i 7 potwierdzaja catkowicie sformmlowane wyze1 uwagi
o przydatnosci wzordw teorii bionowej 7).

Wreszcie zauwazmy, ze w miare zwigkszania sie promienia zakrzywie-
nia R, tj. gdy parametr 1 dazy do zera, torus zamkniety «prostuje sie»
przechodzae w powloke walcows
o duzej diugosei, L = 2 R, a wzory
(2.20) i (2.21) przechodza w odpo-
wiednie wyrazenia dla diugiej ru-
ry o przekroju kolowym, zaopa-
trzonej na konicach w denka:

Hm (T3} ==pe=(TD
(223) A0 iorusa alea

tim(Tf) =B rg)

i iorasa walea

" Rys. T

Jeéli jednak chodzi o wzor (2.19.1) okreslajacy przesuniecia osiowe A%,
to daje on wartosci nieograniczone dla punktéw lezgeych na liniach oso-
“bliwych nawet przy przejéciu do granicy A= 0, a zatem

(2.24) lim (A3)  # (AE)

A-30 foruss wales

3. Wyprowadzenie zasadniezego réownanin feorit zgieciowej metoda.
«napie¢ zespolonych» W. W, Nowozilowa®)

Niech A, B, R, i R, oraz A", B, R, i R, oznaczajg wspbdlczynniki cha-
rakteryzujace $rodkowa powierzchnie powloki pod wzgledem geometrycz-
nym odpowiednic przed i po odksztalceniu.

Z okreflenia wydluzen jednostkowych &, i &, wynika

(3.1 S A=Al e), B'=B(l+e,).

Jesli chodzi o zmiany krzywizn », oraz x,, to powinno byé

jednakze w teorii powlok cienkosciennych 1. o v e'a, na ktorej sie
opieramy, nie uwzglednia si¢ w odkszialceniu x»;, zmiany krzywizny spo-

) Rysunel 6b przedstawis wykres naprezenr wystepujgceyech we wldknach po-
wierzchni Srodkowej. We widknach nie lezgeych na powierzchni obojeinei naleza-~
loby uwzglednic wplyw momentéw gnacych, kbdry jednak okazuje sie znikomo
maty, [4].

®) W tym p. ograniczamy sie do zagadnied kolowo symetrycznych.

131




wodowanej wydiuzeniem, ij. przyjmﬁj-e sie, ze

. 1 1‘_’£f )
TR, R, (i=1,2),
czyli Ze
1 i & 1 1 £
3.2 _':‘"__’_1_ A_T:ﬁ_)__i{ -
( ) Ri Rl R1 e Rg R, Ra s

Wspblezynniki 4°, B, Ry 1 R’, powinny spelniaé réwnania typu Co-
dazzilego-Gaussa, tj. powinno byé

(3.3) d(B) 1 dB d (-1 dB)_ A'B

dalB)=F da’  da\@ da]T T KR

poniewaz réwnania te stanowia warunek (geometryczny) nierozdzielnodci
powtoki odksztalcone]. '

Podstawiajac zaleznosci (3.1) 1 (3.2) do réwnah (3.3) otrzymuje sig
przy uwzglednieniu warunkow {1.10) nastepujace zwigzki:

dx,  dB 1 [pde, 9B, ]
B + (”2 Ml) RI{Bda + da(aﬂ 81)7 "_01

%y o 1 d 1 de, , B
® TR T ABda E[BEFJF ﬂ‘%“sﬂ\:”-
~ Zaleznosci typu (3.4) wyprowadzit (dla ogblnieiszego przypadku) ta
droga A. L. Goldienwie jzier, [3]. Moina je nazwa¢ rowna-
niami nierozdzielno$ci powlok jako odpowiedniki znanych w teorii spre-
zystosel warunkow nierozdzielnoéei Saint-Venan 1 a. '
Podstawiajac wzory (1.6) do réwnat (3.4) otrzymuje sie warunki nie-
rozdzielnogel wyrazone za pomoca sktadowych stanu napiecia:

@n(,MB'—"’M;) dB X _5:’__ de(Tg_—?’Tl)_7
da 1o M v M=o R, da
' ; . dB 1 -
(3.5) - Bam|=,
My—yM, My —yMy 214D dB(Ty—2T)) _
R, R, 12 ABlde A

da

4B |
MHE(TJ —WTZ)—\}—‘:O.
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Przeksztalcajac zwigzki (3.5) przy wykorzysta‘niu rownan réwnowagi
(1.4) znajdujemy

(7
1 dM R/ & dr
0= g ga ' 8p| T V] da
12 + (—) R]A{lz + (f) ]
(3.6) R il
| M,—vM, | M,—vM, & [gr(g-g)
[ R + g T mABlad'A dal T
E LI_(E )]_
R VTR
gdzie . ' o
@7 T=T +Ty  M=M I M

W. W. Nowozilow, [7], propontje odrzuci¢ w wyrazeniach (3.6)
wyrazy podkre§lone jako male w pordwnaniu z pozostalymi i przyjaé
warunki nierozdzielnodei w nastepujgcej uproszezonej postaci:

: 1 aM & aT
(38 AN ~F G TTR A da”
M~ vM, , Mg—v»M, & d (B dT
3' s T —_— ] .
(3.9) R, t7 R 124B dala da) 0

7 przyktadow liczbowych wynika, Ze ostatni sktadnik prawej sirony
réwnania. (3.8) nie ma istotnego znaczenia i czesto réwnanie to mozna bez
uszezerbku dla dokladnodci obliczen uproéeié jeszeze bardziej przyjmujac

1 dM

{3.8.1) . : (1_&,,)1\7]%.;(%_

Korzystajac z rownan nierozdzielnosci (3.8) fub (3.8.1)] 1 (3.9) oraz
7z rHdwnan rownowagi (1.4) sprowadza sig kolowo symetryczne zagadnienie
teorii zgieciowej powtok do nastgpujacego uktadu czterech réwnaf roznicz-
kowych z czierema niewiadomymi:

1 [d(BT) dB_ 1, 1 1 daM_
() AB[ da daTz_\Jr T75 ReA da O
L[ d[BWM—»M)|  dB, o _dT
) AB{ da g MM R A g
®.10 T, T 1 1 d (B dM
’ Aagg 22 -2 2| T —p=
U & TR, 1+ AB da(A a) p="
o My—-wM,  M,—yM, 0 1 d (B dT)
v R, * R, T2 AR da(A da =9
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Zwigzki (I) i (II) otrzymaliSmy podstawiajgc do pierwszych dwdch
réwnan (1.4) zaleznodé (3.8.1); wyrazenie (II) otrzymaliSmy =z trzeciego
réwnania réwnowagi (1.4) i warunku nierozdzielnodei (3.8); wreszcie
wyrazenie (IV) jest drugim réwnaniem nierozdzielnosei (3.9).

Uklad rownan {3.10) posiada daleko idacg symetrie polegajaca na tym,
ze wiadome T, T,1 M wystepujgce w réwnaniach (I) i (III) zajmujg miej-

sca takie, jak niewiadome M,—+M,, My —vrM. 1 T w rownaniach (II)
i {IV).
- Wykorzystujac te symetrig wprowadza sie «napiecia zespolones:
~ i My—2»M
i e
' |~ i M, —vM
(3-11) \ T2:’i12—-?’ ¥y Vz ¢ ’
: I c 1—w
| T =T, +7,,
gdzie
(3.12) 0
' Tz

Nastepnie nalezy w réwnaniach (3.10) wyrazi¢ napiecia T,, T, za pomoca
napigt zespolonych ?1,&"2 i momentéw. Mnozgc zwiazki (II) 1 (IV) przez
stalg i/ 1 dodajac je odpowiednio do réwnan (I) i (1II) otrzymaimy zamiast
-ukladu czterech réwnan (3.10) z czterema niewiadomymi rzeczywistymi
ukiad dwobch rownan z dwiema niewiadomymi zespolonymi

1 (BT,) dB ¢ dT

as|” |

B P d"T2+1R1Ada 0.

(3.13) !
T, T, 1

T, 1 ya (B df\}_
R, R, “AB|dd\A da)|T ¥

Opisana metoda «napig¢ zespolonych» dla bardziej ogblnego przy-
padku zostala opracowana przez W. W. NowozZ ilow a, [7]1{8]

Zauwazmy, ze jesli w rownaniach (3.13) pominaé skladniki zawiera-
jace maly czynnik ¢ i odrzucié wezyki nad niewiadomymi, to wowczas
otrzyma sie réwnania (2.1) teorii blonowej (dla wypadku symetrii kofo-
wej).

Ostatnia okolicznosé nasuwa myél, ze nalezy wprowadzié pomocnicza
funkeje zespolong U zhudowana analogicznie do funkeji rzeczywistej U*,
okreslonej wzorem (2.2). Mianowicie wprowadzmy funkcje

(3.14) . U=T, Rf.sm a_mi smaco.?,aﬂ
: R, do
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Wowezas réwnania (3.13) przy uwzglednieniu zwiazkéw (1.11) i {1.12)
przyjma nastepujaca postac:

1 at 1 cosa o~

ctg
R,Rysin"a de R1R9 sin® o B T +icctgad (T)—

ctg®a dT

Rz-da !

{3.15) : — i€

o egedT T, o
R Rsinfa | € R da R, iwdl)=p,

Mnozac drugie réwnanie przez ctg « i dodajac je do pierwszego znajdziemy
po scatkowaniu

(3.16) ﬁ:pIR,Rgs'maCOSada—E—é.

a,

Z drugiej strony wyrazenie (2.3) w przypadku symetrii kotowej oraz
gdy ¢, = ¢: = 0, g, = p ma postaé nastepujaca: '

1 dz U 1 Rz sina\ dU* . P N
R, Rg daz JF R‘gsm a du( RT ) da R“Slna da(R sin® pcos a).
Stad po scatkowaniu
(3.16.1) U*=p [ R,Rysinacosada+C.

&y .

Bardziej szezegdlowe rozwazania ({8, s. 250) wykazuja, ze stala cat-
kowania C w réwnosed (3.16) jest liczbg rzeczywista, a zatem z poréwna-
mia zaleznosci (3.16) i (3.16.1) przy uwzglednieniu (2.2) wynika

(3.17) U = U*=T," Rysin®«a.

Eliminujac niewiadomg T, z rOwnan (3.15) i biorac przy tym pod uwa-
ge wzor (3.17) oraz trzecie réwnanie réwnowagi teorii bionowej (2.1),
otrzymamy nastepujace zasadnicze réwnanie teoril zgieciowej:

a:T { R..ﬁ__‘) 1 dR.|d iRZ—v%
(B18) - e 4'{2 R, ljetga— 5 5, daJr c R:,T

LB e )
¢ R, 1 2).
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W rozpatrywanym przypadku powioki toroidalnej wobec wyrazen (2.8),
(2.9) i (2.11) réwnanie (3.18) ma nastepujaca postac: '

1 d](+tisingf diﬁl s
(319 {1 Tena da[ sna de 412k T =
—ioxe|Pe 3+24sine , & |
2 1+isina (1+Asing)sin®a)’
gdzie
o1a A0 0 = -
3.20 . de _ & s
(3.20) o=t 2y 120

Rézniczkujac obustronnie rownanie (3.19) 1 wprowadzajgc nows nie-
wiadomsg
(3.21) x . (L +Asinal %T+2kﬂc, ctg a,
a

sina

otrzymamy poszukiwane zasadnicze réwnanie teorii zgleciowe]

2

(3.22} (14 Asin a:)d Ig
da

ﬂﬁ.cos«;d—dg—i—i2k2'sinaX:2szcosa,
[£3

gdzie stala @ wynosi

(3.23) R=— (2k2c,_-+ i2 £,

Réwnanie (3.22) mozna takze wyprowadzi¢ postugujac sie znang me-
todag E. Meissnera, [6].Zgodniez wywodami tego autora syme-
tryczne zagadnienie teorii zgigciowe] sprowadza sig do ukladu dwoch row-
nah z dwiema niewiadomymi funkejami: katem obrotu ¥ normalnej i ilo-
czynefn V napigcia poprzecznego przez promien Krzywizny. Sg to row-
nania

[ L{V)+»V=EJR &+ @{u},

R,

(3.24)
| L) = =—FV.

W rownaniach (3.24) zostaly uzyte nastgpujace oznaczenia:

(3.25) - V=-—N,Ry,



R, d®(... R R, R2 ' .

-(RE qn) 1 (Ra + ¥ Ry) Roqy —

F{a) (R Ry d (Ra\l
3.26 . By By 4 (B
326 | smza[\R2 R,)Ctga+da(R1ﬂ’

Fla)= ] R, R,sina(g, cosa—q; sina)da + C=T7 Rysin® «,

€,

E¢*

D= 12(1__,,

Znajac kat § oraz napiecie N, mozna bez trudu wyznaczyé wszystkie

niewiadome.
Istotnie;, zauwazmy, Ze pierwsze dwa rownania (1.4) w przypadku po-

wlok obrotowych przyjmuja wobece (L. 11) nastepujaca postac:

d(T,Rpsina)

[ 1 dTiRsing) T
| R, R sina . da ctg a +
(3.27) ]
| 1 _MM_@,E__&+ _
l R,Rysina o da R, R, P

Ehmmujac napiqcie T, otrzymujemy stad

d_& |Rysina(Ncosa—T, sing)} = —wa R.sin acos a,

a.pe scatkowaniu i'uwzglednie’hiu iale'znoéci (3.16.1) 1 (3.17) rownanie
(3.28) 7 T, = N,ctga+T1.

Podstawiajac w dalszym ciagu otrzymane wyrazenie do drugiego TOW-
nania (3.27) otrzymujemy

R,
R,

1 d
(3.29) To= g gk + PR T *

Poniewaz zaé wedtug teoril blonowej mamy
TV, T)
R, TR

32

to z réwnania (3.29) wynika, ze

1 d(N,Ry)

(3.30) Ty o

R, da +T5.
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Co sig tyczy momentéw, to z réwnoscl (1.5) 1 (1.8) wynikajg zwiazki

1 d¢ d 9 1 do
(3. M,=D ‘B s = DH-——ctgatv— ="},
(3.31) . (R b ctga M, D(RgcgaJﬂ R da
Wezory. (3.29), (3.30) i (3.31) pozwalaja wyznaczyé¢ skladowe stanu napiecia,
o e tylko znane s3 niewiadome N, i ¥, co nalezalo okazaé¢.
W przypadku powloki toroidalnej operator L jest okreslony w sposéb
nastepujacy:

(3.32) L)~ A+dsina d?(.) | d{..) Acos®a

} sin o d o Teigae ‘da (1 +isine)sing { )

U ukiad réwnan (3.24) zapiszemy w takiej postaci:

[ 1+Asina d*v Lot dv ~Acosta v
I Asing do® ' CBCg, T (14 2sina) sina
(3.33) i =Fdod+ ®(a),
—i—lsma d* ¢ dd A cos? a 1, »
1 isine do + Ctga {(f{fisina)sina Fv_iﬁﬁ DV’
gdzie
2+ 3Asina
3.34 @ {a) = _petcosa _ ‘?‘3?'__‘_.‘ crdasmial
( ) () 2 {1-+2Asina)sina "sinta 1-+2sina

Wprowadzajac do réwnan (3.33) nowe niewiadome

1 ' c .
] V=Tirsna (?t Xi—Cioctg )

{3.358) .
l H o= 1_ _.__Xfi
 Edi 1+2sine’
otrzymamy
a? X, dX; s g
l {14 2sin a),,,,f — lcosa d}f FIAL 90X+ 2k X, sina =
f
2| p ¢’
(336 ; = -'E’ 0 {1 + 3 ) 2* cos .,

(Lf4sina)- ~39  cos (1— ) X, — 2k* X,| sin a ==

— (2K C, cos « .



Mnozac pierwsze rownanie (3.36) przez i, a nastepnie dodajac je stro-
nami do drugiego, znajdziemy

c o BX dX oL ic ’
{3.37) {1+ isina) P ACOS a ae +i2k IXrll 'Q'*(]_*j}) l +

+iX,~{1—n— %‘9(1 +-;J)Hsina': ZkH{C} 2k2[1—i%(1+-»)] i Agg}cos o,

gdzie
(3.38) X=X, iX,.

Poréwnujac réwnania (3.37) i (3.22) stwierdzamy, ze rdinig sie one
wylgcznie sktadnikami podkreflonymi w rownaniu (3.37).. Skltadniki te
mozna pomihaé w poréwnaniu z jednoscia ze wzgledu na maly ¢zyn-
nik ¢/p. o :

Mozna zatem stwierdzié, Ze teoria W. W. Nowozilowa oparia
na przyblizonych rownaniach-nierozdzielnosci (3.8) i (3.9) prowadzi w da-
nym przypadku do réwnan praktycznie identycznych z réwnaniami §ci-
4lejszej teorii E. Meissnera.

4. Skiadowe stann napiceia 1 odksszinicenia okreslone
za pomoca funkeji pomoceniczej X

Obliczenie cienkodciennej lpov'vloki toroidalnej obciaezdnej-ré-wnomier—
nym cinieniem p sprowadza sie do wyznaczenia funkcji zespolonej
X (o), spelniajace] rownanie rézniczkowe (3.22) 1 odpowiednie warunki
brzegowe wzdiug krawedzi e =, 1 a ==a,, bowiem znajac funkcje X
mozna z latwodcia wyznaczyé skladowe stanu napiecia i odksztalcenia
powtoki. ' ‘ : '

Istotnie, z okredlenia funkcji X [wzory (3.25), (3.35) i (3.38)] wynika, ze

(41) X=X, 4+ iX — —ESAL+ 2sina)d—i| -2 (14 2sina) N, +

csina

+ 2k*C, ctgaj.

Porownujge czedci rzeczywiste i urojone obu stron wyrazenia (4.1) moz-
na znalezé mapiecie N, [a tym samym wobec (3.28) i (3.30) napigcia T, i Ty
oraz kat obrotu normalnej ¢ fa wiec wobec (3.31) momenty M, i M,] za
pomoca funkeiji X, '
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Zmnajac napiegcia T,

dni, ze Z zaleznodch

Q

5.
Zadanie

sie z- catki oghlne]j réwnania
niejednorodnego:

(5.1) X —= X, + Xe = (Xor

(5.2)

. d*X dX
(1 Asina) ’Eziz‘q —Acosa-g

@

niu z katem obrotu normalnej

140

Rownanie (3.22) jest réwnaniem lnlowym,
jed-norodnego ica

9y Przyklady liczhowe wykazaly, ie wydluzenie &

i T, mozna obliczyt przesuniegcie Ay na podstawie
wzoru (2.16); przemieszczenie osiowe . latwo okreslié, jedli sig uwzgled-
(2.18) wobec swigzkéw (2.15),

(214) 1 (19) wynika

(4.2) %%:HR,(,S] sin a + 9 cos a).
W rezultacie wykonanych oblicze otrzymuje sie nastgpujace Wzory:
T 1 Acos pg 2-HAsind _ 50 Atsine
! 9k? (1 -+ Asina)* 9 1--Asina t{14-Asin )’
1 d 1 \ , Pe _Atsing '
AT Zkzda(lﬁ‘ﬂ.sinaxr)jL 2 JrlCl(l—l—ﬂls_‘.‘ina)'“
(4.3) :
‘ A sin « cOs ¢
N = = S35 T T N i —— . \B
‘ 2k (1+15'ma)2x FAG AT asin o)
Ap Acosa d 1 ’
M. = — e |V T i o) e
' (zrcﬁ)%‘_"(wz sin a)ﬂX'Jr da( 1+Asine Xn
1 1
§ = — e T X,
ES A(1+Asina) Xy
R (14 Asin
way | ae="0 1 (g, —v T,
Ar==—10 [(0cbsa+8, sina)da 4 Came— ¢ fﬂcosada+Cg“).

0

Rozwiazanie rasadniczego réownania feorii zgicciowe].
jednm‘cdne

satemn jego calka sktada
1ki szezegldlne] rownania

+ Xsr) + i(an + Xsr') -

Funkcja X, speinia roéwnanie jednorodne

°+i2kzsinaXn-:0.

mo¥na pomingt w porowna-



Jak zaznaczono na wstepie, przyjmuje si¢ rozwiazanie zadania jed-
norodnego w postaci podanej przez E. F. Zienowa i W. W. No-
wozilowa wpracach [14] i [15], totez nie ma potrzeby przytaczania
wywodéw wymienionych autoréw; wystarczy ograniczyé sie do podania
wynikéw koncowych.

~ Otéz w przedziale

(5.3) 0= a‘é%
catka réwnania (5.2) jest funkcja

. 3 ~ _
(5.4) X,=(1+Asina)s(C X, +C; X,),
gdzie

5 . 1 .
Xy= X1, + iX1: it ‘!/12’_('/ 2i8)* HS’ (V2ié),
3

(5.5) .
] — L , _
Xy = Xor + iXor70i " ]/% (V218 HY (Y218,
: K3
(5.6) E:kfl/ﬁ_sin_a_m o2t —
1+Asinada Ska 11—k o),
0
1 1 3, [, 5 11
5.7 N P S . B B e A B VLY S g
B vlha = gge 5o T +10’10‘(_1 36% 1170 )
9 gl B0 e O
56’“’(1. 132 ¢ 3700 )+'

~ : 1
State C, i C, sg stalymi calkowania (liczby .zespolone), a H%) i H(f) 58
3

funkcjami Hankela rzedu /3 odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju. . -

W dalszym ciggu ograniczamy zakres zmiennosci parametru 1 do
przedziatu :
(5.8) _ 0<i2=<C1,

w ktérym szereg (5.7) jest szybkozbiezny,

Na rysunku 8 przedstawiono wykresy funkeji  p{A,«) dla niektorych
wartodei wapbiczynnika 4.

Wprowadzajac oznaczenia

gdzie Cp, (m = 3, 4,9, 6) sa liczbami rzeczywistymi, i oddzielajac w wyra-

zeniu (5.4) czelci rzeczywiste od urojonych znajdujemy .

(5.10) Xor= (14 4 sin a)% (Cs X1 —CaXsi +CsXor — CeXm) )
Xo; = {1} Asin a)% {CsX1: + CaXir+ CsXoi+ CoXoar).
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Dla potrzeb praktyki jest rzeczg niezbedna, aby korzysiajgc ze 2zna-
nych zwigzkow teorii funkeji Bessela, [12], przedstawi¢ funkeje
X,, X,, okreslone wzorami (5.5) w jawnej postaci. :

p

gzl

0%

Qa0 t——

018

Q46 —
(44 1

(15}

o —

0081

(06 -~

04—

L2
9,021‘ Z
0,

\|

. Wiadomo, Ze

A J—p(z) + ew“. J )r(z)

(5.113)  HO(z) =" ) — e 1u(@) HE (z) = o E R

t sin o iginym

Pl

1 wn:-1-2m
(5.11.2) B (2 z)
| ) e

ri+m=@+0e+2)-e+mri.

Podstawiajge wyrazenia (5.11.2) do wzoréw (5.11.1) 1 przyjmujac » = s
otrzymujemy - :

mo, o V3| i g2
(113 HY (=5 l (2)‘/2 %
1 -

3




'S ) z‘zm _ ) '
K 1+ ; ___1)”? e - Nu—
mZ.—_;( zzmmp(l_,%_)(z__i),_.(m_ 1)
' 3/3\" 3, -3/
zzm

1+ey_g 1 N (1 .
)-i/ Z 2gmm|(1_i_%)(m+%)

(s

W danym przypadku
z= |/§Jt$— (14-4) ¢
zatem .
s 2m i &2
Z (= BP o 121___ v = 1— JW_T— —_—
m==(} 221 4n ! (1 "i— 5—) T (m 1" —3—') i '2 (1 “f'- ?)
_ k4 ' ‘ ) Lo
(5.12) 72122 1_’__1_ (2+ ;;-+3;25(1 }_7 (%2—§- 34 1;'+
(1) o+ 5] i) 3l s)
1 _;_ E (__ ljm V . z‘ii-'-f— . e :1 — iigfii
afi—)

ni—=1

1 1
2 M — b .. -
2 m.(l 3) (m 3)

o B e

1, zgodnie z réwnoécia {b.11.3), znajdziemy

(5.11.4) H‘“ (/218 = —5
1+4/3 1. 3 /iﬁ'ﬁ i .
S T i 2, —ifa]-

Podstawiajac wyrazenie (5.11.4) do pierwszego wzoru (5.5) po prostych

przeksztafceniach znajdujemy

3 Vs 3 ng, 2*7 L_ i_'f ‘i e 3 ) ——
(5.13) X1 r "f‘ ?:X]J' Uzﬂ F/§ ! 1(i) e E {.fr Zf!)
1
|3 b 3 —_——




naniem {5.5) otrzymfu_}emy

(5.14)

Oddzielajge w zaleznosciach (5.13) i (5.14) czedci rzeczywiste od uro-
Jjonych dochodzimy ostatecznie do nastepujacych wzordow:

{5.15)

gdzie

(5.16)

Xor + 1 Xp; e —

VAL

Przeksztaicajac w analoglczny sposob catke X, okreélong drugim réw-

.!f

125

2.
3

V3 e

-

2 7
Xy, =—aa E(fr—f)+ aagr—asg:,

' 2
Xir=m &, + f)—asgr—aags,

] 2
Xor = 3 (a4_f,.4—a5ff)+a2gr+a3gi ’

Ko = —& (s frtaif) Fasg — mgr,

a3:

a—-l/é—yz
;== a7
: 3 I

e

—

L
3 4)—
r(s

Tl

1,1460,

! cos 75" = 0,34860,

cos 75" = 0,41945,

o

—jt‘—l-—sin 75° = 1,56564,

w%f{)u;



C - : 1 Elom
I frgr=1+ (— l)m . — v C v e
,; (2m)! (1+ ;) (Zm:':i) 2
(5.16.1) _ 3 ‘
- A\m 1 §4m ;2
i, gi== 2 (— 1) . T o ST

W mianownikach prawych czesci zaleznoéci (5.16.1) gorny znak od-
nosi sig do funkeji f, a dolny do funkeji g.

Szeregi potggowe (3.16.1) sa szybkozbiezne przy malych wartoéciach
zmiennej & a przy wartosciach

(5.17) : |
mozna postugiwacd 'sie;-prostymi wezorami asympiotycznymi wyprowadzo-
nymi nizej. .

Z teoril funkecji B e s s e ]l a wiadomo, Ze przy duzych wartosciach
zmiennej niezaleznej ({12}, s. 220) 19 mamy zwigzki:

' 1
et (=0 b m
H (2) = ]/ o ( z:}.m%n)lz\ ' (’ : 2) n 0(2_”)}
=0 ! I (-u —m + E) (2iz)" ;
(—rm<<argz <2,
e o L o
,2) (z) ]/ —i{ “ } 4")[ ) 1. ! (?} +ﬂ12) — 40 (z—p)J

La=0 m[p (v—m + %) (Ziz)m
(—2x<Targz-"a).
Pozostawiajac pilerwszy wyraz szeregu otrzymuje sie dla » ==,

H_‘?(z) ’/Tzze(f—%) HY (2 ]/ (g5 )

zatem

T 4 N
Z) — jf 1/ T 2}3 H“’(z ,.—.:.; z % e
]/ (2) %H(z](z Yz F e,

' Cytujemy wediug tlumaczenia rosyjskiego z 1949 roku.
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& i oddzielajac czesci rzeczywiste od urojo-

Przechodzac do zmienne]
eregu prostych przeksziatcen do mna-

nych dochodzimy po wykonaniu sz
stepujacych wzoréw asymptotycznych:

[ Xlr(‘-’z) = —039513—9“ eT¢ cos (Ei-f_) ,

E 2r E?,' 24
(5.18) ] .
09438 -, . (i T
‘ X;i(E) ji_ﬁ?.e{ £ gin (§.+ﬁ) .

We wzorach tych goérny znak odnost sie do X, a dolny do X,.

Rysunki 9 i 10 przedsiawiaja wykresy funkeji X, (6) i Xp(£) oraz ich
pierwszych pochodnych (wzgledem &) w przedziale 0 == £=3.
Dla ujemnych wartosei kata o W przedziale

(5.19) g =a=0
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dogodnie jest wprowadzi¢ nowsg zmienng pr=~-—a, zmieniajacy. sig
w przedziale (0=y==/2). Oznaczajac w réwnaniu (5.2} niewiadoma

~—

funkeje przez X, i przyjm-ujaq p=—2 zajdziemy -
dz X, AXy . oya. o
{5.20) (1w dr? Jecos v dy 12k siny X, — 0.
Xz
40
30 ' o
oll et . N
1 - le' \iix;ﬂ
0 \“\\‘—"‘ \5
40 \*\\:\\\\ . \\\ \
- 20 \\ y \1

EREERRSCERNEANE

50 o
&0 _
. _ i
b N R A
— g0 : N\ \
100 : : \ :

A/
[
L\

— 4G

— 2y

\
:A
~ 130 : \ \E‘

)
— 150

¢
04 a8 12 16 2§ - 24 28 )
Rys. 10

Réwnania {5.20) 1 (5.21) réznia sie wylaeznie znakiem przed jednostks uro-
jona i, zatem ich rozwiagzania posiadajg réwniez rézne znaki przed 4, wiec

‘catkami réwnanda (5.20) sa funkcje zespolone sprzezone z funkejami

X, i X

(5.21) X, =Xy, —iX1:, Xy=Xor—iXni,

przy czym w funkejach tych zamiast zmiennej § wystpuje { réwna

5 I A VIRPYIE S S
oam =k [P 70 ap e e,
0 =
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gdzie

' _ 3 5 , 11 :
(6.23) vy = y +52807 T (1———y Tt — )+
: 35, ., 91 .
o5t 5(1—‘1“*32 7+ gge? )

Na rysunku 11 przedstawiono wykresy funkeji p(4,y) dla niektérych
warto$ci parametru .

W
14
12 ﬁ//
4 o
w /'/ 0
a6 s I el =t
s > il 43
/’-’ --"""--.._‘__
o ?f /// gt T
P s o ~
: Za i 42
--..________\- "‘--..__\
- 082 - - ‘-“'““—Q:_‘__: ;‘ZO o
~Go4} _;::T:h‘_
]
— 005 R :
~008 e <
B &
0z 04 08 08 16 12 "o %
Rys. 11

lad

Z powyzszych rozwazan wynika, ze analogicznie do wzordéw (5.17)

i (5.18) jest dla ¢ =1

! X1, ':;—O’gfgg et cos (g:pi),
} 2 G 24
{5.24) I ’ :
' ~ _ 0943 ( - n)
Ry F& oin 1o oo
e A sin { - 94,

i

Posluglwanue sie funkeja X w przedziale (5.19) jest czgsto niedogodne,
poniewaz w punkcie a= 0 znaczenia funkeji X0 i X, oraz ich pochodnych
wzgledem o nie pokrywaja sig; totez w przypadku, gdy w rozpatrywanej
czeSci powloki kat  a zmienia sie w przedziale (—7/2 << o = 7/2), dogodniej
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jest zamiast funkeji i1 i J‘Za przyjac¢ rozwigzanie w postaci ich linipwe].
kombinacji: _
' ; L I AP
(5.25) X Aeb :ng"_eq Xg, ,}fgie(i Xz.
Po oddzieleniu w réwnaniach (5.25) czesei rzeczywistych od urojonych
otrzymuje sie przy uwzglednieniu zwigzkow (5.21) nastepujace wyra-

zema;:
1 . - X :
Xir = V3 (X P Xai) F Xy 4 Xoo],
1,
X1 =5 [—1'3 (Xl, + X2s) + Xir— Xail,
(5.26) ) . | |
Xor = (Xar + V'8 Xa),
— 1 Iy
Xoi = Xei 1V X,

Przez bezpoérednie podstawienie mozna sprawdzi¢ réwnosct

(5.27) ' Xn(0) = Xn(0},

. dim ) dX"" |
(5.28} [ da ]aﬂ o [E‘]n:rﬂ '

gdzie m = 1,2,

Przy sprawdzeniu réwnosci (5.28) nalezy wzig¢ pod uwage nastepu-
jace zalezno&ci: - ‘

de. de d_é: /3]{,2 deé-")
et d& da =0 =

da
Analogicznie znajdziemy

. [di,,,] o [d'x,,,] _ ]/ 3K lc_z Km ok j
d'y ?-:ﬂw_ . da Fras ] o 2 dz:

a zatem réwnania (5.23) sq réwnowazne réwnaniom nastgpujgcym:

(5.29) _ [dx”ﬁ: ]_0 ldx”‘f“] (m=—1,2).

(5.28.1)

al df £=0

Wzory (5.10) podaja rozwigzanie rdwnania gednorodnego przy czym
w przedziale (5.3) zmienno$ci kata « funkeje Xu.n (m = 1,2; n = i, 1) s3
okre§lone wyrazeniami (5.6); (5.15) t (5.18), a dla ujemnych wartosci
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kqta a, lezacych w przedziale (5.19), nalezy funkcje X, zastapié funkc;aml
Xon okreSlonymi rownaniami (5.26).
W rezultacie otrzymaliSmy rozwigzanie dla przedziatu

¥ —_—— =g = —

co w zupelnoéci wystarcza, pbnie’WaZ dla 'iﬁozbsfta{ych wartodcl kata «
z przedzialu (#/2 = o = 3%/2) mozna wprowadzié nowsg zmienng e =mu — a,
ktorej wariodci nalezg do przedziatu (5.30) i ktéra po pudstawwmu do
rownania (5.2) w niczym nie zmienia jego postaci.

6, Rorw:qzame Lasadmczcgo réwnania teorii zglquowe]
Zadanie niejednorodne :

Zgodnie z oznaczeniami (5.1) nalezy wyznaczyé calke szczegulna {(spet-
niajgcg dowolne warunki brzegowe) réwnania
d2

. X dX
{6.1) (14 Asin a.) --m———lcos ago

-+ tZkZSInOLXs—ZkZQCOSa

W réwnaniu tym wystepuj‘é paxfametr 2K? Vz_na'cznfie wiqkszy od jednos’c-i:,__
totez jest rzeczg wskazana szukaé rozwigrania w postaci szeregu pote~
gowego wzgledem Wspéiczynnika 11’21(:2:

W, (a) ( )

(602) Xe(a)ﬁW{,( ) I" 252 (2kg)2

_f_

~ Podstawiajac szereg (6.2) do rownama (6.1) 1 porownujac wyrazema
przy jednakowych potegach ukamka 1/2kz po lewej i po prawej. strome
rownania (6.1) mozna wyznaczyé¢ funkcje W, (@) (m = 0,1,...). Jesli zado-
woli¢ sie tylko pierwszym wyrazem szeregu (6.2), to otrzymamy

(6.3) Xs(a) = W{e)=—iQctga.

Zgodnie z wywodami poprzed_mego punktu roapatrywac bedzﬂemy
tylko przedzial 0= |a = a/2. - ;.

Rozwiazanie (6.3) traci sens dla o= ¢, co mozna uzasadmc w naste-
pujacy sposob,

Zachowanie w szeregu (6 2) wylacznie plerw:yzego Wyrazu odpowiada
pominieciu w prawej czedei rownania (6.1) wszystkich skladnikow z wy-
jatkiem ostatniego i2k* sin o X, Takie postgpowanie jest uzasadnione
tylko dla duzyeh (co do bezwzglednej War’cosm) katow o, poniewaz czyn-
nik 2 k? jest znacznie wickszy od jednoéci. Jednakze w poblizu linii osob-
liwej ‘(af«vu()_) wyrazenie 2k?sina X jest bliskie Zeru i nie wolno juz
pomija¢ pozostatych skladnikéw. Okolicznoéé ‘ta pozostaje w Seistym:
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zwiazku z osobliwo$ciy torusa. Rzecz w tym, ze rownanie (6.3) okresia
blonowy stan napiecia. Istothie, podstawiajgc wyrazenie (6.3) .do pierw-
szych dwoch wzordow (4.3) i uwzgledniajac przy tym rownosé (3.23)
ofrzymuje sie zaleinosdei {2.11) teorii blonowej. Przypominajac wywody
p. 2 stwierdzamy zatem, co nastepuje. Niemozno§é przedstawienia calki
szezegolnej przy malych wartoSciach kata e w postaci (6.3), odpowiada~
jacej blonowemu stanowi napigcia, zwigzana jest z nieistnieniem blono-
wego stanu napiecia w torusie w po‘bhzu linii osobliwe].

Nadimienié¢ nalezy, ze przy badaniu powlok cienkosciennych przyimuje
sie zazwyczaj calke szczegdlng zasadniczego réwnania rozniczkowego
w postaci odpowiadajacej blonowemu stanowi napigeia, co w danym
przypadku jest, jak sie okazuje, niedopuszczalne.

Zgodnie z powyssza analiza catki szczegblnej (6.3) mozna oczekiwaé
blonowego stanu napiecia wylacznie z dala od linii osobliwej. Powstaje
wige hastepujgce zagadnienie, Nalezy wyznaczyé przytbhzona wartosé
catki szczegdlnej réwnania {6.1), ktéra

(1) przy maiych Wartosmach kata a spehnalaby réwnanie roznlczw-
kowe (6.1), "

(2} przy duzych wartoSciach kata a i bardzo cienkich Sciankach .po-
wloki (tj. przy dugzych 2 k%) od;povvladala\by blonowemu sianowi napiecia,
tj. byta okreslona wzorem (6.3).

W celu rozw"lazama postawwnego zalgadmema varowadzmy nowag
zrmenna :

(6.4) n==—(2k?3 sin a
oraz nowa niewiadoma

®5 o _Z(ﬂ)?"'.—;&“““"-_
_ 7 (2k%3 Q cosa -

Przy malych wartosciach kata « jest w przyblizeniu

P o ox,
{6.6) nee— (2K a, Zimrs ——3—,
‘ 2K @
a réwnanie rézniczkowe {(6.1) przybiera postaé '
2
{1+ia)d Xs ldxs +i2k2aXsf\z2k2Q

de2 " da

Iub po wprowadzeniu. nowyeh zmiennych okreglonych wzorami (6.6)

| | ., |
(6.7) llk(z?c?) ]d A4z 1.

do* T (2K2)F 90
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. Postawione warunki (1} i (2), ktére powinna speinia¢ catka X, mozna

matematycznie uja¢é w sposob nastepujacy.
© Trzeba wyznaczy¢ funkeje Z{n), ktéra by: (1) speiniala réwnanie roz-
niczkowe (6.7) oraz (2) przy duzych wartosciach » dazyla do granicy
(6.8) limnZ(n) =1i.
. e
Ostatnia zalezno$é wynika z tego, ze réwnost¢ (6.8) przy uwzglednieniu
wzoréw (6.4) i (6.5) jest rownowazna réwnoscl
- iga .
lim (__,J X‘) =1,
’ H—yeo Q j
czyli
lim Xy=—1iQctga,

2o
fee >0

co pokrywa sie ze wzorem (6.3).
Szukamy caltki réwnania (6.7) w postaci szeregu potegowego
B L Ziy |z
1("‘1,,{_4-5,(_"?)__,_

(6.9) C Z=Zet) + - " 2
(k%3 (2K

Podstawiajac szereg (6.9) do rownania (6.7) i poréwnujac wyra_iy brzy
jednakowych potegach wspélczynnika 1/(2 k*'# stwierdzamy, ze pierw-

szy wyraz szeregu (6.9) powinien spelnia¢ rownanie
(6.10) —— — i Zy=1.

 Ograniczajge sie do pierwszego wyrazu szeregu (6.9) mozna dla upro-
szczenla oznaczen pomijaé wskaznik 0 u dotu.
Réwnanie (6.10) jest jak wiadomo rownaniem typu B e ss el a
Istotnie, wprowadzajac nowa niewiadomyg

(6.11) | y— -2
' : _ Vn
oraz nowsa zmienng
: : i
(6.12) x:%(iag)z,

sprowadza sie r(’)Wna_n.ié"(ﬁ.IO) do réwnariia Bessela

’ 2 ' ; —_
(6.13) xz'g% + a:%z +Y (x2~ ! ) 2\

9/ .
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Calkg tego réwnania jest funkcja Lommela ([11], s 3771 dalsze}

(6.14) . Y=— 0.1 (@),

lub w zmiennych Z i 5 wobec zwiazkéw (6.11) i (6.12)
2 R

(_6.15) Z:—g'[/wy S”"é[?(“?VJ'

Zgodnie z okreSleniem funkcji Lommela jest

ol el ey o))

S v} = 8,00 () + sinvaw ”
S ‘ .
X |eos —2—(”*1’):-:.1 ...(:,c)wcos?(,u.+y}erp(x)],
a zatem
‘ ' (1Y .2
. Al rls
18 g @ =s0p@ 1 j#jj 3 (@) —J, ().

Wprowadzajge zamiast funkcji B e s s e la ich liniowe kombinacje
— funkeje Hankela— ikorzystajgc ze znanej zaleznoéei
'7r
1 —
Fla) ' x) = sinmax

otrzymuje sig

o
-4

DHY @)+ (3 —

E]

(6.17) So,_}%_(l‘}: so, 4 (2} + l)Hf:)(x)j.
: ¥

Przy przejiciu od wyrazenia (6.16) do (6. 17) wykorzystahsmy znane
zwigzki _ . : X
(1)( )+ H(zl () : _ evuri Hgflijk(_a.z..)_l_efnwt‘HL?] (x)

Tof@) == A

VPodst-aWtiaj.ac wyrazenie (6.17) do réwno$ei (6.15) ofrzymuje sie po
kilku prostych przeksztalceniach

(6.18) Zm%——meP@mﬂ J3@fm;mew+

+ (L iy 3)hy (in)],
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gdzie

1 .
ha (2) = i (2) + thae (&)= (_g zi)?' i} (% z;) |

{6.19) _ | N )
by () = oy (2) + s () = [ = A) uy (%_ A,

ikowanymi funkcjami Hankela

 Funkeije hy (2) 4 h, {z) zwane rz;modyf
laryzowane, 18], a fua_nkch

rzedu 1/3 oraz ich pierwsze pochodne sa stabe
m,%(w) okredla nastepujacy szereg potegowy, 11y,

1 g . 11(%’”)11(%) . 1 \2mi?
R P T A

20) zmienng % wediug rownosci (6.12)

Wpi'owadzajac do szeregu (6.
i podstawiajac w ten sposéb uzyskany szereg do wyrazenia (6.18)"— PO

oddzieleniu czefei rzeézywistych od urojonych — otrzymuje sig osta-
tecznie: '

(2 ()= s, () 0 Lhurlim)+ /8 hus (L)t s G ¥ 3 hailinl,
621) "z =sm o [—I{Ehlr(m),—'_hu(mw;/Ehzr(im—_,nz:(in)i,

i 7 () — 5, ()b [/ 3 Wi (i) — el +V'3 he (i) — hai (i)l

| 2t () = s () -+ b [Ri L)+ V3 Bli (i) + R (i) —V 3 has (il
gdzie ST

L

- & 3 3#

b =575 (?) == 0,3640 ,

_ R ’ . oy T s . ,nén-la
{6.22) Sr:2(—1)”*1*?'—#{1{—”’2#5}?“3*—” § gln¥e!
S st 1) g 2“)—s*("afff_l)‘j'(f;-;“F 2n) |

~ _ _ L
§; == Z (=177 \2/2 B - S e
~ 11 3L 202 (&
=3 (3 H)"‘ (3 +2_“Jf1) 3(_3_,‘?%})'-'(3*2““)
C SERT T s

Rysunek 12 przeds‘tawia. 'wykresy'furik-cji Z {n) i jej pochodnej. Wy-

. kresy sporzadzono wylacznie dla dodatnich wartodel 4. Latwo sprawdzié
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[chociazby na podstawie wzoréw (6.15) 1 (6. 16)] ze Z.(n) jést fﬁnkéj‘ pa-
rzysta, a Zi(n) nleparZysta,, czyli ze ' R SRR
623  Zl—m)=Z, z,(—ﬁ‘)——z,(n)'

Z dotychczasowych rozwazahh wynika, ze rozwigzanie réwnania (6 7)
w postaci (6.15) spelnia (w przyblizeniu) warunek (1) dla funkeji Z(n)
Udowodnimy, Ze rowniez warunek (2) jest spelniony.

Z
0L
o i M\R g‘ga _’__M
ag b 14
o
(7] pd S \m\ St
3 z] [ etn
02 \\\ ML e
o /’ﬁ — \\ i 'E{.L-‘ s S =
-2 / R
x Zl ’-_ﬂ,_.—
/ - i L™t
_ﬂ_n; .
05t e ' ?/
T
-
o
- 12 — 1 . :
] o i
04 Bg - 4z 15 20 24 28 82 35 40
- ‘Rys. 12

Istotnie, przy duzych wartosciach zmiennej x funkeje L o mmela
mozna przedstawié za pomocy- hastepujacego szeregu asymptotycznego
([11], s. 383)

S me i U U]
x X
larg x| <<=
wige | .
L ! 1 iy
- e el
So.-é(w)ﬁso,-l{ Hﬂz}—m 1—-—4 + 16 —_
: @4 ?3)2‘ - )’ 579 (in)°

Po podstaw1emu tych wyrazen do wzoru (6 15) ofrzymuje sie przy
duzych wartodeiach )
624) z%_?-(l»«-_%;—igj---).

- : o 7 - N

Warunek (6.8) jest zatem speiniony, co nalezalo wykazac
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.-Powyz_sze rozwigzania réwnania (6.1) zostaly zaczerpnicte z cytowanej
na wstepie pracy R. Clarka i E. Reissnera [1].
Powracajac do mew*ladome] X, zwigzanej z funke]a VA zaleznoscw,

(6.5) i odd_z1e1a;|ac czedei rzeczywiste od urojonych za pomocs wzoru (3.23)
otrzymamy

I Xy == (212)5 [—2;@3 C1Z+(n) +%%9 Z, (,;.)J cosa,
(6.25) -

] X =— {223 [2 k2 C1Z: (n) (9,')] Cos a.

Dla duzych wartoéci kata « mamy zwigzki przyblizone
A 1.2
(6.286) Hopro—-opociga, X2k Cietga,

co odpowiada blonowemu stanowi napiecia.

Reasumujac wywody dwdch. ostatnich paragrafow stwierdzamy, ze
zgodnie ze wzorami (5.1) i (5.10) pomocnicza funlkc;e X mozna przedsta-
wi¢ w nastepujacej postaci:

X, = (1} 25 @) (CoX1r— Ci X+ CsKar— Cs Xi) +

627) |

| X; — (1 4 sin @)} (CaXsr - CaXyi -+ CoXar +CsXai)— -

(21‘:2)1 (—2k CiZ, -+ ASQ-Z:') cosa,

Apo

—{2k%)3 { Ze -+ 2k? C1Z,) COS o .

Wszystkie funkeje wystepujace we wzorach (6.27) wyrazajg sig za
pomoey wyczerpujgce zbadanych funkcji B e s s e 1 a, mianowicie
X1 iX, okres]one sg wzorami (5.5) 1 (5.15) flub (5. 26)], a Z wzorami (6. 15}

i{6.21),

: Uzyte funk(:]e Bessela w poblizu linii osobhweq {a =~ 0) moZna
przedstawi¢ w postaci szeregéw potegowych [wzory {5.16.1) i (6.22)},
a w obszarach oddalonych od niej (dla duzych a) — za pomocg prostych
wzorow asymptotycznych [(5.18) i (6.26)]. ' '

Szeéé statych catkowania C,, (m = 1,..,6) wyznacza sie korzystajgc ze
wzordw (4.3} i {4.4) w ten sposdb, by spelni¢ po trzy warunki brzegowe
wzdluz krawedzi a==q, 1 a#=a, ograniczajacych powloke.
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7. Praykiady liczbowe

Schemat obliczent (z uwzglednieniem odpowiednich wzordw) jest na-
stepujacy:
(1) Obliczenie charakterystycznych wspélezynnikéw na podstawie da-
nych wymiaréw konstrukeji [wzory (2.12) i (3.20))
}»:

3

ol

2k = g Y12(1—4).

(2} Zestawienie i szczegdlowe omoOwienie warunkow brzegowych.

(3) Wyznaczenie wartoéei funkeji X, Z,{(m = 1,2;n =y, i) oraz ich
pochodnych w punktach lezgcych na krawedziach powloki a— g, i ¢ — .

(3.2) Obliczenie &{a;) lub {{w) oraz #{g) (7==1,2) za POMoCy WZorHwW
(5.6), (5.22) i (6.4):

5::%;“‘3 [1—w (4, a),

2L h

Q‘:"'?Tky [1 —[—*rp(ﬂ,?”:
1

5y =—(2k%" sin g,

gdzie

Y= — .

Wartosel funkeji p(4,a) 1 y{4,y) oblicza sig za pomocy wzoréw odpo-
wiednio (5.7) 1(5.23) lub odezytuje z wykreséw (rys. 8 i 11)1%).

(3.b) Wyznaczenie wartofei X (q) 1 Zu (7)) oraz ich pochodnych
{wzgledem &, ) za pomoeg wykresow (rys. 9, 10 i 12), wyrazen (5.15),
(6.21) lub wzordéw asymptotycznych (5.18) 1 (6.24):

1 -
Xy = 0,9439 & S eFicos (&g ,
2y 24

1 - .
X =+ 09439 & 6§ eTégin (6 2
by | . %4

(4) Zestawienie ukladu réwnan (algebraicznych) dla wyznaczenia
statych catkowania. '

1} Po oddaniu pracy do druku ukazaly sie tablice funkcji Wi l,; w ksigzce [20].
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Na podstawie wzoréw (4.3) i (4.4) oraz. wynikéw obliczedn wedlug
poprzednich punktéw zestawia sie warunki | brzegowe w postaci réwnan
algebraicznych, w ktorych niewiadomymi sa state catkowania Cy,..,C;.
Zauwazmy, ze stala C, mozna na ogdl wyznaczy¢ bezpoérednio rozwaza-
jac rébwnowage ukladu w. caloei [por. przykiad liczbowy (1)]. '

Przy przeksztalcaniu wzoréw (4.3) i (4.4) dogodnie Jest wyrazenia
{6.27) przyja¢ w nastepujgce] s_postam

i
X,= (14 Asin a)T D, — (2k*? Dycos a,

(7.1) Sy 1
Xi==(1 4 Asina}* D, — {2k%* D, cos q,
gdzie _
= Cy X1, ~— Cs Xu; + C5 Xor — Co X,
Dy = Cy X4: -+ Ca Xyr + Cs Xoi + Co Xar,
(7.2)

Dy %C12k2Zrm-;—lngf,

Dy =0C4 2k225+—;~ﬂ.pgzr.

Korzystajac ze wzoréow {5.6) i (6.4) mozna na podstawie zaleznosci
{7.1) wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki:

dX i
dar:__@i&_i D, +(1 -+ Asina) *k]/smaDj +
4(1 + Asina}*
. 1 2
(7.3) | @ kﬂ)é D, sin a + (2 1% D} cost ,
' aX; 3icosa '

== D, + (1 + Asin a) 4 kl/SlnaDsT
4(1 J~/‘lsmc>z)4

da
i’ w3 ’ [
+ @2k D, sine + (2 k2)3 Djcos® a,
gdzie aperator D jest okreslony wzorem

(7.4) D =C,X;,—C, X;,+C; X,, —C¢ X,

a pozostale operatory D, (m = 2,3,4) analogicznymi wzorami.

Dla ujemnych wartosci kata @ nalezy we wzorach (7.2) i {7.4) funkcje
Xmp (m = 1,2;n = r, 4 zastapi¢ funkcjami X, i odpowiednio D, i D,
operatorami D, i D,, a we wzorach (7.3) zamieni¢ wyrazenie '

Vsina D} na — VY —sina Dk (k ==1,3),




gdzie S oo
(7.5) - Dy=C X, —C, X, +C X, — C X,

a operator 13’3 jest okreslony podobnie.
7 (5) Rozwiazanie otrzymanego uktadu rownan, tzn. wyznaczenie statych
catkowania. .

(6) Obliczenie wymaganych w zadaniu wielko$ci (napigé, momentéw,
odksztatcen).

Przyktad 1. Dno kadluba turbiny parowej z otworem na wal %?). Sche-
mat ukladu przedstawiono na rys. 13. Obcigzeniem jest réwnomierne ci-
$nienie wewnetrzne p. Mozna uwa-
zaé, ze gorny plerScien jest sztywny.
Wymiary w mm: d = 18, r = 400,
R = 300, r, = 150, p = 100, wspdl-
czyhnd‘k Poissona v = 0,3

Zadanie polega na wykonaniu wy-
kreséw napieé i momentéw gngcych,

(1) Powloka skiada sie z dlugiego
walca kotowego o promieniu r oraz

ot

SERINAIEY

NIRRT

czesci przejsciowe], toroidalnej. Cha- L Zr
rakterystyczne wspdlczynniki dla to- Rys. 13
Tusa sSa: ' _

j— @ ol e /i3 001+ 290 6
(7.§.1) A== 2kP =12 . 0,91 3 16 =6,88;
dla walca 13):

. e

(776.2) . ) b:]/3(1_#,,2)‘/_c$"_:5!415_

(2) Obliczenie jpowlokl walcowej nie nastrecza trudnosci. Wiadomo,
ze «napigcie zespolones Tww dtugim walcu kolowym obcigzonym réowno-
miernym ci$nieniem oraz silami i momentami na krawedzi wynosi %)

(7.7) Ty == Ae—?0-z 4 T

gdzie ”= y/r oznacza odleglo§é od obciazonej krawedai, mierzong w jed-
nostkach hezwymiarowych wzdluz tworzacej (rys. 14), &4 = A, + i A, jest
stala calkowania (A, i A, sy liczbami rzeczywistymi). Poza tym symbol
T% jest okreSlony -wzorem To = (T1)y + (T2)y, gdzie (Ti)y, ]est skia-

12y Podobny przykiad P. K uratow rozwiagzuje innag metoda w pracy [19].

) Przy obliczaniu powloki walcowej poslugujermny sle oznaczeniami i metods
W. W. Nowozitowa, [8l

1) Wielko$el odnoszace sie do walca (lub forusa) oznaczono wskaznikiem W
(lub T) n dohu

159




dowa osiows, a (T%)y skladowa obwodowa napiecia; skladowe te sa wy-
znaczone wedlug teorii bluonowej i wynosza w danym przypadku
7 (r®—l)

9 Me=p " gpe 7 (=

Z warunkow rownowagi ukiadu jako catosci wynika (rys 14), ze dla
a=m/2 jest :

. o
(T].)‘," - {Tl)‘uV: (TT)W: }-;Tllu._. (%) J = 0,430 pr,

skad wobec pferWszego wzoru (4.3} znajdziemy
(7.9 C;, =--0,845 pr.

Wezdhiz krawedzi a =0 iorus jest przymocowa-
ny do szitywnego pierScienia, a wiec dla a=0
jest 9= /A,=10. Stad wobec wzoréw (4.4) dla
o ==1{} znajdziemy
(7.10) X, =0, Ty—vT =0
Wzdiuz réwnoleznika ¢ =a/2 (3 ==0) torus jest
polaczony z walcem, tj. powinno byé spetnione
réwnanie (rys, 14):

oAM= M)y,
(711) l 1)] u/ b { l)u/

1 )7 =(Ax)uv: ) r="dw. .
Mozna udowodnié, Ze réwnania (7.11) sg réw-
nowazne réwnaniom nastepujacym dla o= n/2
(x=0):

Rys. 14 - (7.12) ]:'T':ﬂ?’ d Ty- _ 4Ty,
_ gda rdy
Istotrnie, zgodnie ze wzorami (3.11) mamy
~ e it M, +M
T:T1+T2:T]+T2——~;~ ;—Lg
lub '
~ _ i M, + M,
T:Tf—wﬂ4wr+wTrw? iiv%

Poréwnujac wyrazenia (3.21) i (4.1) stwierdzamy, ze dla .a:n,f‘?

it Ems . i
Qda - (RQ)T '97 e (NI)T'
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Bardziej ogdlne rvzwazania, [8], wykazuja, e dla kazdej powloki (a wiec
rowniez dla walca) spelniony jest warunek
' aT ES, i
{7.13) -dé———R;aﬁ‘—fCﬂ N.,
gdzie ds oznacza rézniczke tuku potudnika.
W danym przypadku sg spemione nastepujgce warunki: -
(a) poniewaz x, jest duze w pordwnaniu z x,, to My =~ » M,
- {b) zgodnie z réwnaniem rownowagi dla a=gx/2 i y=10 (T r={(T}w,
{c) zzalozenia mamy 6y —=dw, a wieg i wspotezynnik ¢ jest j ednakowy
dla obydwu powlok, :

s

(d) jak wynika z rysunku [RZ(E)} = (Ry)w=7.
T

Wobec spelnienia powyzszych warunkow i zgodnie z drugim wzorem
(4.4) dwa réwnanid (7.12) (z niewladomymi zespolonymi) sg réwnowazne
czierem rownaniom (7.11) (z niewiad mymi rzeczywistymi), co nalegzalo

wylkazag. , '
Ze wzoru {8.21) ofrzymujemy
(7.14) e L

de {0 A snap {X'sina—C, 2Kk? cos o),

a z rownania (3.19) przy uwzglednieniu (7.14) znajdujemy

' . Fo_. b1 dx 3+ 224sine pp
(7.15) T'"_2.’{;21—l—/lsina da 1+ising 2 °
Podstawiajac obliczone wartosci do réwnan {1.14) i {7.15) oraz korzysta-
jac ze wzoru (7.7) sprowadzamy zaleznogei (7.12) do nastepujacej postaci: -

.3 ldx 11 "
g ‘46,88 dd_} o agPr At 1430 pr,
(7.16) { ’
g 2}{{-3):—6,415(1;—-;)55.

Z réownan (7.10) i (7.16) nalezy wyznaczyc¢ sze$¢ niewiadomych: ¢, C,,
Co O, 4,1 A, '

(3) Zgodnie ze wzorami (5.6) i (6.4) mamy
£(0)=0, . - 7(0)=0,

7 2 /5 b3 :
T V 8 o o6 .
7 (2') =~ V6,88 =—1,90.

Raozprawy Inzynierskie — || ' ' i61




7 wykresow zna]du]emy dla a = /2 (§==202, n=— 1 ,90) nastepujace
wartosel funkeji:

X = — 0,034, X :0,105, Xor— — 3,47, X?r‘iﬁ“ﬁ,gs,
X4, = — 0,081, X4 == — 0,118, Ky, =~ 8,49, X4 = — 1,37,
7, —=— 0,231, 7, ——0801, = Zr=—0555, 75 = —0,242.

(4) Podstawiajac obliczone wielkoéei do wyrazen (7.1) 1 (7.3) oraz
uwzgledniajac rownoée (7.9) ofrzymujemy

X(;‘) - —0,042C, — 0,131 C, — 4,30C; 1 6,55 C,,

X (3;) 0,131 C, — 0,042 C, — 6,55 C; — 4,30 C¢,

: X,
(7.27) Hﬂn e — 0,162 C, + 0,355 C, — 16,9 C; + 2,73 C, -+ 2,62pr,
e
dX; : o
]l = 0,355C, - 0,162C, —2,73C,—16,9C, +885pr.

2 -
Analogicznie obliczamy wartoéei funkeji X i dX/da wzdtuz krawe-
dzi ¢ = 0 i otrzymujemy:
X A(0)=1,301C, + 0, ,350C, + 1,301 C.— 0,350 C, *-142pr
(117.1) X;(0)=—0,350C, - 1,301 C, + 0,350C; | 1,301 C + 0,102 pr,°

dX;

[éj] —1,23C,— 0,99C, — 1,72C; + 0,810C, — 19,7 pr.
¢ . .

Zauwazmy, ze przy obliczaniu wartofei funlkeji dXi/de w punkcie

a = 0, nalezy uwzgledni¢ zaleznosé
(7 ]8 IC]/Sll’lO! D3 V— k—z C Xit+C4X1r+ C X31+ C(;er)f ]

{jak to wynika ze wzoru (5.28.1}].
W rezultacie warunki brzegowe (7.12) i (7. 10) sprowadzajg sie do na-
stepujacego ukladu réwnan ze statymi catkowania: : :

+ 1,301 €, +0,350 C,+ 1,301 C5— 0,350 Cy = 14,2 pr,
138 C,+155 C,+ 187 C;— 0,246C,=—19.2pr,

7.19) +0,0387C, - 0,0177 C, 1+ 0,298C, -+ 1,84 Co— Ay==2,05 pr,
—0,0177C, + 0,0387C, — 1,84 C;- 0,298C; —A‘;:ﬁ 0,286 pr,
—0,0945 C;— 0,295 €, — 9,67 C, 414,71 s + 6,42(A,+ Ag) =0,
40,205 C,— 0,0945C,—147 C,— 9,67 C; —v642(A,——A2) =0,




" {6) Rozwiagzujae uklad réwnan (7.19) znajdujemy

C,= 11,6 pr, C,==-—216 opr,
{7.19.1) ‘ C,= 0,155 pr, C,— 0,492 pr,
A, ==-—10,687pr, A, =— 0,142 pr,

(430pr|

Rys. 15

(6) Znajac state calkowania obliczamy za pomoca wzordw (4.3) na-
piecia T, i Ts oraz momenty M, dla roznych wartoset aiy, Wyniki obliczef
przedstawione zostaly w . postaci wykresdw na rys. 15.

Przyktad 2. Kadtub  turbiny
wodnej. Schematyczny przekro] [
kadiuba turbiny wodnej przedsta- |
wiony jest na rys. 16. Obcigzenie
stanowi rownomierne cifnienie we-
wnetrzne p. Wymilary w mom wy-
nosza: ‘6 = 14, R = 3180, g =1450, |
h = 610, wspétezynnik Poisso- |
na »=103.

Zadanie polega na wyznacze-

niu najwickszego naprezenia wy- R o
stgpujacego w Sciankach powloki.
{1} Obliczenie wspdlczynnikow Rys. 16
_ g 1450
A= = gyge = 0:4560;
2k ==y 120,91 0,4560 %} = 155,8.
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Krawedzie sg rozmieszezone symetrycznie wizgledem réwnoleznika
a =n/2, zatem wystarczy rozpalrzy¢ polowe powloki, tj. obszar

7
< f;;a?‘—:?:az-

Kat @, jest ujemny (rys. 16} i wynost —a,; = y,=arccosh/e = 1,135
radianow. _

(2) Warunki brzegowe. Wezdluz krawedzi a—wn/2 powinno byé ze
wzgledu na symetrie

(7.20) 9—=N,—=0.

Ze wrordw (4.3) 1 (4.4) wynika, ze warunki (7.20) sa réwnowazne réw-
naniu X (#/2) =0, czyli wobec wyrazen (7.1) 1 (7.2) znajdujemy

C, X1, (2) O, Xy (E) 1C, X, (5) Gy Ko (—) —0,
(7.20.1)

Cu Xt [} +CaXKir () +C %o (%) -G (5] =0

Warte$é parametru & {=/2) wynosi

156,8 ( :
) (14— 0.192) == 9,39.
K3 ( & g/ =

Przy tak duzych (w pordéwnaniu z jednos’;cia) wartosciach £ moina na pod-
stawie wzoréw (5.18) przyia¢ X, (&)~~0, wobec czego réwnania (7.20.1)
przechodza w nastepujace:

(7.20.2) C_r, Xz,-(ég)—-cﬁ Xg;{rfg} = 0, C5 Xﬁi(fz)+cﬁ Xz.r(‘fg): 0.

Wyznacznik ukladu réwnahn (7.20. 2) nie réwna sie zeru, zatem jego pier-
wiastkami sg zera:

(7.20.3) ' C,—=Cy=0.

Przechodzac do krawedzi == «, przyjmijmy, ze p}ersmen statora jest
sztywny, {j. ze dla o ==« mamy

{7.21) _ G — dy=4:=0.

Ze wzorow (4.4) wynika, ze pierwsze dwa réwnania (7.21) s3 réwno-
wazne nastepujgcym:

{7.21.1) X o) =240, IT, — pT, i“:____ . = 0.
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Bardziej skomplikowany jest ostatni warunek (7.21). Przyjmujac po-
czatek rachuby przesunigcia osiowego n krawedzi o= /2, tj. zakladajac,
ze Az (2/2) = 0, otrzymujemy z réwnania (4.4)

m:Z
C,= QJ deosada,
i
a wiec

«
Ar=—9 J'-ﬂcosada,

/2
1 ostatni warunek (7.21) przyjmuje postaé

e Cos «
X, o d g =0
! "1 Asinag P40

{7.21.2)
Zanim przejdziemy do dalszych obliczen, przeprowadzimy analize
stanu naprezen panujacych w badanej powloce i sprobujermny przewidzieé,
w ktorych przeikrojach nalezy spodziewaé sie najwiekszych naprezen.
Ze wzorow (4.3) wynika, Ze skladowe stanu napiecia stanowig sume
czterech wyrazdw, mianowicie: (a) calki ogélnej, (b) catki szczegdlne]
(wchodzgee; w skiad funkeji X)), (c) wyrazéw wolnych zawierajacych
czynnik p o, (d) wyrazow zawlierajgeych stala C, 4 nie wechodzacych w skiad
catki (b). 7
JeShi pomingé skiadnik (a), t]. przyjac chwilowo, ze C, = €, = 0 1 wy-
Igezyé z rozwazah linie osobliwg wraz z jej najblizszym sasiedztwem, to
wawezas, jak latwo sprawdzié, poslugujac sie wzorami (4.3} i (6.24), dla
C,=C,=0 i dla # znacznic wigkszych od 1 bedziemy mieli

(7.22) Ty ==Ti Ty T N, == M, =~~~ — - ‘23— Pg?%(}'
L22) _ , , ) 2T 2 .

Stwierdzamy wige, ze skladniki (b}, {c) i (d) okreslajg blonowy stan
napigeia z dala od linii osobliwej. '

Skladnik (b), tj. calka szezegblna «zakldcas silnie blonowy stan napig-
cia w poblizu linii osobliwej, gdyZz przy malych wartofciach parametruy
(a==0), funkeje }Z[,|Z’| osiagaja swoje najwieksze wartodei {rys. 12).

W miare oddalania sie od linii osobliwej w kierunku zaréwno dodat-
nich, jak i ujemnych wartosci kata o wplyw tego zaklocenia powoli
zanika. ' _

3 Znaczenie catki szezegdlnej jest tym wicksze, im wickszy jest (w po-
. réwnaniu z jednoscig) utamek Cy/pp.

Skladnik (a), tj. calka og6lna zakléca réwniez blonowy stan napiecia
W bezposrednim sgsiedztwie linii osobliwej, jednakie poczawszy od sto-
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sunkowo nieznacznych dodatnich wartoéci kata « (¢ = 1) maleje ona bardzo
‘szybko (jak funkcja e—%) dazac do zera. _

W czeSci wewnetrznej powloki (tj. w obszarze ujemnych wartosei
kata a) mozna operator D, calki ogdlnej okrelony wzorem (7.2) przed-
stawi¢ w nastepujgey sposéb:

Dy=Cs X1, —Cs X1: + Cs Xa, — Co Xat,

a z dala od linii osobliwej ({>>1) zgodnie ze wzorami (5.24):

Dy = 0f9439 C*’*li {e”g [C‘a cgs (Z — 2—:2) +C,sin (C — 21)} -+ |

+é [(_35 cos (C + 2:2) — Oy sin {? + %)]}

Napisane wyrazenie moina po kilku przeksztatceniach i wprowadze-
niu nowych stalych doprowadzié¢ do nastepujacej postaci:

(7.23) By = 0,9439 {e—t lag cos (c . E) 4 E,sin (c - E‘)] n

5% 24 24 ‘
Jap e [05 cos (C + g;l) + C,sin (Cw %) H
gdzie §; ={(y,), a wiec {,—{=0. _

Analogicznie mozna postypié z operatorem D..

Stwierdzamy wige, Ze w czgdel
wewnetrznej powloki calka ogolna '
dazy szybko do zera, z jednej strony,
W miare oddalania sie od linii oso-
bliwej, z drugie] za§ w wmiarg odda-
lania sie od krawedzi zamocowane},
a4 = ay;.

Rezultaty powyiszej analizy moz-
na przedstawié schematycznie za po-
mocg wykreséw (rys. 17).

W rozpatrywane] powloce na bio-
nowy stan napiecia sktadajg sie: «za-
kiscenie» okreslone funkcjami |Z} i
| Z’], osiggajace maksimum w poblizu
linii @ = 0 i malejace powoli w miare
. oddalania sie od tej linii (krzywe

Rys. 17 11i 2 na rys. 17) oraz «zaklbeenie»

okre§lone funkcjami Xi, oraz Xi:s

i ich pochodnymi {(tj. catka ogdlng) osiagajace maksima wzdiuz réwnolez-

nikéw a==0 i a==a, i malejgce bardzo szybko w miare oddalania sig
od tych linii {krzywa 3 na rys. 17).
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- Sumujac oba «zaklécenia» przewidujemy, ze blonowy stan napiecia

B ‘n)).

bedzie panowal (rys. 18) w niezakreskowanych obszarach A, a najwiegk_--.j_'-_"3:-_' .
szych naprezen mozna sie spodziewaé w obszarach zaciemnionych C i D, .

Wielkosé obszaru C zalezy w znacznym stopniu od wartosel statej C,. - .~

{3) Dla zestawienia warunkéw brzego-
wych nalezy przede wszystkim obliczyé
wartogel &(y;) 1 nliy):

Ly ==
. s _
— ?: Eg’%,ws}z (14 0,115)=17,94,
Y
5, = —(155,8)% sin (— 1,135) — 4,879 Rys. 18

Z réwnan (7.21) wynika, ze wystarczy obliczyé wartodet X () i Z(y:)
oraz pochodne tych funkeji.
Zgodnie ze wzorami (5.26) mamy

Xirme— 0,8660 Xy, + 0,5 Xo,,
i analogicznie
Xy As—0,8660 Xa; — 0,5 Xo; .
Podstawiajge do tych réwnan wyrazenia ésymptotyczne (5.18) otrzy-
mujemy

= eb , om) 7
X =5 [0,8174 sin (C + —) + 0,4720 cos (c +2Z11,
_ {_ & Y 24
(1.24) | - :
- €] ) kd 7
Xy = Cé (0,4720 sin (C + 24) 0,8174 cos (C + —2;4:)} .
Stad obliczamy
(7.24.1) Xir(y;) = 1384, Xui:(p) = 1272,

=

Rézniezkujae réwnania (7.24) wazgledem ¢ otrzyinujemy
{7.24.2) (X1, = 82,67, X1, = 2629

~ Wartodei funkeji Z (y) i Z,(y,} obliczamy za pomocs zaleznoéci (6.21),
a Z,(y,) i Z;(y,) za pomoca wzoru asymptotycznego (6.24). W rezultacie
znajdujemy

(y)=0,0140, Z; () = 0,0120,
(7.24.3) { Ze{y1) r(ve)

Zi(y,)==10,205, Zi (y} = —0,0420.
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(4) Korzystajac ze wrorbw (1.1) 1 (7.3) oraz z wynikéw dotychczaso
wych obliczef otrzymujemy

(1.25) X, (y,) = —4,96 C, + 927 C,-—852C, + 0,106 pe.

Podstawiajage wyrazenie asymptotyezne’ (6.24) do wzorow (4.3) znéj
dujemy (dla » duzych wobec jednosci)

{7.26) (14 Asina)®
) | k v ’ |
o (14 Asina)® (1 + Asina)?

W danym przypadku ohliczenia daja

T (a,) = 0,858 C, — 3,06 C,— 3,33 C, + 1,352 pe,

(7.96.1) { .
Tyla,) == 1,22C, + 2126C, + 749C, + 0,500 pe.

Calke wystepujaca w lewe] czedel réwnania {7.21.2) wyznaczamy miet
dami numerycznymi obliczajac wartosei funkeji podcalkowe] dla szere;
wartogel kata . W rezultacie otrzymujemy

— 1,185

cos o .
7. e da=— — C.—4 —
(.27 1 X, 770,456 sin @ dao 489 C, —T0,0C, 54C,—0,169po

/2

. Podstawiajac wyrazenia (7.25), (7.26.1) 1 {7.27) do réwnan (7.21
i (7.21.2) dochodzimy do nastepujgcego ukiadu réwnan:

_4.96C, + 927C,— 852C, + 0,106p¢ =0,
(7.28) 0.960 C, + 213,5 C; + 8,49 C, + 0,0044po =0,
2489C, + 70,0 C,y+ 4,54C, + 0,169 pe — 0.

(5) Plerwiastkl ukladu réwnan {7.28) wynosza

o C,=—285-10"*po,
(7.29) | , C, = —4,28-10"*pe,
C,=——3,38-107%*pe.

{6) Na rysunku 19 przedstawiono wykresy napie¢ i momentow. 4
sunku wynika, ze najwigksze naprezenia wystepujg we wioknach
wnetrznych przekroju zamocowanego, ij. dla a=q; =——1,135 radi
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Skiadowe naprezen wynosza tulaj

M, 6
62

[ RCAES (Gz)max == ‘i‘;—l .‘l‘
(7.30) i

l

—\1,354 + 0,124) %9 = 1,478 %9_,

Mg‘ﬁ
3

Ty (‘11) = _Ia'g -+ F;

=y, (a) = 0,3 0, (a,).

Natezenia zastepeze, kidre oblicza sie wedtug teorit Huber a, wy-

noszg
(7.31) ge= Y i+t it — g, 0.

W danym przypadku

(7.32)  0o(e) = (0dmav— o Y1 F P —y =0,889¢,— 135 p.
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Peszmome

TOHKOCTEHHAS TOPOOBPABHAA OBOJOTYHA
HATPYIHEHHAA PABHOMEPHLIM JIABJIEHUEM

B pabore mznoxen OPMOMMFKEHHLI METO7] BLIYMCIICHMA COCTABIIAOIINX
HANPAXKEHHOr0 ¥ AehOPMHUPOBAHHOIO COCTOSHMI, BOSHUKAIONMX B TOHKO-
CTEHHOM VIIPYIoi TopoodpaszHoi 060JI0YKe KPYTOBOTO IIOIEPEYHOTO ceHe-
HMsL, OTPAHMYEHHOH ABYMA HApAJUIeNBHLIMM EDYTaMM a==@; M Q=0
¥ Harpy:KEHHOH DABHOMEpHEIM Aapmemyem (dur. 1).

Bonpoc CBEJIeH K ONpEeNeseHMI0 KOMILIEKCHOM cbyHKuMM X yyosie-
TBOPAOLICH ,umbcbepeﬂxmaﬂbﬂomy ypasuemmo (3.22) (3 COOTBETCTBYIO-
MM TI'PAHMYHEIM YCJAOBMAM), BLIBEJEHHOMY TIPM IOMOIIM MeTo#a KOM- -
naercnex yvoumii B. B, Horommaosa. Bo Brex M3BECTHRIX HAM
TPYAAX NPeAJIaraeTes PEIieHMe BBIBEEMICHHOTO An@EepeHIMANbHOTO ypaB-
HEHWS B BHJE CTENEHHOTO MM TPUTOHOMETDPHYECKOro pAfAoB. Xotd, B pa-
Gorax [14] u [15] E., <, Bemosoit u B. B. Hosoxumosa peue-
Hye OZHOPOLHOH 3a7auy BafaHo B 3AMKHYTOM BHAe (TpM IOMOIIM (PYHK-
it T B ecce ), OJHAXO YIOMAHYTHIE aBTOPHI YacTHBLA MHTEIPal
HEOJIHOPOJHOTO YPABHEHMA TpEeAJIaraioT B Buie paAa.
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B macroameii pabore Haiimen 4acTHLIA MHTETrPal HEOHOPOAHOIO YPaB-
HeHMA ToMe B BUOe PyHENMI 1vna Becceas u Tagmm 06pa30M yc'rpa-,
HEH HEJOCTaToK perrenus 3eHosoi nm Hosoxuaona. . e

HaligenHoe wacTHoe peIleHMe OCHOBAHO Ha paﬁo're [1] P
n 9. Paiiccuepa, M IOTOMY NpEIJIATACMET MeTo,tr, pacye
CTEHHOI'0 'YOpa MOXKHO Has3paTe MerosoM Homo Y M
Hepa. : R
B wurore, NOXYYEHO TOJHOE DelIeHHe, B y,I!;OGHOM p;m{ npmeHeHm{.”
B HpaKTI/IKe 3aMKHYTOM BuAe [dopmynsl (6.27)], npiuem 3HadeHnd. yne'r-'._-".-
pebngemprx GyHRIyT THMIA Becc €7 A MOXKHO HAWTH,: HOJII:B}"HCB TR0=
crpoernbivy rpadmgavm (pue. 9, 10 1 12) mim mpoctemvm: acmnTOTH—":
yeckuMH hopmynamm (5.18) m (6.24). S

Tounoers upeprarasmoro MeTona Hom omMIOBA- P ajiccHe p a
BORPACTAET TPM YMEHLIIEHMN TOMIINMHLI 6 CTeHOK 0GOJ0UKM, a TIPH CTpEeM-
JneHMn d K HyJ©, pacdeTHbe QOPMYNRI (4.3) — A ceueHuii MOCTaTOTHO
YAAMEHHBIX OT 0COBBIX JIMHMIA TOpa — IIEPEXOAAT B XOPOLIO M3BECTHBIE
Gopmynel (2.11) GesMoOMeHTHOH TEOpHH. .

Criocob MpMMEHEHMH IIPEeJIORKCHHOTO METOAA II0KA3aH HA YHCIOBBIX
IpuMepax.

Summary

A THIN-WALLED TOROIDAL SHELL UNDER UNIFORM PRESSURE

In this paper is presented an ‘approximate computation method of
stress and strain components in a thin-walled toroidal elastic shell of cir-
cular cross-section limited by two parallels, a=a,, and a=—a;, and
loaded with a uniform pressure (Fig. 1). The problemes reduced to the de-
termination of a complex function X satisfying the differential equation
(3.22) (with suitable boundary conditions), derived by means of the «com-
plex stress» method of V. V. Novozhilov. Thesolution of this
differential equation is, in all the works known to the author, given in
the form of power or trigonometric series. It is true that in Refs. [14] and
[15] the homogeneous problem is solved by E. F. Zenow a. and
V. V. Novozhilov in a closed form (by means of Bessel
funciions), the particular solution of the nonhomogeneous problem, ho-
wever, is represented in those papers in the form of a series. This draw-
pack of the solution of E. F. Zenova and V. V. Novozhilov
is avoided in this paper, the particular solution of the nonhomogeneous
problem being also expressed in a closed form by means of Bess el

. functions.
The particular solution is based on the paper [1]by R. Clark and
E. Reissner and the method evolved can be called the method of
Novozhilov-Reissner Asa result, full solution is obtained
in a closed form, convenient for use [Egs. (6.27)], where the values of
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B e ssel functions can be read from the graphs (Figs. 9, 10 and 12) or
calculated by means of simple asymptotic formulae [Egs. (5.18), and
(6.24)]. The exactness of the Novozhilov-Reissner method
increases with decreasing wall thickness. If. the wall thickness ¢ tends
to zero the computation formulae (4.3) ‘are reduced to Egs. (2.11) of the
membrans theory, provided that the considered cross-sections are suffi-
ciently distant from the singular lines of the torus. :
The application of the method is illustrated by numerical examples.
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