MICHAL ZYCZEOWSKI

OBLICZANIE SIt. KRYTYCZNYCH
DLA SPREZYSTYCH PRETOW NIEPRYZMATYCZNYCH
METODA INTERPOLAC]JI CZESCIOWE]

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE
13




|4

hale

© o A G &

SPIS TRESCI

Uwagi wsigpne

Wyprewadzenie réwnania rozniczkowego wyboczania sprezystego pre-

tow Zhbieinych

Calkowanie roéwnania wyboczenia sprezystego pretow zhieznych

Rozwigzanie rownania (3.29) metodg Mac Mahona
Rozwigzanie rémmwania {3.20) metoda Kalane

Inne rozwigzanie réwnania (320)

Metoda interpolacii czesciowe]

Szacowanie ble;du interpolacjl czedciowe]

Okreslanie przyblizen podstawowych w postaci wielomiant

. iPrzykiad liczbowy
11.

Rozwigzanie rownania (3.20) metoda interpolacii czesciowe]

Str.

368

370
372
EYE

383, -

386
385
388
304
394
A00




f. Uwagl wstepne

Zagadnienje stateczno$ci osiowo Sciskanych idealnie gprezystych pre-
16w niepryzmatycznych rozwazane bylo przez wielu autoréw i to zaréwno
metodami $cislymi?), jak i réznorodnymi metodami przyblizonymi 2).
Tzyskanym w ten sposéb rozwiazanlom moZna preypisaé trojakie zna-
czenie. .

{1) Rozwiazania mozna wykorzysta¢ bezpofrednio w praktyce kon-
struktorskiej w przypadkach duzych smukfosSei, mianowicie wtedy, gdy
naprezenie krytyczne w najmniejszym prz-ekroju nie przekracza granicy
gprezystosci materiatu.

(2) Uzyskane rozwigzania mogs stanowi¢ podstawe rozwigzania za-
gadnienia wyboczenia sprezysto-plastycznego pre;téw niepryzmatycznych;
odpowiednie rozwigzanie musi przechodzi¢ ze wzrostem smukloscn pre-
tow w odpowiednie rozwigzanie w zakresie sprezystym.

(3) Mozliwe sie staje bezpoérednie pordwnanie wymkow $cistych
z wynikami réinych metod przyblizonych. Jest to szezegdlnie waine
w tych przypadkach, gdy dana metoda przyblizona nie posiada oszaco-
wania bledu badZ posiada o_.szacoWani-e niedos¢ dokiadne. Gdy pordowna-
nie wynikow Scistych z przyblizonymi wykaze maly blad, to niekiedy
mozna stosowaé dana metode rOwniez i do innych przypadkow pokrew-
nych nie posiadajacych rozwiagzania Scistego.

1) Najwiekszy wklad nalezy tovde A, N. Dinnika [1}, [4), {4]. W Polsce
ragadnieniu temu duzo wwagi podwiecit F. Sz elagows ki, [25], [26], Spo-
§rod prag, kfdre ukazaly sig ostatnio na ten temat, nalezy wymienié¢ pracg K. Zwei-
linga, [28]. Lo

3 Przypomnimy tu powszechnie stosowane metody wariacyjne i oriogonaliza-
cyine (Ritza-Timoszenki Bubnowa-Galerkina i inne);
metode réinic skohczonych {(por. np. W. N o wa ¢ ki, [16]} i pokrewna jej me-
tode K. Sattlera, [24], (Durchbiegungsverfohren); metode zamiany réwnania
rdzniczkowego na odpowiednie rownanie catkowe i rogwigzywamie fego réwnania
mefodami przyblizonymi (por. np. H. Jung, [8], S. E. Mikietadze, [13])
i pokrewng jej metode E. J. Nystréma, [17], (Mittelwertmethode)} preysto-
sowana do zagadnien statecznosci przer I. S a l e, [22], oraz wykorgystang prze-
zen w pracy [23]; wreszeie metode zaloZenia réwnania scistego, zaproponowans przez
autora tej pracy; [291.
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W rozwazaniach ograniczymy sig do pretow- zbieznych. Zajmiemy sig
mignowicie wyboczeniem pretow przestrzennie réwnomiernie zbieznych
(np. ostrostupéw i stozk6w pelnych i gcietych) oraz wyboczeniem pretow
ptasko zbieznych w plaszezyznie 1 Z plaszczyzny zbieznodci 3). Najdoktad~
niejsze tablice sposrdéd obecnie znanych tablic wartosei sit krytycznych

 dla pretow zbieznych — zestawione priez Dinnika ([1] 1 [4]), przedru-
kowane w wielu podrecznikach i poradnikach' technicznych (np. [3}, 17},
[15], [20]) — podaja jedynie trzy cyfry i tylko dla oémiu réznych przy-
padkéw zbieznosci. Przypadki poérednie mozna uzyskaé droga interpo-
lacji, jednak z bardzo mnieznaczng dokladnoscig. Rozwigzanie takie, nie-
je.dnokrotnie_wy.starcz‘ajqce dla bezpoSrednich sastosowan, moze okazat
sie malo doktadne j-akd podstawa do gporzadzenia tablic wartodel sit kry-
tycznych w przypadku wyboczenia gprezysto-plastycznego, a z pewnoécig
jest zhyt mato .dpkladne dla -przeprowadzenia oceny bigdu rdznych metod_
przyblizonych. Praca niniejsza pos$wigcona jest sporzadzeniu szescioey-
frowych tablic wartodel sit krytycznych dla pretow przestrzennie TOWnNo-
miernie 1 plasko zbieznych, kiore powinny — przynajmniej na razie ——
zaspokoié stale rosnace wymagania na tym polu. :

2, Wyprowadzenie réwnania roézniczkowego wyhoczenia
sprezystego pretow zbieinych

Bedziemy rozwazali jedynie pierwszy i drugi przypadek wyboczenia
(prety jednostronnie utwierdzone 1 zamocowane dwuprzegubowo). Ukla-
dy odniesienia przyjmierriy podobnie jak w pracy [29] (por. rys. 2, 8. 242).
W takim razie odpowiednie réwnanie rozniczkowe zginania przybierze
postat *) ' ‘

' P1?

2.1 vy PV
(2.1) Y +bBDy 0,

gdzie przyjeto, ze 1 oznacza diugoét preta, t = x/l bezwymiarows zmien-
'na niezalezng, P sila osiowa Sciskajaca B = B(t) = El(t} sztywnoSsé prze- -
kroju, b = B{)/B, funkecje okreélajaca zmiane sztywnosci wzdluz osi
preta. Wskaznikiem 0 bedziemy oznaczali wielkogei odnoszace sig do prze-
~kroju podstawowego 1= 0, wskaznikiem 1 wielkogci odnoszace sig do
przekroju t = 1. Przecinkiem u géry ozraczymy résmiczkowanie -wzgle~
dem zmiennej t. : ‘

3) Oznaczenia pretow niepryz.m:a,tycmnyc.h‘sa zgodne wrywanymi w pracach
(293 i [30] i oparte na przeprowadzon-ej w pracy [298] Klasyfikacji pretow afinieznych.
Pretem zbieznym bedziemy 'nazywat pret, dia kitrego ‘wymiary przekroju Zmie-
nigja sie liniowo wzdluz osi. o

4 Poniewaz interesowaé nas bedzbe jedynie stan lerytycezny, kibremu odpowia-
daja ugiecia niegkonczenie male, skorzystamy z liniowego rovmania rézniczkowego
zginania. Por, réwnanie 8.2.5) w pracy [281. - : L o
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Warunkami brzegowymi dla révwnania {2.1) w pierwszym :przy-padku
wyboczenia bedg ' '

(2.2) | : { y =0 dla

t —
y'=0" dla t=20,
oraz w drugim przypadku

{y=0 dla t=20,

(2.3) _
o y==0 dla t=1.

S3 to warunki brzegowe jednorodne, zatem rozwigzanie zagadnienia be-
dzie polegate na znalezieniu wartosci wiasciwych réwnania (2.1).

Rozpatrzymy najplerw wyboczenie pretéw przestrzennie réwnomier-
nie afinicznych. Jak wiadomo z rozwazan przytoczonych w pracy [20)
wystarczy rozpatrywaé je tylko w jednej z plaszezyzn giownych. Ma-
my tutaj %) ' '

ElL
: b=l =t
{2 4) EIZO ’
gdzie % == % (t) jest funkcjg okreslajacy zmiang liniowych wymiarow prze-
kroju wzdiuz osi preta. Podstawienie wyrazenia {2.4) do réwnania {2.1)
daje . ' '
! "y PIZ
(2.5) v+ =@y =0.

: [

W szezegdlnym przypadku pretow przestrzennie réwnomiernie zbiei-

nych x () jest funkcja liniowa o postaci )

(2.6) . cw=1-},lt

i réwnanie (2.5) pxl'zybier;a p.o-,é.;‘caé
L., P '
(2.7) _ : y" —I—ffBo—(l—{-xolt)f“y: 0.

Analogicznie mozna wai"owadzié réwnanie wyboczenia sprezystego
pretow plasko zbieznych w plaszezyzmie zhieznodci wy ") '

- PIZ — 3 . -
(2.8) ¥+ o (Uit Py=—1=0,
Bzo )

§) Por. wzor (3.3.10) w pracy [20]..

¢ Por. wzdr (2.15) w pracy [29]. _

) A, R Rzamnicymn, [21], zwraca uwage, Ze jest to zarazem rownanie wybo-
czenia cienkegeiennych pretow stozkowych o stadej grubosel - Scianek. Zgodnie
z przyjets przez nas klasyfikacjy prety takie nie naleza jednak -do -pretow. afi-
nicznych. ) '
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oraz wyboczenia pretow plaaéko -z.biezﬁych z plaszczyzny zhieznosel {(wy-
boczenie w plaszezyznie x2) '

. F 2
(2.9) 2 PV gty 2 =0,
- Bji(}

Jezeli w rownaniu (2.9) zastaplmy 2z przez ¥y, to bedziemy mogl frzy
réwnania (2.7), (2.8) 1 (2.9) uja¢ w jedno, ogdlniejsze:

; s Prz - it
{2.10) Yy g Uh o lt) "y =0.
0

Wartoscl wilasne F tego réwnania beds sitami krytycznymi dla pretow
przestrzennie réwnomiernie Zbieznych (przy podstawieniu 7 = 4), dla
pretéw plasko zbieznych przy wyboczeniu W plaszezyznie zhieznodel
(n = 3) lub przy wyboczeniu z plaszczyzny zhiezmogei (n = 1)%). Rowna-
nie (2.10) mozemy wige nazwaé rownaniem wyboczenia sprezystego pre-
16w zbieznych.
5. Calkowanie réwnania wyboezenia sprezysicgo pretow zbiezanych
Zanim przejdziemy do catkowania réwnania (2.10}, wprowadzimy no-
we oznaczenia. Przez i, Oraz i, bedziemy oznaczali promienie hezwlad-
noéci i, odpowiednio przekroju podstawowego t =0 i przekroju !
{drugi koniec preta). Stosunek tych wielkogel pznaczymy Ppriez k:

(3.1) b n )=k,
o
Bezwymiarowa stala k bedzie wiec miarg zbieznosci ¥) danego preta
przestrzennie réwnomiernie lub ' plasko zhieznego. Bedziemy rozpatry:-
wali jedynie przedziak smiennogel 0 = k=1 jako najwazniejszy z uwagl
na zastosowania praktyczne. ‘
Po wprowadzeniu wielkosci k do réwnania (2.10) otrzymujemy

(3.2) S »Ei[l%(lr—k) iy — 0.

Otrzymane rownanie ulegnie znacznemu uproszezeniu prae Wpro-
wadrzenie oznaczenia -

2
(3.3) . %LZ—“WE (1-—ky?
0

% W pracy [29] wyktadnik byt cznaczany Driez 1y, wzor (4.1.2) i mastepne,

9} Polskie Normy (Rysunek Techniczny Maszynowy) wprowadzaja pojecie zbiez~
nosci stozka uzalezniajac zbietnost od obu srednic 1 diugosci stozka. W pracy niniej—-
szej zbietnofci bedziemy .uza}ezniaé 1ylko od promieni vezwladnosci {§rednic) obu
podstaw. ‘ .
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oraz przez wprowadzenie nowe] zmiennej niezalezne]

(3.4) 1—(1—k)t=—mu.
Uzylskujlemy‘ mianowicie réwnanie

(3.5) ¥y Wiy ty =4
z nastepujgcynmi warpnkarm‘ brzegowymi:

fy=0 dia u=lk,

3.6) ;

( ly—o0 dia w==1,

oraz

(3.7) { y==0 dla =k,
: y=0 dla u=1,

odpowiednio dla pierwszego i dla drugiego przypadku wyboczenia.

Réwnanie (3.5) przez odpowiednie podstawienie ') daje sie sprowa-
dzié¢ do réwnania rézniczkowego B es s e la Catka ogélna tego row-
- nania-ma postaé

’ oW T 2w ey
(3.8) yﬁ;/_nulCJZ_}u(z_unu 2 )+C?Yﬁ(2——nu 2 )},

gdzie Ju{x) i Yp(x) oznaczaja odpowiednio funkeje Bessela pierw-
szego i drugiego rodzaju ') p-tego rzedu (funkcje Bessela 1 Neu-
manna), Wzér (3.8) nie jest stuszny w przypadku n =2 [wiedy réw-
nanie (3.5) jest réwnaniem roéiniczkowym Euleraj, jednak ten przy-
padek nie wchodzi w zakres naszych rozwazan. '

Gdy n << 2, rzedy i argumenty wystepujacych we wzorze (3.8) funk-
cyj Bessela sa dodatnie; gdy natomiast n > 2, skorzystamy ze zna-
nej zaleznogei 1%}

(3.9) J o p{—x)=Jdp(x)
i analogiczne]j dla funkcyj Y, piszgc zamiast (3.8) calke ogblng réwnania

(3.5) w postaci

. 2—n / 2—n
CJ s (ZW uT)m%CEY . ( 2wuzﬂ.
a2 T oamin—2 ]

n—2 - A2

(3.10} y=u

Rzedy i argumenty funkeyj B essela sy tu rdowniez dodatnie,
a wiec wystepujace funkeje sg wygodne do przeprowadzenia rachunkow.
Przystapimy teraz do uwzglednienia warunkéw brzegowych i obli-

10} Por. np. {10] lub [44].

1#) Jahnke-Emde, [44], i niektore inne pedreczniki  oznaczaja funkcje
Bessela drugiego rodzaju (Neumann a) przez Np-(x).

i pPor, np. [44].
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czenia wartosci wiasnych. Uwzglednienie warunkéw (3.6) (plerwszy przy-
padek wyboczenia) wymaga znajomosci pochodnej y'. Rozniczkujac (3.8)
otrzymujemy

, oy aW oW
-{3.11) ) =Wu 2 lC1Jg:_’t(§:T%u % )+ CQYE(Z_ﬁnu 2 )]

2—n
Podstawiajae (3.8) 1 (3.11) do réwnan (3.6), wobec zatozenia C} + C; > 0,
“ uzyskujemy okreflajacy sile krytyczna warunek
' 2 2w | 2" ' '
312 J 3 (iv—vuk : )Yn_1(2iﬁ£) —Y 4 (—; = )Jn_l(iw—) —0.
a2 72— " T\ a\2—n

Rownanie (3.12) zapiszemy teraz w prostsze] postaci. Oznaczymy mia-~
nowicle statg

{3.13) 2W

2-—mn

=4

oraz wprowadzimy funkcje Ty{x) © wlasnodciach zblizonych do funieji
tangens %),

(3.14)  Tplx)= é”p—%

i zamiast warunku (3.12) napisz-exhy warunek
| 2
(3.15) T 1 (k2 S):Tp:;(é')-
2—n C 2—n

W przypadku n >'2 przeprowadzamy analogiczny rachunek korzysta-
jac z calki (3.10). Zamiast (3.13) podstawimy tutaj .

2W
-(3.16) 5= £
i otrzymamy ostatecznie
2--n
A3.17) Ty (k2 &=Ta (&)
n—2 n—2

Przejdziemy teraz do drugiego przypadku wyboczenia.

Uwzglednienije warunkéw brzegowych (3.7) jest znacznie prostsze niz
wartnkéw (3.6). Wobec zalozenia C%-F C2>- 0 otrzymujemy od razu. wa-
runek

2—n
{3.18) T, (ke =T 1 (&),
—n 2n

) Funkcie ig wprowadzajg J ahnke | Emde, [44l. Gray i Mathe ws,

[43], mie wpmwadzaja,symbolu Tp(:n), s Watson, [46], oznaczd nim inng-funkeje.
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gdzie & jest okreglone wzorem (3.13). Warunkiem tym bedziemy sie po-
stugiwali w przypadku = <{2. Gdy n> 2, skorzystamy z calki (3.10)
i wprowadzajac § okreslone wzorem (3.16) uzyskamy warunek :

(3.19) Ta (et =T 1 (&)

n—32 n—2

Wszystkie cztery warunki (3.15), (3.17), (3.18) i (3.19}, okreflajace silg

. krytyczng dla idealnie sprezystych pretéw zbieznych w poszezegélnych

przypadkach wyboczenia, majg postaé ogéina

2—n

{3.20) Tplk™2 & ="Ty(&).

Rownanie to mozna traktowaé dwojako: przy ustalonym k (a wige
przy ustalonej zbieznodei preta) jest to réwnanie przestepne o niewiado-
mej & Obliczajge z niego & okreslimy juz bez trudu wartos¢ sity kry-
tycznej ze zwigzkéw (3.3) i (3.13) lub (3.16). W ujeciu ogdlniejszym roéw-
nanie {3.20) jest natomiast zwigzkiem uwiklanym, okreslajacym funkcje

(3.21) g=¢(k),

ktérej znajomosé [wobec zwigzkéw (3.3) 1 (3.13) lub {3.16)] pozwoli okreslié
ogdlng zaleznoic typu
 (3.22) _ Pp== Py (k),

gdzie P, oznacza sile krytyczng przy okreSlonym sposobie zamocowania
koficow preta. Uzyskanie zaleimosci {3.21) i (3.22) jest wladnie naszym
celem. '

4. Rozwiazanie réwnamia (3.20) mefoda Mac Mahona

Roéwnanie (3.20) wystepuje przy rozwigzywaniu wielu zagadniefi fizy-
ki matematycznej ). Podano kilka metod obliczania jego pierwiastkow
badz ckreslenia funkeji (3.21), z ktorych przytoczymy najwazniejsze.

Pierwszy zajgt sie réwnaniem (3.20) Mac Mahon, [38]. Stosujac
metode S t o k e s a obliczania pierwiastkéw funkeyj Bessela
otrzymat on zaleznoéé (3.21) wyrazona za pomoca szeregu. Wzory swoje
wyprowadzit Mac Mahon dla przypadku p = g, jednak uogdlnienie
ich, jak pokazemy, nie przedstawia istotnej trudnosci.

Oznaczymy dla skrécenia zapisu

2—un

{4.1) kT =6

1y Opréez zagadnien statecznosci pretow nalezy tu drganié membran ¢ ksztat-
cie pierscienia -kolowego, przewodnictwo cleplne w walcu kolowym drazonym, itp.
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i zastgpimy w réwnaniu (3.20) funkcje Besse 1 a szeregami asympto-

tycznymi, podanymi przez Hamn kel a. Ogolne wzory Hankela
maja postaé
1

I JP ($) = '_—”1:’—’—— [Pp (.‘L‘) COS gy — QP (-':C) sin q’)pl ,
(4.2) ‘ | ]/3— 7 X
Yo(x)= -:-—lf-_.._:: [Py (x) sin g + Qp (x)cOSppl,
—'2"' aT X
gdzie
1
_. 1—114P*23+1)“|
m i=0 .
(4.4) ]' m
E H [4p*— (2§+1)]
Qp )= ’é; (— 1y ( —YTE x)z;n;—j

Podstawiajac wyrazenia (4.1) 1 (4.2) do rownania (3.20) otrzymujemy
po uproszezeniu -

(4.5) (Pcosg — @sin_ o) (P sin g + @cos ) — _
—(Psing -+ Qcosp) (Peosp — @sing) =0,

gdzie wprowadzono oznaczenia

P, (@& =P, Q@85 —Q,
{4.6) Py(§)=1"P, Qy(8) =Q
pp (B &) = ¢, e (&) =g

" Grupujgc odpowiednio wyrazy w réwnaniu (4.5) dzieki znanym wzorom
irygonometrycznym, przeksztalcamy je z latwoscia do postaci

(&.7) (PP 4 Q@) sin(p—7) — (PQ— QP)cos(p—g) =0.
Wprowadimy jeszcz‘e oznaczenia

Ve 4 Qi= VP 4 @ = A,

(48

arctgg =¥, arctg g Sy




Wtedy .

[ P-==Agsin ¥, @ = Acos ¥,

4.9 - = .
(49 IP:AsinH’, Q@=Acos ¥

iz rownanda (4.7) otrzymujemy kolejno

AA cos (P — ¥)sin(p—¢) + AAsin (¥— P)cos (p—q) =0,
14.10) g— P+ P —¥e=sa (s=1,2,3..,

Podstawiamy teraz |por. wzdr (4.3)]

7 —rz*~s-—(q+ -~)-2~ B E (erQ)i;- :

(411} g =00t —a

oraz

¥ = arcig % = grcctg % = —322 — arctg %,

2 et D —1

.=l

‘ " — —1 a1 '2m—1
{4.12) =2 N 7)(_) _
' Znajdziemy réwniez analogiczny wzor na ¥, a nastepnie réwnanie

(4.13) (1 __@) E ”_ (S - p__—j_g} — 2 (—'— 1)”‘171 l(Q)?m—l B (Q)’?.m—«-l' o

= Am—1 P P

Wyrazenia P i Q sa okredlone szeregami (4.4). Po wykonaniu dziele-~
nia tych szeregdéw 1. podstawieniu wyniku do szeregu wystepujacego
w rownaniu (4.13) otrzymujemy rownanie o niewiadomej & typu

_p—q
(414) | ‘fzz(slfg)ir St

Oznaczmy jeszcze

(4.15)

‘Lagrange wykazat1%), ze gdy a, jest co do wartosci bezwzgledne]

" Por. np. A. Kalihne, [38]
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dostatecznie wielkie, to rozwigzanie réwnania (4.14) mozna przedstawic
w postaci szeregu :

.a 0 —a: a.—4a 0,+20]
4. — 4y Gy s AT L.
{4.16) ‘ o+ i + @ -+ o

ktorego zbieznoge zalezy przede wszystkim od a,. Ze wzrostem G, Zbiez-
no&é ta staje sig szybsza. '

Mac Mahon podal wartosci pierwszych pigeiu wyrazow szeregu
(4.16) w przypadku p = g. Obliczenie pierwszego, drugiego i trzeciego
wyrazu jest stosunkowo latwe, natomiast poCZgwszy od czwartego wWy-
razu staje sie Zmudne; w platym wyrazie wspdlczynniki przekraczaja
juz 10°. Totez obliczanie pierwiastkéw rownania (3.20) metoda Mac Ma-
hona jest latwe tylko w przypadku, gdy mo?na poprzestaé na nie-
wielkiej iloscl wyrazéw szeregu (4.186).

Zbadamy teraz, od czego bedzie w naszym przypadku zalezala wiel-
kogé a,, a wige zbieZnost szeregu (4.16) i przydatnosc metody. Na state
p i.q (rzedy funkcyj Besse 1 a) nie mamy wplywu, sa one ustalone.
w danym zagadnieniu z gory. Liczba porzadkowa pierwiastka s {wzor
(4.103] jest zarazem liczba porzadkows sity krytycznej. Interesowac nas
bedzie jedynie najwazniejsza dla zastosowan technicznych pierwsza war-
tosé sily -krytycznej, zatem podstawimy s = 1. Decydujaca role bedzie
- wiec odgrywat parametr @, a wigc za posrednictwem wzoru (4.1) zbieir
noéé preta k. Im pret jest bardziej zblizony do pryzmatycznego (wtedy
k jest blizsze jednosci), tym szybciej jest zbieiny szereg (4.16). Mozna wy-
kazaé, ze'w przypadku granicznym k = 1 {pret pryzmatyczny), uzysku-
jemy rozwigzanie Scisle (w postaci zamknietej). Metoda Mac M ahona
jest wige zblizona do metody malego parametru, przy czym role matego
parametru gra tutaj réznica 1 — 6. e

Zajmiemy si¢ teraz poszezegdinymi interesujacymi nas_przypadkami
rownania (3.20). _ '

Dla pretéw przestrzennie réwnomiernie zbieznych n = 4, zatem przy
rozpatrywaniu pierwszego przypadku wyhoczenia skorzystamy z row-
nania. (3.17) otrzymujac po podstawienin '

&
(4.17) T (—E) = Ty2 (&)

Podobnie dla drugiegé’ przypadku wyboczenia podstawiajace n = 4 do -
rownania (3.19) oirzymujemy

{4.18) . Tm (—f—;—) == Tz (8).
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Poniewaz funkcje Bessela rzedup+ 1/2, gdzie p jest liczba catko-
wita, dadza sie Yatwo sprowadzi¢ do funkey]j trygonometrycznych metody
Mac Mahona nie bedziemy tu stosowaé.

Dla pretéw plasko zbieznych przy rozpatrywaniu wyboczenia w pla-
szezyinie zbieznosei mamy n = 3, wiec z rownania (3.17) otrzymujemy

.i =
(4.19) , T, (]/E) T, (&

" dla pierwszego, a z réwnania (3.19)
(4.20) B (V%) — T,

dla drugiego przypadku wyboczenia. Réwnanie (4.20) nie sprawia
trudnoéci, poniewaz mamy tu p = g = 1, wige mozemy zastosowaé goto-
we wzory Mac Mahona. Ograniczajge sie jak zwykle do pierwszego
pierwiastka (s = 1), olrzymujemy

o'r]/k

a4 —
T 1—VE
S 3Vk
. =g
(4.21) 8
. 2k (1—K)
"= 1280 R’
Zatem
Vi . 30—yk) | 21—k (1—V kP
422) &= )k
(8.22) 1—---”1/1‘:Jr 8x + 128 2% k +
Przejdziemy teraz do réwnania (4.19). Mamy tu p =1, ¢ = 2 oraz
=f——n ‘—'_"i""iﬂ’
¥ 2 7 ]/k P
15k
P_P’(l/k) 1+1285BJr
_3Vk 105K
Q= Ql(]/k)_“ 8¢ 10228 T
105
PMPE{E)—I_W+"‘:
15 315
Q=@ (&= +ih*2—4—§3+“'
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Ze wzoru (4.12) znajdziemy

a4 3Yk 21K % 15 45
_oa ek E AR 4 y oI 29
W=y~ 3% Tis & W= ge T {gme
i ostatecznie
’ /4
"24!/145
ﬂ.n-*'i:__i/i;
15 —3/Vk
alz_-"“__'_—'_Tj—"')
81—k
(45— 21 k%) Yk
Gsﬁ—'———-—”———-*-:_"'
1281 — V'K
-
— k - — .
423) 5:_21_ 15—3yk_(15—3VRF A=V
’ 1—-Vk 4=« 8y k

Dla wartoéci k odbiegajacych nieznacznie od jedﬁoéc& obliczenie od-
powiedniej wartoSci & szeregiem (4.22) lub (4.23) nie przedstawi juz
teraz trudnosci. Wobec n = 3 ze wWzoru (3.16) otrzymujemy

a wartosé sity krytyeznej okredli wzor (3.3):

_ 1—k)2 & B
._(4.25) Py = (__....,T__-, ?_[’ )

Dla uzyskania analogil do wzoru Eulera, okredlajacego site kry-
tyczng dla idealnie sprezystego preta pryzmatycznego, wprowadzimy {po-
dobnie jak w pracy [29]) hezwymigrowy wapblezynnik §  taki, ze dla
wazystkich przypadkéw wyboczenia mamy wWzor '

(4.26) _ Py :ﬁ%,

gdzie L oznacza diugosé zredukowang %) preta. Nazwiemy go wspoiczyn-

%) Jest to diugost zregukowana z uwagi na sposob zamocowania kohcdw preta.
Niektorzy autorzy wprowadzaja pojecie dlugodei zredukowane] e wzgledu na sposob
obcigzenia lub nawet ze wzgledw na zmiang przekroju preta niepryzmatycznego, co
jednak wydaje sig mniej logiczhe.
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§Zi

nikiem statecznosci preta. Z porownania (4.25) i {4.26) Otrzymujemj-' @L}a ._
pierwszego przypadku wyboczenia {(gdy L = 21 oraz B, = EI,)

§4.27) d=(1 k)2,
Dla drugiego przypadku (I, =1)

Q—kpEe
LA

{4.98)

Postugiwanie sie funkejg £==§& (k) jest niedogodne, bowiem gdy k

- zmierza do jednosci, wzory (4.27) i (4.28) tracg sens. Dlatego tez wpro-

wadzimy funkcje { =1{(k), okreslajgc ja wzorem
{4.29) . L=(1—Vk)E.

Wiedy dla pierwszego przypadku wyboczenia pretéw plasko zbiez-
nych w plaszezyZnie zbieznofei mamy

(430) O=(1+Vkpe,

(15—3VI(—Vk 053V Q—Vkp

. - E o k
amw e e 82k
a dla drugiego przypadku
432) g (LHVEPE
. 4 3
31—y k)2 | 21 (1 —k) (1 —y k)

(4.33) {=unVk+ += + -

8z 128a%k

Gdy k zmierza do jednosci, otrzymujemy w obu przypadkach & = =”, wiee
wzor (4.26) — jak sie mozna bylo spodziewat — przechodzi wprost we
weor Eulera

Rozpatrzymy jeszcze wyboczenie pretéw plasko zbieznych z pla-
szezyzny zbieinosci. Podstawiajae n =1 ofrzymujemy z warunku (3.15)
réwnanie
(4.34) Ty GV ) =T, ()
dia plerwszego, a z warunku (3.19) rownanie
{4.35) T, €V k) =T,(8

dla drugiego przypadku wyboczenia. Zauwazymy przede wszystkim, ze
réwnanie (4.35) mamy wladciwie juz rozwigzane. Wystarczy bowiem
0znaczyt

(4.36) | E=E

Rogzprawy Infynierskie — 3 . 33‘1




by otrzj_maé rownanie (4.20) z niewiadoma? Rozwigzaniem tego ToOwW-
nania jest szereg (4.22). Powracajac do niewiadomej & otrzymujemy
ostatecznie '

wn e

VR "

91 (1— kP (1—V 1)’
T I~ RS

Zajmiemy si€ teraz rownaniem (4.34). Mamy tu p= 1, ¢~ 0, ‘wigc
p =~ g i nie mozemy sie postuzyé gotowymi wzorami Mac Mahona.
Metoda rozwigzania nie ulega jednak zmianie. Nie bedziemy tn podawall
obliczen ograniczajac sie do ostatecznego wyniku: :

It

5, 3k
BT sa—VRVE
95 k¥ +63 .
angﬂ#‘ )
T aga(1— YR K

é(\ _ 71"_# ]/f’;: ]

wad

o 3+Vk (3+1/?c)2(1_1/ic')
4.38 e G 3FVE TV e
(4.38}) & 1_—-;/1Tc+ amVk I + -

Przejdziemy do obliczenia sily krytycznej. 7 rownania (3.13). wynika

(4.39) R W= %’

a wiec. uwzgledniajac oznaczenie (3.3)-otrzymamy wzor (4.25) taki sam,
jak przy wyboezeniu® W plaszezyznie zbieznoéci. Bez zmiany pozostana
zatem wzory (4.27) 1 (4.28) okreslajace wspbtezynnik stateczno$ei #. Dla
unikniecia symbolu nieoznaczonego wprowadzimy 1 tutaj funkcje L (Jey
okreSlajgce ja wzorem (4.29). Zaleznogé (4.30) 1 (4.32) pozosiana bez zmia-
ny, natomiast dla ¢ znajdziemy odpowiednio: . '

GayR =V _GHVRra=VE
2k 8a’k

7T
(440) f=-5

dla pierwszego, &

i ey 301 L — 1 A—VR
(441) 3 Z,L—n—]- gayk + ;1289:3-]43’2.‘#_%_“3-

dla drugiego przypadku wyboczenia. Takze i tutaj, gdy k zmierza do jéd—
noci, 9 zmierza do @’ i otrzymujemy wzér E u lera. D
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- Na marginesie zauwazymy, ze stosujac podstawienie (4'36)'51(', row
_nanla (4.34) oraz podstawienie odwrotne do réwnania (4.19), otwymu]eQ -
my--ad razu: rwww;zame rownan typu-

@42) T, (&) =T, ("]"/%),

(4:43) o Ty (§) =Ty (6} k).

Rownania e nie sg nam potrzebne, jednak moga znalezé zastosowaﬂie
w innych dziatach fizyki matematycznej. _

Jako ostateczny wniosek przyjmiemy, Ze metoda Mac Mahona
pozwoli obliczyé site krytyczng dla pretow zbleznych nieznacznie odbie-
ga;acych od preta pryzmatycznego, oraz zbadal jej zaleznosé od zbiez-
noscl preta k w tym zakresie. Przy zw1e;kszan1u si¢ zbieznosci preta
(a zmniejszaniu k) nakiad pracy obliczeniowej - znacznie Wzrasta a do—
k}adnosc obliczen maleje.

3. 'Rozwiaz:mic. réwnania (3.20) metoda Ka‘lﬁhnt{

W pracy [36] A. Kalidhmne podaje «specjalng metode obliczania

pierwiastkéw réwnania typu (3.20) w pewnych przypadkach». Przyto-
czymy ja tutaj w skrocie, poniewaz bedzie podstaws naszych dalszych
. TOZWazan,
-. ' Miejsce zerowe 0 liczbie porzadkowe] s funkeji Jo(x) bedziemy ozna-
czall przez i a funkcji Yp(x) przez y(s) Przyjmiemy, ze warto§é tych
miejse zerowyoh jest znana w odpovmedme] liczbie i z odpowiednig do-
kladnosecig!?). Wykorzystu]ac oznaczenie (4.1) napiszemy réwnanie (3.20)
w postaci «rozwinietej»

(65.1) Cdp @8 Y (8 = J () Y, (08).

Zatozymy teraz, ze rownanie (5.1) okresla nie funkcje (3.21), lecz
odwrotng do niej funkeje k = &k (£), a wiec przy ozhaczeniu (4.1) funkcje
@ (&), Jezeli podstawimy & “3(” to prawa strona réwnania (5. 1) bedz1e
rowna zeru. Ponlewaz W1adomo e Yg (3(") =0 dla dowolnych g i s, to
dla spelnienia rdwnania: (5 1} musi by¢ Jp(@f,"-')mﬂ czyll @E"*J(‘g‘) a stad
wymka ze

(5.2) | '_ ="

1) Obliczaniem plerwiastkow funkcyj F ) 1Y () zajmowalo sie wielu badaczy;
spoéréd latwiej dostepnych tablic nalezy wymienié W. N. Faddiejewe]
i M, K., Gawurina, [42],oraz G. N. Watsomna, [46}
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przy czym od doboru liczby porzadkowe] 5, zalezy liczba sily krytycznej.
Dla uzyskania pierwsze] sity krytyczne] nalezy przyjaé Su iak by jf;d-
bylo najblizszym miejscem zerowym funkeji J, (¥} wigkszym iub mniej-
szym od j(;) zaleznie od tego, czy chcemy uzyskat & <71, czy tez & > 1
(a wiec zaleznie od kin). :

Podobnie, jezeli podstawimy = yg“), to lewa strona rownania {5.1)
bedzie roéwna zeru. _Po-niewa'z Jyq (ygf)) £ 0 dla dowolnych ¢ i s, przeto
Y, (@8 =0, czyli O& — yf;l], a stad

{s4)
(5.3) 6 == g‘% ,
Yq

przy czym s, nalezy dobieraé podobnie jak poprzednic.

Zilustrujemy metode Kaldhne ma przykiadzie. Wezmiemy pod
uwage rownanie (4.20) dia drugiego przypadku wyhoczenia pretow plasko
zbieznych w plaszezyznie shieznosci. Mamy tu.p =4~ 1. Przyjmijmy *
np. &= = 10,17347 i zal6zmy, Ze bedziemy rozpatrywali prety o o << 1.
W takim razie 5/1/ % ma byé wieksze od & Najblizszym wiekszym pier-
wiastkiem funkeji Jo(x) jest i = 13,32369, a stad

B 10,7347

Vk= @ = m—g — 0,763562.

Dalsze obliczenia wykonamy bez trudu: k = 0,5683027, a ze wzort
(4.28) znajdziemy # = 4,49876. Stwierdzﬂiérny' wiec, ze dla dwuprzegubo-
wego, plasko zbieznego preta przy wyboczeniu W pla,szczyinie zhieznosct
wspélezynnik statecznofei 9 wynosi 4,49876, gdy k = 0,583027. ‘

Przyjmujae za & inne pierwiastki funkeji Ju(x) oraz funkeji Ya(x)
otrzymujemy wspbtezynniki statecznodei ¢ dla roznych jnnych warto-
4ei k. Im wigksze bedziemy przyjmowali pierwiastki funkcyj Bessela,
tym bardziej k bedzie sie Zblizaé do jednesci, bowiem, jak wiadomo, oZ-
nica sasiednich pierwiastkow funkcyj Bessela zmierza do warioécl
stalej = Zwieckszy sig rowniez «gestost»’ otrzymywanych w wyniku war-
togel k. Najmniejsza wartosé k jest okreslona najmniejszymi réznymi od
zera pierwiastkami j, ub yp, tak np. W rozwazanym przez nas powyiej
przypadku najmniejszym pierwiastkiem jest yih == 2,19714, kiéremu od-
powiada k = 0,163745. Mniejszych k metodg Kaldhne otrzymac nie
moina. W przypadku innych réwnan, hp. rownania (4.19), sprawa przed-
stawia sie jeszcze gorzej, bowiem najmniejsza wartoscia k jest 0,388485.

Metoda Kaldhne uzyskujemy wigc dla pewnych wartoscl k od-
powiednie wartogei 9. Uzyskanie o dla innej, z gory danej. wartosci k,
moze nastgpié droga interpolacji. Kalihne przeprowadzal interpo-
lacje na drodze graficzne], uzyskujac 3 lub 4 cyfry doktadne. Dla k bli-
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skich jednosci uzyskanie wyzszej dokiadnosci jest stosunkowo latwe, po-
niewaz mozemy. dysponowaé gestymi weziami interpolacji. Jednak i .t
przy wykonywaniu interpolacji na drodze numerycznej wysiepujg pew-
ae {rudnoéci rachunkowe, bowiem odstepy miedzy weztami nie sg rowne.
Dla k oddalajgcych sie od jednosci interpolacja staje sie coraz trudniej-
" sza i mniej dokladna, a wyniki interpolacji pomiedzy k = ( 1 najmniejsza
wartogcia k otrzymana z obliczen nalezy uwazal za mocno problema-
tyczne ). - : ‘

Ostatecznie stwierdzamy, e metoda Kal&hne daje obraz poszu-
kiwanej zaleznosci (3.21) dla poszezegoélnych przypadkéw wyboczenia, jed-
nak dokladniejsze wyniki mozna uzyskaé jedynie dla k bliskich jednosei
(podobnie jak w metodzie Mac Mahona). Przy silniejszej zbieZznosci
pretow oblema metodami mozemy otrzymaé jedynie orientacyjne dane.

6. Inne rozwiazanie rownania (3.20)

Sposrdd innych rozwigzan réwnania typu {3.20) nalezy wspomniec
niedawna prace B. P. Bogerta, [31], ktory podaje réwniez biblio-
grafie zagadnienia. Bogert zajal sie rownaniem

(6.1) T, (&) =T,(k&,

a wiec zblizonym do {4.34}, rozpatrujac tylko przypadek k > 1, podezas
gdy nas interesuje przede wszystkim przypadek k <1. Bogert podaje
czterocyfrows tablice pierwiastkow & réwnania {6.1) dla fc = 1,00—
— {0,01) — 2,00 — (1) — 10,20. Tabplice te otrzymat on meiods prostg, chot
wymagajgea znacznego nakladu pracy: dla k= 1,1, 1,2, ..., 2, 3, ..., 10, 20
rozwigzywal on rOwnanie przesigpne (6.1) metods zblizong do reguly
falst, natomiast dla pozostatych k otrzymal wyniki za pomoca wzoru in-
terpolacyjnego Everetta

7 podanej przez Bogerta bibliografii wynika, ze material tablico-
wy dla rownania {6.1) i pokrewnych — na og6t w Polsce niedostepny —
jest bardzo skapy. Dokladnoét tablic nie przekracza czierech cyfr, a od-
stepy zmiennej niezaleznej sg szerokie. Postaramy sie przeto uzyskat
doktadniejszé rozwigzania réwnah typu (3.20).

7. Metoda interpolacji czgdciowe]

Celem naszym jest w fe]j chwili uzyskanie tablic funkeji {3.21), a na-
stepnie funkeji (3.22) dia réznych wartosci p i g. Przede wszystkim zesta-
wimy dotychczasowe osiagniecia na tym polu. :

12y Podobnie czyni tez K ald hne uzywajac w sporzgdeonych przez siebie
iablicach dwejakich cyfr: cyfry duZe uwaza za pewne, male za problematyczne, Dla
k bardziej odbiegajacych od jednofci K ali hne podaje jedynie dwie duge i jedna
matg cyfre, .
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(1)~ Dzicki metodzie Mac Mahona znamy kilka pierwszych po-
chodnych poszukiwane] funkeji w punkeie k = 1-oraz zachowanie si¢ jej
w poblizu punktu k = 1. 3 : S : -

' (2) Dzieki metodzie Kald hne znhamy (praktycznie z dowolna do-
kladnoseig) wartosel poszukiwanej funkeji w kilkunastu- lub kilkudziér
sieciu punktach k rozrzuconych w sposob nierownomierny.

(3) Korzystajac z reguly falsi lub innej metody rozwiazywania TOW-
~ nafh przestepnych mozemy Przy dosy{ duzym nakladzie pracy otrzymat

niektoére rozwigzania réwnania (3.20), przy czym tatwiej dobieraé & do
" danego £ niz na odwrét. Procz tego tatwo jest obliczyt kilka pierwszych

pochodnych poszukiwianej funkcji w punkecie k = 0 korzystajac z TOZWi-
nieé funkeyj Bessela na szeregi potegowe i opierajac sie ma znanych
~ wiasnoéciach tych szeregow. . S

Stoimy zatem wobec nastepujacego zagadnienia. Znamy wartodel funk-
cji w kilkunastu punktach, porozrzuc.anych w spos6h nieréwnomierny
w przedziale 0 <<k < 1 oraz wartosci funkeji 1 kilku pierwszych jej po-
chodnych na brzegach tego przedziatu. Nalezy ynalezé wartosel funkeji
w innych z gory oznaczonych punuktach“przedzialu. _ .

Jest to wiec zagadnienie interpolacji. Oméwimy teraz wagniejsze zna-
ne metody interpolacji, by rozwazyé mezliwoscl rozwigzania.

Interpolacja polega najczescie] na przyblizaniu dane] funkcjt inpa
o- prostsze] budowie, speiniajaca okreslone warunki zgodnoscei z funkcja
dang. Jako funkejg przyblizajaca obiera sie zazZwyczaj wielomian -ze
wzgledu na prostote rachunkow. -

! Powszechnie znanym wielomianem interpolacyjnym jest wielomian
Lagrange a Obliczenie jego wspolczynnikow jest na og6t zmudne,
mimo ze dla przypadku rownych odstepbw miedzy punktami podano mes
tody uproszczone ¥), a nawet gotowe tablice 20y, W naszym przypadku
odstepy miedzy punktami nie sa rowne. Stosuiac wielomian L agran-
ge a nie wykorzystalibySmy réwniez stojacych do dyspozycil warunkow
zgodnoscl pochodnych na brzegach przedziatu. Totez postugiwanie sig
wiclomianem Lagrange’a wymagaloby w naszyil przypadku nie-
. proporcjonalnie duzego wkladu pracy w stosunku do uzyskahych korzysct
dokladnogci wynikow. :

QOgobdlniejsze zagadnienie interpolacil rozwigzal C. Hermite, [35].
Zajgl sie on poszukiwaniem wielomianu, ktory w 4 1 punktach (wez-
tach) wykazywalby zgodnoée z dana funkejg nie tylko samych wartosci,
lecz réwniez pochodnych do my — 1 rzedu wigcznie, przy czym liczba my
moze byé roina dla poszezegdlnych punktéw xp. Herm ite podal osza-

) Por. np. pracg A. P, Filina, [32] .
20) Np, K. A."Karpow, [45], podaje szesciocyfrowa tablice wspolczynnikow
dla przypadku czterech i pigciu puniktow.
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cowanie bedu przyblizenia oraz metode obliczania wspotczynnikow wie-
lomianu interpolacyjnego. ' _

Rozwazania Hermite a rozwingt Williot, [40], podajac ogblny
wzor na wspéiczynniki wielomianu. Wzor ten wyprowadzony droga nie-
olementarna jest jednak dosyé¢ skomplikowany i raczej nieprzydatny do
sastosowan. A. homnicki, [37], wyprowadzil nieco prostszy wWz6T
na drodze elementarnej, ograniczajac sig przy tym jednak do niezalgz-
nogei my od xp {tj. przyjmowal zgodno$é te] samej liczby pochodnych
w kazdym punkeie). : :

Niewgtpliwie zastosowanie w naszym przypadku wielomianu Her-
mite a pozwolitoby uzyskat wysoka dokladnoéé wynikéw, jednak obli-
czenie jego wspdlezynnikéw 1 nastepnie rachunki zwigzane z uzyskanym
wielomianem bylyby bardzo pracochlonne. Zastosowanie natomiast wzo-
ru omnickiego nie moZe w naszym przypadku mie¢ miejseca, bo-
wiem pochodne poszukiwanej funkeji znamy jedynie na brzegach przedziatu.

Podamy tutaj inng metode interpolacji, ktérg nazwiemy «interpolacja
czeSciows». Bedzie ona wykorzystywala wszystkie warunki Hermi-
t e’ a, bedzie jednak mniej dokladna od interpolacji Hermite a przy
wielokrotnie mniejszym nakladzie pracy.

Mysl przewodnia metody interpolacji czeSciowej jest nastepujaca.

B

Sposrod wszystkich warunkow w ilosel Yme wykorzystamy najpierw
: k=0

tylko niektore, specjalnie dobrane, i przyblizamy poszukiwang funkcje
#(x) przez funkeje W(x), najczescie] wielomian. Warunki, ktére majs byt
najpierw speinione, dobieramy w ten sposbb, aby liczba punktéw byla
niewielka (np. dwa na kofcach przedziatu), natomiast liezby mi byly
w tych punktach meozliwie duze (co odpowiada, jak wiemy, zgodnoSci
duzej liczby pochodnych). Zbudowanie tunkeji W{x), zwiaszceza gdy przyji-
miemy, ze ma ona by¢ wielomianem, nie nastrecza na ogd! trudnosel ra-
chunkowych. Nastepnie bierzemy pod uwage pewne dwa sasiednie wezly

xp oraz xp.1 (k= 0, 1, 2,..., n). Funkcja
(7.1) by (@) == f (x) — W (x)
oraz jej my — 1 pochodnych w weZle Xz lub m,, ,—1 pochodnych w wezle

Zr41 nie sg na ogdl rowne zeru, jakby to bylo w przypadku interpolacji
Hermite a Przyblizymy teraz funkcje b,(x) przez inng funkcje bye(x)
{najczesciej wielomian) w ten sposdb, by spetnione byty warunki zgod-
noéci samej funkeji i jej mr—1 pochodnych w weZle x oraz mepr—1
pochodnych w wézle Terr. W takim razie funkcja Wix) +byr(x) spelni
wszystkie warunki w punktach e 1 %y i bedziemy ja mogli uwazaé za
przyblizenie poszukiwanej funkeji f(x) obarczone bigdem

(1.2) b (@) = § () — W (@) — Bug (@) = by (@) — i (@),
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Funkcja W(x) bedzie jedna dla catego przedzialu x, = x S %, i nazwiemy
ja przyblizeniem podstawowym natomiast funkcie by (x} dobierzemy
dla. kazdego podprzedziatu xx = x = i1 osobno, czemu daje wyraz
- wskaznik k. Oczywiscie dokladnosé metody bedzie zalezala w plerwszym
rzedzie od doboru przyblizenia podstawowego Wix). Gdy np. przyblizenie
poedstawowe obieramy w postaci wielomianu, to stopien jego musi byc
wyzszy niz wielomianéw by (x), bowiem w przeciwnym razie nie uzyska-
libyfmy nic wiecej ponad zwylls interpolacje Hermite'a w pod-
przedziale x; S = xpa. Gdy przyblizenie podstawowe bedzie dosta-
tecznie dokladne, to wartosct funkeji b,(x) beda male i latwe do inter-
polaeji np. na drodze graficznej. Jak zobaczymy jednak w p. 9, zbudo-
wanie wielomianu W{x) nawet przy stosunkowo duzej liczbie warunkow

' zgodnogei jest latwe ze wzgledu na
Y } zgrupowanie tych warunkéw w nie-
wielkiej liczbie punktow.

Zauwazymy rowniez, ze gdy dla
wiekszosel wezidw m; przyjmuje
wartosci mate (np. m; = 1), 4o dla
zwiekszenia dokladnosci mozna prze-
prowadzic interpolacje funkeji b,(x}
nie przez dwa, lecz przez trzy lub
wiecej punktéw, co np. przy interpo-
lowaniu na drodze grathczne] nie na-
strecza frudnosel. .

Omowione postepowanie bedzie-
my -nazywali interpolacja czesciowa
zwyczajna. Dokladnoié tej metody |
moze ulec dalszej poprawie, gdy be-

byl ? dziemy interpolowali — w drugim
/L B — %’”;L : -~ etapie—nie funkcje bl(a:), lecxz funkeje
g & Xpers Xn .
Rys. 1 7 by (x)
] (7.3) B4 ()= U(JS} .

gdzie U(x) jest specjalnie dobrang funkejg «poréwnaweza» (interpolacja
czéSciowa przyépieszona). Przyblizajac funkcje B (x) przez funkeje fyr (i)
(najezescie] wielomian) tak, by spemione byly wymagane warunki zgod-
nodci, mozemy uwazaé funkcje W{x) -} frr (x)U{x) za przyblizenie po-
szukiwanej funkeji f{x) obarczone bledem '

(7.4} bas (&?)‘ s f (x) - - W () — Bra () U (&) = b, (@) — pri () U ().

W przypadku gdy na przyblizenie podstawowe nakladamy jedynie
warunki zgodnosci na koncach przedziatu {(w liczbie m, na lewym i m,
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na prawym), jako funkcje poréwnawcza szczegdlnie wygodnie dobierad

jest funkcje

(7.5} . U () == (2 — 20)" (x — x)™e

jest to bowiem funkcja tego samego rzedu co funkeja b (x).

Interpolacje czeSciowy zwyczajng ilustruje wykres na rysunku 1. |

Iustracja graficzna interpolacji czeSciowe] przyépieszonej jest nieco
trudnieisza. .

8. Szacowanic bledu interpolacji czedciowej

Poniewaz stosowanie metody interpolacii czeSciowej jest na ogél lat-
we, 1o o jej powodzeniu zadecyduje dokladno$é w poréwnaniu z doklad-
noscig innych metod interpolacyjnych. Oszacowanie bledu bedzie oczy-
wigcie zalezalo od doboru przybliZzenia podstawowego W{x) oraz od spo-
sobu interpolacji funkcji b.(x} lub £, (z) i daje sie na ogdt przeprowadzié
droga wskazana przez Hermite’a przy pewnych modyfikacjach.

Podamy tu przykiad oszacowania bledu interpolacji czesciowe}. Przyj-
miemy mianowicie nastepujace dane: ' _

(1) mi=m=2dlak=01ik=mn, co odpowiada zgodnosci na koh-
cach przedziatu co najmniej do pierwszej pochodnej wlgcznie; rzad po-
chodnej na obu kohcach {en sam;

(2) my =1 dla innych wartosei k; zakladamy wiec zgodnos$é tylko
samych wartosci funkeji; _

(3) wszystkie funkeje przybliZajace bedziemy przyjmowali w posta-
ci wielomiandw, przy czym dokonamy interpolacji funkeji b,(x) lub g, ()
przez dwa sasiednie wezly.

Bedzie to wige — w przypadku inierpblacji czeSciowej zwyczajne] —
intenpolacja parabolg m-tego stopnia w podprzedzialach z, < x Zx,
i &p—s = ax=x, oraz liniowa w pozostatych. W przypadku interpolacji
czegéciowe] przySpieszonej wystarcza, jak latwo sprawdzi¢, interpolacja
liniowa we wszystkich przedzialach fgdy funkcja poréwnawcza ma postaé
{7.5)]. Ponadto ‘bedziemy zakladali, jak zwykle, Ze funkeja f(x) jest rdz-
niczkowalna dostateczng liczbe razy.

Oszacujemy najpierw blad przybhzema funkeii f(x) funkecja W( }

+ b (x), w przedziale, w ktorym b (x) podlega interpolacii liniowej (mter-
polacja cze$ciowa zwyczajna). Blad ten jest réwny zeru w wezlach x

1 Tk+i. Mozemy zatem dobraé taka funkeje Ss «(x) ograniczong w prze~

dziale x, S & < Xg.q, 2o

| (8.1) bea(X) = (x — xe) (£ — Tigt) San ().

. Zajmiemy sie teraz funkcja zmiennej z w nasiepujacej postaci:
£8.2) Fap (2) == by (2) —bus (2} — (2 — x) (2 — Dhses) Sen ().
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7 uwagi na zaleznosci (7.2) i (8.1) funkcja ta jest réwna zeru w trzech
punktach: z = xy, z = Xesy Oraz z = &. Stosujac dwukrotnie twierdze-
nie Rolle’a dochodzimy do wniosku, ze wewhagirz przedzialy
X =@ axpe istnieje przynajmniej jeden taki punki x, w kiorym
P {z) =0, czyli C ,

(8.3)- C B (@) by, @) 21 Sk (x) = 0.

Ale zauwazmy, zZe bk (i)-: 0, bowiem by () jest wielomianem
pierwszego stopnia; wige
by (x)

(8.4) Son @)= 2517,

a po podstawieniu do zwiazku (8.1) znajdziemy
: by
(8.5 b, (26) = {2 — ) (X —Tr+1) %) .
Poniewas rozpatrujemy przedzial xx L ax= xpa1, to mozemy skorzy-
staé z latwej do wykazania nieréwnoscel -

(e — 2w

{(8.6) o — ) (=T} | = n
i oszacowaé wartosé bezwzgledna biedu b {(x):

- T L =
67 o ()| = LT

T

Drugim etapem bedzie oszacowanie funkeji [0 (x}|, co jesf_u nieco
trudniejsze. Wefmiemy najpierw pod uwage funkeje {(7.5). "W naszym
przypadku bedzie ona okre$lona wzorem

- (8.8) ‘ .U {x) = (@ —xg) (x— xu)|™.
Druga pochodna te] funkecji wynosi _
8.9) U (@) —m[@—w) (@ — x| [m—1) @z —z—zaf* +
| 2@ ) e 2l

Wprowadzmy teraz oznaczenie

(8.10) o — 5@

t zbadajmy nastepujacg funkcje {zmiennej 2):
811)  F@)—{@—W@—le—z) e—x]"S, @)

Ze wzgledu na zaleznosé (7.1) oraz zalozenie (1) funkeja (8.11) jest
réwna zeru w dwoch punktach: z = x, oraz =z = &, (natomiast na ogdk:
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nie jest réwna zeru w punkcie z *= z). Z twierdzenia' Rdlle’ a wynika;
ze pochodna Fi () jest rdwna zeru przynajmniej w jednym punkeie we-
wna,trz przedziatu {(x,, x,). Jak widaé, jest ona takie rowna zeru dla z = T4
i z=x, wiec ogdlem ma co najmniej {rzy miejsca zerowe. Podobnie
wnosimy, Ze pochodna Fi (2) ma co najmmiej cztery miejsca zerowe.
Z oznaczenia (8.10) i réwnan (8.9) i {8.11) wynika jednak, ze z = x jest
takze miejscem zerowym funkeji FY (), wiec ma ona co najmniej pie¢
miejsc ‘zerowych. Gdyby zamiast pigeiu réznych miejsc zerowych byly
cziety, w tym jedno podwdjne, dowéd nie ulegtby zmianie. Podobnie do-
wodzimy, ze trzecia pochodna ma szesé, czwarta siedem itd., (m -~ 1)-sza
pochodna ma m -+ 2 miejsc zerowych., Natomiast Fi™ {z) ma juz tylko
m + 1 miejsc zerowych, bowiem w punktach z = x, 1 2 = x, jest na ogét
réina od zera [zalozenie (1)]. Podobnie funkcja Fi" V(z) ma juz tylke
m miejse zerowych itd. Pochodna F@™(z) ma jedno miejsce zerowe we-
wnatrz przedzialu (x,, x,). Oznaczmy to mle]sce zerowe przez x. Stad
funkeja (8.11) daje zaleznosé :

{8.12) o R () W) (x) —(2 m}fs1 () = 0. C
Jezell przyjmiemy przyblizenie podstawowe W{x} w posiaci wielomianu,
bedzie to wielomian co najwyzej stopnia 2m —-1, bowiem ma spelnia¢ 2m
warunkow [zalozenie (1)]. W takim razie W@ (x) = 0 oraz

o . f(gﬂll (E)
(8.13) _ Sy {(x) = E*T ,
gdzle Ly S TS x, Ze wzorow (8.9) i (8.10) otrzymuJ emy
(8.14) . bj(x)= mfe (5) [ —ao) (& — 2" 2 [ —1) 2 —x, — 2u)* +

(2m)! .
' _ + 2 (x ) ()]
i mozemy przystapi¢ do oszacowania warloSci bezwzglednej tego wyra-
zenia. Skorzystamy mianowicie z oszacowania typu (8.8) oraz latwei do
wykazania nieréwnosci (przy zalozeniu, ze x,Sxlx,):
8.15) (2 — ) = o — ).
Olfz.ymamy po pro‘;tych przeliczeniach
—m (2 m— 1) {x, — xn)z""ﬁzi]qzrml (37);

22mg3 (2 m)1 i

(8.16) |by ()} -

a po podstawieniu do nierownosci (8.7) ostateczne oszacowanie blgdu in-
terpolacyi czeéciowej zwyczajnej (przy uczynionych na poczatku zatoze-
niach} przyjmie postaé
m(2m—1) (a:,,- x,)n—2 {xk+1 — Jck) lf (i) (33)1

22.'72 (2m)

1D s ()| =
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Nalezy podkreslie, ze w wyniku konieczno$ci rozbicia procesu SZACOWA—
nia na dwa etapy ostateczne oszacowanie jest malo dokfadne i nalezy
je traktowaé orientacyjnie Jak zobaczymy na przykladach, rzeczywisty
blad |bax(x)| jest znacznie mniejszy.

Przejdziemy teraz do oszacowania bigdu w przypadrku 1nterp013031
czgbclowe] przySpieszonej, przy czym za funkeje porownawcza przyjmie-
my funkcje (8.8). Blad przyblizenia bex(x} w kazdym z- podprzedziaidw
jest tu okreflony wzorem (7.4), gdzie B (x) jest z zatozenia (3) funkeja
liniowa. Przez bsy(x) (bez Wskainika k) oznaczymy funkeje réwna bzpe(x)
w kazdym z przedzialdw xp = x = ;1. Bedzie to wige funkeja ciagla,
cho¢, na ogdl, meloznlczkowalna W punktarh X = X

Ustalimy teraz wskaznik k. Funkeja by(x) jest roéwna zeru w punktach
Xgy Xk, Tyey OFAZ X, PTZY czym w punktach x, i x, posiada zero m~krot-
ne. Mozemy wiec dobra¢ funkeje Si{x) ograniczongy w przedziale
X, < x Z'x, (ciagly, lecz na ogoél nierézniczkowalng w punkiach x = x,.
Xy ... Xa—q) 1 taka, ze

{8.18) by () = (2 — 2oy (2 —— ) {x — T 1) (-~ T)™ Sy ().

Bedziemy teraz rozpatrywali funkcje Fyz) okreSlona w przedziale:
T, =25 x, wzorem '

(8.19) F,(2)=7F(2) W (&) - |(z— xg) (z-—xa)]" fri (&) —
- (Z - 7‘mﬂ)m (Z —_ -'If'iz) (Z o X +1) (2 — x;r)m 83 (-’X-') ..

Funkeja ta jest rowna zeru w punktach x,, x, (zera m-krotne), .
xk1 oraz x. Wobec tegh, ze wskaznik k oraz x sg chwilowo ustalone.
funikcia ta jest rézniczkowalna dostateczng iloéé razy wzgledem zmien—
nej z w calym przedziale x, = 2 = x, i wystarczy przeprowadzi¢ podobne
rozumowanie jak poprzednio dla funkeji F.(z), by (pamietajac, ze ﬁ; alz)
jest funkejg liniowa) vzyskaé zwigzek

j’-(Zm 2} (.’,L}

(8.20) L 83 @) = o

Ograniczajae sie teraz do przedzialu x, = x5 xp.1 mamy ba(x)} = baulx),.
a po podstawieniu (8.20) do (8.18) i wyzyskaniu oszacowania (8 8) otrzy--
mujéemy. ostateczme oszacowanie
o S L GO TR R Tyl b hd €9

zzm 'y (2 m jL 2)'!

{8.21) b ()] =

Pordwnanie wzorow (8.17) i (8.21) wskazuje wyrazme na wyzszost inter--
polacji czesciowej przyspleszonej.

Poréwnamy teraz uzyskane oszacowania {8.17) i {8.21) z oszacowania--
mi bleddw przy innych sposobach interpolacji. Blad najprostszej inter-
polacji—liniowej miedzy punktami x, i xx-:—daje si¢ oszacowatl przez.
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£8.22) b () == Axeo— mk) If”(w)i

gdﬁe 2 = x =1 Jak wida¢ z porownania ze wzorami (8 17) '1 (8. 21)
hiad ten jest na ogdl wiclokrotnie wigkszy. Blad przy interpolaeji H er-"
mite a jest okreslony wzorem *') 2

{8.23) b(x)= {i)?():?)ﬂ (x—-xp)™r
gdzie przez J 0ZNaczono w skrocie é_“ 7y, W onaszym przypadku my; = m
dla E=0 i k = n, natomiast m; =1 dla pozostatych k. Wobec fego
¥ =292m +n—1 oraz

g ()
(Zm+n— 1)!

8.24) b(n) = (x— )" (x—x,) ... (. — ) (T — )™,
Tioezyn (x — xo)" (® — xx)™ mozemy teraz oszacowal za pomocy nie-
réwnogei wzorem typu (8.6), natomiast {przy braku ustalonego z gory
vozkladu wezléw x;) pozostale czynniki mozemy oszacowaé jedynie za
pomocg nieréwnosel

(8.25) Ex_”'rki::‘:lxu—xm
Ostatecznie oszacowanie biedu. interpolacji Hermite' a przed-
~taw1my W naszym pr zypadku Wwzorem

(mn —x )2m +u—1]f(2m 1) (x}l
2 (2m - n—1)!

18.26) b (@) =

Porownujac wzory (8.17), (8.21) i (8.26) stwierdzamy, ze na ogét biagd
interpolacji czesciowe]j bedzie wigkszy, jednak réznica miedzy bledami
iest zazwyczaj nieproporcjonalnie mata w stosunku do réznicy w nakia-
dme pracy obliczeniowej: Wlelomzan Hermite'a ma tu stopieh
9m + n— 2, natomiast przy interpolacji czeSciowej postugujemy sie wie-
lomianem stopnia 2m —1 (dla przyblizenia podstawowego), ktorego
wspélezynniki dadza sie wyznaczyé w sposodb uproszezony, oraz funkcja-
mi Iiniowyini.

Dla poréwmania przytoczymy tu jeszeze oszacowanie bledu interpola-~
cji przy uzyciu samego tylko wielomianu W(z), tj. dla przybliZzenia pod-
stawowego. Aby uzyskaé to oszacowanie, wystarczy do wzoru (8.26) wsta-
wié n = 1 (pozostaja tylko dwa punkty T = x, ix = x,): Znajdziemy wige

‘ (-'L'n Zm ’ JC(Zm) (:i.) |
zzm (2 m) 1

i8.27) b ()| =

2y Por, np. I. P. Natanson, [39].
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Poréwnanie fego oszacowania z oszacowaniem (8.17) wskazuje wyraZnie
na korzysei przeprowadzania powtornej interpolacji, a wiec stosowania
interpolacji czeéciowe;j (zwlaszcm gdy mozemy dysponowac duza liczbg
Wezlow n + 1)

P

9, Okresianie przyblizen pocisteiWoWych' w postaci wiclomidann

Ze wzgledu na prosfoie rachunku najwygodniej jest dobierad przybli-
zenie podstawowe w postaci wielomianu. Podamy tu gotowe Wzory na
wspoblezynniki tego wielomianu w przypadku, gdy warunki interpolacyj-
ne détyczg jedynie konieow przedziatu x, i x,, a ich liczba wynosi odpe-
wiedndio m, = p oraz m, = (¢, €0 jak zwykle oznacza zgodnoé¢ pochod-
nych do rzedu p—1 lub g— 1 wigcznie 21%), '

Dokonujac limiowego podstawienia

9.1y =X+ (@) t

zamieniamy dowolny przedzial (o, x,) na przedziat (0, 1). Za]mlemy sie

7atem tylko przypadklern o =10 x,= 1. _ ‘
Przy_puscmy, ze znamy wartofei 1 (0) ==a; (i==0,1,.., p—1) oraz f/(1)=

=b;(i=10,1,..,q—1) i szukamy wspdlczynnikow ¢;' wielomianu stopnia

b + 4= ! g1 .

(9.2) Wiz = > o,

ktory by wykazywal zgdane warunki zgodnosci. W tym celu nalezatoby

na ogél rozwigzaé uklad p + g réwnait liniowych o tyluz niewiadomych.

Poréwnujac ten wielomian ze wzorem Maclaurina stwierdzamy jed-

nak od razu, zZe

(9.3) . o cjz% ] - _.(j.:(),l,...‘,p*l),

i pozostaje do rozwiazania ]edyme uklad g réwnah o mew1adomych

c;{i=p p+ 1 ..,p+ qg—1) Uklad ten ma posta¢

pig—t
b(] E=3 E c'”

i=0

prog—t

(9.4) S ST ; T

prg—1 .

bpa= Y 3G (—at2)g
=0

#1%) Oznaczenia p i g zostaly wprowadzone jedynie dla skrdcenia zapisu,
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2 OZnaczymy teraz

b —chﬁdo,
7=
1
b MZJC}—d’H
(9.5). - =
b=t ‘
qA—Zhufl g 2)gi=dg1.
j=0

.+ Wobec wzoréw (9.3) wartosci d; sa znane. Postacia normalna ukladu
(9.4) hedzie wigc ..

ﬂ-l—q-—'i.
cf:d():
i=r
by
e | jor=1d,
(9.6). - J=r -
ptg—1 .
ji—1) o (f— q + 2} ¢y =dy—s.

j=p
Podamy jedynie- rozwigzanie uktadu (9.6} 'w najwazniejszych dla za-
stosowan przypadkach szczegolnych g=2,31i4:

(1) g=2
9.7) | o=k Db
o Vepr=—mpdy +dy;
=R et S,
9.8y cpi1=—p(p+2)d, +(2‘p+ d,—d,
epoa =P8I D g pa,+ 5
() q=+4
E(p+1)(pJ6r2) (13, @ +.1}2(p+2) d+ p—gldz;_'%—da
i = REHDHD 3 'PHQ(P“)C;I ~342g 4 La,,
9.9 1 .
-9) cﬁyﬁp@+n@+ﬁ) p8p+md+ﬁp+l%_f£%,
Coia :_VPH____(p—{—léig—l-Z)do_'_p(."Pz‘.l‘l‘)d1 % gdz‘l‘*d
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Wzory (9.7) - (9.9) pozwalaja okresli¢ przyblizenie poedstawowe w po-
staci wielomianu przy dowolnej liczbie warunkoéw m, = p oraz pray
m, = q=4.

10. Przykiad liczbowy

Dla lepszego zobrazowania korzysai interpolacji czesciowe] pokazemy
przeprowadzong réznymi metodami interpolacje dobrze znanej funkeji

£10.1) y:sinix.
2

Zatozymy, ze w punktach x = 0 i x = 1 znamy wartosci samej funk-

cjii m pierwszych jej pochodnych, oraz ze znamy wartodci funkeji w'dzie-
wieciy punktach poérednich dla prosioty rozlozonych rownomiernie:

x=1401, 0,2, ..., 0,9. Bedziemy poszukiwali wartosci w punkcie x = 1/3;
wynik -dokladmy wynosi sin #/6==0,5. - :

Zastosujemy najpierw metode interpolacji czeSciowe] przy zatozeniu
m = 2. Przyblizenie podstawowe przyjmiemy w postaci wielomianu moz-
liwie najnizszego stopnia, ktoty w punkiach & =0d x = = 1 wykazywalby
2 dang funkeja zgodnogé do pierwszych pochodnych wilgeznie. Bedzie to
wielomian

(10.2.1) W () == g—;ﬁx—'(nf— 3) a:2-(2— g—) xt
1ub
(10.2.2) W (x) —= 1,5707963 x — 0,1415927 - 0,4292037 x*.

Zanim przejdziemy do szczegbélowych obliczen, przeprowadzimy
oszacowanie bledu. Kres gérny wartosci bezwzglednej czwartej pochod-
nej funkeji sin (@/2)x w przedziale 0 S x = 1 wynosi #/16, zatem podsta-
wiajge do (8.17) i (8.21) =, —x, = 1, Xrpey ——xp = 0,1 {dla kazdego k},
otrzymamy hastepujgce oszacowanie bledu przy interpolacji czeSciowej
ZWyczajnei: .

Bz (@) =7 :i611g’0214

'1
- 2= 0,00095
oraz przy interpolacji czgécio'wej przyépieszon-e-j:

b (B)| =, '"_“6 =3 0,0000033 .

Gdybysmy korzystali tylko z przyblizenia wielomianem W(x), bigd
bylby oszacowany wzorem (8.27) i wynosilby

1-7t .
[b(@)| = 3571654 = %016
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Mamy zatem prawo spodziewaé sie, zZe powidrna interpolacia, - kt()ra o

przeprowadzamy metoda interpolacji czedciowej, da w wyniku 17-krotne
zmniejszenie bledu (interpolacja czeSciowa zwycezajna) Iub az 5000-krotne
zmniejszenie bledu (interpolacja czeSciowa przySpieszona).

Dla poréwnania przytoczymy jeszcze oszacowanie bledu przy zwyklej
interpplacji liniowej] pomiedzy dwoma sagsiednimi punktami [wzér (8.22)]:
by < 01"” =20,0031.

4.8 ‘
OtrzymaliSmy wartos¢ trzykrotnie wigkszg niz przy interpolacji cze$cio-
'wej zwyczajnej, a pigciokrotnie mniejszg mniz przy stosowaniu samego
tylko wielomianu W(x).

Oczywitcie przy stosowaniu interpodacji’ Hermite’a blgd bedzie
znacznie mniejszy. Podstawiajac do wzoru (8.26) m =2, n =10,
[ 190 () | =< #'%/2'%, otrzymujemy

13
lb(:c)l = 2131 2’: =410,
Wielomian Hermite’a bylby jednak w tym przypadku wielomianem
dwunastego stopnia i maklad pracy przy postugiwaniu sie nim byiby bar-
dzo wysoki. Zwickszenie dokladnosci — w stosunku do interpolacji cze-
Seiowe] przySpieszonej — nie przekracza irzech miejsc dziesietnych.

. Zauwazmy jeszcze, ze w tym szczegblnym przypadku, gdy dana licz-
ba pochodnych na brzegu przedzialu jest niewielka, a odstepy pomiedzy
punktami 53 réwne, bardzo korzysine byloby poslugiwanie sie wielomia~
nem Lagramge’a, np. przy uzyciu gotowych tablic wspdtezynnikow.
Jednak przy nierdwnych odstepach wezléw i wigkszej liczbie punktéw,
w ktorych dane sg pochodne, korzystanie z wielomianu Lagrange’a
jest mniej dokladne, a znacznie trudniejsze. ‘

Przejdziemy do obliczania rzeczywiste] wielkodci bieddw. Cheemy zna-
lezé wartosé funkeji w punkeie x = 1/3, wiec przede wszystkim obliczamy
biad przyblizenia podstawowego b,(xr) w punktach sasiednich x = 0,3
ix=0,4:

4324147 =

W (0,3) = o= = 0,4469071,
449w
W (0,4) = %5 = 0,5781947.

Poniewaz 2%} f(0.3) = sin 27° = 0,4539905, f(0,4) = sin 36° = 0,5877853,
wige b (0,3) = 0,4539905 — 0,4469071 = 0,0070834, b,(0,4) = 0,5877853 —
— (,5781947 = 0,0095906. Przy intérpolacji czesciowe} zwryczajnej blad

2y WartoSci zaczerpnigie z fablic Chrienowa, [41].
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ten bc—;dmemy, zgodnie z zaloZeniem, interpolowaé linjowo®*). Funkcji’ przy—~
blizajacej bis (x) nie ma potrzeby Wypisywac W sposob jawny; obhczamy
wprost biy (1/3) = {),0079192, a poniewaZ

'VV( I)::'?—I—Ea?

3 217

= 0,4919698,
to uzyskujemy ostatecznie przyblizenie
 sin % == {,4919698 + 0,0079192 = 0,4998890,

obarczone bledem |bas(1/3)] = 0,0001110, a wiec okolo dziewigt razy
mniejszym od. oszacowanego. Blad samego przybliZzenia podstawowego
wyniést, jak widzimy, 0,0080302, czyli okolo polowy oszacowanego.

W przypadku interpolacji czeSciowej przySpieszone] ohliczamy ko-
lejno:  U(0,3) = 0,32-0,72 = 0,0441, U(0,4) = 0,0576, B,(0,3) = 0,16062,
8, (0,4) = 0,16650. Funkecje B;(x) przyblizamy wielomianem liniowym uwzy-
skujac ﬁm 1/3) = 0,16258 1 ostatecznie :

sin %% 0,4919698 + o 0 16258 = 0,4999984 .

Blgd wynosi tuta] 1,610 #j. okolo polowy oszacowanego. .
Sbosugac zwykia mterpolaCJQ liniowa otrzymalibysmy przybhzenle

sin rET == (),4985888,

kibrego btad wynosi 0,0014112, a wigc rowniez jest dwukrotnie mniejszy
od oszacowanego. Oszacowanie {8.17) bledu interpolacji czeSciowej zwy-
czajnej jest wiec stosunkowo niedokladne, jak fo podkredalidémy juz
wyzej.

Stosunkowo niska dokadnosé wyniku uzyskanego w powyzszym przy-
kiadzie metods interpolacii czeSciowej jest spowodowana stabs dokladno-
scia przyblizenia podstawowego. Zbadamy teraz zwiekszenie dokladnosci
przy przyjeciu m = 3, zamiast m = 2, a wiec przy zgodno§ei réwniez
i drugich pochodnych na brzegach przedziatu. Wyniki obliczen zesta-
wione sg. w tablicy 1. '

gy Jedyme w przedmalach (¢, 0,11 (0,9, 1) nalezaloby stosowad interpolacje bie-

du b (x) parabela drugiego stopnia. Wartodci b, (ac) 55 jednak w tych przedma;iach
tak ma}e, ze ta interpolacja paraboliczna jest racze; niepotrzebna.
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Tablica 1. Bledy przy roznych metodach interpolacji-

Metoda interpolacii Blad Wartosé Biad
oszacowany przyblizona rzéczywisty
interpolacja czefciowa zwyczajna 4,9-10—5 0,499997% 0,0000023
interpolacia czefciowa przy$pieszona 3,6-10—% 0,5000000 0,0000000
przyblizenie podstawowe 3,3-10—4 0,4998495 0,0001505
interpolacja liniowa o 3,1-10—8 0,4935888 0,0014112
interpolacja Hermite'a 1,2-10—8

Interpolacja czefciowa zwyczajna daje tu juz pie, przy$pieszona sie-
demn dokladnyeh znakéw dziesiginych. Biad interpolacii czeiciowe] zwy-
czajhej jest okolo dwadzie$cia razy mniejszy od oszacowanego.

Korzystajac z przyblizenia podstawowegpo wielomianem pigtego stop-
nia uzyskaliémy juz stosunkowo duza dokladno$é wynikéw. Oczywiscie
przyjecie m = 4 (ij. nalozenie na wielomian podstawowy ofmiu wa-
runkéw) przyniostoby w wyniku dalsze powazne zwigkszenie dokladnosci
(np. przyjecie m = 3 zamiast m = 2 zmniejszylo blad ckolo 50 razy
w przypadku interpolacji czeSciowe]j zwyczajnej, a okolo 100 razy w przy-
padku przyépieszonej) przy niewielkim wzroscie nakladu pracy [wspoi-
czynniki przyblizenia podstawowego okreglityby wzory (9.3) i (9.9)).
Istnieja jednak inne sposoby zwiekszenia dokladnoéci bez zmiany przy-
blizenia podstawowego, a polegajg one na poprawieniu interpolacii funk-
cyj bu(x) lub Bi(x). Y

Nie nastreczy np. specjalnych trudnosei interpolowanie tych funkcey]
parabola, przechodzacy przez trzy punkty (drugiego stopnia). Przeprowa-
dzenie paraboli wyzszych stopni byloby juz nieco klopotliwe w przypadku
ogblnym, gdy odstepy miedzy wezlami nie sa rowne.. Natomiast duze
mozliwosci otwieraja sie tutaj przed interpolacja funkeyj b.(x} 1 Bi(x) na
drodze graficznej.

Interpolaciji graficznej zazwyczaj nie bierze sie pod uwage, gdy cho-
dzi o osiagniecie wiekszej dokladnosci. Wyjatek zachodzi jedynie wiedy,
gdy zbior wartosci funkeji bedzie niewielki. Pewnego rodzaju zmniejsze-
nie zbioru wartodei funkeji zachodzi wlasnie przy interpolacji czeéciowej,
gdzie zastepujemy interpolacje samej funkeji interpolacja bledu. Interpo-
lujac np. blad bi(x) na drodze graficznej z dokladnoécia trzech znakéw
mozemy uzyskaé ostateczny wynik z doktadnoscia sze$ciu lub siedmiu
znakaw, o ile tylko przybliZzenie podstawowe zostalo dobrane wlaSciwie.

Stosujac interpolacje czesciowsy mozemy z reguly osiggnaé wynik sze-
scio- i siedmiocyfrowy przy znacznie mniejszym nakladzie pracy niz
przy innej metodzie interpolacji. Wylaczy¢ nalezy tutaj jedynie inter-
polacje tablic o matym odstepie, gdy interpolacja liniowa okazuje sie
wystarczajgca, lub interpolacje tablic wzorami typu Lagrange’a,
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zwiaszeza gdy posiadamy tablice wspolczynnikéw interpolacyjnych. Na-
tomiast dla nieréwnych odstepow zraiennej niezaleznej i przy znajomosei
kilku pierwszych pochodnych poszukiwanej funkeji przynajmniej w dwoch
punktach, interpolacja Lagrange’a lub Hermite'a wymaga wiek-
szego nakitadu pracy niz interpolacja czeSciowa.

i1. Rozwiazanie réwnania (3.20) metody interpolacji czeSciowej

_ Zastosujemy teraz metode interpolacji cze$ciowej przyspieszonej de
obliczania pierwiastkéw rownania typu (3.20). Zajmiemy sie najpierw
wyboczeniem pretow przestrzennie rownomiernie zbieznych, a wiee réow-
naniami (4.17) i (4.18). :

Szeregi nieskonczone (4.4) wystepujace w rozwinigciach asymptotycz-
nych funkcyj Bessela (4.9) zamieniajg si¢ na zwykle wielomiany,
gdy rzgd p funkcyj jest o 1/2 wiekszy od liczby catkowitej. Dla intere-
sujacych nas funkeyj Jip(x), Yie(x), Jap () oraz Yae(x) otrzymujemy wy-
razenia

Jig (37): - Sﬂi ’

Lox

2
Jan (x) == —“%-* ('EI;—:E -—CoS 1:)

(11.1) , 27
Vio(w) ——  COST
1

—I/E T
Yae () == — —;; COSZ -+ sin :c)

AE/‘Z.TIJC

1 zamiast (4.17) i (4.18) mozemy napisa¢ réwnania

& sin&—é&cosé
i1. Lol sTotUss

{ 2)_ tg k  cosé 4 Esink.
dla pierwszego oraz

(11.3) .tg%:tgé

dla drugiego przypadku wyhoczenia. ‘
Réwnanie (11.2) przeksztateimy najpierw do postaci

(11.4) | §m—tg(%{ é).
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Jednak postaé ta jest jeszcze niewygodna do przeprowadzania interpo- §
lacji, bowiem najmniejszy pierwiastek & tego réwnania zmienia sie od i
¢ do co, gdy k zmienia sig od 0 od 1, jak latwo sie o tym przekonaé np.
na drodze graficznej. W przypadku pretéw plasko zbieznych wprowadzi-
lidmy nowa niewiadoma ¢ [wzor (4.29)]. Tutaj bedzie korzystniej WpTO-
wadzié oznaczenie '

(11.5) 1~k

TR T
Wtedy rownanie (11.4) przybierze postaé

k B
1.6 =
(11.6} —RA— 8
przy czym y zmienia sie od w do #/2 ze zmiang k w granicach od 0 do 1.
Obliczanie pierwiastkéw rownania (11.6) nadaje sig bardzo dobrze do
zastosowania interpolacji czgciowej. Jest to réwnanie przestepne wzgle-
dem y, natomiast daje sie latwo rozwiklaé wzgledem k:

L tg x
11.7) =2
( ‘ r—tg

wiee znalezienie kilkunastu odpowiadajacych sobie par wartosci ki y nie
przedstawia trudnoéei. Otrzymane ze wzoru (11.7) wartosci k postuzg jako
wezly interpolacji. Bedg one rozmieszezone nieréwnomiernie, co znacznie
utrudnitoby np. interpolacje za pomocg wzoru Lagran g € a, a nie
przeszkadza przy interpolacji czedciowei. Catkiem latwo mozemy roéwniez
znalezé potrzebne do prawidlowego przeprowadzenia interpolacji czescio-
wej wartodci kilku pierwszych pochiodnych poszukiwane] funkeji y=x(k)
na brzegach przedziatu (0,1) postugujac sie znanymi wzorami na pochodne
funkeji odwrotnej badz tez rozwijajac funkejg (11.7) w szereg potegowy
i wykonujgc odpowiednie dzialania na szeregach. Dla przykladu posluzy~
my sie drugim z tych sposobdw,

Poniewaz wartoscei k = 0 odpowiada y ==, rozwiniemy najpierw funk-
cje (11.7) w szereg potegowy o Srodku w punkeie y =a: -

tgfg—al 4wl .tg(x-—n)
(x—m)yta—tglx—a)+al  (g—a)ta—tglyx—mn)

k= —

o po podstawieniu w liczniku i mianowniku rozwiniecia :

(x—mn)
3

2(x—m=)°
15

18 tgh—m=G—m+ + NI
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i wykonaniu dzielenia szeregdw otrzymujemy

' ' 1 1 = 1
(11.9) k= —;(xf ﬁ)*ﬂ(%*n)” T (g — ) 4 .

Odwrécenie szeregu (11.9) daje poszukiwane rozwinit—;;c‘.i‘e

3 3
(11.10) - zmn-'—nk+%k3—%k4+---

Zupelnie podobnie rozwijamy funkecje (11.7) w szereg potegowy
o frodku w punkcie y = =/2: '

x{ =@ 1, ' 7\’
(11.11) k-_-1—7( §)+(~&;-n 1)( z) +
L £ mi 3" ; i M
T (G 114 8 JE ) ( , ) + '
a odwrécenie {ego szeregu daje

2 8 L. {2 56 64
S L T A LA

Pamietajge wzor-ogdlny na wspdlczynniki szeregu Taylora znaj-
dujemy juz teraz bez trudu pochodne poszukiwanej funkcji w punkeie
k = 0 oraz w punkcie k = 1, co pozwoli zbudowaé przyblizenie podsta-
wowe dla przedzialu 0 < k = 1. Przypadkiem k> 1 (tj. gdy sztywnosé
konca swobodnego jest wicksza niZz ulwierdzonego) nie bedziemy sie zaj-
mowali, jak to juz zaznaczyliSmy w p. 3; podobnie postepuje Dinnik
prawdopodobnie nie widzac zastosowan technicznych dia takich pretéw,
a jedynie Zweiling, [28], badajgc zbiezno$é metody Engessera-
Vianello, przytacza dla poréwnania warto$¢ wspblczynnika ¢ dla
ke = 2 {z dokladnos$cig do pieciu znakow dziesietnyceh). R

Mozemy zatem przystapié -do budowania przyblizenia podstawowewo
Przyjmiemy je w postaci wielomianu. W pierwszym rzedzie musimy zde-
cydowaé sie na liczbe warunkow, jakie nalozymy na ten wielomian
w punktach E=10 i k= 1. Zauwazymy przede wszystkim, ze szereg
(11.12) wydaje sig znacznie szybciej zbiezny od szeregu {11.10), przynaj-
mniej sgdzac po Wspolczynmkach przy kilku pierwszych wyrazach {0gél-
ny wzér na n-ty wyraz szeregu nie daje. sie tutaj wyprowadzi¢). Nasuwa
to mys$l przyjecia innej liczby warunkdéw zgednosel na jednym, a mnej na
drugim koficu przedzialu. Jak wykazaly préby, w takich przypaglkach
korzystniej jest nalozyc wxeksza liczbe warunkéw w tym punkecie, ktére-
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mu odpowiada szereg szybciej zbiezny, a mniejszg w punkcie pozostatym.
Przyjmiemy zgodnos¢ dwéch pochodnych i same] funkeji w punkeie k=1
oraz jednej pochodnej i funkeji w punkeie k = 0, czyli bedziemy poszu-
kiwali przyblizenia podstawowego wsréd wielomianow czwartego stop-
nia. Przyjmujac za zmienna niezalezng nie k, lecz k—1 [co jest wygod-
ne z uwagi na wigksza liczbe warunkéw nalozonych w punkeie k = 1;
trzy pierwsze wyrazy szeregu (11.12) beda od razu trzema pierwszymi
wyrazami wielomianu], otrzymujemy ostatecznie wielomian W(k), ktory
QZNACZYMY DPYZEZ Yo'

(11.13) xﬂzg—%(k-sn + (i**:s) (k—1)2~(n—% +i—?~) (k— 1) +
x , 6 8 .

Blad b, tego przybliZzenia, ktéry bedziemy teraz interpolowaé, jesl
stosunkowo duzy, dochodzi bowiem do 0,032. Okazuje sig jednak, Ze na-
ktadajae na przyblizenie podstawowe w punkcie k = 1 warunek zgod-
nobei trzeciej pochodnej zmniejszamy btad jedynie do 0,025, podobnie nie
osiaggamy wickszych XkorzySci zadajac zgodnosci drugiej pochodne]
w punkcie k = 0. Pozostaniemy wiec przy przyblizeniu (11.13) dobiera-
jac za to gests siatke interpolacyina wewnatrz przedziatu 0<%k <1, co
dzieki bardzo prostej zaleznodci odwroinej (11.7) nie przysporzy trudnogei.
Podstawimy 19 posrednich wartosci 3 w réwnych odstepach miedzy /2
i@, a wige co {1/40)n (4°307), uzyskujac oczywiscie wartosci k w odste-
pach nieréwnych. Blad b, obliczymy ze wzoru

(11.14) | b (k)= — 10 (k)

gdzie y jest ‘wartoscig podstawiona do réwnania (11.7), a " (k) wartoscig
obliczong na podstawie wzoru (11.13) dla k, wyznaczonego z réwnania
{11.7). Przeprowadzimy interpolacje bledu dla k = 0,05, 0,1, ..., 0,95 przy
uzyeiu funkejt poréwnawezej . '

Qi Uk =k (k— 1)

Ze wzoru (11.14) nzyskamy wiedy poszukiwane wartosci g k).

Znajgc yx (k) obliczymy juz bez trudu sile krytyczna okreslong przez
wspétezynnik statecznosct @ [wzér (4.26)]. Z podstawien (3.3), :(3.16)
i {(11.5) ofrzymujemy mianowicie - ’

'Plz__ 2 p2__ 1.2 8

{11.16) P
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a zatem pordwnanie ze wzorem (4.26) — wobec L = 21 — daje
(11.17) O=41k%y*.

Uzﬁy.skane wartosci y, € 1 # po zaokragleniu do szesciu znakow  dzie—
sietnych lub pieciu miejsc po przecinku zestawiono w tablicy 2.

Tablica 2. Wyboczenie Spre;iystg' jednostronnie utwier-
dzonych pretéw przestrzennic réwnomiernie zbieinych

k X £ &
0,00 3,14159 0,00000 0,06000
0,05 2,98572 0,15714 0,08915
0,10 2,82631 0,31515 0,32180
0,15 2,69730 0,47599 0,65478
0,20 2,57042 0,64260 1,05713
0,25 2,45564 0,31855 1,50754
0,20 2,35218 1,00808 1,99179
0,35 ' 225830 1,21633 2,50030
0,40 2,17462 1,44975 3,02656
0,45 2,09824 1,71674 3,56611
0,50 2,02876 2,02876 4,11587
0,55 : 1,96530 2,40203 4,67349
0,60 1,90709 2,86064 - 5,23729
0,85 1,85352 3,44225 5,80605
0,70 1,80403 4,20941 §,37889
0,75 1,75816 527449 6,95507
0,80 1,71551 6,36203 7,53399
0,85 1,67572 9,49574 8,11522
0,90 1,63851 14,7465 8,69843
0,35 1,60361 30,4685 9,28330
1,00 - 1,57080 : 0o 9,86960

Przystapimy teraz do ostatecznego rozwiazania drugiego przypadku
wyboczenia sprezystego pretéw przesirzennie réwnomiernie zbieznych.
Roéwnanie (11.3) jest znacznie prostsze od rozwazanego poprzednio row-
nania (11.2). Dla. przypadku k<1 wynika z niego od razu (jak zwykle,
bierzemy pod uwage tylko pierwsza sile krytyczng) zwiazek

6

@il fetia,
czyli

. k
(11.19) ) b=

404 |




Zatem'wspélczynnik statecznodci & |wzdr (4.26)], wobec L==1, okredla 2wiézek;

(11.20)

P =k>=>.

Wartogei & i 9 obliczone ze wzorow {11.19) 1 {11.20) podaje tablica 3.

Tablica 3. Wyboczenie sprezyste dwuprzegubowo zamocowanych
pretéw przestrzennie rownomiernie zbieznych

k & K k 3 9
0,00 0,00000 0,00000 0,55 3,83972 2,98556
0,05 0,16535 0,02467 0,60 4,71239 3,55306
0,10 0,34907 0,09870 0,65 5,83439 4,16991
0,15 0,55440 0,22207 0,70 ",33038 4,83611
0,20 0,78540 0,30478 0,75 9,42478 5,55165

© 0,25 1,04720 0,61685 0,30 12,5664 6,31655
0,30 1,34640 0,88826 0,85 17,8024 7,13079
0,35 1,69163 1,20903 0,90 28,2743 7,99438
0,40 2,00440 1,51914 0,95 59,6003 3,90732
0,45 2,57039 1,09859 1,00 oo 9,86960
0,50 3,14159 2,46740

Tablica 4. Wyboczenie sprezyste w plaszezyinie zbieino-
Sci jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieinych

k Il & B
0,00 0,00000 0,00000 0,00000
0,05 0,67277 0,86654 0,67767
0,10 0,86071 1,25877 1,28345
0,15 0,98005 1,59955 1,84857
0,20 1,06762 1,93135 2,38727
0,25 1,13671 2,27341 2,90722
0,30 1,19366 2,63923 3,41310
0,35 - 1,24206 3,04135 2,90803
0,40 1,28409 3,49370 4,39415
0,45 1,32120 4,01361 4,87299
0,50 1,35438 462415 5.34572
0,55 1,38438 5,35792 5,81323
0,60 1,41173 6,26312 6,27624
0,65. 1,43683 7,41487 6,73531

0,70 1,46004 8,93863 7,19092
0,75 1,48159 11,0587 7,64344
0,80 1,50170 14,2243 8,09320
0,85 1,52054 19,4828 8,54050
0,90 1,53826 29,9758 8,98554
0,95 1,55498 61,4117 9,42851
1,00 1,57080 o0

9,86960

405




- Zupeinie podobnie przebiega rozwigzanie metoda interpolacji. czescio-
‘wej zagadnienia statecznodci sprezystej osiowo Sciskanych pretéw plasko
zbhieznych, czyli obliczenie plerwiastkéw rownan {4.19), (4.20), (4.34)
i (4.35). Wymiki obliczerr podaja tablice 4-6. Qczywifcie przeprowadzono
interpolacje zmiennej ¢ [okre$lonej wzorem (4.29)], a nie zmiennej &
zmierzajgee] do nieskonczonodci, gdy k zdaza do jednoéci. Wezly inter-
polacji bledu b, otrzymano czesciowo metoda Kalédhne, czgiciowo I(idla\
wartosel k bliskich zeru) przez kilkakrotne romwigzanie odpowiedniego
rownania reguly falsi %), dobierajac k do. przyjetego € {co jest latwiejsze
miz dobér & do k, jak postepowal np. B. P. Bo gert, [31]) i obliczajgc
odpowiednig wartoéé {. Przyblizenia podstawowe przyjeto w postaci wie-
lomianéw czwartego lub piatego stopnia. Blad b, nie przekraczal 0,008,
byl zatem znacznie mniejszy niz w przypadku rownania (11.8).

Wyboczenie dwuprzegubowych pretéw plasko zbieznych w plaszczyz-
nie zhieznodei i z plaszezyzny zbieznodei potraktowanoe tacznie (lablica 6).

Tablica 5. Wyboezenie sprezyste z plaszezyzny zbieino-
fei jednestronnie utwierdzonyeh pretéw plasko zbieinych

k I an Kt
0,00 2,40483 2,40483 578319
0,05 2,03055 2,61537 6,17324
0,10 1,93463 : 2,82934 6,48421
0,15 1,87391 3,05844 6,75832
0,20 1,82029 3,30922 7,00861
0.25 1,79401 3,58803 7,24159
0,30 1,76487 . 3,90218 7,46122
0,35 1,74006 4,26071 7,67012
0,40 1,71850 467562 7,87012
0,45 1,69944 5,16265 8,06253
0,50 1,68238 5,74400 8,24838
055 | 1,66695 6,45152 8,42848
0,60 1,65287 7,33203 8,60349
0,65 1,63993 8,46310 8,77394
0,70 1,62797 9,96676 894028
0,75 - 1,61686 12,0684 9,10287
080 1,80648 15,2168 9,26205
0,85 1,59675 20,4593 9,41808
0,90 1,58760 30,9874 9,57121
0,95 . 1,57897 62,3591 9,72166

1,00 1,57080 oo 9,86060

’

2y Korzystano przy itym z siédmiﬁcyfrowydh talb,li.é funkcyj Bessedla do-.
taczonych do pracy G. N. Watsona, [46] ) )
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Tablica 6. Wyboczenie sprezysie
dwuprzegubown zamocowanych preiow plaske zbieznych

I & fal &
0,00 0,00000 3,83171 0,00000
0,06 0,75173 3,36183 0,96823
0,10 1,03802 3,28251 1,51808
0,15 1,25518 3,24087 2,04860

10,20 1,43762 3,21462 2,60068
0,25 1,59828 3,19657 3,19657
0,30 1,74368 3,18350 3,85532
0,35 1,87759 3,17370 459751
0,40 2,00248 3,16619 5,44825
0,45 2,12003 3,16036 _ 6,44035
0,50 2,23147 3,15578 7,81873
0,55 2,33772 3,15218 _ 9,04758

. 0,60 2,43946 3,14933 10,8227
0,65 2,53728 3,14711 13,0940
0,70 2,63161 3,14538 16,1113
0,75 2,72284 3,14406 20,3235
0,80 2,81125 3,14308 26,6286
0,85 2,89713 3,14238 37,1210
0,90 298069 3,14192 53,0842
0,95 3,06212 3,14167 120,934
1,60 3,14159 3,14159 oo

Jeseli bowiem wszystkie wielkosci
odnoszace sie do wyboczenia w pla-
szezyZnie zbieznoSei bedziemy ozna-
czaé¢ jedng, a odnoszace sie do wy-
boczenia z plaszezyzny zbieinosci
'deiema kreskami u gory, to ze wzo-
ru (4.36) wynika - '

{11.21) =&k,
‘Wobec wzoru (4.29) mamy roéwniez

(11.22) o=V,

a uwzgledniajge wzor (4.27) otrzy-
mujemy wazhy zwigzek

(11.23) &=k,

pozwalajacy z jednego 'fozwia;zania
bez zadnych trudnosci otrzymaé dru-
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gie D retow plask.'.o zhieznych utwierdzonych jednostronnie podobny
wiazek nie daje sie wyprowadzié i wyboczenie w plaszezyznie i = pla-
czyzny zbiezno$ei ujeto w dwie odrebne tablice (4 i 5). |
““Tablice 2, 41 5 podajg rozwigzania zarazem dla przypadku wybocze-
" 'nia sprezystego. dwuprzegubowych pretéw dwuzbieznych, poniewaz siia

krytyczna dla takiego preta jest réwna wprost sile krytycznej dla jedne]
z jego poldwek (a zatem preta zbieinego), odpowiednio jednostronnie
utwierdzonej,

Zaleznoéé wspolezynnikéw siatecznogei ¢ od zhieznosct pretow k dlu-
struje wykres na rysunku 2. '
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Peawwme

BLIUHCHAEHHE KPHTHYECHHUX CHJ QA YIPYIHX HElLPI/IB]\'IATIH‘{ECHHIK
CTEPHHENM METCOACM YACTHYHOM HHTEPIOAANHHA

- Cymecreyomue TabiMusl 3HAYEHHM EPWEHEECKHY CHI, IJIf Halhe Bee-
FO BCTPEYAeMBIX MEEANTBHO YIPYTHX HefnpnamaT-fﬂecxux CTEPIKHEH, cOo-
CTABAEHHBIE IIaBHBIM o0paszoM JMHHMKCM, MAIC TOTHBEL Tenoio Ha-
cTOHIIEeH paﬁon ABJLACTCH THHABEJCHME B-Ty M G-TM3EAYHLIX TabIMIL
mpy HEBOABIINY MHTEePBaNax apTyMeHTa (KOHVCHOCTM crepxkus k).

JVickoMEle 3HAYEHMH KPUTHYECKUX CHJI MOZKHO TIOJIYIHTE TOYHBIM ofpa-—
30M OYTEM pelleHns TPAHCUeHAeHTHEIX ypasHeHi Tnoa (3.20), 5 XKOTOPRIX
BRICTYTIAIOT B ecce e B sl (PyEEIMA. Tagme YPaBHEHUA ONPENEIATOT He—
SBHYI0 (DYHEIMIO, ABJAIOIIYIOCA 3ABMCUMOCTBIO KO(DQHIHEHTa YVeTOM -
BOCTM OT KOHYCHOCTY CTepkHs. YpaBHeHms Tuia (3.20), serpewaronpieca
B PAZIMYHEIX 00JaCTAX MATEMaTHYIECKo (MUIMEY, YIKe paccMaTPUBANHCD
HOCROMLEMMHM wecaenosaresavi. Hampumep, I MaxMaros omacan
METOX, 3aKIIOUAlONNics B Pasd0xXEHUM (PYHKIMM B CTEITeHHBIT DA,
cRomammiica B HEKOTOPOH OKPECTHOCTH TOYKM k=1 {upuzmarndecKmii
CTePIKEHDb). Tagum 00pa3oM OH BBICHMTAT aHoYeHNs HEeCKOJBKMK MEePBEIX.
IIPOM3BOAHEIX MCKOMO¥ (DYHELUMM B TOYKE k=1 A Kauneuns upepio-
FKHJT METQJ, OCHOBAHHBIE HA IHAMMK kopueil Beccejerbrx QyHKImi
Jp(x) 1 Y ,(x), nozponsiommii pelliuTh ypaBHEHME NI HEKOTOPBIX SHaMe-
HUL. k, HEpaBHOMEpPHO pacnpeflelIeHHBIX B MHTEpBaie 0=<"k<{1; masa mpy-
TMX 3HAYEHWH K MOIKHO NOJYHKWTL PESYALTAT IIYTeM MHTCPIOJIAIIHIA

B macrosmeil paGore MPMBOXUTCS HOBBI METOJ MHTEPHOJAMHM, MME—
HyeMof« «MEeTOLOM qa-c'qu'oﬁ VHTEPIIONAMA», [HO3BOASIONIMNA MCIONAB30-
BaTh pesyianrarel K a JewHs, paprHo kax u MaxMarowa, a Tagme
BREIYMCIANTS KOPHM ypesmemui Tmma (3.20) ¢ Tpeﬁyemom TOYHOCTEIO, O
CpaBI_IMTe.HbHO refoNbIlloi 3aTpaTe TPYHA. .

OfrpriHan vyacTMYHAA MHTEPUOMAINMA BhiAcHeHa Ha puc. L Cratuaia,
co3gaeM OCHOBHOe npubiroxeriide W (x), WCHMOARIYA TONBKO YacTh - MMe~
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jonxes B HAIeM PACHOPSAMKEHWN YCJIOBMIL, KOTOPLIE ABIMIOTCH OOLIGHO
YCIIOBUAMI THIIa DpmMuTa Ha TpamMUAX MHTEPRAMA (COrMAcOBAHHOCTL
camMoit yEEOMM 1 HECKOJBEKNX HEPBLIX IPOM3BOMNGIX). 3aTeM, MCIoIb3y s
OCTaNBHBIE YCJOBHUSA, OlpejelIdeM IOTPeniHOCTE B Y3MaX WMHTCPIIONATIN
M 9Ty TOTPEIIHOCTH b4 (T)COOTBETCTEEHHO MHTEPHONMDYEM B OTHECILHBIX
noAiuHTEepBaax (B HNpocreiillieM caydae, JIMHEHHO). CyMMa OCHOBHOTO mIpM-
SIzKe A M METEPIOJMPOBAHHOM IIOTPEITHOCTM CUMTACTCH NPUBAMZKeHeM
MCKOMOH (hyHEMMy. Y CKOpPeHHasd YacTHYHAs MHTEPRNOISILNUA Pas3HNHTCH OT
OGBIMHOM TEM, YT0 BO BTOPOH CTAAMM MHTePICIIPYeTCH He CAMAa IOTPEell-
HOCTE bg(x), a ee oTHOUIeHMe K HeEKOTOPOH  CPaBHUTCHBHOW QryHKIMI
U {x), oro [O3BOJAET IHAUWTENLIC YMEHBIIMTL KOHEYHRYIC IOTPEIITHOCTL
METEPIOJLIIH b, (X).

B pabore mpuBOAMTCH IPYUMEP OLEHKM MOTPEIHOCTH Hp# OCBINHON Ta-
cruaHO} mETepnoasuuy, (8.17), u mpu ycxopeHmoi, (8.21), rorvossnie diop-
MyJaBI A7 KO OUITHEHTOE OCHOBHLIX TIpMOJIMKeHNIT B dopme moMHEOMA,
(9.3), (9.7, (9.8) u (9.9), a Tax¥xKe CPABHEHME IPELJIATAEMOr0 METONa MHTeP-
NONAIMH ¢ APYTHMY W3BECTHBIMM METOAAaMM WMHTEPIIOMANMK Ha IpUMeps
XOPOIIo u3BecTHOMH (pyHEMMM Y = sin(=/2)x. Tpu noMolny yexopeHHoM  Ta-
CTMYHON WMHTEPHOONAIPNM BHEINHUCASIOTCH TRKIKE KOPHM - COOTBETCTBEHHEIX
TPaHCIeHAeHTHEIX ypaBHeHnit 1 McKoMbele 3uadenua xoadduipienros yo-
roituprocTy {Tabmmiger 2 - 6).

Summary

CQMPUTATION OF CRITICAL FORCES FOR ELASTIC NON-PRISMATIC BARS
' BY THE METHOD OF PARTIAL INTERPOLATION

The existing tables of critical forces for the most common perfectly
elastic non-prismatic bars, prepared chiefly by Dinnik, are not accu-
rate. 'The subject of this paper is to present a method for obtaining 5 or 6
figure tables with small intervals of the argument (the taper k).

The values of the critical forces can be obtained in an accurate manner
by solving transcendental eqguations of the type (3.20) involving
B essel s functions. Such an equation determines a composite function
expressing the dependency of the stability coefficient on the taper. Equa-
tions of the type (3.20) appearing in various domains of theoretical
physics have already been considered by several investigators, J. Mac
M a h o n developed a method based on the the expansion of a function in
a power series convergent in a certain neighbourhood of the point k =1
(a prismatic bar), thus computing the values of the first several derivatives
of the sought function, at the point k =1. A. Kalihne proposed
a method based on the knowledge of the zeros of B ¢ s 5 e 1 functions
J,(x) and Y ,{x). This method enables us to solve the equation considered
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ifor certain values of k non-uniformly scattered over the interval 0<7k=<(L,
For other values of the taper k the result can be obtained by interpolation.

A new interpolation method called the method of partial interpolation
is proposed in this paper. This method enables us to use the results of
Kalihne and Mac Mahon, and to caleculate with required ‘accu-
racy the roots of equations of the type (3.20). The amount of calculation
‘work is relatively small.

The ordinary partial interpolation is illustrated in Fig. 1. First, we
-construct the basic approximation w(x)} using some of the conditions.
available only. These are usually conditions of the Hermitian type, for-
the ends of the interval (the agreement of the function itself and its first
few derivatives). Next, using the remaining conditions we calculate the
error at the interpolation in nodal points. This error, b(x), is interpolated
in a suitable manner in each particular sub-interval (in the most simple
case the interpolation is linear). The sum of the basic approximation and
the interpolated error is believed fo be the approximation of the function
required. The accelerated partial interpolation method differs from the
ordinary method by the fact that in the second stage we interpolate the
Tatio of the error b,(x) to a certain reference function Ufx) instead of
interpolating the error itself. This enables a considerable reduction of 1;'he '
final interpolation error b,(x).

The paper gives an example of the evaluation of the error for the ordi-
mnary and the accelerated partial interpolations — Eqs. (8.17) and (8.21),
respectively — and presents formulae. for the coefficients of basic
‘approximations assumed in the form of a polynomial, (9.3), (9.7), and (9.9).
‘The method proposed is compared o known interpolation methods using
the example of the well known function y==sin (z/2)x. Finally, the
accelerated partial interpolation method is used to calculate the roots of
the corresponding transcendental equations and the required values of -
stability coefficients (Tabs. 2-6).
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