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- Okreslenie linii ugiecia tukdw, zwlaszeza zas tukéw o matej sziywno-
$ci, wymagajacych uwzglednienia wplywu ugiecia na dzialanie obciaze-
nia, przedstawia w praktyce konstruktorskiej zadanie dogé klopotliwe.
Z drugiej strony zadanie to posiada znaczng wage prakiyczng miedzy in-
nymi z tego wzgledu, ze pozwala na stosunkowo tatwe okreslenie zZgod-
nosci obliczen teoretycznych z danymi doéwiadezen przeprowadzonych
na modelach lub na samych obiektach. Wydaje sie rownoczegnie, ze —
chociaz teoria tukéw stala sig juz w znacznej mierze klasyeznym dziatem
mechaniki budowli, gruntownie zbadanym i wyjasnionym — sprawa
wyznaczania ugiecia lukéw nie stracila Jeszeze w pelni swej aktualnodei
Autor niniejszych sléw mial moinosé bezpodredniego przekonania sie
o tym w czasie do$wiadezalnych badan wielkiego modelu sklepienia
w pewnej instytucji naukowej. .

Z tych wzgledow wydaje sie boiyteczne rozwavenie rag jeszcze oma-
wianego zagadnienia przez sformulowanie réwnania réemiczkowego linii
ugiecia tuk6éw i rozwigzanie tego rownania za pomocyg przeksztalcenia
Laplace al) Uzyskuje sie w ten sposéb tzw. uniwersalne réwnanie
linii ugigeia wazne dla dowolnego typu hiku i dla dowolnego obeigzenia
zaréwno dla hukow sztywnych, jak i dla tukéw wiotkich.

Najlepiej zilustrujg to zreszts nastgpujace dalej rozwazania.

Wezmy w tym celu pod uwage tuk symetryczny ‘wzgledem osi piono-
wej dowolnie uiwierdzony w wezgtowiach i dowolnie obeiazony, Oznacz-
my przez v (w ogolnofci zmienny) promien krzywizny osi tuku, przez P
kat stycznej do osi tuku z poziomem i przez s wspolrzedng mierzong
wzdtuz osi luku poczynajae od «leweij» podpory (rys. 1). Obeigzenie jed-
nostkowe. pionowe (liczone na razie na jednostke dtugosei osi luku) w miej-
scu T, w ktorym s = ¢ i x = x(t), ¥ = y(1), niech bedzie p(z), a moment
zginajaey, sita poprzeczna (prostopadta do osi tuku) i sita podhugna (stycz-
- na do osi tuku) w punkecie § — w ktérym x = x(s), y = ¥(s) — niech beda
odpowiednio réwne M(s), Q(s} i N(s). Inne oznaczenia wynikaja wprost
Z rys. 1, '

o 1) Transtormacje Laplacea do zagadniet statyki zastosowal pierwszy

w literaturze polskiej J. Naleszkiewicz Jeszcze w 1949 r. w wartosciowej
pracy opublikowanej w zesz, % 1. 1 Arch. 'Mech. Stos., [2].
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Jak wiadomo ([1], s. 338),

1y M(s) = Ma + Raz(s) ——H'y(s)—w‘j:'p{t) (2 (s) — x ()] dt,
s ]
(2) Q(s)==Racosg— Hsing — [\ p(t)cosedt.
- ;

Jezeli skorzystamy ze wzoru na pochodng wzgledem parametru o cat-
ki okreflonej, posiadajacej gorng granice i funkeje podcatkows zalezne
od tego parametru, [8],

(3) %ff(x,a)dm—ff;{x,a)da”i“f{a,a);
i 8 '

Rys. 1.

to potwierdzimy znany azwiazek ([1], s. 339)

(4) G %%(3) =Q(s).

Tutaj, oczywidcie, przyjelismy

dy(s) dax(s)

(5) sin ¢ (§) == ds cos ¢ (s) =g

Rézniczkujge powtdrnie obie sirony réwnosci {4) i-qu-gledniajqc (3}
otrzymujemy '

axis)

(6) ds .

aQl) _ o d*x(s) __Hd“’y(s)__f'p(t)@iir(s)

ds S P ds® S _d?"—'dt:—_p(s)

[
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Zalézmy, ze rozwazania nasze dotycza iukow o male] krzywiZnie
i_.0 matej wyniostosei { = /1 (por. rys. 1). Mozemy wowezas preyjaé, ze )
cog = const == cos g, =, gdzie ¢,, jest nachylemem stycznej do osi tuku
w jednej czwarte]j rozpietosci, wobec czego x”(s) =0 i w dalszym ciggu
na podstawie (6)

(7) e VL e H —

Przyjmijmy, ze o$ tuku posiada — ze znanych wzgleddw dogodny dla
fukéw — ksztalt paraboli drugiego stopnia o réwnaniu

. ' 4

{8)- y= ’f:c(z - ).
Wéwezas, naturalnie,

' | dy  8f
(8.1) - d—;r_z =T

i z przyjetym stopniem dokiadnosci

d*y _ 8f ,
(9.2) qe =

Po uwzglednieniu (4) i (9.2) wzér (7) zapisaé mozna w postaci

d*M

(10) d? :h““—*x’p{S),
gdzie przyjelidémy oznaczenie

o 8
(11) h == 13

Jak wynika ze wzoru {7), ktory zapisaé teraz moina w postaci

. , 40

wzor na pochodna sity poprzecznej w fukach rézni sie od wzoru na pochod-
ng sty poprzecznej w belkach statym (oczywiscie, na skutek przyjetych
poprzednio uproszezen) skladnikiem h zaleinym od wielkosei rozporu lu-
ku H. Wartosé tego skladnika w ogdInosci nie jest z gory znana,

% Gdy ¢ jest malym katem, to jak wiadomo — por, [8], s. 145 — bdlad wzoru
cos ¢ = 1 nie prackracza 10% jeszeze dla ¢ = 25,8° Jezeli preyjaé np. = 1/8, to
wedlug dalej podanego réwnania osi luku — wzbr (8) — ¢, = 26,6° i Pra = 14°,
wobec czego cos gy = 0,89 1 cos gy = 097 Najwieksze zatem odchylenia cos 7 od ‘
wartoscl posredniej cos g, wynosza od —8,3% do -+ 3,1%.
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Przypomnijmy, ze jezeli krzywizna i wyniostose tuku sa — jak to za-
tozyliSmy — male, to powstale pod wplywem odksztalcenia fuku przyro-
sty diugosci elementu osi luku ds i elerientarnego kata de sa odpowied-
nio réwne ([1], s. 354)

Ads NG Ade__M(s) N

{13) Is T EF’ ds _ EI ERr

Tuta] A oznacza symbol przyrostu wywolanego odksztalceniem tuku,
de¢ kat pomiedzy bliskimi przekrojami oraz F i I odpowiednio pole i mo-
ment bezwladnosei poprzecznego przekroju iuku. Wedlug W. Wierz-
bickiego ([1], s. 354) uproszczone wzory (13) mozna przy Scistosei
przecietfiych obliczedi technicznych stosowat przy ¢ <C0,3, nawet jezel
w drugim z tych wzoréw pomingé ostatni sktadnik.

Oznaczmy ugiecie fuku przez n==» (x) przyjmujac dodatni zwrot ugie-
cia w dol. Wowezas wskutek zmiany diugosei elementu osi tuku i zmiany
nachylenia elementu powstaje, jak wiadomo ([4], s. B), przyrost ugiecia
rowny :

Ads

(14) dy=—-—~dy— dpdz.

Przyjmijmy z wystarczajaca dokladnoscig dla rozpatrywanych tukow
o maiej wyniostodei :

—-— = const,
COS @y

{15) N =

gdzie ¢, oznacza jak poprzednio kal z poziomem stycznej do osi tuku
w jednej czwartej rozpietodci. Otrzymujemy wowezas 7 plerwszego ze
wzorow (13)

Adds H

—_— = —— == const.
ds EFcosg,

(16)

Rozniczkujemy obie strony wzoru {14) wzgledem zmiennej x i olraymu- .
iemy przy uwzglednieniu (16)

d®y __ Adsd'y Ade 1

dx? ds dax? ds cosg

(17)

(tutaj zuzytkowalisSmy przemiennogé znakéw A i d).
Jezeli teraz uwzglednimy wzér (9.1), drugi ze wzordw (13) oraz (16),
to otrzymamy (przyjmujac z wystarczajaea dokiadnodeia 1fr = d?y/d =)

(18) o @ M) 8fltcosgy N

dx*  Elcosg, I ecosg, EF
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Przyjmijmy za B. Fritzem ([4],s 7T)

1+4-cos .
- (19) ST L,
- COS @y

gdyz nawet dla cos 30° = 0,866 wartos¢ powyzszego ulamka nie przekra-
cza 2,15,

Oznaczmy Jeszcze
: : . Elcos g, =El,,

(20)
- EF cos gy = EF,.

Wowcezas zamiast {(18) otrzymujemy ostatecznie po uwzglednieniu
{11) i (15)

(21} S = 2 p,

Wzor (21) zapozyczyliémy w nieco zmienionej postaci od B. Fritza
([4], s. 7). Gdy we wzorze tym odrzucié drugi skladnik zwiazany z dziata-
niem sily osiowej N, {o otrzymujemy wzor jeszcze bardziej uproszezony,
ktory wedlug wspomnianej wyzej opinii W. Wierzbickiego o do-
- kladnodci wzorow {13) mogthy byé jeszeze wystarczajaco dokladny dla
plaskich tukow 3). W dalszym ciagu zajmiemy si¢ jednak przede wszyst-
kim wzorem S$cislejszym (21), gdyz poslugiwanie sie nim nie sprawia
szezeg6lnych utrudnien rachunkowych.

Zrozniczkujmy obie strony wzoru (21) wzgledem zmiennej x. Otrzy-
mujemy woéwezas po uwzglednieniu (10) i zastgpieniu zmiennej s
zimienng x ‘

' | o d'y  hy _p@)
(22) izt T EL T EL’
k)
gdzie przyjelidémy oznaczenie
8
(23) ho=--H,

a p{x)==p(s)/» oznacza obcigzenie tuku na jednostke diugosci Tzutu pozio- "

mego. W dalszym ciggu bedziemy si¢ juz tylko postugiwali zmienna x,
wobee czego pobrzebne dalej wzory (1) i (10) mozna zapisaé w postaci'_'

X

. (25! : 'd“é"’i(zx}“ == h,— p(x).

H A Strassnoer [3], wykazuje, Ze stosunek ugigcia wj('wqi_a;_l_e
momentu i ugiecia wywolanego silg osiows jest w apewnycl_a wypadkach:




Réwnanie rézniczkowe (22) rozpatrywanego "problemu brzegoweso -
rozwigzujemy za pomocg transformacji Laplace’a, Dokonujemy naj-
plerw transformacji lewej strony (22). Ze wzoru na transformate pochod-
nej i statej (por. [5], s. 115) otrzymujemy woéwczas

- ’ X LE 1 h
{26) Ys)st — oy s —uys® —yys—y 4 L

4
Bl 5
gdzie Y(s) jest transformata funkeji poszukiwanej n(x), a wielkosei i
(t=0, 1, 2, 3} sg odpowiednio wartosciami funkeji i jej pochodnych prh—
wostronnych w poczatku ukladu. Wielkosci te odpowiadajg tzw. para-
metrom poczatkowym C a u ¢ h y ego. Rezultat transformacji prawej
strony (22) zalezy, oczywiscie, od sposobu obcigzenia tuku. Rozpatrzy-
my futaj trzy przypadki najezesciej spotykane w praktyce, mianowicie
obcigzenie réwnomierne p, na pewnym odecinku tuku (g, b), obeiazenie
sita skupiong P w miejscu ¢ i obcigzenie momentem skupionym Mo
w miejscu d.

Przypadek 1. Obeiazenie réwnomierne 4

plx)= {p,>".

Mamy wowezas (2= symbol transformaciji)

1 b Do e—as e*b.\‘
27 [ EECRE
( } . E In — < pﬂ >[[ E IO . g

Przypadek 2. Sila skupiona P w punkeie x = c. o

Zalozymy, jak to sig¢ zwykle czyni, ze zamiast sily skupionej dziala
obcigzenie ciagle réwnomierne o w przedziale (¢, ¢+ a), przy czym
P=pia. ¢

Jezeli zastosujemy wzér (27) i zalozymy, ze « — 0, to transformata
prawej strony (22) przybierze w danym razie postaé

P
El,

(28) e,

Przypadek 3. Moment skupiony M, w punkcie x = d.

~ Postepujac podobnie jak w poprzednim przypadku przyjmujemy ist-
nienie dwéch sit + P w punktach d oraz d + a takich, ze M,~ -~ Pa.

Y Zapozyczamy tutaj od T. Iwinskiego, {5], oznaczenie funkeji niecigglych,
sciled, funkeji tzw. schodkowych za pomoca ostrych nawiaséw (litery przy pravirym
nawiasie okreflajg przedzial, poza kidrego granicami funkeja jest tozsamosciowo
réwna zeru) Wzor na transformate funkeii schodkowej znaleZé moima np. w [6].
s 346 : ‘ : E
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Jezeli a -+ 0, 1o transformata praWEJ strony (22) Zmierza w. tym przy-
padku do wartogei :

1 ' - . M s
(2.9).‘- - EIQ —2 ge v,

Gdy Lzatem obmazeme Tuku stanowi pewna iios$¢ obcigzen réwnomiernych
i rozlozonych w przedzialach (as;, b)) oraz pewna ilogé sit skupionych P;
dzialajgcych w punktach ¢; i pewna ilosé momentéw skupionych M, dzia-

tajgcych w punktach dy, to réwnanie (22) przybiera po wykonaniu trans-
formacji nastepuiacy postac:

B . ) b ;; ) h s s
Ho Ho o o 0 ' p,. e it —e b
30 w My M0 Mo et Be e et
( ) : Y(S) S + SQ —j- SS 34 EIOSJ + _.'5-: EI S"' : +
Sy ' } ) >ﬁ _-TC S Mk, e—-[[k\
- EIO §! ek EL, _ §

ke

Wobec tego, ze dla lukéw przemieszezenie pionowe podpor na ogol-
‘vomijamy, to mozemy przyjaé n,=0.. Dokonujac teraz trans:[’ormacp-
odwrotnej %) wzoru (30) otrzymuiemy

v " e ree 4 ) h
(31) n(@) = o i S + i %-Eﬁx +Sta),
gdzie sktadnik
GLY s — 2 o 1<(x7af)4>f,l_—<(xfz_),-)-1>§,f} i
m.,ﬂ_ | an f
" 75: 6L, e Z SET, oo,

7alezy ‘od rodzaju obc1azenla (jest to tzw. funkcja obcmzema 151).
Otrzymalismy réwnanie ugiecia osi tuku, ktére mozna nazwaé uni-

wersalnym. Przez dwukrotne rézniczkowanie -obu stron (31) wzgledem

zmiennej x i uwzglednienie wzoru (21), w ktorym funkeje M(s) mozna
zastapi¢ funkeja M(x) wedlug (24), otrzymujemy

hy
M(x)=—EI ( SRS B N LA
(32) ( ) 4] "]’0 o 24:EI EF“ ( )
UzyskaliSmy w ten sposéb analityczne przedstawienie momentu Zginajg-
cego w dowolnym przekroju tuku przy dowolnym obmazemu Naturailnie,
pbim}a]qc odpowiednie sktadniki funkeji $”(x) mozna na’ podstawm (32}

% Stosowne wzory znalezé moinsi w [8] na-s. 113.
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uzyska¢ z latwoscig rowniez analityczne przedstawienie np. linii wptywo-
wych dla sity skupionej lub mormentu skupionego.

‘Podobnie rézniczkowanie wzoru (32) wzgledem zmiennej x doprowa-. -
dza do wyragenia analitycznego dla sily poprzecznej Qfx). Wystepujgee
w réwnaniu (31) trzy stale g0, 7o' i 6” mozna wyznaczyé z warunkéw brze-
gowych (jeden z tych warunkéw, mianowicie 7 (0} =0, dopiero co zuzyt-
kowalismy). Co do statej h, to — jako zaleZna od rozporu tuku — zalezy
ona od rodzaju obcigzenia. Stata ta musi byé wyzhaczona oddzielnie, na
przyklad za pomocy twierdzen energetyeznych, lub — w danym razie bar-
dziej konsekwentnie — z rozwazan nad przesunieciami poziomymi czg-
stek duku, & {x), ktére do tej pory pomijaliémy milczeniem, aczkolwiel
bez ich uwzglednienia zagadnienie brzegowe (22) daje sie rozwigzaé tylko-
z doktadnodciy do jednej statej. Jeden z parametrow poczatkowych g
(i = 1, 2, 3) mozna wyznaczy¢ raz na zawsze z warunku brzegowego oho-
wigzujacego na ogét dla tukéw (jezeli podpory sa, oczywiscie, nieugi-
nalne)

(33) ) =0.

W ten sposéb otrzymujemy z (31)

rrr 67 s E 1 hol LGH
(34) = — {lz R ey L, + 13.S(I)}
i w dalszym ciggu wzor na ugiecie luku
(35) pm—z{1—% '4—:‘7—2(1~E RS S O+S ()
= 12)”° 2\ )" a4, ( x) T ’

zawierajacy juz tylko dwie stale (oraz, przypominamy, nie Znany para-
metr k). Dla wyznaczenia tych stalych trzeba rozpatrywaé warunki
utwierdzenia wezgtowi tuku i (w przypadku lukéw jedno- i tréjprzegubo-
wych) réwniez znikanie momentu w przegubie zwornikowym.

Gdy wezglowia posiadaja przeguby, to jest w tych miejseach

(36) ~ M) =M({)=0,
wobec czego z (21) obrzymujemy nastepujace dwa warunki:

2

(i 2
(37 Ho =1 :7ﬁ; g 3? .

Gdy wezglowia sg sztywno utwierdzone, to otrzymujemy warynki
brzegowe w postaci

(38) ' 7o == == 0.
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W ten sposéb uwzgledniajac warunki (37) otrzymujemy na prayklad -
dla tuku dwuprzegubowego po dwukrotnym zrézniczkowsahiu (35) i po
podstawieniu x = 1 kolejno

P iy OF L 2Rgxt (. 3 hy (s
' 6
TS0+ S(w),
: ' ; & o 1
(39.2) m = hy I(EF CYN ) +~—=5 (1)—78(1).

‘"Tutaj nieckreslony jeszeze parametr h, obliczyé moina na przyktad z po-
moca znanego wzoru (por. [1], s. 379)

M( )ydm

u
\°“"‘

£40) ‘ "H -
y da:-l— — l

= S

w ktoryim M(x) oznacza, jak wiadomo, moment zginajacy oebhczany dla
odpowiedniej belki prostej.

Nie ma zadnej zasadniczej trudnosci, aby w podubny sposéb uzyskaé
uniwersalne réownanie linii ugiecia dla tukéw o malej sztywnosci. W tym
przypadku trzeba uwzgledni¢ wplyw ugiecia na wielkosé momentu zgi-
najacego, natomiast mozna pomijaé¢ ten wplyw jako nieznaczny na wiel-
‘kosé rozporu %), Mamy w ten sposéb zamiast (24) '

{41) - M{x}=Ma+ Rax —H(y—n)— ] p{t)|x —x ()] dt,

a zamiast (25b)

(42) [l e ho—p(m} T H d*y :

Jezeli teraz podstawimy (42) {dogdwlukrowthi_e zrézniczkowanego réwna-
nia (21), to zamiast (22) otrzymamy réwnanie rézniczkowe problemu

4

dat EI(, ~ EIl,’

ktore otrzymuje sie z dwukrotnie zrézniczkowanego réwnania B. T ri-
tza([4],s 7).

5 Por, [4], tablice na s. 27, 40, 54 i 64,
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Tutaj przyjeto oznaczenie - -
_ Bhy
~ 8JEIL,’

Postepujac jak poprzednio znajdujemy transformate lewej strony

rownania (43) w postaci : )
oy . ) , . o " he 1

(48) Y(s)s*(s* + a¥) —s(s + a?) 9y — (s° + o) N8 — Wy + ;EIL T
0
Rezultaty transformacji prawej strony (43) zaleznej od obcigzeniz nie
réznia sie w danym przypadku niczym od uzyskanych poprzednio dla obp-
cigzenia réwnomiernego p, w przedziale (a, b) oraz dla sily skupionej P
i dla momentu skupionego M odpowiednio w punktach ¢ i d. Gdy zatem
obciazenie tuku stanowi pewna ilo&é takich obcigzen, to otrzymujemy. po-
dobnie jak w (30)

D ovg=To e Wy
(46) Y(s) = s + g + s(s? + a®) st af) Ei,8(s*+a®) +

— i §

LN P ettt —e s Bioem oy My e
_} 2,4 El, s+ o +; El, s*(s®+ a? ; El, s(s°+ o)

Przyjmujac x5, =0 i uwzgiedniajge wzory na transformacje od-wr"btna;,

pt]__ 1} 1 cosax paj_ 1 |_ x sinax
(47) l - 8(32+ 052) ]— a? a® 52 (82+a2) - o .'as ’

ooy 1 f 2 eosax—1

- (s L[ 242 a’ '

ofrzymujemy ostatecznie bez trudnogci

1—cosax . r—sinax ..
(48) y@)=n x+_...,,,£_?...,%+9__ ,,,&,S_T_a. n —

h 3 2
_EIETI(I (aéx— + Cosax - 1 *i— S (.r),
: 0

gdz{e Tunkch obcigzenia przedstawia nastepujacy wzor:

' _ pi |/ @@ —a) | N
(49)  S(z) == 2 i |7 tesa@—a)—1),

P (.’):—bﬂg A v P
O L —b)—1 . I — i} —-
2 cos a(x ) by 3 “ "Bl a Cafr—c)

: A M, ,
- sina(x—cp) :',-_ 2 ' “_jo'["é “(l—cosa (-’E*.dk)>;dk .
i
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Wystepujace w réwnaniu «uniwersalnym» linii ugiecia osi tuku trzy pa-
rametry poczgtkowe gl (i =1, 2, 3) oraz zalezny od rozporu parametr h,
wyznaczamy w sposob poprzednio wyjasniony. Na przyktad #;' znajdu-
jemy z do&é ogblnego warunku brzegowego g(l) = 0. Otrzymujemy w ten
sposéb z (48) '

" lwcosﬂ v
(50) ??0 T ] l’l’]‘n + e as 'ﬂU —

L
hy (‘” +cosm——1)+snl

_-E'Ina4

i w dalszym ciggu wzor dla ugiecia

51 plr)= (a: _ﬂfm l)"fi;) 4 I_(l _ c'_os ax)—

al—sinal

—{azx —sina 3:)

cosaljnu ax-—*smaml h, (azlz .

sinal l—sginal EIe*| 2

+ecosal - 1) — S(l)] __h ( a 2:8

ELd ——— - c08 aac_—l) + S(x).

QOczywiscie wykonujac przejécia graniczne dla a — 0 przecbrazamy z la-
twogcia wzory (48) - (50) odpow1edmo we wzory {(31), (32), (34) i (35), 3ak
by¢ powinno.

Obliczymy obecnie dla przykladu linie ugiecia tuku dwuprzegubowe-
go obcigzonego sila skupiona w zworniku.

Wowezas we wzorze (40) przyijaé nalezy

o - o~ ple— b))
. ‘ ) . 12

Obieramy nastgpujace dane liczbowe (dla poréwnania wynikow zgod-
ne z [4], s. 35), znamionujace 1uk matlo wymosly o matej sztywnoSci:
1—=180,00cm, f= 23 ,20 cm, = 1,17 cm?, E = 2 072 500 kG/cm?,
El, = 32' 800 kG/em?, P = 8 kG. Pomirjamy dla uproszezenia rdznice po-
m1e;dzy FiF,orazIi 10, fzn. przyjmujemy » == 1.

- Ze wzoru (40) otrZymu]emy po wykonaniu calkowama i podstawmmu
danych liczbowych ;

5
(53) o H=P B ke
: 8 f+ I S R S




i w dalszym ciaggu _
(54) g % H = 0,07 kG/em.

Zastosujmy dla obliczenia ugiecia wzor (35), tzn. przyjmijmy, ze pomimo
. malej sztywnosci fuku mozna w przyblizeniu poming¢ wplyw ugiecia na
wielko$é momentu. '

Poniewaz w danym razie funkeja obcigzenia wedtug wzoru (32) przyj-
muje postaé '

’ : / 2N
(55) S (x) — e_lgf\/\(m_“?l) >
. 0 {2

wiec funkeja ugiecia wedtug (35) jest

x? x? x h [ :
6 =x{l— g X (B R L 1Y
(66} n() x(l 12)”0+ 7 (_1 z)% 24E1, " (1 ac) |
3 BN
N 2N
48E1, T 6EI\ 2!/
7 (39.2) obliczamy staty 7, (prazyimujac jak poprzednio x ~ 1):

(57) Ny==hy 1 Lo v '3-12—=—002469.
b \ER, 24 EIl, 16 E1, ’
Z (37) znajdujemy p = — 0,00577 - 10—5 cmy 2. o
Wobec tego ostatecznie linie ugiceia osi tuku przedstawia wzor
(58) n(x)=-—10,02469x 0,02887-10 % x? + 0,01169-10—2 13 —

~—0,08892-10-8 -1 0,04065- 103 (. — 90)3 H 180

90 -
Dla x=1/2—90cm otrzymujemy najwickszg strzalke ugiecia réwna
7 (1/2) = 0,46 cm. ' ' . '
Obliczenie strzalki ugiecia uku na podstawie wzoru $cilejszego (51)
doprowadza do wielkodci 7(1/2)=10,96 cm ([4], s. 76). Wynika stad, ze po-
stuzenie sie rozwigzaniem przyblizonym (35) prowadziloby w danym ra-
zie do do$é znacznych bledéw, co — wobec malej sztywnosdei Juku — mos-
na bylo zreszty z géry przewidzied. “
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PezwoMe

O HEROTOPOM HPHMEHEHHH TPATNCPOPMAUKH JTAILIACA
TIPH OHPEHEHEHHH TPOTHEBEA APOH

Brisogures mudpdepeHMaNbH0e YPABHERME BTOPOTO nopajka (21) mas
nporuba apKM, CHMMETPHUECKON OTHOCHTEIBHC BEPTHEANBHON OCH, IPOM3-
BOJIBHO OTIEPTOH M Harpyskenxoir. Pacemarpmsarres napabonmueckme apRy
MAJOH KPUEMSHBL M MAJOTO OTHOIICHMA IOOEBEMA K apoaery {=f/1 (dmur. 1).
Tlomaras npotMlRl ManbLIMK, BbipaiKeHMe NJA u3rubarmero MOMEHTa B JI0-
Gom cedemuu mpummmaer BuA (21) ¥ oxoHuarencHo monydaercsa audpdpe-
peHUMANLHOE YpaBHeHme deTBepTore nopanra (22). Homaras sxe npormGer
Gonbluymy, BRIparKeHie AIA MIrMGaIoINero MoMeHTa IpMHMMAaeT BHA {41}
¥ OKOHYATENLHO MoAydaeTca ypasHeHme (43).

B ofoux cdayvaax, mpy momolm TpaHcdopMaruy Jamzaca, monay-
YaeTCH TAK HAS, YHMBEPCANLHOE DPeIteHHMe AJAA nporuba apKH, COOTBOR-
cTBeHHO (31} m (48). B 9THX YpaBRHEHMAX YYTCHO JAelCTEME IPOM3BOJBLHBIX
HepPepbIBHLIX HATpy20K (Hanp. pasRoMepHBIX), a TaKHE COCPemoTOYeH-
HEIX CHMJ ¥ MOMEHTOB. )

Brramenern mpuMep ABRYXINAPHMPHON apxyM, HaTPYyIREHHONW COCPEHOTO-
gyenHoii cuioll B zamke, Hpormub noy ewioi paged 0,5 cM, OpHM MCIIONB30-
paEmn opmyast (35) mna xecTkmx pyr. Bomee roumas cpopmyna (51}
OPMBOIMT K MaKCHMAJNBHOMY 3HadeHmo mpormba 0,96 cm (cp. [4]).

Summary

APPLICATION OF THE LAPLACE TRANSFORMATION
POR THE DETERMINATION OF ARCH DEFLECTION

A differential equation of the second order, (21}, is derived for the
deflection of an arch, symmetrical in relation to the vertical axis,
supported and loaded arbitrarily. The considerations of the paper concern
parabolic arches of small curvature and small rise to span ratio, ¢ ==/l
Fig. 1. If the deflections are assumed to be small, the expression for the
bending moment in any cross-section takes the form (21) and a fourth
order differential equation (22) results. If, on the other hand, the
deflections are assumed to be great, the expression for the bending
moment takes the form (41) and finally Eq. (43) is obtained.
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. fn both cases the. T,aplace transformation can be used to obtain
the so-called general equations for arch deflection, (1) and - (48)
respectively. In these equations the load is assumed to he composed of
continuously distributed forces {uniformly, for instance) and concenirat-
ed forces and moments. '

A mumerical example is presented of a doubly hinged arch subjected
to a concentrated force acting at the key. The deflection at the point
of action of the force is equal to 0.46 em if Eq. (35) derived for more rigid
arches is used. The more accurate Eq. (31) leads to the maximum deflec-
tion which is equal to 0,96 cm (See (4.
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