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1. Wsiep

Zagadnienie zginania plyty o zmiennej grubosci pod wplywem obcia-
se sitamni zewnetrznymi zostalo w literaturze iechnicznej opracowane
jedynie fragmentéa?ycznie i przy pewnych specjalnych zaltozeniach ogra-
niczajacyeh (dotyczacych zmiany sztywnosdei, obclgzenia 1 podparcia
plyty). Rozwiazania ogblniejsze napotykajg mna znacine trudnosci mate-
matyczne i nie zostaly dotychczas opracowane. Z te] dziedziny znane sg
prace O, Pichlera, N, J. Nielsena, 8. Timoszenki i Gran
Olssonal). Autor nie spotkat sie natomiast w literaturze z zagadnie-
" piem odksziatcen i naprezef termicznych w ptytach o zmienne] sziyw-
noéci na zginanie. Artykul niniejszy jest proba plerwszego ujecia tego
zagadnienia przy jednoczesnym wykorzystaniu niektérych rozwigzan
wymienionych autorow, dotyczacych obliczen piyt o zmienne]j sztywnodel
przy obcigzeniu sitami zewnetrznymi, Rezwazania przeprowadzono Przy
zalozeniu, #ze material plyty jest jednorodny i izotropowy, a plyta nie
jest obcigzona czynnymi sitami zewnetrznymi. Rozwazamy jedynie
wplyw nieréwnomiernej ziniany temperatury pryty T w stosunku do
jzotermicznego stanu poczatkowego T = 0. W dalszym ciggu zakiadamy,
ze rozkiad iemperatury jest staly {tzn. niezaleiny od czasu), a fempera-
tura jest wprost proporcjonaiﬁa od odleglosci z rozpatrywanego punktu
przekroju piyty od po-wierzchni $rodkowe]:

(1.1) , T (x, y, 2) = 2 v {x, Y)-

Dla rozktadu temperatury niezaleznego od czasu wiadomo z teorii cie-
pla, ze w czeéciach clata wolnych od Zrédel ciepia funkeja T spelnia
réwnanie Laplace’a '

#T | 0T | O°T
e R F
ezvli ze w naszym przy'padku _ -
| Pz, 01
(1.2) B PR T

] Por. [11— {5] :
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Dla wspéirzednych biegunowych natomiast mamy

027 10z 1 9%
6?2’*‘;67‘*‘_3'5? 0.

2. Plyfy prostokaine

2.4. Réwnania réiniezkowe ugiecia plyty. Z warunku r(')wnowagi w kie-
runku piohowym elementarnego wycinka plyty (rys. 1) przy braku obcia-
zefi sitami zewnetrznymi

wynika, ze

(2.1.1) "'EH: + Ty

Dwoch dalszych zalez-
nosci dostarczaja nastepu-
jace réwnania r()wnowagi
momentow:

OM’l O My,
(= Ty
(2.1.2) ! 5 :
M M
R L
Rys. 1 Jezeli momenty zginé~ )

jgce wyrazimy za pomoca
odksztatcen termicznych a naste;pme za pomocg przesunieé, to otrzy-
mamy zZnane wiory %):

6‘2
.Mx:—~ ‘ [d —i—?a . —Fe(l-{—v) ]
o Pw
(2.1.3) My=- D [ 100 +s{1+p)]
Pw
Mxy:-:Myxﬁ—T ( 'v)ax

W powyzszych réwnaniach.w oznacza przesunigcie pionowe punktu po-
wierzchni Srodkowej plyty (rys. 1), & wspélezynnik termicznej rToZ-
szerzalnofci liniowej materiatu piyty, » liczbe Poissona, D tzw.
sztywnosé plyty rowna Eh®/12(1 — %)

Sity tngee (2.1.2) wyznaczamy za pomocg zalesnosei (2.1.3) w posta-
ci nastepujgceej:

2) Wyprowadzenie tych zaleznodei znalesé mozna w pracy [4], s. 58 oraz-w [5],
5. 056, '

ha6




@, OD(Pw - Pw\ 0D Pw,
Q== Do (W — 5y (a P 6“5?“)--‘r o7 I azay
(2.1.4) S ‘ ) ;'s'(i+‘,,)'aax (D7),

0 gy 0D(Pw 0w\ 0D 0w
Q=D gy ay(ay2+”ax2) e g

—er(1+v)~%— D).

Symbol p? oznacza tutaj operator Liaplac e’'a 0%dxt-+0%/04°. Po
podstawieniu powyzszych wyrazen do réwnania rownowagi (2.1.1) dirzy-
mamy réwnanie rézniczkowe ugiecia pyty - ~

0D 040D 0

5 9 2 =z 2
(21.5) Dy*yrw+25— am(V w) -+ 2 oy dy(l?’ w) -+

0°D  ¢°D\Pw 0D PFw
T (6:15a +v3§5)ﬁ5 +20-) o dy Ox dy

gD 0® D\ 0% w -
+(a‘y—2+vrxg) a"g,i':*t"s(l‘f—?’) 7 (D 7).

Réwnanie (2.1.5) mozemy tez przedsta-wié w postaci nieco skrécone]
D ®w , *D 0w , 0D Fuw
ox? dy* “dxdyodxdy OJy* Ox?

' = —e(t-+») P2 (D).

Jest to ogblne réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty o dowolnie zmien-
nej sztywnoséei na zginanie D pod wplywem zmiany temperatury z.

Z powyzszego wynika, Ze w odréznieniu od plyt o stalej grubosei
réwnanie rézniczkowe plyt o zmiennej sztywno$ci nie jest jednorodne,
nawet jezeli temperatura spelnia zatozong zaleznosé (1.2). Mianowicie

: oD dz 0D Oz
A 72 {D 1) =—= P L2 = 4 L= ).
@1 . vDE=er +-(dm6x%0y6y)l

2,2, Plyta prostokaina dookota utwierdzona o liniowe zmiennej szlywnosei.
Dla ptyty o liniowo zmiennej sziywnosci réwnanie rézniczkowe (2.1.6)
bedzie jednorodne, ‘ ‘ '

(2.2.1) : - FADpiw) =0, .

(2.1.6) 2D p2w) — (1 —7) (

w dwéch przypadkach: (1) jezeli satywnos§é piyty zmienia si¢ liniowo
w obu kierunkach x i y (rys. 2), : : .

D =D, + Dy + Dy ¥,

AT




lecz zmiana temperatury jest stala, 7= const, oraz (2} jezeli sztywnost
plyty zmienia sig liniowo tylko wzdiuz jednej osi (np. osi y) ukladu
wspoirzednych (rys. 3),

(2.2.2) D=Dy- D, ¥,

Rys. 3

a zmiana temperatury v jest funkejg tylks drugiej zmiennej (np. x),
(2.2.3) - ‘ =1 (x2).

Latwo sprawdzié, iz wszystkie warunki brzegowe podparcia oraz sa-
mo rownanie (2.2.1) w przypadku plyty wzdiuz wszystkich krawedzi
utwierdzonej spelnia zalozenie

(2.24) o w{zx, y} =0.

Piyta w dwoch przedstawionych przypadkach pozostaje riteodksztal-
cona. B :
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Momenty zginajgce, skrecajgce i sity tna;ce Wyznaczymy‘
réw (2.1.3) 1 (2.1.4): .

M, =M,——e{ld-»}D1
My = Myr =0,

(2.2.5) Q= —s(l 1) 2 (D),
_Qy;f%s(1+¢J)dy D).

25. Plyta prostokaina o liniowo zmiennej sziywnosci wzdluz dwoeh. véwno-
leglych brzegow wolno podparta. W dalszym ciagu bedziemy rozwazsli plyte
o liniowo zmiennej szlywnofci [wzdér (2.2.2), rys. 3], wolno podparty
wzdluz krawedzi = * /2 i poddang dzialaniu temperatury z== const.
Dwie pozostate krawedzie plyty moga by¢ utwierdzone, swobcdne lub
wolno podparte. Rozmazame rownania rézniczkowego 7agadmema

(2.3.1) V*[(Dy+ Dy y) PPw] =0
przyjmiemy w postaci sumy
(2.3.2) W =W, - Wy.

Funkecje w, i w, majg spelnié nastepujace warunki brzegowe dla
x ==t afd:

’ 'wl.:(}i w2:0:
(2.3.3) { | ' .
M, — DP i g ¢(1+v) J 0.

Ostatni warunek brzegowy mozna przedstawié nastgpujaco:

’ 2 o
(2.3.4) FW ey — — e (1497, df:.f:i?zwz:()-

Poza tym rozwigzanie w powinno zawiera¢ cztery stale oraz gpelniaé
4 dowolne warunki brzegowe wzdiuz krawedzi plyty y = 0iy = b. Przyj-
mujemy funkcje w, w-postaci szeregu

=

‘ 4qa® 1 . nx
{235) w, =—é& (1+ ?J)T? Z ;?:SID 2*0.05 q;l.f,
gdzie a, ==na/a.
Szereg ten spelnia rownanie réiniczkowe zagadnienia (2.3.1) oraz
podane warunki brzegowe (2.3.3) 1 (2.3.4).
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Dla wyznaczenia funkeji w, rozdzielimy roéwnanie (2 3 1) na dwa rOW~
nania rozmczkowe

(2.3.6) P, =0, V2 wy = @o/D.

Funkcje ¢, dobieramy tak, azeby wzdhuz krawedzi x = & a/2 byl spel-
niony warunek brzegowy ¢, = 0.
Wobec tego zakladamy, Ze

< . - nm
Py = 2 gD,, () cos aq x (an = ?)'
n=:1,3.5,.

PIEI‘WSZE z rownan (2 3.6) jest. réwnowazne réwnaniu

ktoérego rozwiazaniem jest funkcga Op = Ay e*Y +A, e, gdzie Ay 1 4,
oznaczajg wielkosci state, -
Wobec tego drugie réwnanie (2.3.6) mozemy wyrazi¢ w postaci

6 w2 6 w2 1_ v

(2.3.7) °

+

cos apx (A, e -+ Ay e *).
f!:'1,3,5,... ’
Dla rozwigzania powyzZszego przyjmiemy

@

(2.3.8) - ’ W, = Z Yoly)cosanx ' (an = n wja).
#=13,5,. .

Takie zalozenie spelnia warunki brzegowe (2.3. 3) i (2.3.4). Podstawia-

jac (2.3.8) do réwnania (2.3.7) otrzymamy niejednorodne réwnanie rdz-

niczkowe zwyczajne

d*Ya 1 , — ey
(2..3._9) 4 e g Y,, =5 (A, e*” + Ay e ),
Caltkg ogdlng jednorodnego réwnania jest funkcja
(2.3.10) _ YV, =C, e’ +Cye—.

Catke szczegolng Y, niejednorodnego réwnania (2.3.9) wyznaczymy
metoda wariacji statych3). Szukaé bedziemy rozwigzania w postaci
Y, =B, (y)e?’ + By (y) e~ .

Funkeje B, {y}i By{y) musza spelniaé uklad dwoch réwnan rozmczko-—
wych:

d B, d B,

1 fr ) TR a—y
dy °© dy ¢ 0.
dB, d B, i -
R ey T4 —iy = i ¥ A @y .
dy qe dy ae ——D(A]_e —l—. 0 & <)

% Por, [2], s. 197,
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Btad znajdziemy

Bt R _ —2ay
dy ZaD(A +Aye )
de:__ j ..... 2y ).

dy _2aD(Ale , i Az)‘-

Catkujac wyznaczymy funkcje B; i Bj:

‘ _i l — 2y — A‘. ‘___ -
'B‘iza‘ D(fh-} Ay e )dy_—za In{2«a =4

Az sepgn, | £
+2aD_!e f 2aD d(2aD)
Bi,:——l J — (A, etwr —i—AB)dy “;——zln (2(1 2)—

2a
AI ¢ Dol e? a DDy
— AL granin, d(2aD).
2aD, | zap ¢2eD)

Oznaczajae calkowe funkcje wyktadnicze symbolami
i

E3
u f o i
Ef(u)-:f(;du_, : Ez‘(fu):.j 'e-u—du,

=a

wyznaczymy ostatecznie catke ogblng rownania niejednorodnego (2.3.9)
w postaci nastepu] geej:

{231]_ V= Y0+Y *C eav_i__c e*rcy_]_c e“y[ln%g—"—

1
2 ZaD
— 2aD = 2aD 2aDy|
R D, (3 D, i
e E(Di) —|—C e {e In D, E,( D].)]'

Tak wiec réwnanie powierzchni ugiecia plyty jest nastepujace:

4a° 1 . nx
(2.3.12) pumw,ﬁ—wz:s(l—l—?)r---'ﬁa Z cosaa:[a-.dsma—"}-

n=1,3,5, ...
-+ C,e**F, (r,;-) 4 Cyer Iy (,7) +Cye + c, e_ay] ,

gdzie
F1("2):9_"“1n"3—E1("—’?) ’ a==nm/d,

Fy(n)==Inn—e " E(n), 5= 2a(Dy+D, y)/D..
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Cztery stale C,, C,, C, i C, wyznaczymy z czterech warunkoéw brzego-
Jwych podparcia pltyty wzdiluz krawedzi y = 01 y = b. Np. dla krawedzi
wolnopodpartej mamy )

' 3
w=—0 oraz %;2):‘8(1+V)I.

Dla krawedzi utwierdzonej zupelnie natomiast mamy
w=0 oraz Jw/dy=0~0.
Z warunkdéw brzegowych dla dwoch krawedzi otrzymujemy w ten

sposob uklad 4 réwnan, z ktérych wyznaczamy state C, ..., C, Wyraze-
nia na momenty zginajace i skrecajgce otrzymamy wedtug wrzorow (2.1.3).

3. Plyty okragle

3.1. Réwmania rozniczkowe ngiecia piyty pod wplywem zmian temperatory
w ukladzie wspéirzednych biegunowych. Réwnanie rézniczkowe ugiecia w ukla~
dzie biegunowym dla plyt okraglych otrzymamy bezposrednio z réwna-
nia (2.1.8) przez zasftapi\enie wspblrzednych prostokatnych x i y przez
wspolrzedne biegunowe 1 1 ¢:

r gr
20(1 @D)@(l 6w)+(1 oD 1@2D)

or\r dojdrir do r dr % dgt
gduzie

(3.1.1) qum—wyww[y (Iaw+j;§¢)_

]— e(1-4) (D 1),

72¥7@i_ 10 i‘l 02
o E T L ar T a

Momenty zginajgce, otrzymane ze wzorow (2.1.3), wyrazimy w postaci:

0% w 10w, 1 *w
{ M, — [a {v(r a -rz-drp)Jr (1~!~v)]
0w , 1 dw 1 Fw
.12 i My=—Dlgzt 7 5, 1% aqﬁ“(m’”]e
0/1 dw
lM 7(1——‘]1) -a?"(’i"_ w)

Przyjmiemy, ze sztywno$é plyt okragiych zmienia sie kolowo syme-
trycznie, tj. ze D = D(r). Wowcezas réwnanie rézniczkowe (3.1.1) uprosci
sie znacznie:

(5.1.3) Vﬂ(D;‘zﬂw)—u—w)[

r dr or

@D(1 0w, 1 0wl 14D dw]
dr? (fr dr 1t dp°

— (1 4+ 7P ).




Jezeli temperatura ¢ oraz sztywno&t | podparcie plyly zmieniajg sie
kotowo symetrycznie, tzn. 7= 17(r) oraz D == D(r), to z réwnania (3.1.3)
otrzymamy : ' -

2 2 o _— ettt | 2
(3.1.4) v (DpP*w)—(1—v) ar\dr d'r) 8(1—%~v)l|7 (D 7).
3.2. Plyty okragie o pai‘aholicznic zmicnnej S'Iz‘;tywnoéci. A réwnahia‘ (3_1_,3)
wynika, ze dodatkowe uproszczenia ofrzymamy przy przyjgciu takiej
zmiennodci sztywnosci pltytowej, dla kidrej spelnjony jest warunek

@D_1dD N
dr? rodr =N
Q,
Warunek ten spelnia parabo- _% 3
liczny rozklad sztywnosci § 'S
D=D,+D," 3

Réwnanie (3.1.3) przyjmie -
wtedy posiat uproszczona:

(3.2.1) V*(Driw)—
. —2D,(1—nPPw— :
—e(14+») D). Rys. 4

|
WW
|
|
|

a

T

Ha

Mozna je rozdzielié na ukiad dwoech réwnan rozniczkowych drugiego
rzedu ’ . .
' 2(1—%,

(3.2.2) PEQ O=—=¢e(1+nP* (D), V-Z'wm%,

gdzie D==D, "

Przekroj plyty okraglej o kwadratowym rozkiadzie sziywnosci wzdiuz
promienia przedstawia rys. 4. W literaturze?) znane jest rozwigzanie
ogolne réwnan (3.2.2) dotyczace plyly obeigzonej sitami zcwnetrznyml
Calka ogdlna réwnania (3.2.1) jednorodnego jest nastepmaca

{3.2.3) w==Ry{p) + Z Ru(e)cos ne -+ Z Ralo)sinn g
P ] =1
gdzie p=r/q, . .
R, (p) = A, + Byln g+ Cy 0" + Dy o, m=yni+2(1l—9),
Ru(o)= A p" + Bue™ + Cr " +Dno ™, my=Vy2{1—1),
1__\)," (Q) = g:z Qn + Eﬂ ¢ - Eu Q-m + 5.'1 e ”, (n == 1, 2, 3, )

1 Por. [2], s. 14-18.
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. Przez. Ay, By, .y Any Bas oy ;'i,,', iy 5,, oznaczono wielkosci stale.

'Dla ‘wyznaczenia calki szczegélnej réwnania niejednorodnego (3.2.1)
mozemy tez skorzystaé ze znanego rozwigzania réwnania®) dotyczacego
obcigzenia plyty, w ktérym funkcje p(r, ¢) zastapimy przez — &(1-}-») P3(D 7).
Jako calke; 0g6lng mniejednorodnego réwnania (3.2.1) otrzymamy funkeje
(3.2.3), przy czym wystepujgce w niej symbole A, .., Do, ..., Ay .., D, ’
zastapimy nastepujacymi funkOJ ami: '

Ay== an+ - ?)f?’o(Q)anQdQ:

_ . |
By =by— {('TLT)[%(Q) ede,

e _m]_'_ 1-—rm, ;
co—co+4m0(1 y)f?’n(ﬁ')@ d@

= e 1 1+m, :
DU“—‘"d() 4?’]1,0(1 )f‘}’u(g)g dg,
{3.2.4) : .
— - 1 t—n
An = ay In(i—) f?n(@)e de,
— 1 -1 .
By b, + 1 — -y) f 'Y.fr d@;
Cp = Cu + ; {'}’u (9) Qiim d-Q
(17@') o !

1 .
. =0y - Tf"-d .
D=t = =) fy @ de

Analogicznie okredlimy symhole ;1,,, , 15,,. We wzorach (3.2.4) przyjc—;to

oznaczenia:
2
 —efl a? .
Polo) = 82%;”) f D dg,
L .
- 2 2 .
(3.2.5) yulg) == LS;_—V)“ f p2(Dr)cosnpdey,
. ) ‘
‘ d ‘
o 2”
p,l(g):j_%i*’)“fpz(ut) sinnede.
] -

0
% Por. [2], s. 14-18,
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State ay, :., dy, Gn; vy dn OFBZ G, ..., dn W& wzorach (3.2.4) wyznacza-
my ze znanych warunkow brzegowych zagadnienia, W' ten ‘sposéb row-
nanie (3.2.3) przedstawia powierzehnie ugiecia plyty okraglej o kwadra-
towej zmiennodci sztywnosdi pod dzialaniem temperatury, ktérej rozklad
okregla funkcja .
‘ T(Q;Q’J,Z):ZT(Q,(P)-

Przyklad 1. Plyta o kwadratowo zmiennej sz'tywno.éci i kotowo syme-
trycznym rozkladzie temperatury T. Jezeli rozklad temperatury w plycie
oraz podparcia krawedzi sg kolowo symetryczne,

(3.2.6)  T(ea)=%1(0),

to 1 powierzchnia ugigcia plyty jest kolowo symetryczna.
Powierzchnie ugiecia w(p) otrzymamy jako szezeg6lny przypadek
" ogblnego rozwiazania (3.2.3) '

‘(3.2.7) . "U)(Q):Ro (9)=AU+B{] in 9+CG Qmﬁ—I—Do o ——m\,J

gdzie wielko$ei A, By, C, 1 D, wyznaczymy ze wzordw (3.2.4) i (3.2.5).
Latwo dowies¢, ze to samo wyraZenie otrzymamy z bezposredniego roz-
wiazania réwnania rézniczkowego (3.2.1), kiére dla przypadku «obeigze-
nia» kolowo symetrycznego staje sie zwyczajnym réwnaniem liniowym
o nastepujacych wspdtezynnikach funkeyinych:

d*w . Fw dw
{(3.2.8) Qd—&“é‘a‘ +6¢ a0 —(1—2% 05— do
. =4 (142 ea®p (r+g )
: S de
ktérego rozwigzaniem jest funkcja 2 !
(329) w(g)=A+B,Inp -+ " | |
+ ao Qmo + 50 Qﬁmn L (TI), A
— — e — e .
gdzie m,=y2(1—»), a w(zr) jest Pl T
~ catkg szezegblng réwnania niejedno- _ ]
rodnego (3.2.8). |r r=pa ] 7
' Rozwazmy przykiad piyty pier- ' _ !
fcieniowej ulwierdzone] zupelnie ‘ Rys. 5

wzdhuz zewnetrznego obwodu (rys. 5)
oraz swobodnej na krawedzi obwodu wewne;trznego Niech przebieg
zmian temperatury w plyme przedstawia funkeja

(3.2.10) _ T(2) =27,

przy czym 7, — const.




Ogolne rozwigzanie (3.2.9) réwnania rézniczkowego (3.2.8) otrzymamy
takze ze wzoréw (3.2.4) i {3.2.5). Calke szezegdlng w ogblnego rozwiaza-
nia’ (3.2.9) latwo wyznaczymy po zastapieniu prawej strony réwnania
rozniczkowego (3.2.8) przez wyraZenie

—4g(1+v)att, e’
Calky szczegdlna bedzie nastepujgca funkeja:

(3.2.11) ' E(’-f):*%s a® 0"

‘ Stale Ay, ..., Do wyznaczamy z ukladu rownan okreslajacych warunki
brzegowe podparc1a piyty:

dla 0 =@,
M,=0, — B, + €y (2 —my) o oM Dy (2 + my) gg e == 0
@ =0, fTB’O = {0;
dla Q 31
w=0, 4,4+ Cy+ D= ;e Ty,
d o _ .
ew_y, B, 4 Cymy— Dymy =& 7,0%
do
Stad otrzymamy
~ ETo0 ‘
Bl) = 0 Cc} - m 1 + (z_r_mo} 2,_,,07 3
0 (2 + M) 2y
- _ o B " ]
Dy=Co—pemeat,  Ay=—2G; +{ i mﬂ)mm.
My . 2m,

Po wyznaczeniu stalych réwnanie powierzchni ugigeia otrzymamy ze
wzoru (3.2.9).
Momenty zginajace otrzymamy ze wzoréw (3.1.2):
M, =--D, (1—3’ ) [Co(2—my) 0™ + Dy (2 4+ mg) ], -
(3.2.12) ¢ 1Go! o ,
Myp==—D, 1-— ) ICO my -+ 2 v) Qm"_Do ('m0 2) _I”‘ﬁj,

Wykresy ugie¢ i momentéw przedstawiono na rys. 6 dla danych &,
0, = 1/4, y=1/2.
") Ze wzgledu na prostote obliczen przyjeto » == 1/2, wtedy mp=1. -
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. Wyzraczmy jeszcze momenty zginajace -dla: plyty o statej w
oraz o sztywnoéei takie] samej-jak -w plycie wyzej rozpatrzonej. w przekr
ju o= 5/8. Sztywnosc plyty D = D, (5a/8)2 = 0,3906 Dsa® = const,  ter
peratura T — const. s

— ; I4 - P .7 _ Et _ o : ‘ . .
Dla D = const rownanie r0znicz W(K R B

kxowe (3.1.4) przyjmie postat bihar- L
moniczZna: %;
d* 1 d
278 - S —
v we.(dw*%_ rdr
diw 1
(‘ars' T

ktérego rozwiazaniem jest

w=A,+Byo® +Cog’neg+Dylneg.

7. danych warunkéw brzegowych
wyznaczamy state:

CD:Os
Ay=—B,= Z_Du: . i
T FRPI Bt D I —— 4-5
= 14 2t o ? .
281'5" l +(1+1})Q0 ] . Rys. 6 ,

Stad mamy réwnanie powierzchni ugiecia i momenty zginajgce:

era?(1— o+ 2Ino)

W= 1—vw ?
- —2
2(1+1+ € )
1—y9
e
M;-:D(l—i—'}))ET —4]:—“——1 ]
b, e
'1——1}
(11— f@—g
M,—D (1477 1::1 1
1+ 14 20—2

Maksymalne wartosci momentow ‘zginajacych na krawedzi utwier-
dzenia wyniosg dla @, =1/4,v=1/2 1 g=1: '
- maxM,=—0,520D,eza’, .. maxMy=— 0,463 D; ez a’.
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3. .Plyty okragle o sziywno$ci dowolnie kolowo symeirycznie zmiennej.
Réwnanie.rézniczkowe (3.1.4) ugiecia plyty o kolowo symetrycznej sztyw-
noSei i rozkladzie temperatur po prostych przeksztalceniach mozna
przedstawit¢ w postaci

d £ 2
Dr (B 1) a0 @ 10

d
3.1y -
(3 ) dr r dr

dr

+e(1+a»)rdi(dr)]=o,

Po scatkowaniu i wprowadzeniu oznaczenia dw/dr =y otrzymamy
réwnanie rézniczkowe -drugiego rzedu o wspoélczynnikach funkeyjnych

d’y 1 dD\dy {1 » 14D
3332 2% 1l 1 _» 14Dy
( ) 12 ( + dr)ch (rz r D d'r)w

[ s(l+u}?(Dr)J

Stata calkowania C przy kolowo symetryeznym podparciu plyty jest
zawsze rowna zeru. Wynika to z réwnania réwnowagi (3.3.1). WyraZenie
zawarte w nawiasie, jak latwo udowodnié, jest bowiem iloczynem sily
. tngeej @, 1 promie-
l °-—;‘ nia r, czyli
8 K_k+t
| L - | %(r Q) =0

%
._!__ il RO oraz

Rys. 7 ‘ P Qr=C==0.

Prawa strona réwnania {3.3.2) przyjmie ‘wobec tego postaé

(3.3.3) | N:ﬁs(l—}-w)(%i—?—}— )

Dla dowolnie zmiennej sztywnosci ptyty D = D (r) rOwnanie (3.3.2}
mozna rozwigzaé metods réznic skoriczonych.
Przy oznaczeniach

(FediP)mn,  (LorioR)y

1 przy podziale szeroko$ci promieniowej piyty (¢ —r,) na n podprzedzia-
téw o réwnych diugosciach s i o punktach podziatu.0, 1, 2, .. k, ..., n row-
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nanie rézniczkowe (3.3.2) przejdzie w rowmnanie: réﬁnicowe,~._kt@re dla
punktu podzialu k napiszemy w postaci : '

Ay, Ay, .
_-s‘d +bk 8 _dkwk=Ni"‘
Poniewaz :
Ay =gy 2% T Puyd)y . AVT ) Wrrr = Prs)s

wiec ostatecznie:

sh : o sb
[ ¥t (lff) — 9, 2+ dr) + (1 + _ﬁﬁ) =Nus,
334 | NP S T =R S . =Y
i “rotks 2shy (rot+ks)® (o+ks)2shi’
g1} 9] (h3 ., —h3_)
| = = [d th —L”hi—“— Aty — 4 tk+1]-

Tutaj przez At, oznaczono réznice temperatury w dolnej i gornej po-
wierzehni plyty w przekroju k, a przez hy wysoko§¢ ptyty w tym miejscu.

Dla k=0, 1, 2, ..., n otrzymamy uklad (n + 1) rownai tréjezionowych
typu (3.34) i o (n -+ 3) niewiadomych ». Jak wiadomo z teorii za-
stosowania metody réznic skoniczonych do zagadniefi statycznych dwie
dodatkowe wartodci niewiadomych yy i ya41 mozna wyrazi¢ zawsze
przez wielkoscl wy, 5, 1 ¥n—1, ¥ stosujac dane warunki brzegowe pod-
parcia plyty. Po obliczeniu niewiadomych ¢, z uktadu réwnan (3.3.4) mo-
menty zginajgce i ugiecia mozemy wyznaczy€ z nastepujacych wzordw:

~ 1 : A%,
M= —Dk'['z—s g1~V + E—;—k—s) Pr + &(l ‘?‘ ») —hk_k]’

| At
Mgp= — Dz [";S A r ; ks) p, Hell+o) T;] ,

Wy, =Wy 28,

Iprzy czym ugiecie plyty na podporzé jest znane (np. 'wp =Ml
3.4. W prakiyce dosyt czesto wystepujag plyty o zmiennej sztywnosci,

ktorych zmienna wysoko$é mozna okredlié za pomocg funkeji

_h_ —5¢ o

= h.o ‘-r—-.e a Q -—' a N
gdzie hy oznacza wysokose w frodku plyty (dla r==pa=0), za§ f§ jest
wspélezynnikiem, ktéry dobleramy w zaleznosci od potrzebnej wysokosct
nlyty w przekroju r = a. | P S
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Rownanie (3.3.2) przy powyzszych oznaczeniach: przyJIme nastepu;acac

postac: . : :
d* d 1 dz
0 (1 pe S (L o) pemerafpre—22).

Rozwigzanie powyzszego réwnania jednorodnego jest znane w postaci
szeregu potegowego 7). Calke szezegdlna dla pewnych rozkiadéw tempe- .
ratury t moZna wyznaczyc drogg prob. ‘
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Peswome

O ABPOPMAGHAX H TEPMHUUYECKHX HAIIPAHEAHAX B TOHHMX OPAMO-

YIOJIBHBIX KW HPYTNOBLIX [WMACTHIKAX IIEPEMEHHOH TOJJULIMHEBL

B mpamoyrospHBIX M TONAPHBIX CMCTEMAX KOODHHAT BBIBGICHO IMd-
hepeRuManLHoe ypaBHeHye upornba INTACTHHOK IFPOM3BONBHON IepeMeH-
HOM XEeCTKOCTH, TTOABEPTAEMbBIX JEHCTBHUIO TEeMIIepaTypsl, paclpefesICHHOHA
TPOMIBONIBHO 1I0 obemm HOBep);HOICTm, a JWMHEMHO HepeMeHE0i B monepeyd-
HOM HATPaBJIEHWH,

PaccMmaTpuBaiores 3alleMaeHHbIe TIPAMOYIOJABHBIE IMACTHHKKM M IIjIac-

TUHEW ¢ ABYMA CBOOOMHO TIOMHEpPTLIMM XKpaswid, JMHEHMHO IepeMEHHON
mecTRoCTH. Jlns KPYTOBRIX ILTACTHHOK TIOMYIeHO PelIeHue AN CIydas

KBIPATHO IEPEMEHHON MecTKOCTH, IpMdYey Ha YMCIOBOM IPHMMEpe CpaB-
HUBAIOTCA PE3YALTATEI ¢ COOTBETCTRYIOIOWMIS MAHHBIMIL [IJAA IJIACTHIIKM
TOCTOAHHOM cpenHei XeCTKOCTH, HAXOOAMIENCHs IOM, BJIMAHMEM IIOCTOAH-
HOIT PAsSHMOL! TEMIEPATYD.

B zargnmouenwe paerca permenwe MEeTOXOM KOHEUHBIX pPA3HOCTEH A
eIIydasd KPYTOBON LNACTHMHKK ¢ OCECHMMMETPHHYHBIM (B oﬁm;eM T[pOMSBOJIB"
H_Bm) paenpe,ueﬂemaem SKECTROCTH M Temnepa'ry[pm.
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Summary

THERMAL DEFORMATIONS AND STRESSES IN THIN RECTANGULAR
AND CIRCULAR PLATES OF VARIABLE THICKNESS

Differential equations of deflection are derived in Carfesian and polar
coordinates for plates of arbitrarily variable thickness, subjected to
temperature arbitrarily distributed oved both faces of the plates and
linearly variable over the thickness.

Rectangular plates of linearly variable thickness clamped or simply
supported on two edges are also investigated. Solution in the case of
thickness constituting a quadratic function is obtained for circular plates.
The results obtained for a numerical example are compared with the
corresponding results for a plate of constant mean thickness, subjected
to a constant temperature difference. Finally, a solution for a circular
plate of axially symmetrical rigidity and {emperature distribution is
obtained by means of the method of finite differences.

Pracq zostela ztoZono w Redulkceji dnic 5 slycznia 1956 .
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