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t. Ogolne oméwienie metody

Metoda punktow kinetycznych w mechinice jest malo znana { w prak-
tyce nie jest stosowana. Zastluguje ona jednak na specjalng uwage ze
wzgledu na korzy$ci praktyczne, jakie moz przyniesé przy rozwigzy-
waniu trudniejszych zagadnien dynamicznyc

Metoda ta w dzisiejszym stanie jest opracofﬁrana W sposdb niekom-
pletny. Mamy tu na my$li przede wszystkim koniecznoéé przygotowania
materiatu, ktory stworzytby nalezyte podstawy dla zastosowan prak-
tycznych.

Praca niniejsza ma na celu podanie ogélne metody oraz dostarczenie
wzoréw niezbgdnych do obliczel technicznych.

W kinetyce ukladow sztywnych wystepuje tzw. geometria mas, kto-
ra ustala zalezno$é ruchdow ukladu od rozmieszezenia w nim mas. Geo-
metria ta operuje zwykle momentami mas stopnia pierwszego i drugie-
g0, czyli momentami statycznymi i momentami bezwiadnosei oraz mo-
mentami zboczenia (lub odérodkowymi). Do dziedziny geometrii mas na-
lezaloby réwniez zaliczy¢ i punkty kinetyczne.

Punktami kinetyeznymi lub kinetycznie zastepczymi bedziemy nazy-
wali punkty masowe, stanowigce zespdl sztywny skoticzony lub nie-
skoficzony, ktéry moze zastapié dany uklad sztywny lub bryle pod wa-
runkiem zachowania wszystkich cech kinetycznych.

Bryla sztywna, poddana dziataniu jakichkolwiek sil zewnetrznych,
wprawiona jest w ruch, ktéry zawsze moze byt sprowadzony do dwu
ruchow: _

(1) ruchu postepowego $rodka masy bryly oraz
(2) ruchu obrotowego okolo tego $rodka.

(1) Ruch srodka masy punktow kinetycznych pozostaje taki sam,
jak ruch érodka masy bryly, jezeli: _
(a) zespél punktéw kinetycznych posiada mase réwna masie bryly, tj.
. Smimm. . |
{b) Srodek mas zeépolu punktéw kinetycznych i srodek masy bry%j;
stale pokrywaja sie, tj. :
2mipi=0,
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gdzie r; oznacza wektor polozenia i-tego punktu kinetycznego wzgledem
" $rodka masy bryly.

(2) Buch obrofowy zespolu punktéw kinetycznych oraz ruch obro-
towy bryty okolo wspélnego srodka mas sg identyczne, jezeli pokrywajs
sie¢ ich centralne elipsoidy bezwladnodci. Innymi stowy: moment bez-
wladno$ci punktéw kinetycznych i moment bezwladnosci bryly wzgle-
dem dowolnej osi, przechodzgcej przez wspélny Srodek mas, powinny
byé¢ rowne. Jezeli ten warunek jest spelniony, to na zasadzie twierdze-
nia Steinera o momentach bezwladnoseci wzgledem osi réwnolegle
przesunigtej ze Srodka masy momenty bezwladnosel punktéw kinetycz-
nych i bryty wzgledem dowolnej osi w przestrzeni beds réwne. :

Réwniez ped, kret i energia kinetyezna bryly jako zwigzane z ruchem
srodka mas i z ruchem obrotowym okolo tego Srodka (na podstawie zna-
nych twierdzen z kinetyki) beda takie same dla bryly, jak dla punktéw -
kinetycznych.

Z powyzszego widaé, Ze skoro mamy okre§lone dla bryly punkty ki-
netyczne, to uzyskujemy nastepujgce korzyéci metodyczne:

(1) wszelkie momenty bezwladnosel brylty wzgledem -dowolnych osi,
punktéw lub plaszczyzn mozemy okreslié dla punktéw kinetycznych za-
miast dla bryty;

(2) ruch bryly mozemy bada¢ na zespole punktow kmetycznych

 Badanie ruchu bryly moze by¢ jeszcze znacznie ulatwione przez za-
stosowanie do punktéw kinetycznych metody wykreginej. :

W dalszym ciggu wyprowadzimy ogélne warunki pozwalajace okre-
glié punkty kinetyczne dla bryly przestrzennej, figury plaskiej lub ply-
ty oraz dla odcinka prostego Iub preta Jednorodnego lub niejednorodnego
o znanym rozkladzie gestosci. ,

2, Punkty kinetyczue hryly

W ogélnym przypadku bryly punkty klnetyczne muszg ‘speiniaé na-
stepujgce warunki:

(a) rownosé mas,

(b) tozsamosé §rodkdéw mas,

(c) toZzsamose centralnych elipsoid bezwladnos$ci punktéw kinetycz-
" nych i bryty.

Pierwsze dwa warunki nie wymagajg omowienia. Co sig tyczy warun-
ku irzeciego, to do wyznaczenia ehpsmdy trzeba znaé¢ szesé momentow
bezwladnosei wzgledem szesciu osi przechodzacych przez drodek masy
bryty. Wynika to z nasiepujacego réwnania elipsoidy bezwiadnodei:

ko= Joox® F-Jyy ¢ + J222® — 2J 3 yz — 2J vz — 2J cuixy |
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w ktérym mamy okresli¢ szes¢ wspélezynnikdw na podstawie znajomo-
§ci  wspolrzednych w szefciu punkfach- (niesymetrycznyeh) -elipsoidy
M. (x., Y., 2.), przedstawiajacych kofice wektordow

T k
G‘Mg =
' ]/Je

wychodzacych ze srodka masy bryly G, w ktorym ohrany jest uklad osi
wspotrzednych x,y, 2
Warunki dla okreslema punktéw kinetycznych przedstavvla]a sie na-

{e=1,2,..86),

stepujaco: :

(2.1} Lmp=m,

(2.2} - Emixi=0, Zmiy; =0, 2myzi =0,

(2.3} S Xda=J1, TR LJw=Jg, i
(i=1,2,..,n), -

gdzie ' .

Jiw == | (yF +2]) + B3 (2] -+ =) + vh (o} + yf) —
— 2Bk yr Y 2i — 2y an 20 Xi — Lag Br 2 Yil

jest momentem bezwladnosei i-tego punktu kinetycznego wzgledem k-tej
osi posiadajacej cosinusy kierunkowe ap, fi, yr oraz Jr jest momen-
tem bezwladnosci bryly wzgledem k-tej osi (k = 1, ..., 6).

Rownania (2.1}, (2.2), (2.3) tworzg Iacznie ukiad zloZony z dziesieciu
rownan. Co do liczby punktéw kinetyeznych m, to rzeczg interesuiacy
jest okreslic mozliwie najmniejsza ich ilo§¢ dla réznyech przypadkéw.
Dla bryly dowolnej, jak fatwo stwierdzi¢, minimalna iloéé punktow ki-
netycznych wynosi cztery, jesli przyjaé, Ze nie leza one w jednej pla-
szezyznie, Taki uktad czierech punktéw masowych zawsze moze czynié
zadoSt powyzszym dziesigein réwnaniom i pozostawia przy tym jeszeze
duzy swobode tworzenia zespolow kinetycznych. Majgc bowiem dla okre-
$lenia wspblrzednych czterech punktéw szesnaécie niewiadowych (czte-
ry imasy i dwanascie wspélrzednych) mozemy szesé z nich obraé do-
wolnie (np. trzy masy punktoéw i trzy wspoélrzedne), Mniejsza od czie-
rech liczba punktéw kinetycznych -— trzy — nie moze czynié zadodé
(w ogbdlnym przypadku) réwnaniom (2.3), poniewaz wtedy elipsoida pod-
lega nastepujacemu warunkowi plaskiego ukladu mas:

Jz = J,\' + Jy
przy prostokatnym ukladzie wspélrzednych.
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7 tego samego wzgledu cztery punkty kinetyczne nie mogg leze¢
w jednej plaszczyzhie. _ ‘
Nadmienié nalezy, #e ogélna elipsoida bezwladnosci podlega jedyne-
mu warunkowi
J.=JdeHJy,

nawet wtedy, gdy J, jest najwiekszym z gldwnych momentdéw, oznacza
to, ze nie kazda elipsoida moze by¢ elipsoida bezwiadnodcl .
Zespoly kinetyczne mozemy tworzy¢ tym swobodniej, im wigksza jest
ilosé punkidéw kinetycznych. Majac zapewnions swobode w ustalaniu ki-
netycznych zespotdw dazyé bedziemy do tworzenia zespoléw praktycz-
nie korzysinych. : '

3. Punkty kinetyczne piyiy

Na podstawie p. 2 warunki dla punktow kinetycznych plyty . cienkie]
jako uktadu plaskiego mozemy napisaé¢ w sposOh naslepujgey:

(3.1) Tmi=m,

(3.2) Ymixr =0, Xmiyi=0,

(3.3) SIa="0, Zlp=F, Zla=U
((==1,2,..,7).

Liczba réwnan w tym przypadku wynosi szesé. Z warunkoéow (3.3) widzi-
my, ze centralna elipsoida bezwiladnosci dla plyty moze byé wyznaczona
przez trzy momenty bezwladnoSci wzgledem trzech osi lezacych w pia-
szezyznie plyty i przecinajacych sie w Srodku masy. Te trzy momenty
przede wszystkim wyznaczaja w plaszezyZnie plyty elipse zawierajgca
dwie gléwne osie elipsoidy bezwladnoel ptyty. Trzecia glowna o$ elipsoi-
'dy jest wiec prostopadia do plaszczyzny plyty i wielkos¢ jej wynika z za-
Tleznoéci ' :

‘ Jz = J.\' + Jy 3

~gdzie x i y sa to dwie jakiekolwiek osie prostopadle do siebie w pta-
szezyznie piyty. : :

Punkty kinetyczne muszg leze¢ w plaszczyinie plyty i najmniejsza
ich liczba wynosi trzy punkty nie lezgce na jednej prostej. Dwa punkty
nie mogg spetié réwnan (3.3), bowiem nie odpowiada im elipsoida, Jecz
kolowy walec bezwladnosci. Z fego réwniez wzgledu trzy punkty nie
moga lezeé na jednej prostej.

Trzy punkty nie lezace na jednej prostej speiniaja szesé warunkow
(3.1), (3.2) i (3.3); wobec dziewigciu niewiadomych (trzy masy i sze$t
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wspblrzednych) mamy wige moznos¢ wybra¢ dowolnie wartosel trzech -
niewiadomych, np. dwie masy i jedns wspolrzedna. Nadmienié nalezy,
7e w ogble przy n punktach nie mozemy ustalaé dowolnie wielkoscei
wszystkich mas, leez najwyzej masy n—1 punktéw, gdyz n-ta masa jest
okredlona z warunku (3.1).

4. Punkty kinetyczne preta

W precie prostym mamy wszystkie punkty masowe na osi preta, wige
z =0 1 y = 0. Elipsoidzie bezwladnodci odpowiada tutaj walec kolowy
wspolosiowy z pretem. Wszystkie punkty kinetyczne musza lezeé na osi
preta 1 najmniejsza ich liczba wynosi dwa.

Warunki dla punktéw kinetycznych przedstawiajg sie nastepujaco:

Ym,=m, Zm,x, =0, Zm,xt=J.
Warunki dla elipsoidy centralnej sa nastepujgce: 8
Jz'—:njy:-], Jx=0 h

Dla najmniejszej liczby dwoch punktdéw kinetycznych mamy do usia-
lenia cztery niewiadome (dwie masy i dwie wspoélrzedne), a wobec trzech
warunkow pozostaje jedna tylko niewiadoma dowolna: albo jedna masa,
albo jedna wspdlrzedna.

5. Przykiady typowe

Podamy teraz sposoby wyznaczenia punktéw kinetycznych dla pew-
nych bryl majac na uwadze przypadki prakiyczne, jak pewne bryly ele-
mentarne (pret, wycinek plaski, wycinek przestrzenny), oraz dla innych
prostych bryl, na ktére moze byé rozlozona jakakolwiek bryla spoty- .
kana w konstrukcji. Przyklady takie bedziemy nazywali typowymi.

5.4. Jednorodny pret prosty. Pret prosty i jednorodny o masie m, o diu-
goécl 1 i o stalym, nieskonezenie matym przekroju sprowadzimy do frzech
punktéow kinetycznych: dwoéech na koficach preta i-trzeciego w  Srodku.
Mamy: Joe =m1%/12 oraz x;, =1/2, x,=-1/2 1 x;=0. Znajdziemy masy
tych punktow.

Warunki dla punktéow kinetycznych beds nastepujgce:

my + My | My =m,




Rozwiazujac ukiad réwnan znajdujemy
1

m1:-6~m,, mgzgm, m%:-gm

Jezeli pret jednorodny checemy sprowadzi¢ do dwoch punktéw kine-

tycznych, symetrycznie rozmieszezonych wzgledem érodka G, to mamy:
’ 2

— . 2 a_ .

my -+ my=—m, my —I—mzmz——O, miijrmzmgﬁ‘le,
m o V3

Xy = — Xy, m;“-mgrm—z—, 501““_(132—‘—6_-

Sprowadzajac wreszcie pret do dwoéch punktéw, z ktorych jeden
umieszezamy ha koncu preta np. W punkcie A, otrzymamy po rozwigza-
niu analogicznego ukladu réwnai warunkowych:

1 3 1, 1

s ?TLQT—“T}“?TL, $1:“§1; $2:_H*6"1;

czyli punkt K, lezy na /a dlugosci od konea B.

A ' g A ] ' G
O— '-?‘ 10 H L LL EF T '? »
Ky e ' K K,

Rys. 1 Hys., 2

5.2. Elementarny wycinek plaski. FElementarny wycinek plaski (o nie-
skofczenie matym kacie) trakiujemy jako pret niejednorodny o zmiennej .
gestosel wzdiuz osi preta.
~ Oznaczajac wierzchotek przez A i podstawe przez B o dlugoscl nie-
skoficzenie malej b oraz oznaczajac dltegosé (wysokost) wyeinka przez L,
‘mogzemy napisa¢ moment bezwladnoéei wzgledem $rodka masy G, leza-
cego w odleglodei /3 1 od wierzehotka A, w sposdb nastepujacy:

' 2 0 1,
" J(}—-—-.]A—‘-m(—g- 1) ——ﬁml .

Znajdziemy dwa punkty kinetyczne, z-ktérych jeden umieszezamy
w wierzeholku A. Uklad réwnat jest nastepujacy:

2 4 1
my -+ My =", 1, ~3—1 A maae =0, m, —9—12 - my, Xy = i—gml‘*',
1 8 2 1
=g ™, me =g My :x:1:—3—1, xzf—_—l—zl.
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Punkt K, lezy w odleglosci #« diugosei wycinka od wierzcholka A
(rys. 3). o

Umieszczajac jeden punkt kinetyczny na podstawie B zna]dmemy
po rozvvlazamu analogicznych réwnan

1
Rys. 3 Ma =g @ gk

Kiedy wigc jeden punkt kinetyczny znajduje sie na podstawie wycinka,
drugi lezy w §rodku jego diugosei.

5.3. Ostrosiup elementarny. Elementarny ostrostup, podobnie jak w przy-
padku wycinka plaskiego, traktujemy jako niejednorodny pret. Oznaczmy
wierzcholek przez A i podstawe przez B, nieskoriczenie male pole podstawy
przez b oraz diugosé ostrostupa przez L.

Moment bezwladno$ci ostrostupa wzgledem Srodka masy G, znaj-
dujacego sie ‘na % diugosci od A, przedstawiony jest nastepujacym

wzorem:
i . 3 \ 3 2
Jo=Ja m(4 l) %ml

* Qkreslimy dwa punkty kinetyczne, z ktérych jeden umieszczamy
© w wierzchotku A, Wiedy

3 9 , 3.,

My =+ Mg =M, m1———l+m2$2::0, m, 1632+m3m§%%lz;
1 B3, 1y
m} lﬁm) m2 16 1 4 ) 3:-2—-— 20 .

Widzimy wige, ze. kiedy punkt kinetyczny K, o masie Y1sm lezy

w wierzcholu 4, to drugi K, o ma- 8
sie 1%/, m lezy w odleglosci od ' : LS

e p Y . b Kq
wierzcholka 4/, dhugosci ostrosiupa P
{rys. 4).

) Rys. 4
Umieszczajac jeden punkt na podstawie B otrzymamy
m —E—m m. im S l 1 l
1 g s 2 T g ’ 1 20"’ Xg == Z‘

Punkt K, o masie 3/s lezy na podstawie B, a punkt K, o rhasie #/sm
lezy w odleglosei 3/5 1 od wierzcholka A ostrostupa.




5.4, Plyta trojkatna. Do znalezienia punktéw kinetycznych ptyty tréj-
katnej jednorodnej i nieskohczenie cienkiej mogliby$émy wykorzystaé
rozpatrzony juz wycinek plaski jako element podstawowy, dzielgc irdj-
kat na elementy podstawowe, wychodzace z wierzcholka C. Znalezlibyémy
mase /v m skupiong w wierzchol-
ku C oraz mase %/» m rownomier-
nie roztozong na odcinku réwnole-
gltym do podstawy AB i odleglym
od C o %41 Po sprowadzeniu te-
go odcinka do dwéch punktéw ki-
netycznyeh otrzymalibyémy w ten
sposdb trzy purnkty kinetyczne.
Poszukamy jednak innego zespotu
punktéw, ktéry bedzie najprost-
szy. Dojdziemy do niege droga
nastepujaca.

Rys. 5 Okreslimy moment bezwlad-

' noéci plyty trdojkatne] wzgledem

ost z przechodzacej przez érodek masy G i prostopadiej do plyty, przy

czym zamiast masy bedziemy rozpatrywali pole F trojkata. Przyjmiemy
oznaczenia zgodne z rys. 5.

Moment wzgledem osi réwnoleglej do z przechodzgcej przez wierz-
chotek C jest:

x dh x? AB*dhh® | ABdh CM*h?

2. —_—
o= Fxdhy 12H° o ’

gdzie podstawiono x=ABh/H i y=CMh/H .
Caltkujac w granicach od 0 do H otrzymamy

el T

F(LBZ 30.1}?_?‘_)
. :

Postugujac sie rachunkiem wektorowym znajdziemy:

— - — - ey
AB—2(GK — GL)=2(2GK + GM),

— 3 —r -
CM=3GM, CG=2GM,;.
P 2
Jf_-f3(2GK2—]— GM+2GK - GM+ GM)
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—

. -
.}GZJC——F‘CG‘z:%(zGKz +14GM* +2GK-GM)—4F-GM* =

—— > (e A ’
::%maxh+mmﬁ+2axgGM%=§HGK+GMV+GKW+GMﬂ;

ey

. g F ‘ s ;
GK+GM=--GL, ngi(GLg‘-%GK“%-_GM‘%).

Otrzymany wzor sugeruje, ze poszukiwane punkty kinetyczne o row-
nych masach (polach) moga znajdowaé sie w Srodkach bokdéw tréjkata.
Dla upewnienia sie nalezy sprawdzi¢, czy takie trzy punkty czynig zados¢
odpowiednim warunkom., Wzér otrzymany spelnia tylko jeden warunek
dla momentéw bezwladnosei wzgledem osi z w pukcie G. Poniewaz jest
rzecza widoczna, ze warunki (3.1) i (3.2) sa rowniez speinione, pozo-
staje wige tylko sprawdzié réwnania dla dwoch momentéw bezwladnosei.
Obliczmy moment bezwladnodci trojkata wzgledem $rodkowej CM:

: H
xdhx® |, - h
ﬁw_! g sinte, x=AB,
F{AB . V¢ F(LK__ V
JCM—Z—SM(Tsma) = 2 3( 2 sma) .

Wyrazenie to przedslawia rowniez mo-
ment bezwladnogei trzech punkiow M, L
i K o masach F/3 (przy czym punkt M lezy
tu na osi}. Fo samo otrzymamy dla kazdej
grodkowe].

Stwierdzamy wige, ze trzy punkty ki-
netyezne plyty ‘tréjkatnej o masach réw-
nych m/3 znajduja sie w &rodkach bokow
plyty.

55. Czworoscian. Najprostszy z wielo-
$ciandw — czworoscian — posiada zna-
czenie specjalne ze wzgledu na mozliwosé
podziatu kazdego wielo$cianu na czworo- |
$ciany skladowe; dlatego zajmiemy sie
wyznaczeniem jego punktéw kinetycz-
nych. Miedzy czworoscianem i trojkgtem
nie ma analogii i nie dochodzimy, jak by Rys.. 8
sie moglo zdawa¢, do czterech punktéw
kinetycznych w érodkach Scian (o czym mpoina sie przekonaé¢ na ostro-
shupie elementarnym). Positkujgc siq ostrostupem elementarnym znaj-
dziemy dogodne dla celéw prakiycznych cztery punkty kinetyczne w spo-
s6b nastepujacy. '
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Niech bedzie dany czworo$cian ABCD (rys. 6), ktory dzielimy na
ostrostupy elementarne o wspélnym wierzcholtku w narozu A, Sprowa-
dzajac kazdy z elementéow do dwu punktéw kinetycznyeh: jednego w A,
drugiego w odleglosci réwnej Y5 diugosci ostrostupa od wierzchotka A,
otrzymujemy nastepujgey zespét kinetyczny: punkt kinetyczny K, w A
o masie Y18 m oraz jednorodny tréjkat kinetyczny B'C'D’ o masie /16 m,
rownolegty do podstawy BCD i odlegly od A o %5 wysokodei ezworo-
scianu. Sprowadzajgc nastepnie trojkat do trzech pimkiéw kinetycznych
w Srodkach bokéw, otrzymamy dla czworoscianu cziery punkty kinetycz-
ne: K, o masie Y16 m w narozu czworodciany oraz K,, K; i K, o masach
16 m na Y5 dlugosei srodkowych wychodzacych z tego naroza, Zesp6t
taki mozemy -dowolnie wybra¢ z czterech zespoléw analogicznych, wy-
chodzac z réznych narozy. o ' '

6. Metoda przeksztaleenia. Twierdzenie

O ile wyznaczenie ukladow kinetycznych dla zwyklych figur geome-
irycznych jest na ogél rzeczg fatwa, to wyznaczenie ich dla figur 0gol-
nych moze napotkaé¢ na trudnosei. W celu uhikniecia tych trudnosci po~
szukamy dla pewnych przypadkow nowych drég stosujac metode prze-
ksztatcenia. o

Powstaje pytanie, jak sie zachowujg punkty kinetyczne bryty przy
- jej przeksztalceniu, OdpowiedZ na nie moze mieé znaczenie donioste dla
celow praktycznych. Jezeli dang bryle otrzymujemy przez pewne prze-
ksztalcenie innej bryly, dla ktérej znane sg punkty kinetyczne, oraz
jezeli wiemy, jak przy odksztatceniu zachowujg sig¢ punkty kinetyczne,
to tym samym otrzymujemy te punkty dla bryly odksztalconej.

Zajmiemy sie przeksztalceniem bryly przez przesuniecie afiniczne,
przy ktérym proste nie ulegaja wygieciu, zas odeinki broste réwnolegle
do kierunku przesuniecia zachowujg swa diugos¢. Przy takim «zsunieciu»
z prostych bryl otrzymujemy bryly ukosne (i o0gblniej przeksztalcone),
zachowujace swa objetosé (prostopadiofeian przekszialca sie na réwnole--
gtoseian, kula — na elipsoide itp.). o '

- Udowodnimy nastepujace twierdzenie: jezeli dla danej bryly mamy
Jakikolwiek ukiad punktéw kinetycznych m., .., m,, to po odkszial-
ceniu bryly przez afiniczne przesuniecie, punkty kinetyczne bryly pier-
wotnej przesunicte razem z bryla stanowia uklad punktéw kinetycznych
dla bryly odksztatcone;. :

Niech bedzie bryla z pewnym okreslonym ukladem n punkiéw kine-

tyeznych my, ..., m,, gdzie n moze byé skoficzone lub nieskoficzone. Przyij-
mijmy w §rodku masy G bryly prostokatny uklad odniesienia x, Y, 2.
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Ceniralng elipsoide bezwladnosci bryly mozemy _wyznaczyé przez
- szeSé momentow, z ktérych trzy sg plaszczyznowymi momentami bez-
whadnosei:

fscgdfm, fy‘“’d'm, _fz"’dm,
n rt m

oraz trzy momentami dewiacyjnymi:

f:cydm, fyzdm, fzacdm.
m m

n

Porownujge je z momeniami uktadu punktéw kinetyeznych mamy:

) n fl
2 J— 2 — .
J:c‘dm-—z xim,, fmydm——Zm,.y,.mt.,
m 1 G 1

Fi)

{6.1) : J‘yzdng y; mg, j‘ydemZyizimi'
i

n i

n n
fzzdm:Z 22 m;, jzxdm—ﬁZzimimi.
1 " 1

m

Rownania te stanowia warunek wspolnosci centralnej elipsoidy bezwlad-
nosci uktadu punktdéw kinetycznych ibryly.

Zaldimy, ze uklad wspélrzednych x,y,2
jest tak zorienfowany, Ze plaszezyzna xy
jest plaszczyzng kierujacg przesuniecia

oraz 0§ y jest réwnolegta do kierunku & /
przesuniecia bryly. G : 4

Przesuniecie jest afiniczne, jesli dowol-
ny punkt A przesuwa sie réwnolegle do.
osi y; tworzy sie przy tym kat przesunie- /
cla y [nowe polozenie oznaczmy przez A" ¥ - Rys. 7
(rys. ). '

Wspblrzedne punktu A przed i po przesunieciu sg nastépujace:

z

A, x, Y, Z,
A, x, ytzesny, =z
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Na podstawie réwnan (6.1) otrzymujemy nastepujace zwigzki: :

113
’ xf dm = Z xtm,,

" 1

i

f(’y +zsinyPdm= 2_('!,‘,- + z,sinyP m,,

" 1

"
. L
2 — 2
Jz d'mgz_‘, z=m,,
i

m

: S o
Jaty+zsinylam= Yz (y,+zsnym,
m 1 )

f {y 1+ zsiny}z dm= 2 (y; + zsiny)z,m,,

m 1

H

f zxdm= 2 2,%,;m;,
m i

Istotnie, rozwiazujac wizory (6.2) otrzymujemy na mocy wzordw (6.1}
wyrazy prawe]j i lewej strony tozsamosciowo réwne. I tak np. wzér drugi
na mocy (6.1) daje :

J‘y"‘dm +sin2yj‘zzdm~l~2SinyJIyzdm:

m "

I H n
Ak 1 5 .
= E yim, + sin®y 2 22m, + 2siny E Y zm, .
i 1 t

Roéwnania (6.2) stwierdzajg wspoinosé elipsoidy bezwladnogei bryly
przesunietej oraz przesunietych z bryla jej pierwotnych punktéw kine-
tycznych. Twierdzenie zostalo przeto udowodnione.

Deonioslod¢ tego twierdzenia jest widoczna, bowiem daje ono owocnha
metode bezposredniego wyznaczania punkiéw kinetycznych dla pewnej
kategorii figur, ktére mozna otrzymaé z figur prostych przez przeksztai-
cenie. :
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6.1. Zastosowanie metody przeksztalcenia do bryl przestrzennych. Niech be-
dzie bryla, ktorej dany jest Srodek masy G oraz gléowne kierunki
bezwladnoécei, jak réwniez i glowme cen- 2
tralne momenty bezwladnosci. Checemy
wyznaczy¢ cztery punkty kinetyczne 02
o réwnych masach. Obierzmy w G uklad
osi wspélrzednych x,y,2 (rys. 8) zgodny
z glownymi kierunkami bezwladnodel. 4 P

Wykorzystujac swobode warunkéw ogél- ° y; =4
nych umie§émy jeden z punktdéw kine- /
tycznych (1) na osi y; pozostale trzy _ /

{2,3,4) w plaszczyinie prostopadlej do v, 5 3

przy czym jeden z nich w plaszeczyZnie Rys 8.

yz. Uklad punktéw kinetyeznych bedzie
wige symetryczny wzgledem plaszezyzny yz. Warunki dla punktéw ki-
netycznych przedstawia sig w sposdb nastepujacy:

(6.1.1) mlzmzzmgzmdz-zm,
1 i 13 1 2
(6.1.2) Tﬂﬁ3+ ’4*3?4 =0, I%“}‘ —4""9‘234:0, ZzzﬂLIzsa:O:
1 2_,_1( 2 9 2, 2 Jx
2 4 Yo+ 2 "24'"(9234“"234):%1
(6.1.3) At @t a)=2,
m .
1 1 2 . J
Y y%""i}i‘" yga4+z(y§34+$§4) :7,;'

Z réwnan (6.1.2) oraz z rys. 8 mamy:
(61.4) xy=—=x,, =x3=0, Y = -3Yp, z=0, Zy == — 22y,
We wzorach wprowadziliSmy oznaczenie Yozg = Yo == Yy == Y, OTAZ 24, =
=23=z4i$§4=.x‘§=.‘1?2. .

Otrzymujemy nastepujgey uklad réwnan: ~

2J,
6 y5g, + 32%4:W7

2J
' Xy + 32, = my'
(6.1.5) -

2Jz
x5y + 6 Y3y, = m

Jx+Jy‘+ JzzzJ{}-

93

R




Z (6.1.4)i (6.1.5) wyznaczamy cztery punkiy kinetyczne dla bryly:

m . .

My = 27 ) x‘l '-: O '
My = Zi , To==10 a
m DX PR
m YK P
m4 = *4—’ 334 — _E/&%JX) ,
(6.1.6) .
- Toe T, _
Yy=—3 G3my’ a0
Jods LY P
N T e =
4/ Jo—J, _ 4 /2Ua— )
R A R T =)
Jo—J, 2(Ja—J2)
=157 ‘——E/—g‘ﬂ"rf“'

Jezell z tej bryly powstala przez przesunigcie w pewnym kierunkw
nowa bryla, to przesunigte punkty kinetyczne pierwszej bryly beda
punktami kinetycznymi drugiej. Wyznaczamy te punkty w ukladzie
wspblrzednych ukodnych, przesunietych razem z bryla,

Stosujae wzory do prostopadioscianu o krawedziach a, b, ¢ réwnoleg-
Iych do osi G, Gy, Gz mamy:

J.xﬂmbzi—;f, Jyzmczj_za—g, Jz=ma—2:_2bf, JG:m—w——ag+?;+c—2,,
) @1:%; x, =0, y1=«-—~g: 2, =0,
mg%%s Ty ==0, y2=~g—~; zg=z3gc,
m3=%, :cl,=l—/g€-a, y3=%, zg———l/ﬁz_cr
m,,=%"—, sc4=——@a, yqég, 24:‘f‘r]{‘6€c
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Punkt kinetyczny m, znajduje sie na Scianie prostopadioécianu pro-
stopadiej do y.

Dla réwnoleglodcianu wspoirzedne punktow kmetycznych w ukladzie
ukoénym nie zmieniajg sie, jezeli ¢, b i ¢ oznaczajg krawedzie,

Stosujac nastepnie wzory (6.1.6) do prostego odcinka paraboloidy
eliptycznej mamy (rys. 9).

OA==a, OB=Db, OC=c,

1 w
0G= b, v=gabe, ,
; Ambz_‘_gc?‘ r _ma3+£ia
\,r‘-‘ 18 ’ Y 6 '
J g 3e b7 3a%+ 3¢
z 18 o 6= Mm 18 >
m
My ==y x, =0, Yy ==
m
Mg == 4 X =4, Yo == -0
m L Ve 1
My = 4, x.‘]"_ 3 a, yq ﬁb, 23“—“’ 3 C,
m C Y3 /6 1
My = 4 x*lm“'l/Ta 942% ) 24:“—30-

Wspodlrzedne -punktéw kinetycznjrch przeksztalcbnego'odcinka para-

ukosnych), jak wspélrzedne punktéw kine-

¥ tycznych odcinka paraboloidy nieprzeksztal-
: ) conej.

2 : 6.2, Zastosowanie metody przeksztalcenia de

T piyt plaskich., Niech bedzie dana figura pla-

i) «  ska lub cienka plyta plaska, kiérej wiadome

1
-
sg: Srodek masy G i gldwne kierunki oraz
. giowne momenty bezwiadnogei. Okreslimy
trzy punkty kinetyeczne o réwnych masach.
Rys. 10 Obieramy w G uklad osi z, ¥ zgodny
z glownymi kierunkami bezwladnosei, Ma-
jac mozno$¢ wyboru pewnych parametréw, umieszezamy jeden z punk-
tow m, na osi x, pozostale dwa m;i m, — symetrycznie Wzgledem x
(rys 10}
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Wafunki .dla punktéw kinetycznych sa:

{6.2.1) m1=m2:m3:1§,

(6.2.2) %yg R %m1+%x23=0,1
T vh— '-31~mi+§w§3=%:

(6.2,3) XL, == — Ay, Yy = — Yy, Yy =0,
mgﬁzzﬁn’ 933:2{;'

Wyznaczamy stad trzy punkty kinetyczne piyty: ' I

m
m]”?1 x —2 m’ Y, =10
. ' J 3J,
{6.9.4) _m L dr L/ 2
e =3 L 2m’ Yu ] 2m’
: m I, 3J,
™y =?" Ly = ﬁii’;’ y-z:__—g/zm

Punkty kinetyczne przesunigie beda punktami kinetycznymi dla
plyty przesunigtej; wyznaczamy je w ukladzie wspdirzednych ukosnokat-
nych wyznaczonych przez przesunigeie obranych na poczatku wspétrzed-
nych dla figury nieprzeksztalconej. Przez zastosowanie wzoréw (6.2.4) do
prostokgta oraz romolegloboku obokach ai b otrzymmemy nastepu]qce
punkiy kinetyczne: :

m /6
m1.“—_'§': xlz_l_é_a? y1:0a
. m Ve Y2
mE'—S H Ly 120": Ya = 4 b:
o ™ _ Ve _ vz,
| A 3 ? 'I“S 12 il y%_ 4

Przez zastosowanie do prostego lub uko$nego odcinka ‘paraboli o sprze-
zonych: strzale a i cieciwie b otrzymamy punkty kinetyczne w pomzszy
sposdb. :

96




Biorac pod uwage prosty odcinek paraboli obierzemy uklad osi x,y,
kierujgc 08 x zgodnie z kierunkiem osi paraboli. Wiemy tutaj, ze Sro-
dek G lezy na odlegtosei */s a od cieciwy, pole odcinka wynosi 2/3 ab oraz

IS S 12
Jx—zomb , Jy= To5 M,
m 2yez
,'m!f_?r 1 —"—ég ) y, =0,
_m _ Va2 /30
My == S ] x;}m 35 ) i 20 1
_m o V42 _ V30
my =, P =3 O Vs = g

Wz-ory te nie ulegaja zmianie dla odcinka uko$nego paraboli; a i b
oznaczajg wtedy wielkosci sprzezone ukosnie — strzatke i eieciwe.

7. Ruch plaski bryty

Metoda punktéw kinetycznych, specjalnie nadajaca sie do ogélnych
zagadnien przestrzennych, moze byé réwniez z korzyscig zastosowana
do zagadnieri zwigzanych z ruchem plaskim. Ruch plaski bryly zastuguje
na glebszg analize 1).

Przy ruchu plaskim bryly sily bezwladnosci stanowia ukilad kopla-
narny (sity réwnolegle do plaszezyzny). Uklad taki moze byé sprowadzony
do uktadu plaskiego (sily w plaszezyZznie) tylko przy pewnych warun-
kach. W ogélnym przypadku ruchu plaskiego bryly sily bezwladnogci
sprowadzajg si¢ do sily lezacej w plaszezyznie ruchu, przechodzacej
przez Srodek masy, oraz do momentu o pewnym kierunku wektora.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby uklad koplanarny sit
bezwladnodci bryty sprowadzat si¢ do ukladu plaskiego jest prostopadiosd
wektora momentu sit wzgledem $rodka masy G do plaszezyzny ruchu
tego Srodka. : .

Wynika stad nastepujacy inny rownowazny wniosek: 0§ z w Srodku
masy G, prostopadia do plaszezyzny ruchu tego $rodka, powinna byé
jedng z gldwnych osi bezwladnosei.

Istotnie, jezeli moment sit bezwladnosei wzgledem sérodka G jest
prostopadly do plaszczyzny ruchu §rodka G, to obierajac w tej plaszezysi-
nie prostokatny uklad osi z, y otrzymujemy, co nastepuje.

Pomijajac sity réwnolegle powodujace ruch postepowy wedlug ruchu
srodka (3, 2 wiec proporcjonalne do mas i dajyce wzgledem G moment
rowny zeru, bierzemy pod uwage tylko sity elementarne obrotu okolo G:

wirdmtevrdm,

) Por. [1], str. 517,
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gdzie | exF= 0 e

r oy z
Momenty sumaryczne tych sit bezwladnosci wzgledem osi x i y sa:

| [(ydZ —2dY)=0,  f(zdX—2zdZ)=0,
gdzie
dz=0, ,
dX=ov’xdm—eydm,
dY = o’y dm 4 exdm.

Podstawiajac te znaczenia mamy

m”fzmdm ——efzydm-—s 0,
m M

co‘*fyzdm——efzxdmzo.-

m m

Poniewaz wyznacznik tego ukladu o' +e® nie rowna sie zeru, przeto
jedynym rozwigzaniem’ jest

J‘zxdm:O, fyzdm:O,
. ‘

m

co stwierdza, ze 0§ z jest osig gléwng w G.

W dalszym ciggu mozemy sformulowaé nastepujacy wniosek: jezeli
bryta znajdujaca sie w ruchu plaskim czyni zado$é wyprowadzonemu
warunkowi, to jej mase Iaeznie z sitami bezwladnoéci mozemy przeniesé
_prostopadle do plaszezyzny ruchu $rodka masy bryly i uwazaé bryle za
figure plaska, poruszajaca sie w jej plaszczyznie. Uklad punktéw kine-
<4ycznych w tym przypadku znajduje sie w plaszezyZnie ruchu $rodka
masy 1 redukuje sie do dwdéch punktdw kinetyoznych.

Istoinie, réwnania punktéw kinetycznych dla plaskiego ukiadu i pta-
skiego ruchu bedg nastepujace:

(7.1) Em;m—__m,
Tmiax;=0, XYwmiy, =70, (i==1,..,mn}
2m(x*+y*i=Je,




Hos¢ stopni swobody s dla n punktow kmetycznych wyn031 tuta] '
s=3n—4. :

Dla n=1 oraz s=— 1 ukiad jest niemozliwy, zag dla n =2 oraz s=2
uktad jest mozliwy, przy czym moZemy jeszcze przyjaé dowolnie dwie
niewiadome. Przyjmijmy m, = m, = Y2 m. Jedna ze wspotrzednych usta-
limy na konfieu. MozZemy napisaé

Ty Fx, =0, Iy = —,,
'y1+y2=0‘, Y=Y,
lub
C2Jg

% a2 2 : .92

ity F gty = m = 21,
2 2 __ 9
T+ Y =15,

Ostatnie réwnanie przedstawia kolo o érodku w G, o promieniu ig, na
ktérym leza przeciwlegle dwa punkty kinetyczne. Dysponujge jedna ze
wspoirzednych mozemy w dowolnym poloieniu $rednicy ustalié na kole
miejsca obu punktéw.

Nadmieni¢ nalezy, ze bryly sprowadzajace sie do ukladéw plaskich
53 to najezeseiej elementy konstrukeyjne symetryczne wzgledem pla-
‘szezyzny ruchu Srodka masy; jest to przypadek szezegdlny ogblnego przy-
padku rozwazonego wyzej.

Dwa punkiy zastgpcze, do jakich daje sie sprowadzié bryle iylko
w warunkach wyjatkowych, nalezatoby nazwaé raczej punktami pseudo-
kinetycznymi, gdyz nie sga to punkty kinetyezne w calym tego stowa
znaczeniu. ‘

8. Wskazowlki praktyczne. Przyklad zastosowania metody punktow kinetycznych

Metoda punktow kinetyeznych w polgezeniu z metods wykreélng mo-
ze miel szersze zastosowanie dla dynamicznych obliczefi czesei mecha-
nizmdw, jezeli rozporzadza sie opracowanym katalogiem punktéw kine-
tycznych dla elementéw typowych, na jakie moga byé podzielone czesci
mechanizméw. W tym celu dodajemy na kovicu niniejszej pracy katalog
punktéw kinetyeznych dla prostych elementéw. W praypadku elementéw
ukosnych korzystaé nalezy z twierdzenia o odksztalceniu.

Sposob uzycia metody przedstawiony jest na przykladzie obliczenia kor-
bowodu, a wige bryly znajdujacej sie w ruchu plaskim i sprowadzajgcej
sie do ukladu plaskiego. Na rys, 11 mamy przedstawiony korbowod
w rzucie na plaszezyzng sprowadzenia mas. W tej plaszezyznie leza tez
punkty kineiycune poszezegdlnych czesci otrzymanych 7 podziatu kor-
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bowodu. Musza to byé elementy typowe, dla ktéryeh mamy po dwa punkty
kinetyczne, objete katalogiem. Korbowdd (rys. 11) zostal podzielony: na
czedei zhlizone do trojkatow i do uko-
‘gnych odeinkéw paraboli, ktére tez trak-

. _0%%, _ Y tujemy jako trojkaty i parabole. Jezell
Cef - eng] glowa korbowodu posiada z kazde]j stro-
N g ny po dwie Sruby, to mamy podwdjne
@' " G punkty kinetyczne pokrywajgce sie
I+ w rzucie. Wneki i otwory uwazamy za

l masy ujemne. Jezeli cigzar wlasciwy
wszystkich czedei korbowodu jest jed--
i nakowy, to mozemy masy elementow
sktadowych zastapié¢ przez ich cbjetosei.
F Dzielge korbowdd na 21 elementow,
‘ : wyznaczamy ich punkty kinetyczne
Ggi; I w mastepujacy sposéh.
|- Obieramy uklad odniesienia x, y w
srodku O gbrnej glowicy korbowoduy,
kierujac 0§ x wadiuz korbowodu. Dla
elementu k =zakredlamy =z jego &rod-
ka masy G, kolo promieniem ig; orax
umieszezamy na tym kole dwa prze-
ciwleglte punkty kinetycezne na $redni-
cy prostopadiej do Gy O, t]. symetrycz-
nie wzgledem G O; usprawni to w du-~
zym stopniu obliczenie.

Mamy wiec ogétem 42 punkty kine-
tyczne, wsérod nich 24 punkiy syme-
tryczne wzgledem osi x. Proecz tego
wszystkie pary punktdw sz symetrycz-
ne wzgledem Gy O. Otrzymane dane
dla pigtnastu srodkéw mas i pietnasiu
punkiéw kinetycznych porzadkujemy
w nastepujacej tablicy:

. - ‘ i ’ |
Rys. 11 k i M i L émk Tyl T | ™,
W tablicy tej przyjeto oznaczenia nastepujace: k jest numerem elementu,
m masg elementu, x;, odcigta polozenia, Gy $rodkiem masy elementu oraz
7. odleglodeia od O jednego z punktdéw kinetycznych w k-tym elemencie.
Z tabeli tej znajdujemy: :
{a) potozenie srodka masy korbowodu G

o < M p
6= Ty
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{b) moment bezwiadnosci korbowodu wzgledem O

Jy=2m, 1,
oraz moment bezwladnogei korbowodu wzgledem $rodka masy G

Jo=J,—a% Xm, =ilm
. o . ‘

Ostatecznie okreslamy albo. (2} dwa punkiy kinetyczne korbowodu,
lezace przeciwlegle na kole zakreslonym promieniem 4 ze $rodka G
o masach réwnych m/2 kazdy (gdzie m = X'm, okrefla mase korbowodu),
albo (b) dwa punkty kinetyczne, z ktéorych jeden usnieszczony jest
w érodku gérnej glowicy O, drugi w C na osi © w odleglosei x, od Srod-
ka masy G po przeciwne]j stronie.

Znajdziemy x. oraz m, I m, z rOwnah warunkowych (umieszezajac
srodek ukladu odniesienia w punkeie G): '

mytme=m, Mg Xy - e == 0, myah 4 m, k== J, .

Po rozwigzaniu znajdziemy

Je i
: a 4]
x, =G0 =q, Do = e e
ma a
Jgm i : a?
my = == — m m, = —
- Jgtmaet i 4a ¢+ a

Punkty kinetyczne O i C sa zwykle wprowadzane w obliczeniach
ukltadéw korbowych przy wyréwnowazaniu mas. Punkt o) jest srodkiem
wahat sprzezonym z punktem O, eo widoczne jest ze wzoru na ..

Podany przyklad ukiadu plaskiego, czesto wystepujacy w t_échniée,
nie wykazuje wlasciwych zalet metody punktéw kinetycznych. Przepro-
wadzone wyze] postgpowanie, w ‘poréwnaniu ze zwykla metods oparts
na twierdzeniu S teinera, nie wiele tylko jest korzystniejsze. Na-
tomiast przy obliczeniach mechanizméw przestrzennych metoda punktow
kmetycznych goruje nad innymi metodami.

To, ze teoria i metody punktéw kinetyecznych pozostawaty dotychczas
nierozwiniete nalezycie, mozna tlumaczy¢ niezbyt czestym stosowaniem
mechanizmow przestrzennveh. h
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Katalog punktow kinetycznych-

Figura . Uklad punktéw kinetyeznych
1. Pret prosty ele- (a) Ty = 1 m, T, = —x, = 0,28871,
mentarny 2
1 - 4
1 b m12=F'm- m-‘l:Em:
—_—
A i) 8
: 1
T =—xy=—1, x =90; i~ = 0,28871,
AB=1 GA=GB ! P2 3 ! G
2. Wycinek piaski l
; 8
elementarny {a) =, my = é m,
%x .
A & 3 .x'1=1—12l, xgz—%l. ig=0,23571,
AB=1 GB= W;—I (b} jak w trojkacie (por. 4).
3. Ostrostup clemen-
{farny.
i m, = 15 m My = 1
, B TR TS
. ,5%_; .
U 1 _ 3 o
xl=%1. .:cg_-—ZI, t;=0,19361.
AB=1 GB= ﬂl— I
4
4, Trojkat o bokach 1 ) ) ,
a, b, ¢ . L Muy =gm W srodkach bokow,
D‘ = g0t b ),
' g 8 i —lDEE ] @-leE
_ABD =90° DAE =90° ST Il A S
m, =%m w narozniku 4.
.5, _Czworoscian :
’ r. rys. 6 5 4 .
igotekéiie) ' Mgy =qgm ma g od A diugosciach $rod-
kowych zbieznych w A.
6. Kolo piyta Mz == 2= M, Tigg = i =0,7077 co 120°
. ) T B ] 1 . ' . o
7. Kolo obwad Mgy = - M Ty =g =T €0 120°.
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Figura l ’ ‘ Uklad punktéw kinetycznych
— E

1 _ 1 o
8. Trojkat foremny My = 5 M, Ty =ig= 5t €0 120°,
“plyta ’
ply ! r promien kola opisanego.
I
. & f ‘ 1 .
9 :‘;‘212? oremny : My = 5, Ty =15 =0707Tr co 120°.
: : . 1 ,
10. Kwadrat plyta ‘ Mgy =g ™M T =ig=05781r co 120°.
" 1
11. Kwadrat obwéod | My = " M Ty = ig=05087 co 120°.
. ] I
12. Pieciokat foremny Mgy == g M Ty =ig=10634r co 120°.
) ‘ .
13. Szesciokat foremny My = 5 M, Ty =1ig=0,6407 co 120°.
14, Czworobok 1 tra- z podziatu na dwa tréjkaty otrzymujemy
pez 5 punktéw kinetycznych.
15. Pr%stokat o bokach My =5 M, x, — —0408a, p—
a, .
X, =0,2040a, Yy, = 0,353 b,
y : x, = 0,204 a, Yy =~ 0.363b.
b 6 X
E‘ g, = 0,2887° (a* +bY).
16, Polkole
. M=y m, =0T, p =0,
x, = 0,187 r, py = 0,687 7,
X
2= 0,187r, Yy = — 0,667 71,
OG = 0,424 7 ig = 0,5656 7.
17. Parabola T T
1
m.23=3m, x=—0370a, =0,
x,=0,185a,  p=0273b,
x=10185a. Yy == 0,273 b,
0G=—q o i = (0,261 a)* + (0,224 b)%.
5 : ;
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Figura

Ukiad punktéow kinetycznych

‘18. Kula pelna

_ 1
Mgy = M,

1 #1230 = 0,683 r {foremnie),

i, =0,6325 7.

19. Kula powierzch—]

nia

1
Tyggy = T m, Tiage = 0,894 7,
i, =

0,8165 r.

20, Czworoscian
foremny

Mygyq = 5 M,

4
r = promien kuli opisane;j.

“Figye = 0,447 v,

21. Szescian o krawe-
dzi a

My = M, Tro3a = 0,577 7 =05 a;

4
i, — 040827 = 023535 a .

22. Prosiopadio$cian

1
Meyag4 = ry i,

1
=0, h=—5b. =0,
i
=0, yg_=€b, 2 =047 c,
. 1
¥ = 0,408 a , ygtfb, zm=—--0471c,
L .
x; = — 04084, Yy == i 2y = — 470 ¢

i = 0,2887% (b® + ¢).

23. Stozek kotowy

“ G8=r
:
=y
OG= —i— h

My == % m w wierzcholku A,

Mgy, :im w przekroju prostopadlym do osi i odleg-

16

tym o % wysokosci od A na promieniach 1. = 0,566 r,

i, =(0,251 )2 + (0,111 h)?.

22, Polkula

Mgy — %m s Tygg = 0,744 1,
=10, Yy, =---05641r. 2z =0,
Xy =0, Yy, == 0,141 r, 2, = 0,730 1,
Xy = ‘0,632,?~ , Yq = 0,141 7r 5 2y = — (}’365 T,
Xy = — 0,632y, y,—01417, z, = — 0,365,
f,=0809r,  i,= o7,

centralna elipsoida bezwiladno$ci jest niemal kuls,
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Figura

Ukiad punktéw kinetycznych

25. Paraboloida elip-
tyczna
c 0A=a

0B=b
OC=c

h = wysokos¢ .

Myvgy = I m,
v =0, = —0408b.  z =0,
2
v = 0, ¥, = 0,136 b, a=gc,
Xy, = 0,577 «, ¥y = 0,136 b, 2y = % e,
] 1
x=—05"Te, y,=0136b. 2'4:*"“3—6’-
' dla paraboloidy kolowej
éi,z = {0,236 b)? -~ (0,408 %, iy == 0,577 +.
Mypyy == i M.
Ay =0, th——05h, 2z =10,
Xy =0, Yy, = 0,167 h, 2, =08177r,
X5 = 0,707 r Y =0,167h 25 = -~ 0,408 7.
Xy =—0,707r, Yy =0,187Th, 2y = — 0,408 7,

dla ruchu ptaskiego rownoleglego do. plaszezyzny yz
My = % m, i = (0,51)+(0,289 B,

27. Poélwalec
z

kotowy

]

OG! = 0,424 ¢
=2GG

Myggs = L m
1235 — 4 3

..\']:0, yjﬁﬁ?-0=5h’ Z]:Q,
X =0, Y. = 0,167 h , z,=0,2157,
X = 0,707, 1, = 0,167k, 2y = —0,107r,
xy=—070Tr. y,=0,167h, 2 =—20107r,
dla ruchu plaskiego réwnoleglego do plaszezyzny yz

Myy = % m, & =1{057)* 1 (0,289 h)?,
dla ruchu pfaskiego réwnoleglego do plaszczyzny Ty
' Myy == ; m, i ={0,2647) 1(0,289)",

28. Graniastostup
szesciokatny

k4

"/’m

h=2 GG’_
¢ == promien kota
opisanego

onw==0,

X, =0,
Cay=0,645r,
A= — 0,645 7,

1
Myg34 :~4-m,

N .
yJ:“Eh: 7z =10,
1
?Jz:Eh, 2y = 0,745 7.
- 1 ’
ynzgh, LTy = — 0,892,
1 o
y4=€h, zy=—03727r,

dla ruchu plaskiege réwncleglego do plaszezyzny yz.

m]g:'_

2 M

2 == (0,456 7)* + (0.289 h)?
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Pesiwowme

METOJA KHHETHYECHHX TOYEH

Merol, «XKWHETMUECKMX TOYEK» (T. € MACCOBBIX TOYEK, KMHETHMICCKH
SKBVEANEHIHEIX JIOHHONW FKecTKoi cucTeMe Mmacc) ObLI 10 cMX (I0p paspa-
0oTaH TONBLKO JJIA YACTHBIX CJIYYAEB. :

B macrosieit pafore aBTOp NEITAETCA PAasBUTE HOBBIA Pa3fes AMHa-
MMKY, YCTAHABJIMBAIOIMN HEKOTOpBIe OOIMe TIPIMIIMALI METORA pemie-
BuA Gojee TPYAUBIX NPAKTHYECKMX BOTPOCOB Kak, HATPHMMEp, HpobieMbl
MPOCTPAHCTEEHHOM [JBMIKEHMA TENa € TIPOMIBOJLHBIM = PasSMeINeHMeM
MACCHL '

Onpeflesienne KMHOTMYECKHX ToUex ObOCHOBaHO Ha 0bnprx meobxonm-
MBIX ¥ JOCTATOTHBIX VCJIOBMAX: YCJIOBMIM OOCITHOCTM LEHTpa MAce M yCio- -
BMK nempanmmm NEMICOWEA MHEPIMM TENa ¥ €10 KUHETHUECKHX
TOER.

Bewugy Toro, uTo (popMa TEXHIYIECKMX TN COCTOMT 13 OOJIBLION0 9@eaa
OTAIENLHBIN TEOMETPHMIECKHE QITYP, AAA ONPEReNneHia KHHETHIECKMX TO-
'UeK TAKUX TEJ, SRTOP IPHBOIMT TabILs] KMHETHIECKX TOYeK A BCTPe-
YAeMBIX HA TPAKTHKEe TPOCTHIX Puryp. lna -obobumeEma paccyxmeHu,
TPMBOJETCS TEOpeMa I KOCHIX (DUTYp, COTJIACHO KOTOPOl, BCe KIHEeTM-
YeCKMe TOUKM Tesa, mpyu ero atpduHHOM npeodpasoBaHi, TIEPeMEHNIAoTCs
KaK TOUKH, IPUHALNEKAIME TeJXY; STC 3HATUT, YTO B CHCTEMe KOOPHMHAT,
mpeofpas0BamHoi BMECTe ¢ TeoM, KOOPAWHATHE] KMHETHHUeCKHMY TOUYEK Be-
HyT cebs, Kax WHBAPHAHTEL

MeTop «KMHETHHECKMX TOWEK» 0cobeHHO mpuroseH nna ﬁpMMEHEHHH
COBMECTHO € TpachMueckiM METONOM M, TIOSTOMY, HOJIKEH HAiTH IIMPOKOe '
TPUMEHEHWE B TEeXHMKE, ’

Summary

METHOD OF KINETIC POINTS

The «method of kinetic points» {or mass points kinetically equivalent
to the given rigid system of masses) has been applied so far to particular
cases only. It is the author’s aim to expand in this paper, a new branch
of dynamics comprising certain general principles of a method for solving
more difficult problems of a practical nature, for instance the spatial
motion of a solid of arbitrary mass distribution.
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The determination of kinetic points is based on necessary and suffi-
cient conditions of common centre of mass and common central ellipsoid
of inertia of the solid and-its kinetic points.

In order to determine the kinetic points for solids encoutered in engi-
neering problems, usually composed of simple geometric figures, a table
of kinetic points for such figures is given. In order to generalize this to
oblique figures a theorem is demonsirated, according to which all kinetic
points of a solid are displaced under affine transformation, as points per-
taining to the solid. In other words, the co-ordinates of kinetic points
in the system of co-ordinates transformed jointly with the solid behave
as invariants.

- The method of kinetic points is particularly suitable when used toge-
ther with the graphical method. It is likely, therefore, to find a wider
application in engineering practice.

Proce zostela zlofond w Redakedi dnia 17 grudnia 1953 r.






