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Uwagi dotyczace oznaczef ¥)

Wektory oznaczaé bedziemy drukiem polgrubym; sktadowe wektora
oznacza¢ bedziemy zwyklym drukiem, dopisujge do symbolu wskasnik
tacinski np, w,a@ (i =1, 2, 3), gdziei=1 odpowiada skladowej wektora
na osi &, i~ 2 na osi ¥y, ¢ =3 na osi z. Powtorzenie wskainika ozna-
cza sumowanie od 1 do 3. Tak np. iloczyn skalarny a-b dwéch wektoréw
aib zapisywaé bedziemy takie w postaci

3
a; b[ = E ag'b;.
i=1

 Przecinkiem oznacza¢ bedziemy rézniczkowanie wzgledem wspolrzed-
nej x; (i = 1, 2, 3) polozenia. Tak np.

O
0x;

Sy
-
I
=%
)
I

Wyrazenia 0f/0x (==gradf) oraz 0§/0& oznacza¢ bedg Wektory o skla-
dowych odpowiednio ' '
' ' of - .. 4
0—3{; (=19 oraz 3 ::

i

(i=1,2,3).

© Wekiory w przestrzeni 3N wymiarowej (tj. wekiory o 3N wepdlrzed-
nych) oznaczaé bedziemy symbolami typu xV, a skladowe tego wektora
-symbolami 2y, yy, 2y, %5, Ys, 25, ..., Zw, YN, ZA.

' Tensory i iloczyny diadyczne zapisywaé bedziemy zawsze za pomocyg
pisowni wskaznikowej np.

Py g (==0ufoxy), ty, && (4,3, k=1,2,3).

*) Praca zostala przedstawiona na Kursie Naukowym Zakladu Mechaniki Oérod-
kéw. Ciggltych IPPT PAN w -Migdzyzdrojach w sierpniu 1954 r.
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Operacje symetryzacfi tensora drugiego rzedu oznaczaé bedziemy za
pomoca wezyka nad symbolem, np.
~~ ] e 1
by =5 (ty - L), Urj =& (us,; 4wy, ).
Operacje tworzenia tensora bezzrédiowego oznaczaé‘be;dzi-emy z4 po-
mocg kétka nad symbolem, np.

) Lo o S
Pij = Pij— = i Pra, Wi j ==Yt j g Oy U,

° 1
51’5]251'5&1_?5{/5&5@ _
itp., gdzie symbol K ron 'e ckera dy okreslaja réwnania

‘a 0, jezeli  is£9,
TN, jemeli i=j.

Niekiedy wystapi koniecznosé uzycia obu tych operacji kolejno, np.

0

&y _‘—“%(ez‘fﬁ- eij)“%az‘j exr , 11?72%(% J —I—uj,_f).—%éfjukkn f
Calki wielokrotne zapisywaé bedziemy w postaci catki pojedynczej
piszgc krotnosé catkowania Przy znaku rézniczki. Opuszezenie granic eal-
kowania oznaczaé bedzie catkowanie w calym zakresie zmiennos$ci. Roz-
niczke pod znakiem calki pisaé bedziemy zawsze przed funkejg podeal-
kowg, Tak wiec np. oznaczenie | dy ¢ () oznacza calke potréing funkeji
Fi&)=F(éx &), &) po calej przestrzeni (&, £y, &), . -
Kreska nad symbolem oznaczaé bedzie Srednia ‘wielkosci fizyeznej,
Np. symbol ¢? oznacza Srednia wielkodei c2 Pojecie $redniej okreslone
zostanie w p, 2. : ' N '
W rachunkach operowaé bedziemy najezescie] funkcjami polozenia
W przestrzeni x, predkogei & i czasu t, a wiee funkcjemi postaci f(x,§,t).
Wielkosei miezalezne od Zadnej z tych wspéblrzednych nazywaé be-
dziemy «statymi». Wielkogci ‘iezalezne od polozenia x w przesirzent Na- -
zywat bedziemy «jednorodnymis, wreszeie wielkodci niezaleine od cza-
su t «stacjonarnymi». :

Uwagi wsiepne

Rozwazania nasze ogranicza¢ sig beda do gazéw zloZonych z molekul
elektrycznie obojetnyeh o trzech stopniach swobody (gazy jednoatomowe),
dzialajacych na siebie sitami centralnymi wedtug praw fizyki klasyeznej
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(t;. niekwantowej). Poza ramami niniejszego artykuhi znajda sie wiec .
zagadnienia zastosowania rownania B o ltzm anmna. do zjawisk na-

tury elektrycznej w gazach, teoria plazmy elekironowe], zjawiska zwig-

zane z wymiang kretu molekul oraz wszelkie I{Wanfcowe uogblnienia row-

nonia Boltzmanna i hydrodynamiki wraz z ich ewentualnymi

zastosowaniami do badan wlasnosci nadceieklego helu. '

1. Rozne unjecia teorii gazow

Zjawiska zachodzace w gazach i cleczach badat mozemy na ogol Toz-
nymi metodami. Do badania ogblnych praw wiasciwych gazom oraz do
przewidywania nowych zjawisk dotychczas nieznanych stuzg rédine teo-
rie gazow. Poslugujac sig réznorodnymi modelami gazu teorie te usiluja
mniej lub bardziej gleboko wyjadnia¢ zjawiska fizyczne zachodzace w ga-
zach. Istnieja trzy podstawowe mozliwoSei ujecia teorii gazéw. Sa to uje-
cia: {1) hydrodynamiki ofrodkow ciaglych, ktéra w dalszym ciaggu nhazy-
waé bedziemy hydrodynamiks klasyezns, (2) kinetyczne] teorii gazoéw,
{3} mechaniki statystycznej. Omowimy je pokraotee. ‘

Hydrodynamika klasyczna jest teoria oparta o hipoteze ciaglodel oérod-
ka. Spodréd trzech wymienionych teorii daje ona stosunkowo najlatwiej-
sze metody obliczen. W zwiazku z tym bardzo wiele zagadnien o pod-
stawowym znaczeniu w technice, takich jak np. zagadnienie sit dzialaja-
cych na samolot w locie lub zjawiska zwigzane z przeptywami przez rury,
znajduje wyttumaczenie wylacznie ha .gruncie hydrodynamiki klasycz-
nej. Teoria ta w swym rozwoju przechodzita szereg kolejnych etapow.
Poczynajace od prymitywnego modelu tzw. «gazu idealnego», poprzez stop-
niowe uwzglednianie &cisliwosei, lepkosci, zaleznogei lepkogci od fempe-
ratury ibd. otrzymywano coraz. fo lepszy obraz rzeczywistoscl. Warto tu
zauwazyt, ze wspolczesna hydrodynamika klasyezna przestata byt teorig
o charakterze wylacznie mechaniczhym i zawiera w sobie takze elemen-
ty termodynamiki — nauki o cieple.

. Réwnania hydrodynamiki klasycznej opieraja sig na trzech grupach
ralozed: (1) na prawach podstawowych mechaniki, (2) na prawach termo-
dynamiki, (3) na szeregu dodatkowych zaleznosei do$wiadezalnych, ktore
nazwiemy prawami fenomenologicznymi. _

Stosujac do malej czesci odrodka cigglego (ezyli — jak bedziemy mé-
wili — do «elementu» oérodka) zasade zachowania masy ') otrzymujemy
znane réwnanie cigglodei o

do - .
{1.1) o a—$+(9ui),£=0; _
gdzie ¢ oznacza gestosé osrodka, za$ u: wektor predkoscl przeptywiL
1) Efekty relatywistyczne bedziemy oczywiscle pomijali.
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Stosujae zasade zachowania pedu do elementu osrodka ciaglego otrzy-
mujemy réwnanie wektorowe, znane pod nazws réwnania ruchu '

‘ d U
{1.2) g(dt +u1_u:',j):QFi—pz'f,f,
gdzie F; oznacza wektor sily odniesionej do jednostki masy oérodka, za¢
Py tensor napieé powierzchniowych o dowolnym punkeie oérodka, Wy-
razenie znajdujgce si¢ z lewej strony réwnania (1.2) nosi, jak wiadomo,

nazwe ilorazu substancjalnego, ktéry oznaczaé bedziemy duzg literg Dy
a wieg :

D 0 d
Dy ot T ¥ag
Do czterech réwaan (1.1) oraz (1.2) dolaeza sie zwykle réwnania ter-
modynamiki, J ednym z tych réwnan Jjest plerwsza zasada termodynamiki
(zasada zachowania energii), ktora zapisuje sig na ogét?) w postaci

Dic, T D [u? ' ‘
(1.3) Q‘—%{;—)— Qﬁt(E):QFJUJ*(pijE),j_QI,h

stanu gazow
(1.4) P _grp

W tym wzorze R oznacza staly gazows, zag T temperature gazu. Cidnie-~
nie p okreéla sie za pomocg tensora napieé przez zaleznogé

1
(1.5} . D==opi.

Réwmania (1.1) -(1.4) wraz z dodatkowym warunkiem (1.5) 'sta.nowiag
uktad 7 réwnan dia 18 nastepujgcych niewiadomych funkeji miejsca x
iczasu t: o(x,t), 3 skladowe ui(x,t), & sktadowych py{x, 0T (x,t),p(x,1)
3 skladowe g; x,1). - ‘

—

w

2 Por.‘ ngp, [31].
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Do wyznaczehia tych funkeji potrzeba zatem jeszeze 11 dodatkowych
rownan fenomenologicznych, Wyliczymy je po kolei:
(1) zalozenie symetrii tensora napie¢ {3 réwnania)

{1.6) Pij = Pji;
(2) prawo- Newtona dod:yczgce lepkosel

Au

T

ktére przy pewnych zalozeniach daje pigé réwnan %)

(1.7) py=pdy—2p iy
(3) prawo przewodnictwa cieplnego (3 réwnania)
{1.8) - : ‘ q;i—lT,;,

gdzie 1 jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego.

Tych jedenascie dodatkowych réwnan tworzy iacznie z réwnaniami
(1.1) - (1.5) uklad osiemnastu réwnan skalarnych dla osiemnastu niewia-
domych funkeji. Ten uklad réwnai stanowi jedny z majogblniejszych

- metod ujecia hydrodynamiki klasycznej4). Istnieja tu ecczywiScie mozli-
wodci wprowadzania daleko idacych uproszezen, np. zalozenie stalej ge-
stosei (p=const) prowadzi do bardziej abstrakcyjnego pojecia gazu nie-
¢ci§liwego. Podobnie odrzucenie wspélezynnika lepkogei (4 = 0) daje mo-
del gazu nielepkiego. Dodatkowe za$ zaloZenie nieprzewodnictwa (1==0)

. pozwala po prostych rachunkach na zastapienie réwnania (1.3) przez row-
‘nanie adiabaty itd.

‘Dlaczego rozwigZania przytotzonych powyzej réwnan daja wyniki nie-
zawsze zgodne z dodwiadezeniem? .

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, malezy zrewidowaé zalozenia, na
ktérych opiera sie hydrodynamika klasyczna. Praw (1.1) - (1.4) bedacych
zasadami dynamiki i termodynamiki kwestionowaé nie bedziemy. Nato-
miast wszystkie pozostale zalozenia (1.8)-(1.8) wymagajg- szczegolowe]
analizy. Te analize mozna jednak konsekwentnie przeprowadzi¢ jedynie

wtedy, jezeli wyjdzie sig poza ramy hydrodynamiki klasycznej opartej na
pojeciu osrodka cigglego. Mozna to uczymc na gruncie kinetycznej teo-
rii gazow., :

Kinetyczna teoria gazéw oparta jest na mode‘lu gazl zlozonego z wiel-
k1e3 ilosel drobnych molekut znajdujacych sie w ust_awmznym ruchu. Za-

9% Mamy {1 wiaSciwie 8 toéwnan, ze wzgledu Jedna!k na warunak (1.5) rtylko
5 z nich jest niezaleznych,

4} Mozna by tu poda¢ dalsze uogolmema polegajace np. na uzaleszmemu Wspoi--
ceynnikéw ¢, @, 4 od innych wielkoSci. :
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miast oslemiasty makroskopowych Tunkeji (w dalszym ciggu nazywaé je
'JedZiemy funkcjami-hydi‘-odynamicmymi), kidérymi operuje hydrodyna-
mika klasyczna, w teorii kinetycznej uzywa sie Jednej funkeji siedmiy
zmiennych f(x,&, 1) (gdzie x. oznacza wektor polozenia, £ wektor pred-
kosei molekuly, a ¢ czas), ktorg nazywaé bedziemy w dalszym eiagu funk-
cja rozkladu Iub, gdy zajdzie tego potrzeba, dokladniej -- 'fkinerty'tznq
funkeja rozkladu. Znaczenie fizyezne tej funkéji jest nastepujgce. Wes-
my pod uwage element objetodci w przestrzeni 6, x otaczajacy punkt x oraz
trdjwymiarowy Przedzial predkogci dy & otaczajacy wantogé predkofei &,
Wyrazenie f(x,§, 1) Oy 8, & daje “ilo§¢ molekut zawartych W chwili ¢
W elemencie objetogei dyx o predkosciach zawartych w przedziale d; €. Ele-
ment d;x oraz przedziat 6:¢ sa to wielkogei mate z ma-k‘r'oskopowego bunktu
widzenia, W mysl jednhak pb:d‘s;ta'wowe-go Zatozenia deorii kinetycznej iloge
molekut zawartych w elemencie ds,x 0 predkosciach » przedziatu 8, & jest
bardzo duza. Ty zalozenie stanowi ograniczenie z dotu dla wymilaréw ele-
mentu &, 2 oray przedziatu 4, £, ‘Pamietajac o tym ograniczeniy mozenty
jednak zastapié je przez Tozniczkowe wielkode] dyx oraz d, & a samg funk-

- 9f L . 0F . 9f o4
(1.9) ‘(ﬂ‘FE:R‘l—FzB—E;*W ,.

gdzie 3:/0¢ oznacss pewien operator catkowy, zas F, wektor sity (na
jednostke masy) dzialajgeej na molekuty, ktorego postaé po-dainy pbzniej.
Wezystkie funkeje hydrodynamiczne otrzymujemy z funke;ji rozkladu §°
prZepi'owadzaja,é proces «uSrednienia».’ Znajomogé funkeji rozkladu po-

z gory okre§long predkosé, np: predkosé z przedziatu d,& otaczajgcego wek-
tor §, 7 drugiej jednak strony rozwiazanie réwnanis Boltzmann a
Stwarza na ogét zné‘czn_i-e wigksze trudnoge od rozwigzywania rownan hy-
drodynamiki klasycznej. Przemawia to z kolei na n_iekorzyéé_kinetyczn-ej
teorii. W wielu jednak brzypadkach rozwigzanie réwmania B o 1t »
M anna sprowadza sie .do rozwigzania  réwnan hydrodynamiki kia-
syczned, o g .
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- Trzecim wreszcie, znacznie bardziej precyzyjnym, lecz takie znacznie
trudniejszym ujeciem teorii gazdéw jest ujecie mechaniki statystycznej.
W mechanice statystycznej operuje sig jedng funkejs P zaleing od wWspol-
rzednych 1 pedow wszystkich wchodzaeych w gre molekul oraz od CZasy.
Jezeli przez N oznaczymy ilos¢ wszystkich molekut, to funkcja P zalezy
od 6N + 1 zmiennych, mianowicie od 3N wspélrzednych tworzaeych
wektor xV, od 3N skiadowych peddéw tworzacych wektor p” oraz od czasu t.

Zaplszemy to krétko w postaci P({x¥, p", 1).

Znaczenie fizyczne tej funkeji jest nastepujace. Wezmy pod uwage:
elementy objetoscl dyx;, dya,, dyx,, ..., dyxw mtamzajace cdpowiednio
punkty x, X,, ..., Xy oraz przedziaty pedow d, py, dy P, ..., dy pv.ctaczajace
pedy Py, Pg, -, P Iloczyny tych elementéw objetoéei i przedma]fow peddw:
oznaczymy przez davx oraz danp. - Wielkosé rézniczkows

(110) ’ P (XN, pN, t) d;;-,\r x dq ND
okreslamy jako pra-wdopddoibieﬂs‘txﬁo teg-'o" ze jednoczednie

melekuta «1s zajmuje poloZenie wewnatrz elementu dgacl ekolo Xy oraz po.uadd
ped w przedziale dgpy okolo py,

molekuta «2» zajmuje polozenie Wewnatrz elementu dgxs okols %y oraz p051ada
ped w przedziale dape okolo s,

molekula «N» zajmuje pnlozeme wewngtrz elementi dq:rN okoto xN oraz posiada
ped w pxzedﬂale dgpN okolo Py

Funkcja P (xV,p",t) ‘stanowi wige gestodé prawdopodobiefistwa
w chwili t w przestrzeni 6N-wymiarowe;j. ' :

- Jak widaé z powyzszego okres]ema _znajomos$é funkeji P dostarcza
znacznie wiecej wiadomosci o stanie gazu w poréwnaniu ze znajo-
moécia kinetycznej funkeji rozkladu Zna]omosc gestosci prawdopodo- |
biefistwa P daje mianowicie moznosé okreélenia jednoczesnego praw-
dopodobienstwa polozen i predkoéel wszystkich N réznych molekul. Praw-
dopodobienistwo tego, ze wszystkie molekuly maja jakiekolwiek polozenia
w przestrzeni i jakiekolwiek predkoSci wyrazi sie calka wielkosei (1.10) po
calej przestrzeni 6N-wymiarowej. To prawdopodobichstwo jest oczywicie
pewnoscia. Daje to tzw. warunek normalizacji dla gestosci P

(1.11) fdngfdgN‘pP(XN,pN th==1,

.. Zmiang funkcg'l P w czasie i przestrzeni rzgdzi tzw. twierdzenie Liou-
ville'a bedace prostg konsekwencja jedynie praw mechaniki:

- ‘ dP py I
(1.12) -=-~5;+2(Fai'a oy per 0P
a=1

Pei M axai
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gdzie Fo; oznacza wektor sily (na jednostke masy) dzialajgcej na moleky-
1§ @, za§ m. oznacza mase tejze molekuly (sumowanie takze okresla wskag-
nik i, przy czym i = 1, 2, 3). - 7
Nalezy tu podkre$li¢, ze funkeja P ma znaczenie jedynie teoretyczne
z powodu wielkiej ilofci zmiennych, od ktérych zaleky. Z tej przyczyny
nie tylko znalezienie, ale nawet samo wyrazne napisanie zaleinosci P od
6N + 1 zmiennych jest oczywiscie technicznie niemozliwe 3). Z tego
wzgledu metody mechaniki statystycznej ograniczone sg na razie jedynie
do. badania gazéw w stanie réwnowagi. Jak sie okazuje, w tym prostym
przypadku ilo§é zmiennych wehodzaeych do funkeji P moze sie zreduko-
waé do kilku zaledwie podstawowych stalych ruchu takich, jak energia, .
ped catkowity i kret catkowity uktadu 9). '
Precyzyjne metody mechaniki statystycznej nie znalazly natomiast
na razie szerszego zastosowania w teowii gazéw, nie znajdujacﬁrch sie
w stanie réwnowagi. -
Reasumujge mozemy twierdzié, ze najdokladniejszg i hajbardziej ogél-
ng forma teorii gazéw jest mechanika statystyczna. W dalszej kolejnogei
nalezy wymienié teorie kinetyeczna, w koncu zas — hydrodynamike kla-
syczna. Z drugiej strony rozwigzywanie konkretnych zagadnien rachun-
. kowych metodami hydrodynamiki klasycznej, aczkolwiek niekiedy bar-
dzo trudne, jest stosunkowo latwiejsze w poréwnaniu z zastosowaniem
metod teorii kinetycznej. Natomiast operowanie precyzyjnym aparatem
matematycznym mechaniki statystycznej w odniesieniu do teorii gazow
stanowi nieporéwnanie jeszcze wickszg trudnosé. -
-Réwnanie podstawowe (1.12) mechaniki statystycznej wynika $cigle
% praw mechaniki. Jak wykazaly niedawne prace (ktére oméwimy szcze-
gbdlowiej w p. 9 niniejszego artykulu), dodajac do tego réwnania szereg
zalozen upraszezajgeych mozna otrzymaé réwnanie B o ltzmanna
(1.9) jako przypadek szczegdlny. Tak wiec oparta na réwnaniu B o114 z
manna kinetyczna teoria gazéw stanowi w pewnym sensie przypadek -
szezegblny mechanilki statystycznej. Dalsze zalozenia ograniczajace teorie
kinetyczng prowadza do hydrodynamiki klasycznej. Rozpatrzymy to mie-
dzy innymi w dalszym ciagu tej pracy. ‘

2. Kinetyczna teoria gazéw

Rozpatrzymy obecnie elementarhe pojecia i zaleznosei kinetycznej
teorii gazdw, ' ' .

Przypusemy, ze znana jest  kinetyczna ‘funkcja rozktadu f(x,§,1)
Bazu zlozonego z jednakowych molekut o masach m, J ezeli g(x,t) oznacza

5 Tak np, ilosé molekut zawartych w 1 molu, & jest rzedu 10,
% Por. np. [32]. ‘ ’ o
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gestos¢ gazu w miejsct X W czasie 't, to wielko§é .- - ool e

X _ @ (x,1) :

(2.1) - -‘n(xl,_t)-“—-‘m—", ;o o)
zwana gestoicla molekularng oznacza $redniy liczbg molekul na jednost-
ke objetosci w- otoczeniu punkiu x w chwili & Funkeja fa jest c1agla
{i rozniczkowalng) funkc;a miejsca i czasu. ;

Wezmy pod uwage eclement objetoéei dyx’ ofaczajacy punkt X. Jak
wiemy z p. 1 funkcja rozkladu f(x,§,t) pomnoZona przez d;x oraz przez
d, & daje ilos¢ molekul zawartych w objetoSci dyx o predkoéciach za-
wartych w otoczeniu d, £ predkosci §. Catkowity iloéé molekut zawartych
w dyx (0 dowolnych predkosmach) otrzymamy przez catkowanie wyraZze-
pia fdyxd,& po calym obszarze predkoscx §. Z drugiej jednak strony
z definicji gestosci molekularne] n Wynlka ze ilogé ta wynom 'ndgsc Ma-
my wige nastepujgcy podstawowa zaleznosé: '

' nd x=d, .:cfd Ef(xg t)

skad S ' ) S o Lo
@ aboh=[dEfxEY

lub w intej postaci |

@2 0,0 =m [4,6706,8,0).

Wezmy dowolng skalarna, wektorowg lub tensorows wielkose flzycz:

na @(x,§ t) zalezng od predkosci § i pofozenia x molekuly oraz od czasu t
(moze to byé np. ped lub energia molekuty). Taka wielkosé fizyczng na-
zwiemy wielkoScig molekularna. Znajomosé funkeji: rozkladu f(x,8,1)
pozwala na obliczenie wartosci $redniej wielkoéei @ w . ohszarze prze=
strzennym d,x otaczajgeym punkt x. Oznaczajac  poszukiwang wartost
$rednig przez ¢ mamy réwnanie o
o)

Z’(I)w'nd :Jc@

gd21e symbol 2@ 0zZnacza sume wartosm D, odpoW1ada3acyeh Wszystklm
molekutom zawartym w obszarze d,x. Wyrazenie nd,x jest to oczywiscie
calkowita liczba molekut znajdujacych &ie w obszarze d,z. Dla obliczehia
X @ mozemy postuzyé sie prosts zaleznoscig T T

2@:duxfdasé(X,g‘*’t)f(x,g’t)' (e

Rozprawy I[niynierskie — 7 . 511



Z tego réwnania wraz z réwnaniem poprzednim _otrzymujemy wzor
zasadniczy

(23) cE(x,t)=—:?fcza5@(x,s,£)f(x,§,t).

Pokazemy obecnie, w jaki sposéb wprowadza sie do teg
rézne funkcje hydrodynamiczne jako wartog
molekularnych, Predkose brzeplywny
skreslamy jako Srednia wielkogcei

rif kinetycznej
ci Srednie baewnych wielkogei
W sensie hydrqme‘chemiki u(x, t)

D =K.
Mamy wfedy

(2.4) u(x,t)zé——-—;—fdséﬁf(x,g,t).
Opréez predkoges molekularnej § czesto bardzo

netyeznej wzglednej predkogei molekularnej
WZorem : '

uzywa sie w teorii ki-
e(x, k1 wyrazajacej sie

(2.5) c(x,E,t)=§—~u'(X,t).

Znaczenie fizyczne predkosei wzglednej ¢ jest bardzo proete: 0zZhacza

ona predkose molekuty okreslong w ukladzie wspolrzednych (lokalnym),

(2.6) E:%-fdsf(e—-u)fdsc:&-_niufd35fd3§=u—u=o.

Obliczajae $redni ped w kierunkuy osi r(j=1,2,3) przenoszony w jed-
nostee czasu przez molekuly ng jednostke powierzehni o prostopadly do

osi xy otrzymujemy (szczegblowe rachumki podane sa w pracy [1] na
str. 31) tensor napieé w postaci

(2.7) Py=mntG=m[décecf.

W‘.przypadku gazu w stanie réwnowagi Pii staje sie — jak si

€ pdZniej
Przekonamy . tensorem diagonalnym o postaci : ‘

28 . Py=pé,;.
Stad oczywiscie o
1 .
(2-9) o p”-=*3-10f5,‘1-- s
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gdzie p oznacza ciénienie gazu. Definicje (2.9) ciénienia gazu rozszerzamy .
na przypadek dowolnego ruchu gazu. Z wzordw (2.9) oraz (2.7) wynika
zaleznosé '

. : 1 —
(2.10) =_-gc?.
) : 3°

Obliczymy teraz energig kinertyézna uktadu nd,x molekut znajdujs-
cych sig w elemencie objetoéei dyx w otoczeniu punktu x. Wyrazi sig ona
wielkoécig o

ndyx %_ mé?.
Poniewaz jednak _
o Belo fuf=C +,

to tylko co mapisana warto§¢ energii jest

ndy x &= edsxc® | edh®W gL pa
2 2 2
gdzie E,=—=E,—pu?2 oznacza gestosé energil kinetycznej elementu gazu
jako catodci, czyli gestose energii kinetycznej «zewnetrznej». Drugi wy-
raz za§ Eu :9@72 oznacza gestosé energii kinetyeznej ruchow wewnetrz-
nych molekul gazu. W przypadku gazu zlozonego z molekul jednoatormo-
wych nie dziatajgcych na siebie (poza zderzeniami) wielkos¢ te utozsamia
sie z gestoScig energii wewnetrznej (w sensie termodynamiki).
Temperature okresla sie w teorii kinetycznej jako wielko$é proporcjo-
nalng do gestosel energii wewnetrznej przypadajgcej na jeden stopief
swobody molekuly. Oznaczajac staly wspolezynnik proporcjonalnodel
przez k/2 (gdzie k' nazywa sig stata B o ltzmanna;, k=138.-107"
erg/stopien), mamy wige réwnanie okreslajace temperature

1 11—
(2.11) —sz—»s(zmc).
. Zestawiajge ten wzdr ze wzorem (2.10) otrzymujemy réwnamnie sta-
nu gazow ‘
(2.12) o P _rr,
e
@dzie stala gazowa R réwna jest k/m.

Mozemy wreszeie na gruncie teorii kinetycznej wprowadzié pojgcie
strumienia ciepla q, przeplywajgcego w jednostce czasu przez jednostke
powierzchni, jako wartoéé érednia iloczynu predkosci ¢ przez gestoSe ener-
gii wewnetrzne] Eq:

—m

2 rdafcgf o

(2.13) : ' g=nEpe

x



- W teorii kinetycznej bardzo duza role.odgrywaja zderzenia molekul
Najprostszym zalozeniem byloby. przyjecie modelu gazu zlozonego z nie-
oddzialywajacych na siebie gladkich, sztywnych i doskonale sprezystych
kulek., Glebsze wyjasnienie natury i wiasnogci sit miedzymolekularnych

moze nam daé jedynie mechanika kwantowa. Wszystkie te sity sa-oczy-
- widcie pochodzenia,elektromagne‘tycznego, gdyz pola. grawifacyjne i me-

zonowe nie moga byé brane w rachube, _ .
Potencjaly tych sil wyrazane bywaja na 0g617) za pomocy réinych
przyblizonych wzoréw typu :

@ (r) =—Me— "9 - Ne—le
lub tez o . . :
' D (1)==— 71— 4 Ne— e, L

w zwiazkul z tym, ze bardzo.wiele_ efektow fizyceznych — jak sig prze-
konano — nie wykazuje zbyt wielkiej wrazliwogei na rodzaj sit oddzialy-
wania, mozna z powodzeniem uzywaé jeszcze mniej dokladnych przybii-
Zen, _Pr_zyk:‘tade_m takiego niedokladnego przyblizenia stuzyé moze wzor

Dr) =7—-,ur—6 +-pr—m,

Jest on bardzo dogodny w wielu rachunkach. Za jeszeze mniej doklad-
ne przyblizenie uwazaé mozna potencjal typu

B ()= pr=

bardzo czesto uzywany w rachunkach. Juz M a x w e 11 zauwazyl, Ze
obliczenia roinych wielkosdci metodami teorii kinetycznej stajg sie znacz-
nie prostsze przy zalozeniu, ze molekuly odpychaja sie silg odwrotnie
proporejonalng do piagtej potegi odlegtoéci wzajemnej (w ostatnim wzorze
odpowiada to wartosci m = 4). ' Taki model oddziatywania molekut nosj
nazwe maxwellowskiego. v -

‘Uwzgledniajac fakt stosunkowo. krétkiego zasiegu wszystkich omé-
wionych powyzej sil mozna uwaza¢, ze jedynym okresem, podezas ktérego
istnieje wzajemne oddziatywanie molekul, jest zderzenie tyeh’ molekul.
Srednijg droge, jaka molekula przebywa.od zderzenia do zderzenia, nazy-
wamy drogg swobodna. W normalnych warunkach ci$nienia i temperatury
W gazach frednia droga swobodna jest rzedu 1 == 10-5 cm. Wymiary mo-

lekuty natomiast sg na ogét rzedu’ o~210% cm. - S
" Pierwiastek ze ére&ni_ego'kwa’dﬁe@tu' predkofei jest ‘wielkosclg rzedu

‘predkosel diwiekd w gazie. Teoria kinetyezna pozwala ip. na’ wyprowat

) Bardziej szczegétowe,;oméwienié tej. kewestii- znalesé mona w pracy  [2]
na str, 82, ’ R
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dzenie prostego wzoru Ia;cza,cega te w*lelkosm (por np [ti]) w stanie rowd
nowagi gazu: : .

@iy ]/C'z'z ]/%a

gdzie a jest predkodcig dzwigku, » wykladnikiem adiabaty.

7 elementarnych rozwazan teorii kinetycznej mozna réwniez ofrzy-
maé bez wnikania wstrukture funkeji rozkladu prewizoryczne wzory dla
wspblezynnikow kinetycznych: lepkosci 1 przewodnictwa cieplnego. Nie
wehodzae w metody otrzymywania tych wzoréw (znalezé je mozna w V
rozdziale pracy [3] lub w VI rozdziale pracy [1]) wspomnimy tylko, ze zja-
wiska lepkoéci i przewodniciwa cieplnego thumaczy sie tu istnieniem
chaotycznego ruchu molekul, wywolujacego przenoszenie pedu i energii
w polu przeplywu gazu. Wspolczynnakl kinetyczne sotrz ufm.sme tg droga
] propormonalne do $redniéj drogi swobodne] l

(2.15) ' p~l, A~

Wapotezynniki proporcgonahlosm jednak nie odpowiadajg zbyt doklad-
nie wartoSciom rzeczywistym. Dokladniejszg teorig obliczania wspdiczyn-
mkow kinetycznych zajmiemy sig nizej (w p. 3).

W oparciu 0 powyzsze rozwazania postaramy sie obecme podac pobiez-
ng anahze zakresu stosowalnosci hydrodynam1k1 klasycznej oraz szkicowy
przeglad ‘tyeh ‘efektéw fizycznych w ktérych niezbedne staje sig stosowa-
ni¢ metod. kmetyczne] ‘teorii gazow Hydrodynam1ka klasyczna opiera sie
& szeregu praw fenomenologicznych (1.6)-(1.8), ktére teoria kmetyczna
4w jednych przypadkach potw1erdza w innych za$ odrzuca. Nawet w tych
przypadkach, w kftorych te prawa fenomenologiczne sg przez kinetyczna
teorie potwierdzone, hydrodynamika klasyczna nie jest w stanie podaé
metod obliczania wspdlezynnikéw kinetycznych. Teoria kinetyczna nato-
miast daje w tym wzgledzie zupelnie zadowalajgce rezultaty (por. p. 5).
Schemat rachunkowy hydrodynamiki klasyezne] wymaga zakladania do-
datkowych Warunkow brzegowych (np. warunku znikania sk&adowej stycz-
hej perkosm na pow1erzchm ciala stalego zanurzonego w gaz1e), ktérych
bgolha’ prawdziwodé nie jest absolutnie pewha we wszystkich przypad-
kach. Wyjaénienia tej sprawy nalezy sie spodziewat tylko na gruncie
teorii kinetyeznej. .

Hydrodynamika klasyczna nie- jest jednolita i konsekwentng teorig
fizyczng, gdyz prawa mechaniki, termodynamiki i prawa fenomenologicz-
ne nie znajduja na gruncie tej teorii jednolitego wyjaénienia. Hydrodyna-
mika klasyczna opierajaca sie na pojeciu oérodka cigglego nie jest w sta-
nie opisa¢ zjawisk takiego typu, .w kiérych istotnym czynnikiem jest
ziarnista budowa substancji gazowej. Tak np. metody hydrodynamiki za-
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wodzg w.przypadku opisu zjawisk dyfuzji gazéw, w przypadku gdy wyste-
puja wielkie gradienty przestrzenne, np. cisniénia lub temperatury (od-
nosi sie to takze do. fal uderzeniowych), w przypadku wreszcie, gdy droga
swobodna staje sie rzedu wielkosei wymiaréw cial oplywanych ), Réwnies

dzialywania molekut Iub tes zmienione prawa oddzialywania. Ma to szeze-
gblnie duze znhaeczenie w rozwijajgce]j sie obecnie teorii cieczy oraz w teorii
nadciektego hely, :

Mozemy wiec stwierdzié, ze zagadnienia takie jak loty na wielkich
wysokosciach, konstrukeja i dziatanie aparatéw prézniowych, rozdzielanie
izotopéw metodami dyfuzji i termodyfuzji, badanie przeplywow gazéw
zjonizowanych, wyladowania elektryczne w 8azach rozrzedzonych, bada:
nia nadcieklego helu, badania oplywéw ciat silnie rozgrzanych, badanig
struktury fal uderzeniowych — wymagaja bezwarunkowo modytikacji

3. Réwnanie Boltzmanna i rownania przenoszenia

Podamy obecnie szkic Wyprowadzenia réwnania Boltzman na dia
funkeji rozklady, Réwnanie to jest podstaws kinetycznej teorii gazdow.

Jezeli f(x,8 1) orneeza funkeje rezkladu, to wyrazenie fd,£d,x ozna-
cza, jak wiemy, ilogé molekut zewertych w objetoéei d, x oteczajgcej punkt
X, ktérych predkofei zewarte S§ W ir6jwymiarowym przedziale predkoéet
d,é otzczajgeym predkoié & Zbedzjmy zmiane tej iloéci molekut po uplywie
czasu dt. Gdyby nie zechodzily zderzenia molekut, to calkowita zmiana
ilofci molekuyt wyniostaby

0f , . 9f | o
(aﬁff'a‘a”f‘ﬂ;)daxd“f“

(gdyz w ciggu czasu dt wektor X przechodzi w wektor x+8dt, zas wek-
tor &€ w &4 Fdt). Jeseli zmizng ilosci molekul wskutek zderzen w ciggy
czas di OoZnaczymy przez

%dgxdafdt

—
% Tak np. na wysckodci 123 km nad zlemia Srednia droga swobodna jest rzedh

30 cm, na wysokogei 184 km | =~ 27 m; na wysokoSel 245 km 1 == 450 m, Przykiady
fe zostaty zaczerpniete z ksigzki [33]. ) : o
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{gdzie operator d,/dt mie oznacza oeczywiscie rézniczkowania), to -rﬁwﬁa;;f}'f”.'_ :
nie Boltzmanna zapisaé moZzemy w postaci I T

: 0 0 J J. . L
(3.1) oy adlymfl-o1

Pozostaje do okre§lenia postaé operatora 0./0f. W tym celu zanalizo-
waé musimy blizej przebiegi zderzeni molekul. Konieczne jest. przyiecie
dwoch podstawowych Zalozen: :

(1) zachodza jedynie podwoéjne zderzenia molekul, (tzn.. zderzenia
3, 4, ... molekut na raz moga by¢ pominigte),

(2) czas trwania zderzenia jest krotki w poréwnaniu z ezasem, w cig-
gu ktérego molekuta jest swobodna. _

Zakladajae, ze sity wzajemnego oddzialywania molekul sg sitami krot-
kiego zasiegu w poréwnaniu ze $rednig droga swobodng [co jest réwno-
wagne z zalozeniem (2)], mozemy przyjaé, ze przed zderzeniem i po zde-
rzeniu molekula porusza sig po prostych. Oznaczajac przez & 1 & od=
powiednio predkosci pierwszej molekuty (molekuly «1») przed zderzeniem
i po zderzeniu, za§ przez § i § — odpowiednie predkosci drugiej mole-

kuly (molekuly «0»), mozemy napisaé zasade zachowania pedu i energit
w zderzeniu w postaci ‘ ‘

L1 & =8 .-8&,
(3.2) =£_+ o

£+ B =E24E2
Wynika stad réwnanie |
(3.3) ' . 9=d,
gdzie g oraz ¢’ oznaczaja moduty predkosci Wz-glednych: _

g =§ —§,
(3.4) {g’=§'1—§’.

Jezeli znamy predkosei § i 8, obu molekul przed zderzeniem, o row-
nania (3.2) mozemy traktowaé jako uklad 4 réwnan dla 6 niewiadomych
g i &. Predkosci & i &l po zderzeniu sg zatem funkecjami dwéch do-
datkowych parametréw skalarnych. Te parametry charakteryzujg geo-
metrie zderzenia. Wezmy pod uwage uklad wspélrzednych, w ktorym
molekula «0» spoczywa (przed i po zderzeniu). Przed zderzeniem moleku-
1a «1» porusza sie po pewnej prostej PS (rys. 1) z predkoseia g—E& —§&
Wzajemne polozenie molekul przed zderzeniem (a wiec i caly przebieg
zderzenia) jest scharakteryzowane przez dwa parametry geometryczne:
b oraz e. Tzw. codleglosé przycelowa» b okreslamy jako odlegto&é punktu O
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od-prostej PS. Liters e natomiast oznacza-kat (nie uwidoczniony harys. 1);

okreflajacy polozenie plaszezyzny PSO. wzgledem ‘dowolnej plaszezyzny

przesunietej przez prostg OR obrang za plaszezyzne odniesienia, Kat ¥

- . okreglajgey zmiang kierunku ruchy molekuty

eIy wzgledem molekuty «0» jest funkcjg zmien-
nych b oraz ¢: o S

63 )

Charakter tej tunkeji zwigzany jest » kon-
kretng postacia wyrazenia okreslajacego od-
- dzialywanie molekyt, Predkosci & i & mole.
kut po zderzeniy 58 zatem funkcjami predkosei
* przed zderzeniem & 1 & oraz parametréw p § £
charakteryzujagcych zderzenie pod WZg}edem
geomeétryeznym, Zamiast tych dwéch parame.
dobrze wektor Jjednostkowy k {rys. 1) w kie-

(3.6) F=E gk, g kgl
gdzie, jak poprzednio, g:él ——§ o ‘
Wplyw zderzen na zmiang iloei molekut fd, & "d'a‘:b“ bedzie dwojalki:
(1) bPewne molekuty «znikngy, tzn. zmienig swe predkodei ng inne’nie_
nalezace juz do przedziatu d, & _ ofaézajabego wektor §, ‘
(2) pewne molekuty. «pojawig sies, tzn, molekuty o predkoseiach nije
nalezaeych do przedziatu d, & otrzymajg wskutek zderzen predikogei nale-
z3ce do przedzialy ds &. ce T s

Z rozwazan nad funkejg rozkladu wynika (patrz np. praca {1}, str. 59),

— Y

el ' - Lo ) © e . 2”: ; | ’ )

Jdtd,xdy § [ dyé, [ bdb [ degf(x,6,0¢(x,8,1,

B S ] N ' —0 P ' - )

W kﬁc’iréj‘&l jest zimienng ca_%k_owénia. Podobnie dla ilosei molekut, ktére

Sie «ppj'aiiviéj_q;{, mozemy napisaé wyrazenie
l e . B . ‘+m .2,-1 - . . | |
- Gtdywid € fdyg Jvabvy degf(x,8,1)f(x,8, ),




gdzie wielkosci & i & dane sa przez wzory (3.6). W dalszym ciagu uzy-
waé bedziemy oznaczen gkréconych: :

FefgD,  F=fag,
'flgf(xfg_ht): k,ﬂE:f(Xx Ei?t)'

Calkowanie po b oraz & mozna drogy zmiany zimiennych pod catky za-
" stapié przez catkowanie po wszystkich mozliwych poloZeniach wektora k
 (tworzacych pélkule — jak tatwo sie przekonaé z rys. 1). Odpowiedni ja-
'kobian pomnozony przez gb otrzyma wtedy postaé ‘
_29b
Oy %

Tb CO3 "5

¥

(3‘-7) o =ow(gb=

pgdzie y jest okre§lona przez (3.5) funkcja g oraz b?). Postaé funkecji w
zalezy zatem od postaci funkeji oddziatywania molekut.
Reasumujaec powyzsze mozemy zmiane rozwazonej iloScl molekul
wskutek. zderzed zapisaé w postaci | :
ap:f
ot

dyedyEdt=dyxd Edt [dyés [dakw (f fi—ff)

Réwnanie Boltzmanna (3.1) otrzymuje zatem postat ostateczng

@&:.~%+&5ﬁ+F%é=f%&f%kwﬁﬁwﬁm~

Lewa strona tego réwnania wyraza zmiane funkeji rozkladu wskutek:
(1 niestacjonarnoécl ruchu (pierwszy wyraz), (2) zmiany polozenia mole-
kut (drugi wyraz) oraz (3) dziatania sit zewneirznych (trzeci wyraz). Pra-
wa strona tego rownania wyraza zmiang funkcji rozkladu wywolang przez
zderzenia molekul. : , ' . : N

7 matematycznego punktu widzenia réwnanie (3.8) przedstawia zawile
réwnanie funkcjonalne. Lewa strona tego réwnania ma wprawdzie sto-
sunkowo prosta strukture liniowego rownania rézniczkowego pierwszego
rzedu o pochodnych czastkowych. Jednakze prawa strona jest bardzo
skomplikowana, Jest to wyrazenie, w ktérym niewiadoma funkcia wyste-
puje nieliniowo pod ealka wielokrotng z 'ar'gumerﬁami poddany_n’ii trang-
formacii liniowej (3.6) wzgledem parametréw, ktore] réwniez wykonane
ma byé catkowanie. Z tego wzgledu rozwigzywanie rownia Boltz-

. % Warto tu zauwazyé, ze dla- molekul maxwellowskich, odpychajacych sig si-
lami odwrotnie proporcjonamymirdo piated Rotegi odleglosci, wyraienie @ j_est _nie-
zalezne od g, Na tym wlagnie polegs znacane uproseezeénie, do jakisgo prowadzi ten
model. .

f
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Y mann a jest problemem bardzo trudnym, Ograniczamy sie na razie je-
dynie do ustalenia: metody kolejnych przyblizen, rozwiniecia na szereg
lub wreszcie dowodu istnienia w prostych przypadkach Szczegalnych,

Nie wchodzac na razie W szezegbly metod roz‘}viqzywania réwnania
Boltzmanna zastahéwmy si¢ nad tym, jakie zaleznosei dla makrosko-
powych funkeji hydrodynamicznych, okreslonych wzorami (2.1) - (2.13)
wynikaja z tego réwnania, _ ‘

Niech p(x,§,1) oznzcza dowolng wielkogé molekularng. Jezeli spelniona
jest zaleznoge ' ’

(3.9) v+ 1 =y oy,

gdzie jak poprzednio Y =9 (x,8, 1), p =p(x,8,1) itd., to wielkoé¢ y na-
Zywamy niezmiennikiem zderzes,

Prawa strona réwnania (3.9) oznacza sume wielkosei y  dla obu mo-
lekul przed zderzeniem, lewa strona zag§ — sume wielkogei ¥ po zde
rzeniu. Réwnanie (3.9) ma wiec sens zasady zachowania wielkosei
podczas elementarnego brocesu zderzenia dwéeh moleku?, o

Istnieje piec podstawowych skalarnych niezmiennikéw zderzen:

?

(3.10.1) . ' Pt =110,
(3.10.2) (32, @ ) = g,
(3.10.3) _ P = g2

Podstawienie wyrazenia (3.10.1) do réwnania (3.9) daje banalng
réwnosé
L+1=1+1,

ktéra jest wyrazem fizycznego faktu niezmiennosei ilosei molekyt bodezas
zderzenia. Podstawienie wielkosei (3.10.2) oraz (3.10.3) do réwnmania (3.9,
mozliwe ze wzgledu na réwnania (3.6), jest wyrazem zasad zachowania_
pedu i energii przy zderzeniach. '

Réwmanie Boltzma nna (3.8) pomnézmy teraz przez dowolng wiel-
koseé molekularng ¢ (x, § 1) i sealkujmy obie strony wzgledem predkogei &
Otrzymamy :

Jaep(ge E:aﬁi+Fz§§ii)=_]'d3§wfd351.fd2kw(f’fif—fﬁ)-

Prawsg strone tego réownania 0ZNaczmy przez Z?p Przeksztaleajace Je-

Wa strone tego réwnania otrzymujemy fzw. réwnanie przenoszenia (czyli

") Mozna by tu oczywiscie przyjgé ogélniej #i1) = const. To uogblnienie nie przy.
nosi Zadnych dodatkowych korzysci,
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transportu) Maxwella (zwykle przechodzimy do Zmienﬁyfch c .
miast zmiennych §) . o

. D _ R - D
(3.11) D1 (ny)=— "“”’ (nyce)r —'ﬂ lw uk,k_D—:{j'—Ck po— {(Fre—

Dugy — a_'!p | -
Dt)y),k—a—mcku;,k] + ’nA‘rp.
Jezeli y jest niezmiennikiem zderzen, to Ap==0.

Dowdd tej rownosci podany jest w pracy {11, w rozdziale 3. ;
Przyimujac hajpierw p==ypl =1 (zasada zachowania iloSci molekul)
otrzymuiemy z réwnania (3.11) réwnanie cigglodel
on

(3.12) ﬁf—}— ('n ui) == 0,

€O O pomnozeniu przez maseg molekuly m daje réwnanie (1.1).
Przyimujac dalej

p=mS§,

{zasada zachowania pe;chi) ofrzymujemy réwnanie

Du,— _
(3.13) i i Q(Fr Dt—)—D
identyczne z réwnaniem (1.2).

Przyjmujac wreszcie

1’1) m-qj(ﬁ): r% m c‘;},

otrzymujemy réwnanie

(3.14) %r‘g = gi—n {piyue; + ¢i.i}
robwnowasne przy uwzglednieniu (3.12) oraz (3.13) réwnaniu (1.3).

Jak wiec widzimy, teoria kinetyczna potwierdza podstawowe Towna-
nia hydrodynamiki klasycznej (1.1) - (1.4) [wraz z warunkiem (1.5)]. Otrzy-
manie dalszych zaleznoéci, ktore bylyby odpowiednikiem praw fenomeno-
logicznych, wymaga juz znajomosci struktury rozwigzaf réwnania
Boltzmanna W ogblnym przypadku zaleznodei te nie beda juz mia-
1y postaci réwnan (1:6) - (1.8). W tych natomiast przypadkach, w ktorych
réwnania te zostang przez teorig kinetyczng potwierdzone, hedziemy w sta-
nie ponadto podaé oceng bledu wyniklego z przyjecia takiego przyblizenia
oraz obliczyé wartosei wspolezynnikéw kinetyeznych.
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f= Ae-st-np

gdzie A, B, D jest to piee statych dowolnych, ,
Korzystajac Z réwnan (2.2), (2.4) oraz (2.11) mozemy tym statym nadac
sens fizyezny, Okazuje sie wtedy, ze
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bodne]j, czgstode zderzen i droga swobodna molekut o okreslonej pred-
kodci itp. Przykladowo wymienimy tu wzér dla $redniej drogi swobodne]

w6 S
. xy2ne?

gdzie o jest srednica molekuty, » ge;stoécia molekularng. Na maxwellow-
skiej funkeji rozkladu (4.5) opiera sie takze teoria obliczen wspolezynni-
kéw kinetycznych. Prowadzi ona jednak jedynie do zaleiznodei postaci
(2.15}, nie dajgc zatem zbyt dokiadnych rezultatow.

Z punktu widzenia feorii oplywéw rozwiazanie (4.5) mozna uwazaé za
kinetyezny opis mezaburzonego przeplywu w dali od oplywanego ciala
statego.

Maxwellowskie rozwiazanie (4.5) moze sluiyé za narzedzie obliczen
jedynie w przypadkach zblizonych bardzo do stanu réwnowagi, gdy zabu-
rzenie przepltywu jest pomijalnie male. W szezegélnofei w gazach bardzo
rozrzedzonych molekuly odbijajace sie od powierzehni ciata stalego nie-
znacznie tylko wplywaja na rozklad predkosei. Mozna zatem w tym przy-
vadku zbudowaé teorie aerodynamiczng oparta na maxwel]owsk1e] funk-
cji rozkladu. Ten dzial aerodynamiki nosi nazwe aerodynamiki moleku-
larnej (takze niekiedy superaerodynamiki lub teorii wolnej molekuty).
Rozwingl sie on gléwnie dzieki pracom Rocarda, [8], Lunca, [4],
[51, [6], [7], Tsiena, [9], i innych,

Dla uwzglednienia sposobu wzajemnego oddziatywania molekut i po-
wierzehni ciala stalego wprowadzony zostal przez Smoluchowskie-
g0 1 Knudsena tzw. wspblezynnik akomodacji. Okazalo sig miano-
wicie, ze wiekszo$¢ molekut uderzajaecych o pow1erzchn1€; ciala stalego nie

~ocbija sie bezposrednio od miej;-lecz zostaje przez nig na pewien czas za-

absorbowana, nastepnie za$ emitowana ze rednia energla edpowiadajgcy
temperaturze Scianki. Wspolczynmk akomodacji okre$la sie zaleznodcig

(4.7) e,—={(1—ale, + aes,

gdzie e, jest- Srednia energia qdpowiadajgca témperaturze molekut odbi-
tych, e, $rednig -enérgiq odpowiadajacy temperaturze molekut uderzajg-
cych, e; Srednig energia odpowiadajacy temperaturze Scianki.

Dla powierzchni metalicznych warto$é wspélezynnika akomodacji wa-
ha sig na ogét w gramcach 0,87 - 0,97. ‘ ,

Przyjmujae, ze nieréwnoel na powwrzchm Scianki majq charakter
chaotyczny, dochodzimy do naste;pujacego prawa rozkladu molekul emlto—
wanych przez sc1anke

a8 L AR=Rdc %%,
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We wzorze tym d W oznacza ilodé molekul emitowanych przez element
powierzchni fcianki d o w kacie brylowym d e, tworzgcym kat ¢ z nor-
malng do powierzchni na jednostke ezasu; N oznacza ilogé molekut absor-
bowanych przez &cianke na jednostke powierzehni i jednostke czasu.

0,75 T
TN
Z
o, , y
. 6o\
050 s ‘ =
- a
: ' b
_ n° £
. p : :
0251 ' 0° . | 80"
80° || ‘
0
I _
e
0 _ a0°}__ | foo"
0 03 10 15 20" X

. Rys. 2

Wzér jest analogiczny do wzoru I,am berta z optyki. Prowadzi on
do wniosku, ze rozklad molekul emitowanych przez Scianke ma charakter
rozktadu maxwellowskiego dla temperatury, odpowiadajacej temperatu-<
rze Scianki, Scianke mozna wige zastapié gazem fikcyjnym 0 temperatu-
rze T, ktérego rozklad jest takze maxwellowski. Powierzchnia zetknigeia
sie gazu ze Scianka jest zalem vowierzchnig niecigglodei temperatury
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oraz — jak latwo przekonat sie -— fakze cisnienia i predkofei. Dla skoku
piénien otrzymujemy np. '

’ _Pofy_ 1/
(4-9) - p—= 9 (2 [+ + G-I/Tg) 1

gdzie p oznacza cidnienie gazu na Scianke, p, ciSnienie w gazie ohok Scian-
ki, T, temperature gazu. : .
¥ g
Dla ¢ = 0 lub tez dla Ty = T, wzdr ten przechodzi w réwnosé p = p,.

30

M=Q8

A /|
‘ \ it

15

4
A
T LA
=

—
Ny
=

0 F{ 4 6 8 10 7 ¢
Rys, 3

Jezeli mamy do ¢zynienia z cialem optywanym przez gaz rozrzedzony,

wowezas zakladaijge, e rozklad predkosei jest maxwellowski mozemy ob-

liczy¢ ped, ktéry jest przekazywany ciatu przez molekuty. Prowadzi to do
wrzordw na wspélezynniki oporu 1 noénosci skrzydia w gazach rozrzedzo-
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nych. Szezegdlowe rachunki wykonane zostaly przez Lunca, Sidnge:
ra i Tsiena Biegunowe plata plaskiego otrzymane przez R unca;
[4], podajemy na rys. 2. Na rys. 3 podajemy wykresy oporu waleéw elip-
tycznych w funkeji stosunku obu pdlosi elipsy dla réznyeh liczb M ach.a,
znalezione réwniez przez Tunca, [4]. Na rys. 4 podane sg biegunowe
plaskiej plytki, otrzymane przez Singera {(cytujemy za Tsienem, [9])

08
' . A =15 .
£y : ’ Lo
: ‘ for0
05 ‘ - : '
_ ' 13°
04
_ N=32,,, /
' ) 9°
,70
4 7"
55
¢
UB

10 12 14 Cx
" Rys. 4

Nalezy podkre§lié, ze rozwazania aerodynamiki molekularnej zacho-
wujg swaq wazno$é jedynie w przypadku gazéw bardzo rozrzedzonych, gdy
Srednia droga swobodna jest znacznie wicksza od wymiarow cial oply-
wanych.

5. Rozwigzanie réwnania 'Boltzmaﬁna metoda Enskoga-Chapmana-Burnetia
7. Réwnaiia aerodynamiki molekularnej stuszne sg w przyblizeniu jedy-
ni¢ dla gazéw bardzo silnie rozrzedzonych. Aby znalezé ogélniejszy i do+

kladniejszy - obraz przeptywu, nalezy. powréeié do réwnania Boltz:
manna-iszukaé dalszych jego rozwigzan. Uczynili to niezaleznie od sie+
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bieD Enskog (1917) i1 S. Chapman (1912), Teorié te rozwinal 1 uza-
sadnil pod wzgledem matematycznym Burnett (1935). Teoria E n-
gskoga-Chapmana - Burnetta {w skrécie ECB) moze byé dzis
uwazana za klasyczny dorobek kinetycznej teorii gazbéw. Zasadnicza my<
&g tej teorii jest rozwinigeie funkeji rozkladu w szereg potegowy wzgle-
dem parametru odwrotnie proporcjonalnego do.gestosei molekilarnej ga-:
zu. Ze wzgledu na wzér (4.6) mozna réwniez to rozwiniecie uwazaé za roz-
winiecie wedlug poteg drogi swobodne]. Zwarty leez pethy obraz teorii
ECB podany jest w pracy [1]. “
‘Dla funkeji rozkladu mozemy zatem napisaé rozwinigcie

Gn U f=aitirlie ST

Drugim podstawowym zalozeniem ‘teoril jest: przyjecie, Ze funkcja rozs
ktadu f(x,§&,t) zalezy od czasu wylacznie za posrednictwem funkeji hydro-
dynamicznych n (x, t), (x,,t) iT(x,t). Otrzy‘mugemy stad wzor o

of Of_an of ou , Of oT

at an 6t+au at+aT at

{5.2) -

Trzecim wreszcie podstawowym rachunkowym zaloZzeniem teoril ECB
Jest przyjecie pewnego charakterystycznego sposobu, rozlozenia ha szereg
wystepujacego w réwnaniu -Boltzmanna operatora rézniczkowania
wzgledem CZASU. Napiszrny mlanowmle rowname B oltzmanna . (3 8)
w postaci N

(5.3) | Df=I(ff),
gdzi;e ' o

Ipy,) = fdagfdz fewlp"pi —fp%) i

We wzorach tyéh daszek nad symbolami oznacza operator
Podstawiajge. rozmrnle;me (5.1) do prawe] strnny rownama (5.3) otrzy-
mujemy

C ' 00 01 10 02 X - o \
(6.4) 1(ff)=nI(ff)+ nI(ff; +ff1)+1(ff1 +ffl F ) A=
. . o

1
(nEI—i—nI—!—

HN

1
—I+...
n

. & - Rozprawy I[niynierskie R _ 52?




. Dla operatora D = lewej sfrony réwnania (5.3) Engsk 0g i Chap-
Mman przyjmuja rozwiniecie - : .

Su
o |

a

(5.5) D= +R,

1

1
n

b

F

Il
=]

- gdzie 0,/0t oznacza -ty wyraz rozwiniecia operatora G/0t w szereg. Aby
okresli¢ dziatanie operatora 0,/0 € ny funkeje rozkladu wprowadZmy na-
stepujgce OZnaczenie:

(5.6) - é:f%§®£

gdzie @ (x,§,¢) Jest dowolng wielkodcig molekularng. Na moey réwnania
{2.3) otrzymamy teraz nastepujace rozwiniecie wartogei sredniej:

SO a= 3Ly

gdzie
R r r r . r .
p,j=gfd3 Ecici f oraz q;zgfcchfdg &
Réwnamig Przenoszenia (3.12) - (3.14) przyjma wiedy postaé

—g‘;l:"_(nu.i);i:'

du, {3,
(5.8) {%’:_(uiuﬂi) + Fy— o (2 Pii ;17),1',

=0
aT ' 2 N I;t'jui,j o 1)
Tﬁh—‘“f““’f‘gﬂ(gﬁrﬂ; ier)

Przystapimy obeenie do okreslenia dzialania operatora 0,/0t ng funk-
cje rozkladu. Ze wzgledu na zaloenie (5.2) mozemy napisaé

-

(5.9) ‘affk_a’nd_i Orus Of 0T df 11
- dt  Jdt on ' o ou; * dt 9T
—_——

1) Jegl funkeja f zalezy pomadio od gradientéw funkeji hydrodymami‘cznyeh nx
od LIS tp_piszemy ‘-Wzlc')r. {5.9) uz'upelnjajac B0 dada!tkcrwynmji_wymazami np. |

af a,,u,.,]}H af (aru,.)'

at

Bul-”,-

at _—Bu,-'j ¥




- Okreglenie dzialania operatora 0,/0t ma funkeje rozkladu sprowadza
sie zatem do okreslenia dzialania tego operatora na funkcje hydrodyna-
rmczne n, u;, T. Dziatanie to okresla sie nastepujaco:

0 7 arﬂ

’ Zot . . — ’ .
(5.10) . 31 (win), i, a1 = ¢ (r = 0);
| Oottj . Lo o Oy 1 )
(5.11) 57 e+ F PR P Y (r=0)
J,T 2 0 o
612 p —“u;T,f—m{Pu i+ qi il
) a,T 2 r ¥
= — = {Pyy i G} -

ot 3kn
Ze wzordw tych widaé przy uwzglednieniu_ réwnan- (5.8), ze

| 1 d,n_ On o 1w dus G18T 0T
613) Y e T o w0t T w9 =9t

C =0 r=0 =0

Na moey wzordw (5.9}, (5.2) i {5,13) widzimy, ze takze
19 _ 0
2 n" 0t Ot
r=u

. Btosujac teraz operator D w postac1 podanej wzorem (5 5) do rozwi-
niecia (5.1) otrzymujemy-

~ 1 2 3
(5.14) | 1H=nD+D+%D+HW
gdzie
a
imrof RO
D—'a't_+ f:
2 g f 63? i
_ n]c Yt G
(5.15). D_udt-l_@t +Rf,
; a I’JTI a r-j?g a L] ;
__ Yo Y I . r ~ T
D=ge T ¢ Tt TR
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- Prayréwnujac do siehie ‘ddpowiednie wspolezynniki rozwinied (5.4)
oraz (5.15) otrzymujemy ciag kolejnych réwnah o

g0 -
(5.16.1 It =0,
- (5.16.2) I(;fl1+;})1)':%_+é;c’
02 - 41 s O‘} ().}’. L
(5.16.3) [ronvin s =G0+ 50 1 kg,

lub ogdinie
(3.17) -  I=D.
Ukiad (5.16) daje mozliwosé kolejnego wyznaczania przyblizen funkeiji

0
rozkiadu. Z< réwnarmia (5.16.1) odgadnaé- mozemy latwo funkeje f oze
wzgledn na 'apalogjie'tego_rémﬂani.a_: do réwnania (4.1). Mamy wige i

(5.18) = Al e mmat-nar- N

Rozwigzanie to przypomina maxwellowski rozklad predkosei (4.3). Za-
chodzi tu jednak bardzo istotna réznica polegajaca na tym, ze wspolczyn-
niki A, B, D zaleza obecnie od miejsca i ezasu. Rozklad ten mona by na-
zwat quasimaxwellowskim. Metoda przyblizania nie narzuea zadnego wa-
runku nd wspblezynniki 4,.B, T 53 one dowolnymi funkejami x oraz t.
Jako «warunek poczatkowys Enskog-i Cha pman przyjmujg ...

m 5/2'7‘ 7 m - .

: o
Przy tak dobranych funkejach A4,B,D pierwsze przyblizenie nf funkeji
rozkiadu pokrywa sie z rozkladem maxwellowskim w przypadku jedno-
rodnym i stacjonarnym (p. 4), _ L w
Réwmania (5.16.2), (5.}62.3) i wszystkie nastepne sa liniowymi réwna—

niami wzgledem funkeji f, f, ..., dajacymi sie sprowadzié¢ do liniowych réw-
nan catkowych, Rozwigzujge te réwnania ofrzymuje sie dalsze przyblize-
nia funkeji rozkiadu, ) “ : ('
Zajmiemy sie obecnie drugim przyblizeniem funkeji rozkiadu danym
¢ 1 1

przez wyrazenie n f -- f. Dila znalezienia funkeji ¥ mamy réwnanie (5.16.2).
1 1g o - Mo e T O 1

Przyjmujac f=a f sprowadzamy zagadnienie do znalezienia funkeji @.
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_Réwnanie (5.16.2) mozna po przeksztalceniach zapisaé w postaci- - -

520 fdéfdkwffl(@—l—@ @ @)

][ a5\, dlogT  {( m
_f[(anTc 2)01' awfw—l_(nkT)c‘cluu]

~ Traktujac cD jako funkcie x,c, t oraz korzystajac z liniowosci réwnania
(5.20) mozemy poszukiwaé jego rozwiazania w postaci 1?)

12
(%2) 402D g,
Wektor A; oraz tfensor By s funkcjami e, Znalezienie rozwigzania
sprowadza sig wige do wyznaczenia tych wielko$ci. W tym eelu na]dogod-
niej jest uzyé rozwinigé A, oraz By na szeregi wielomianéw Sonina.
W szezegbly tyeh rachunkéw wehodzié nie bedmemy (zwarty ich obraz
pedany ]est W pracy f1p. .

Znajac f oraz f mozemy wreszcie 0|trzymac trzecie przybhzeme funk~

cji rozkladu, znajdujac f z réwnania {5.16.3}. Te dos¢ z.mudne rachunk1
wykonal Burnett (1935). ‘ :

W $wietle omdwionej teorii ECB rozpatrzmy obecnie zastosowame
réwnania Boltzmanna do hydrodynamiki,

Rozpatrzmy na;;merw hydrodynamzke opartag na p1erwszym ‘przyblize-

niu funkeji-rozkiadu nf gdzie f dane jest przez wzory (5.18) i (5. 19). Za-
dang hydrodynamike otrzymujemy odrzucajgc w szeregach Wystepumcych
w réwnaniach przenoszema (5.8) Wszystkle nastep:ne wyrazy po p1erwszym

oraz wyznaczajac pu i q Ze WZOrow (2 7) i (2.13) w oparciu o funkcje nf'
Otrzymamy wtedy

8 1 - 0 o
pf,-=~9fcscffd35=knTau-xgecﬁas;=pau, U=g [dyé e c: f=0.
Po podstawieniu do réwnan przenoszenia (5.8) mamy

an 61&; :
—a‘f—f—(ﬂUE),i—”-O, at-l-u,u;;——Fr—?P:,

(5.21)
T

at _!—utT!_‘_'—Tutz

' 12 Do tego rozwigzania nalezatoby dodaé dowolne rozwigzahie rownania jedno-
rodnego, tj. réwnmania, po prawej stronie kiérego znajduje siq zero, i spr;awdzac tzw.
warunek orbogonalnosm (por. [33], str. 107) Nle 'wchodzac w szczegoiy stwierdzimy,
#e warunek ten jeést’ speh'uony Co B 3
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Jak widaé pierwsze dwa réwnania stanowia: réwnanie ciggloéei i row-
nanie Eulera. Trzecie z iych rownan sprowadza sie latwo do postaci

D/{n}\
ﬁz (TS‘E)__ 0.
Okres$la wige ono adiabatyczng przemiang gazu. Reasumujge mozemy po- -
wiedzie¢, ze hydrodynamika oparta na pierwszym przyblizeniu funkeji
rozktadu jest hydrodynamiks gazu $cisliwego, lecz nielepkiego i nie prze-
wodzacego ciepla, podlegajgcego zatem przemianie adiabatycznej,
Przejdzmy 2 kolei do hydrodynamiki zbudowanej na drugim przybli-
zeniu funkeji rozkladu
01
f=nf+ 1 |
Obliczajac ze wzoréw (2.13) i (2.7) wektor strumienia ciepla i tensor
napiet otrzymujemy
11 'm ' 2KET
(5.22) Y=y 4= [ bef=—"0—[A, A] T,
oraz
. o 11 1 i
(5.23) p,= Py + WPU =m fds Ecicif= pﬁu——g k T {Brs, Bue 447,
gdzie . '
_ 1 00
{Az,At]:T‘fdﬁfdsflfdzkwffj (A; + A1 —
— Ai A1) (Ai + Au— Al — A}),

zas [Byy, Byl jest okre§lone zupelnie analogicznie. Przyjmujae

(5.24) P k2T 41, 4

oraz

(625 u— %kT [But, Bu

otrzymujemy zamiast rownan (5.22) i (5.23)

(5.26) qgi——A4iAT,;,

(5.27) : Pi==p (5:1—*_2[“7:?}-

Podstawiajac te wyrazenia do réwnan przenoszenia (5.8) ofrzymujemy

%—:’ (nur),z_=0,' %t?—.]‘Uiuj,.i:Fj——l‘P,j -I-E(mﬁ,";),;,

(5.28) @
oT

-2
ot +utTf— “3kn [(p 65— 2#“!1)”!1’“(27‘ )]




~Jak widaé, hydrodynamika oparta na drugim przyblizeniu funkeji Toz-
kladu prowadzi do réwnania ciggloSci, rownan Naviera-Stokesa’
(ze zmienng lepkodcig) 1 rownania zachowania energii przy uwzglednieniu
przewodnictwa cieplnego cieczy. :
Przechodzimy wreszcie do trzeciego przybhzema funkeji rozkladu

f=nfd it i,

7 wykonanych przez Burnetta rachunkéw wynikaja nastepujace
zaleznosci pomigdzy wektorem gq: i tensorem py z jednej strony, a funk-
cjami n, u;, T — z drugiej:

. ] a 2
(5.29) q=—A4T,:+ @1;—Tuj,jT, i By '—MT [E (Tuy, ), e+ 2 uj.z'T.j] -

w0 s
+l@3,pp;+ an+@5 TT,;']W.:',

o 2 o
(5.30) pfj:pa;;—zymﬁ+K1%uk,kmj+

o <
It P i o it it o ot ot

2

1 s
+K2%[~— (?p;) P Un 1 Uj, e 2 Ui ke uj,k] +

<
St S o et ot ik £

2 2 - 2 - o
+K3;‘—T I,+K49pr,T 7+ Ko g T T1+Kr,:p sk Uinj -

Bezwymiarowe Wspolczynmkl 6,,60,, .., @5 oraz ky, kq, -, kg Okreslo-
ne sa wzorami przyb11zon3m1 ' ‘

_18(7 T dp By _
91_ 4(2 - u dT) QE'*_ 8! @3_"-—3: ‘@4—’?)!
(5.31)
: 3 T dp
@5”2(5 Tu”dT)’
(e AT T dp _ _ 0
K—ylp— an) =% K=3 K=o
{5.32)
_3Tdn _
Kﬁ_ ‘u dT) Kﬁ—'—

Ze Wzoréw (65.29) i (5 30) widaé, ze w trzecim etapie przybliZenia po-
jawiaja sie w réwnaniach wyrazy okreflajace wzajemny wplyw naplec na
przeplyw ciepla oraz wpltyw wyrazéw «cieplnych» na napiecia.
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Przé'ply'w gazu opisany tymi réwnaniami Burnetta nazywamy
poshzgo*wym

- Pelny uklad réwnath Burmnetta otrzymu]emy podsstawmgcy. Wyra-
zenia (5.29) i (5.30) do réwnan przenoszenia (5.8).

Poprawki we wzorach (5.29) i (5.30), charakterystyczne dla frzeciego
przyblizenia, mogg byé oczywiscle pominiete w przypadku przeplywu ga-
zéw o gestosciach zwyktych.(tj. zblizonych do atmosferyceznych) z niezhyt
wielkimi predkoéeiami. Co sie tyczy wektiora strumienia ciepla, to znacze-
nie poprawek burnettowskich nie jest zbyt duze. Poprawki te mianowicie
odnoszg si¢ wylaeznie do stanu ruchu gazu i znikaja w stanie spoczynku.
Jednakze w stanie ruchu przenoszenie ciepla w gazie odbywa sie w prze-
wazajgee] mierze droga konwekeji (makroskopowej). Przewodnictwo na-
tomiast rie odgrywa tu wiekszej roli. ‘

Dla zbadania wplywu poprawek burnettowskich na ’bensor napie¢ po-
rownajmy np. trzeci i drugi wyraz ze wzoréw (5.30). Wplywu drugiego
wyrazu nie da sie pomingé, jesli wyrdzeme e x/p nie jest mate. Ponie-
waz jednak p jest proporcgonalne do 1/2 p¢?, za$ e cl, w1qc wyrazenie
rozwazane jest rzedu

e - érednia droga swobodna
DU ' k& T prediosé diwigku

Wyrazeme {6 trzeba wiec uwzgledmac dla oplsama ruchu gazu w tych
przypadkach w ktorych zmiana predkodei na diugosci drogi swobodnej
jest znaczng czgscig predkosei dzwieku. Warunki takie 1stme;|a; np. w fali-
uderzeniowej. Poza falg uderzeniows rozpatrywane wyrazenie ma zna-
czenie jedynie przy bardzo matych ci$nieniach, rzedu 10— atm. Napiecia
dieplne [wyrazy zawierajace we wzorze (5. 30)] w tensorze napiet¢ odgry-
waja réwniez pewng role. Poréwnujac np. wyraz

LR
3 QT i
Z Wyrazem
I,
mozna obliczyé, ze przy
YA I LY
ﬁfN i
T see . ’
Oraz ¢ : 1{ .‘!
~~e 1 sto
o s if B P

stosunek ohﬁ'_\v-\f)frazéwl jest rzedu 0,1%. )
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" Analizujac wielkodei poprawek burnettowskich ‘Tsiexn, [9], docho-
dzi do wniosku, Ze maja one znaczenie przy duzych wartosciach stosunku
‘M2/Re, gdzie M jest liczbg Macha, Re liczbag Reynol dsa.

Oznaczaloby to, ze w zakresie matych predkogei mozna zastapié uklad
réwnah Burnetta przez uklad Naviera-Stokesa Nawet jed-
nak w tym uproszezonym przypadku obraz ruchu poshzgowego zachowa
w pewnej mierze swoje charakterystyczne wihasnodei ze wzgle,du na spe-
cyficzne warunki brzegowe.

Problem nalezytego sformulowania warunkow brzegowyeh w przy-
padku ruchu poglizgowego nie znalazt dotychezas wladciwego rozw1azan1a
Rzecz zatem zrozumiala, ze i kwestia istnienia rozwigzah réwnafh Bur-
netta pozostaje calkowicie otwarta. Kwestia ta stanowi centralne za-
gadnienie aerodynamiki ruchu poslizgowego. '

W zakresie ruchu poglizgowego nie moina dhuzej utrzymaé zaltozenia
znikania stycznej skladowej predkodel na powierzchni ciala oplywanege
(stad nazwa: ruch «poslizgowy»). Jako swo;ego rodzaju warunck brzego-
wy moze tu sluzyc réwnanie

laczace predkodé przy Scianie u z jej gradientem normalnym du/0y wraz
ze stycznym gradientem temperatury 0T/0x (f oznacza tu wspolezynnik
tarcia gazu o éciane i zalezy od rodzaju powierzchni Sciany).

Rozwigzania kwestii warunkéw brzegowych nalezaloby szukaé raczej
przez ich okredlenie dla samej funkeji rozkladu. Ten sam punkt widzenia
przyjal w swe]j pracy, [11] H Grad, czym zameemy sie nieco poz—

niej (p. 7). A
Tablica 1 ‘ Tablica 2

" Tempera- | 107 | 1074 © g L owma 107-2
tura {°C} dosw. .teoret. _ helu © dodw. teoret.
 —763 C1avs | 1269 0o - (390) . 390
—37,9 1465 1469 271 741 724
16,1 1728 1728 454 1077 1053
51,6 1880 1884 04T 0
100,2 2084 2086 : 232 2347
200 2461 2461 - 94 61 2939 2943
250,1 2629 2633 100 ] T (sse0) | 3360

. Teoria ECB daje nie tylko mozliwoé¢ ukiadania réwnaf hydrody-

nammznych Wzory (5.24) i (5.25) pozwalaja na obliczenie -wspdlezynni-
kow kinetyeznych: lepkoéei i przewodnictwa. Mozna tez podaé podobny
wzér dla wspbtezynnika:dyfuzji w przypadku mieszaniny gazéw. Chap-
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man i Cowling, [1], podaja rozbudowany aparat matematyczny stu-
zycy-do obliczania fych wspolezynnikéw. Wyniki tych obliczer przepro-
wadzone dla réznych modeli oddzialywan molekut 54 na ogdl w bardzo
dobrej zgodnosei z doswiadezeniem. Przykladowo podamy tu kilka war-
tosci liczbowych (dane zaczerpniete s3 z pracy [l1], str. 226 oraz 243),

W tablicy 1 podany jest wspdlczynnik lepkoéei azotu (N.) w réznych
~temperaturach. W tablicy 2 podany jest wspélezynnik przewodnictwa
mieszaniny helu (He) z argonem (A) przy réznych skladach procentowych
mieszaniny,

6. Zagadnienie nmieodwracalnogei a réwnante Boltzmanna

Mechanika klasyczna opisuje jedynie odwracalne procesy fizyczne. Tak
np. ruch punktu materialnego w polu sit niezaleinych od czasu, zgodny
z prawami New ton a, jest typowym przykladem zjawiska odwracalne-
go. Zjawisko nazywamy odwracalnym, jezeli moze ono przebiegaé réwnie
debrze w obu kierunkach. Wyjasnijmy blizej, o co tu chodzi, Przyouiémy,
ze jakis§ uklad materialny A znajdujgecy sie w chwili t =0 w pewnym
stanie «0» przeszed! po czasie t do innego stanu.np. stanu «1». Wezmy te-
raz pod uwage inny ukiad materialny B znajdujacy sie w stanie TdZnig-
cym sigod «1» ukladu 4 jedynie tym, ze kierunki predkosei zostaly zamie-
nione na przeciwne. Jezeli uklad B przejdzie w ciggu czasu t w stan, ktéry
sig T6zni od stanu «0» ukladu jedynie kierunkami predkoéei, to moéwimy,
ze przefécie ukladu A od stanu «0» do stanu «1» jest zjawiskiem odwracal-
nym. Zagadnieniu odwracalnosei mozna by nadaé nastepujacy postaé ma-
tematyczng, Przypusémy, ze () (v=1,2,...) sa rozwigzaniami pewnych
réwnah ruchu opisujgeych zjawisko. Zjawisko jest odwracalne wowezas,
gdy réwniez funkeje ) | '

: Ty (l)=Dy)v (—1)
85 rozwiazaniami réwnah ruchu. D oznacza tu symbolicznie operacje zmia-
ny znaku wszystkich wysiepujgeych predkosei,

Odwracalnoéé zjawisk opisywanych przez mechanike klasyczng Wyhi-
ka z niezmienniczosei réwnan ruchu wzgledem zmiany znaku czasis. Istot-
nie, réwnanie dynamiczne I, a grange’a

L d 9L
Oq; di 0G;
mozemy takze zapisaé w postaci 13)
OL__ a4 oL
O0gqi  d(—t) 0(—q)
') Nalezy tu podkregli¢, ze cale vozumowanie przytoczone sluszne jest w priyf—

padku funkeji Tagra nge'a L niezaleinej explicite od czasu. Rozumowania nasze
odnosi sie wige jedynie do ukladu zolowanego, zamknietego i skonczonego.
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Zupelnie podobnie mozemy sie przekonaé, e f’TbCESY'-'OpISywane_-:p'r'z-e
twierdzenie Liouville a (1.12) sa procesami odwracalnymi. Tstotni
réwnanie (1.12) mozemy tez zapisaé w postaci S

QP o[, 0P (—p«dd 0P _

_'pai) Me 0xai

Inaczej moéwige, jezeli funkeja P{x", pY, 1)} jest rozwigzaniem réwna-~

ma Liouville a, to takze funkcja
p,=DP (¥, p¥,—t)=Px",—p",—1)
jest rozwigzaniem réwnania Liouville a _

Ruch gazu nielepkiego opisany réwnaniami Eulera (5.12) jest row-
niez odwracalny. Natomiast ruch gazu lepkiego opisany rownaniami (5.28)
nie jest juz zjawiskiem odwracalnym iy,

Réwnanie Boltzmanna, jak sie zaraz przekonamy, opisuje proce-
sy nieodwracalne. Fakt ten wiaze sig $cifle z zaloZeniem chaosu moleku-
larnego koniecznym do wyprowadzenia réwnania Boltzmanna. Nie-
odwracalnosé zjawisk opisanych réwnaniem Boltzmanna sprowadza
sie do tego, ze dowolny stan gazu wywolany np. jakim$ zaburzeniem zbli-
%2 sie w miare uplywu czasu do stanu réwnowagi opisanego przez funkeje
rozkladu maxwellowskiego. _

Fakt nieodwracalnoéci zjawisk zwigzanych z réwnaniem Boltz-
manna mozna wykazaé bardzo prosto bez rozwigzywania réwnania
w przypadku rozkladu jednorodnege bez dzialania sit zewnetrznych, do
ktérego to przypadku ograniczymy sie. W tym celu wyprowadzamy tzw.
funkcie Boltzmanna

(6.1) © He=nTogf= [ d&flog5.
Funkeja H jest wiec jedynie funkeja czasu, a zarazem funkcjonal.em f.
Obliczmy pochodng 0H,0t. Memy
0H of
(6.2) 7)%-_fd3§(1+1nf)at.
Te pochodna mozna przeksztaleié ¥%) do postaci
ff;

OE_2 [aefa fakeldi—ifing.

W tym wzorze wystepuja dwa wyrazy, kiore majs zawsze przeciwne
znaki ‘

ff

it

log oraz ffi—Ff..

13y Zob, np. [35]. ) :
15) Zob. praca [11], str. 343 lub {11, rozdzial 3 (zakonczenie).

537




Stad WnoSimy‘ wiee, Ze zawsze
(6.3) e =0.
Zatem lfunkeja H Boltzmanna stale maleje. Mozna jednak latwo
wykazaé, ze wielkosé H(t) jest ograniczona z dohu (czego tu nie bedziemy
dowodzié), Zatem funkcja H maleje do pewnego minimum. Tym minimum
jest oczywiscie rozkiad -m&i{wellowski (4.5). Powyzsze twierdzenie nosi
nazwe «twierdzenia H» Boltzmanna i odgrywa w teorii kinetycznej
desé duzg role. J est ono kinetycznym wyrazem drugiej zasady termodyna-
miki. Istotnie, jak mozna wykazaé, funkecja H wiaze sie z entropig za-
l_eZI;oécia B }
(6.4) S=-—%koH,

gdzie S oznacza entropie jednostki masy, za§ k- stala Boltzmanna.
Wzér ten moze shuzyé za uogélnienie pojecia entropii na przypadek gazu
nie znajdujacego sic w réwnowadze. Twierdzenie H Boltzmanna mo-
ze by¢ uogdlnione réwniez na przypadek niejednorodnych stanow gazu,
_ Wykazaliémy nieodwracalnodé proceséw zwigzanych 2 réwnaniem

Boltzmanna bez jego rozwigzywania; Nadmienimy jednak, ze nie
‘brak bylo préob rozwigzywania réwnania B olt zmanna w celu wy-
TAZNego wyznaczenia zmiennosel funkeji rozkladu § w czasie. Takie roz-
‘wigzanie okreglitoby catkowicie proces przejicia gazu do stanu rownowagi.
Wspomniane préby ograniczaly sie zazwyczaj do przypadku jednorodnego
rozkladu opisanego funkcja f «izotropowa» wezgledem § (tj. zalezng je-
dynie od moduty & ).Najpowagniejszg ztych prob byla praca Car] e-
manna (1933), ktéry pod powyzszymi zatozeniami dowiéd} istnienia
rozwigzania réwnania Boltzmanna przy danych warunkach poczat-
kowych i wykazat przechodzenie tego rozwigzania w rozwigzanie max-
wellowskie. Byty oprocz tej pracy i inne préby dowodzenia istnienia roz-
-Wwigzania réwnania Boltzm anna; :[13]. Opieraly sie one jednak zaw-
Sze na zalozeniu jednorodnodei i izotropowoscei. -

Na znacznie ogoblniejszych zatoZeniach oparta jest praca B, Wild &,
[14]. Wild sprowadza rézniczkowo-calkowe réwnanie Boltzmanna
do postaci réwnania catkowego dajacego sie rozwiazywaé, jesli znana jest
liczba zderzen R ' ‘

(6.5) 0 [ E faka i s. g,

"W przypadku zalozenia maxwellowskiego oddziatywania molekul wiel-
koéé ta staje sie proporcjonalna do gestosel gazu. Wild podaje metode
kolejriych brzyblizen, stuzgey.do rozwigzywania przeksztalconego przez
siebie réwnania Boltzmanma, o o
Clag kolejnych przyblizen Jest zbiezny, jesli zalozyé, ze rozwigzanie
W ogble istnieje. Operujac molekutami maxwellowskimi Wild bada,
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przy jakich zatozeniach -dowolny jednorodny rozkiad przechodzi w rozklad
maxwellowski. Praca Wilda nosi jednak -charaktgr formalistyczny,'
gdy? brak w niej wynikow fizycznych. ‘ : o
Ostatnio co prawda M. Klein, [15], zastosowal tg metode do zhada-
nia, jak zachowuje sig jako funkeja czasu wyrazenie & & (i#5) w jedno-
rodnym stanie gazu. : o '
Okazalo sie, ze wyrazenie to maleje proporcjonalnie do funkeiji

e—ir ,

gdzie v jest to tzw. czas relaksacji. Wynik ten byt jednak znany . juz po-
przednio Maxwel lowi i wyprowadzony byl na prostszej drodze. . -

Fakt nicodwracalnoSel zjawisk zwigzanych z f6wnaniem Boltzma n-
n a moze sie wydawaé paradoksalny. Réwnanie to wynika bowiem z «od-
wracalnego» twierdzenia Liouville'a opartego na odwracalnych pra-
wach mechaniki. Czeéciowym wyttimaczéniem tego faktu moze byé to, ze
do wyprowadzenia réwnania Boltzmanna z twierdzenia Liou-
ville'a potrzebre jest dodatkowe zalozenie chaosu molekularnego. Nie-
odwracalno$é kinetycznej teoril oraz jej stosunek do mechaniki statystycz<
nej jest jeszcze stale przedmiotem zywej polemiki w literaturze naukowej
{por. prace [16]). Zagadnienie o moZna wiee nadal uwazaé 7za otwarte. Nie<
ktére aspekty tej sprawy omoéwimy jeszeze pokrétee w p. 9.
' Nieodwracalno§¢ proceséw opisanych réwnaniem Bo Itzmanna
stala sie szezegdinie akiualng s:pna.vs)fa w ostatnich czasach w zwigzku z roz-
wojem termodynamiki proceséw nieodwracalnych. Miedzy innymi wyko-
nane zostaly préby oparcia tej nowej teorii fehomenologiczngj. na gruncie
kinetycznej teorii gazow 9).

7. Metoda trzynastu momentéw
Klasyczha teoria ECB daje potwierdzenie réwnan N a v i e r as

Stokesa, proby wyjscia poza te' réwﬁania oraz-bardzo dobry schemat’
rachunkewy obliczenia wspolczyrinikow kinetycznych. ' e

Pomimo tych niewatpliwych sukceséw rozwigzanie ECB jest dalekie-
od ogélnodci i obarczone szeregiem brakéw. Najpowazniejszym z tych bra-
k6w teorii ECB jest ograniczenie rozwiazania réwnania B o ltzmanna
do tzw. rozwigzaf normalnych, tj. takich, w ktérych funkeja rozkiadu f
zalezy od swych argumentéw jedynie za poérednictwem pieciu funkeji
hydrodynamicznych n(x, ), u(x, t), T(x,t) oraz ich gradientow. J ak juz
stwierdziliémy (w p. 1), opis ruchu gazéw, ktérego "dostarcza nam teoria’
kinetyezna (a wige réwnanie Bolt Zmanna), jést znacznie bogatszy od
opisu hydm:dynamijki ,ﬂ;iasycznej'. Tak, Wi‘gc ograniczepiue__ sie do-‘_funkcji T0Z-

IR
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ktadu danej jedynie poprzez funkcje hydrodynamiczne zacie$nia znacznie
teorie i, by¢ mozZe, pozbawia nas mozliwosei opisania calego szeregu efek-
tow fizycznych o podiozu meolekularnym.

W calym do$¢ skomplikowanym formalizmie ECB brak jest bezposred- -
nioSci 1 prostoty, co moze nasuwacé podejrzenie, Ze np. trzecie burnettow-
skie przybliiehie rozwigzania nie doé¢ dokladnie przedstawia rzeczywisty
przebieg zjawiska. _ '

Bardzo powainym brakiem teorii ECB wlafciwie nieprzezwyciezo-
nym dofychezas przez zadna inng teorie jest nieznajomosé warunkdéw brze-
gowych. Jak juz wspominali§émy, warunki te nie zostaly nawet sformulo-~
wane, Jednak wlasnie teoria kinetyczna powinna przyniesé wyjasnienie
tych spraw. Zagadnienie to komplikuje sig jeszcze o tyle, Ze jak wykazaly
wnikliwe rozwazania Roearda, [8], molekuly gazu znajdujace sie
w poblizu powierzchni ciala stalego tworza wraz z nim — wskutek od-
dzialywan wzajemnych — pewng caloéé, gaz + cialo stale, niezwykle trud-
ng do ujecia matematycznego.

Ciekawa prébg przezwyciezenia przynajmniej czefci omoéwionyeh tu
brakéw teorii ECB jest praca H. Grad a, [11]. Gléwng koncepeja metody
Grada jest rozwinigcie funkeji na szereg tréjwymiarowych wielomia-
now Hermite a, [10]. Postugujge sie wielkociami bezwymiarowymi

(7.1) Vo= ;%kam
| kT g(x,v,t)—g m f

mozemy dla bezwymiarowej funkeji rozkiadu g napisaé rozwiniecie -

oo

1 . 1
«7.2) g= W e~ "2 Z ] as-") (x,1) KS") (v),

gdzie K" (v) oznacza tr6jwymiarowy wielomian Hermite a n-tego
stopnia. Jest to zarazem symetryczny tensor n-tego rzedu, kiéry w przy-
padku jednowymiarowym sprowadza sie do zwyklego wielomianu Her-
m_r i}t e’ a. Podajemy ponizej kilka pierwszych wielomianéw Hermife'a
K" (v):

KO =1,
K =,
(‘;?.3)_ Kf) —=wv0,—dy,
' K, = :v) v (00 5+ v |- va 8),
K = :0j 001 — (01 0) St - 00 Vs 8+ v; 01 Sj + vy 08 St

v v b+ e s 5;1') -+ (8¢ Skt -+ Bun 812+ 8u djn)




Wspc')'lézynniki rozwiniecia ze Wzom'(ﬁ'-‘z)._. d(’.”_(x,
sca i czasu. Sg to takZe tensory n-tego rzedu, a:
af? K" nalezy uwaza¢ jako n- -krotng sume po wszystkich wskazmkac

tensorowych Ze wzgledu na ortonormalnosé uktadu wielomianéw K(n)j

otrzymugemy naste-pugqcy wzor dla wspolczynmkow al
(7.4)  a=[gRMd,v.

Wspélezynniki te sa $cisle zwigzane z momentami funkcji f okreslo-
nymi przez wzory

(7.5) - Q. = [d, €88 .1,

Momenty te sg wielko§ciami o okreflonym znaczeniu fizycznym. Mia-
nowicie

1
Q(O) in, ‘ ;Q(!” :'U»r'-

Przy obliczaniu dalszych momentéw wygodniej jest zmieni¢ definicje
(7.4) w nastepujacy sposob:

Q= fdgercit.

Wiedy :
: m QY = py,

zwezenie za§ momentu trzeciego rzedu

g)k “*fd Eeicper f
daje :
m om 5
qumz—Qs‘?,.,,— f.dgfc*cz-f-,

tj. wektor strumienia ciepla.

Z rbzwmlema (7.2) widaé od razu, ze zaleinoéé funkeji rozktadu f nie
moze sie ograniczaé do samych tylko pieciu funkeji hydrodynamicznych
o, w, T stanowiacych zaledwie pierwsze jej momenty. ‘Funkecja f zaleiy
od nieskoficzenie wielu swych momentéw, kitére sg funkcjami miejsca
i czasu. Dla tych nieskoficzenie wielu momentéw fub, co na jedno wycho-
dzi, dla nieskoficzenie wielu wspblezynnikow af" rozwiniecia (7.2)] nalezy
podaé uklad nieskoniczenie wielu réwnan rozmczkowych Ten ukiad réw-
nah uzyskuje sie przez podstawienie rozwinigeia (7.1) do réwnania
Boltzmanna. Po rozlozeniu otrzymanych w ten sposéh wyrazef: na
“szeregi wielomianéw Hermit ¢’ a przyréwnujemy wspolezynniki przy
odpowiednich wielomianach do siebie. Nie wchodzge w ogdlng tecrig roz-
winiecia (7.2) przedstawiona w pracy [11] za,tr—zymiainy sie nieco nad szcze-
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g6lnym jej przypadkiem, polegancym na zachowaniu w rozwinigeiu trzech

plerwszych wyrazéw

‘ 1 . }'_}
(7.6) J°=J°‘l]34(1+ me"L 6 ag}aKs?’f) S o

W rozwinieciu tym Wysete;pujlé 20 momentc’)w: 0, ¥s, Py, Q. Dalsze uprbf_
szezenie polegajace na zweZeniu ostatniego wielomianu BRRS.
Kp =K |
prowadzi réowniez do zweZenia trzeciego wspélczyﬁniké “We WZOTZe (7.6)'.';
Przy uwzglednieniu wzoréw (7.3) otrzymujemy wiee ostatecznie rozidad
0 _

o Chosogiti RN
an fﬂ“‘”l“ IpRT © ER"T(I_"ETE?)]‘

Jak widaé z tego wrory, funkc]a f zalezy od {rzynastu wielkosei

d . Qr U:i; T: Pl'f) (Ii.;
gazie D C

0 _
Py =Py~ 0y p

daje pie¢ niezaleznych wielkbéci, zaé ‘ciénienie p=1/3p; zwigzane - jest
z temperatura T i gestoscia p za podrednictwem réwnania (2.12). Stad po+
chodzi nazwa «metoda trzynastu momentows. '

Metoda 1a, jak widaé, stanowi znacznie ogblniejszy schemat rachunko-
wy od klasycznej metody ECB, ktora mozna by nazwaé metods pieciu mo-
mentow (g, u;, T). ‘

Dla trzynastu Wyrmemonych W1e1k0301 — przez podstawienie do réw-
nania Bolizmanna — olrzymuje sie nastepu]acy uktad réwnan rdZo
niczkowych; : '

0 | ) Du,

'*3—}-(911.,'),5:0., + = Puf“—o

D3 kT o | .
(7.8) D_t(? m) (puuiﬁ—q”)——o o ' .

apz 4 e e T N .
j +(u'"pzj) 5 qt‘,j +2pfruj.r‘+zput,j—iiEB(lz,Qpir:0

a z ’ 2 : 2 ) kT o
dqt +(urqd,r-l-—5-qfuz.r'~#—g‘grur,s+€'q;u,-,,1+§pir,,.+

1~-p T, %’pms—!— p— T +~—~B‘f’9qwﬂ
‘i

orazdodatkowo p/gwkT/m - _ N

+
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We wzorach tych B{Y jest wielkoScig zalezng od zderzen; dla sit mle—...'I.';:.:'

dzymolekularnych proporc;onalnych do 1/r¢

5s—5

B =g (s) T2,

za§ @({s) jest zalezne od s i innych stalych molekularnych.

Najbardziej charakierystyczna cechy tego schematu jest wystepowanie
w rownaniach (7.8} wielkosei py oraz q; zupelnie niezaleznie od pozosta-
lych funkeji g, u;, T. Wymaga {0 jednoczesnie okreslenia dodatkowych
warunkéw poczgtkowyceh na napiecia i strumiefi ciepla, co znacznie zwiek-
sza 0gblnosé rozwigzan w pordwnaniu z teorig ECB,

Grad wykazuje w dalszym ciagu, Ze dla niektérych wolno-zmien-
nych przeplywow ogdlny schemat (7.8) sprowadza sie do réwnan Navie-
ra - Stokesa. Przykiadami takiego ruchu moga byé przedstawione
w pracy [11] nastepujgce przypadki szczegdlne;

(1) przeplyw ze stalymi funkcjami g, w, T oraz jednorodnymi py, qi,

{2) stacjonarny jednowymiarowy przeplyw ciepla w gazie nierucho-
mym, '

(3) plaski stacjonarny przeplyw Couette a (U0, uy=u,=0,
QU0 =0uy0z—=0, Cuoy =0, =0,

Wyrazenia otrzymane dla wspélezynnikéw kinetyeznyeh w tej 'teorn
zgadzajay sie z wyrazeniami otrzymanyml z teorii ECB, sa wiec takze zgod~
‘ne z do$wiadezeniem.

Interesujgce stanowisko zajmuje Grad w sprawie Wa-runkéw brze-
gowych. Ustalajac pewien Wart_i_nek brzegowy dla funkeji rozkladu ofrzy-
muje sie nieskoficzenie wiele warunkéw brzegowych dla nieskoticzenie
wielu momentoéw funkeji f.

 Program zapowiedziany w pracy [11] przez Grada zawiera zastoso-
wanie metody 13 mdment()w dla szczegblowego zbadania mnastepujacych
zagadnien: ' |

(1) przeptywu Poigseuilles,

(2) przeplywu Couettea,

(3) dyspersji ptaskich fal dzwiekowych,

"(4) stacjonarnej plaskiej fali uderzeniowej.

Z tego programu zostalo juz zrealizowane zagadnienie (4) (w pracy
120, ktore omdwione zostanie w nastepnym punkcie,

Pomimo powaznych trudnoéci rachunkowych teorie rozwiniecia na sze-
reg wielomianéw Hermite a mozna uwazaé za otwarcua przed teorm,
kinetyczng gazow nowych horyzontow.
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- Rowname Bo]tzmanna a fala udéxzemowa

Badanie struktury uderzeniowe] zapoczatkowane Jeszcze W XIX wie-
ku przez Rankine’a®) i Rayleig ha na gruncie hydrodynamiki
oraz przez Beckeral®) na gruncie téwnan Naviera - Stokesa
doprowadzity do wniosku, Ze grubosé fali uderzeniowej jest rzqdu kllku
drog swobodnych!?). '

‘Prowadzi to do wniosku, ze hydrodynamika klasyczna nie jest w sta-
mie dostarczyé dokladnego oplsu zjawisk. zw1azanych zZ istnieniem fah
uderzemowe;

. Zajmiemy sie tu krétko zagadnieniem ujgeia kwestii fali uderzeniowe]j
z punktu widzenia rozszerzonej hydrodynamiki. Poprzestaniemy jedynie
na przedstawieniu samyeh koncepeji nie wchodzge w szczegdly rachun-
kowe. Omoéwienie wynikéw poruszonych tu teorii bedzie ternatefm od-
dzielnego referatu 2°). L —

Istniejg zasadniczo dwie mozhwosm rozszerzenia zagadmema fah ude—
rzeniowe] poza hydrodynamike Naviera - Stokesa. Jedna z nich
polega na zastapieniu réwnahh Naviera-Sto kesa przez inny, lepiej
dostosowany do zagadnienia uklad réwnan hydrodynamieznych, oparty
o jedng z oméwionych uprzednio teoril rozwinieeia funkeji rozkiadu
w széreg, Taka metode ujecia mozina by nazwat quam’klasyczna Druga
mozliwoscig badania fali uderzenidpwei’ jest bezposrednie poszukiwanie
funkeji rozkladu, ktoéra by oplsywa?ta Z]anSkD Tg metode mozna by na-
zwaté molekularng. , :

Quasiklasyczne ujecie z3aw1ska fali uderzemowe] stalo sie tematem
kilku prac, z ktorych omowimy tu dwie: prace Z oller a, [17] oraz pra-
ce Grada, [12]. ‘ S i
- Metoda Zollera opiera sig na rozszerzemu teorii Enskoga-
Chapmana dokonanym  przez Burnetta Zoller . rozwija
funkeje rozkladu f w szereg wielomianéw Sonina i ustala za Bur-
nettem réwnania przenoszenia wigzace gestosé o, temperature T per-
koécl oraz ‘dwie ddodatkowe wielkoéi By, i By, odpowiadajace ; zaburzeniu
stanu réwnowagi (zwigzane Scisle z istnieniem nap1ec i przeptywu ciepia).
W przypadku plaskiej fali uderzemowe;] wszystkie te funkcje zaleza od
jednej tylke zmiennej x. Uklad réwnan przenoszenia sprowadza sie wiec
do ukliadu (nieliniowego) réwnaf rézniczkowych zwyczajnych. Dla tego

v 1) Por, 137k
) Por. [38]. _ . - RIS .
.1 Dokladne omoéwienie te 0 zagadmema na pozlomne wspolczesnym z uwzglgd-

__memem wym!kow ofrzymanych. w Zwigzku Radmeckqm znalezc mozna w cytowanej
“kslazee . Bojcjanskiego [31], str. 610, . L
oy Por. [38]. e

d




uktadu postawione jest nastepujgce zagadnienie brzegowe: znalezc takie
rozwagzame, przy ktéorym .

(1) dla x=—o00 jest g=1g,, T="T,, u=1,, BurBog_:G: (z dala
od tali przeplyw jest bowiem niezaburzony), _ ER
© (2) dla ¥=+ o jest p=1g,, T=Ty, u=u;, By =B, —0.

To zagadnienie brzegowe rozwigzane jest nastepnie metodami nume-
rycznymi. Zoller ograniczyl sie w nowej pracy wylacznie do maxwel-
lowskiego modelu oddziatywania molekut.

O ile praca Zollera oparta jest na schemac1e ECB, o *tyle praca
Grada, [12], opiera sie na ogolniejszej metodzie trzynastu momentéw.
Bieg rozumowania jest tu bardzo prosty. Ogblne réwnanie (7.8) hydrody-
namiki 13 momentéw pisze sie w przypadku ]ednowymlarowego stacjo-
narnego przepltywu. Sprowadzajg sie one do ukladu 5 réwnan réizniczko-
wych zwyczajnych z piecioma niewiadomymi funkcjami p; u, T, Pix, Qx-

Ten nieliniowy uklad réwnan jest nastepnie catkowany numeryecznie,

Molekularne ujecie zjawiska fali uderzeniowej znalazlo swe odbicie
w jednej tylko pracy Motta - Smitha, {18]. Zasadniczym zalozeniem
tej pracy jest przyjecie funkeji rozkladu dla fali uderzeniowej 'w postaci
superpozycji dwéch rozkladéw maxwellowskich o stalych parametrach T
oraz u, natomiast o zmiennych gestosciach. Fala uderzenlowa jest wiec
rozpatrywana z punktu widzenia tej teorii jako wynik wzajem"lego od-
dzialywania (jak gdyby «reakeji chemlczne]») dwoch gazéw: poddzwieko-
wego 1 naddzwigkowego. Przyjeta za punkt wyjscia funkeja rozkladu ma

postaé
mE—iug)? .
3

(,8'1.) f=fa + fo=1u(x) (m)zeﬁ mgk?j"‘ + _
4 ng (x) (--—g2 g:; 7, )% e_—“ ——2 k.jjﬂ""'. ,

gdzie i oznacza jednostkowy wektor w kierunku osi x. W tym wzorze Wy;
stepuja tylko dwie niewiadome funkeje: nq (x) oraz ng (). Wlelkosm
Tu, Tp, ua, up s3 natomiast przyjete za stale. Aby calkowicie okreglié
funkeje f z réwnania (8.1), napiszemy oparte na réwnaniu B o 1 t z-
manna rownanie przenoszenia dowolnej wielko$ci molekularnej @ (§):

mi§—itg)

(3‘.2)' fd tpf + 55 (fd ED fu by +fd E@fﬂfx)—faﬂ‘l loa; ﬁ

W réwnaniu tym '

- Iap-—fd £fdy, [ dykow (@ & — ) fufor
oraz

Iﬁ.,wfdffdsljdzkw(@—@fﬁfm
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Przyjmujac kolejno @ (8)=1, &« oraz E (E oznacza tu energie moleku-
1y) otrzymujemy po scatkowaniu uklad trzech réwnan algebraicznych dla
dwbch niewiadomych funkeji ne (), np (x) oraz czterech stalych Te, Tg,
Ug, Ug. Z faktu, ze réwnania te musza byé speinione dla kazdego x, wno-
simy, ze muszy one byé réwnowazne jednemu réwnaniu. Prowadzi to do
ustalenia zwigzku pomiedzy stanem gazu W przeplywie poddzwickowym
i naddzwickowym. Zwiazki te stanowia analogie do réwnan Ranki-
ne'a-Hugoniota znanych z dynamiki gazbéw doskoratych. Dla wy-
znaczenia gestodci ne(x), ng(x) mamy zatem jedno réwnanie algebraicz-
ne. Drugie rownanie laczgce te wielkoéci moze byé otrzymane z réwna-
nia (8.2) przez przyjecie dla @ (§) dowolnej funkeji nie bedgcej niezmien-
nikiem zderzen. Wykonane zostaly obliczenia dla ©= £ oraz dla
@ =§. Wryniki tych obliczen dajg niewielkie r6znice. Wigze si¢ to z fak-
tem, ze funkecja (8.1) nie stanowi dokladnego rozwigzania réwnania
Boltzmanna  Roznice wynikéw otrzymanych przy przyjmowaniu
dowolnych funkeji @ moga byé miarg dokiadnosci przyblizenia (8.1). Dla
@ =& otrzymuje sig dla gestoSci wyrazenia typu

Ty ' Ty

Ao == 14-eBxl? ng= l‘i- o— Bl

(gdzie .l jest $rednig droga swobodna), znikajagce odpowiednio dla
x— -+ oo oraz dla x — — 0.

O ile guasiklasyczne ujecie teorii fali uderzeniowej, oparte o zmody-
fikowanie hydrodynamiki, wigZe sig zawsze z zalozeniem niewielkich od-
stepstw od stanu roéwnowagi, o tyle metoda Motta-Smitha wolna
iest od tego zalozenia. Tak wiec dwie pierwsze metody moga byt uzyte je-
dynie do obliczania stabych fal uderzeniowych. Metoda Motta - Smi-
tha zas moze sie réwniez nadawaé do badania fal silnych. '

Niezaleznie od wynikow teorii Motta-Smitha w dziedzinie fal
uderzeniowych teoria ta stanowi odrgbny i ciekawy sposdb podejécia do
réwnania Boltzmanna: Mozna przypuszezac, ze otworzy ona mnowe
mozliwosci dla szeregu rdznych obliczen teorii kinetycznej.

9, Granice stosowalnosci teorii kinetycznej oraz proby ich rozszerzenia

Zarys teorii kinetycznej przedstawiony w poprzednich rozdzialach
w zwigzku z rownaniem "Boltzmanna jest oczywiscie ograniciony
w swe]j stosowalnofei. Glownym brakiem réwnania Boltzmanna’ jest
nieuwzglednienie wzajemnego przyciagania molekut dziatajacego na mo-
lekuly poza chwilami ich zderzen. To uproszczenie ogranicza teorie opar-
ta 0 réwnanie Boltzmanna dogazow doskonatlych, spelniaja,éych _
réwnanie stanu postaci (1.4) p/e =RT. ' ' :




Jak wiadomo, gazy rzeczywiste nie spelniajg dokiadnie tego réwnania.’
Podaje sie w zwigzku z tym inne, poprawioné réwnania stand jak np.
réwnanie Van der Waalsa '

(9.1) ' (__p+ %) (v—~b)=RT,

w kiorym v=1/p jest objeloscig wiadciwa, lub ogdlniejsze réwnanie
Ursell-Méyera

9.2) B _eb 206

Réwinanie Boltzmanna nie moze wiec opisywaé ruchu gazow ge-
stych. Oczywiscie tym bardzie] bedzie ono nieprzydatne do badaf ru-
chow cieczy. Wspélezynniki kinetyczne lepkoscei i przewodnictwa cieplne-:

- go, obliczone na podstawie réwnania Boltzmanna, uwzgledniajg za-
leznogé pochodzaca — jak o tym wspominaliSmy — z wymiany pedu
i energii wewnetrznej molekut gazu. Jednakze w przypadku gazéw zge-
szezonych lub w priypadku cieczy nalezy oczekiwaé wpltywu sil miedzy-
molekularnych na te wspélezynniki. Jest dobrze znanym faktem, ze wspdl-
czynniki kinetyezne cieczy maja na ogdl wartosci wielokrotnie wigksze
w poréwnaniu ze wspédlczynnikami kinetycznymi gazéw. Faktu fego nie
da sie oczywiscie wyjasnié na gruncie réwnania Boltzmanna. Obok
nieuwzglednienia przyciggania molekul réwnanie Boltzmanna
oparte jest bowiem na drugim zalozeniu upraszczajacym: na hipotezie zde-
rzefi podwdjnych.

Niewyjasniona kwestia nicodwracalnosci zjawisk ujetych réwnaniem
Boltzmanna, o ktérej moéwilismy w p. 6, nasuwa konieczno$é zana-
lizowania zwigzku tego réwnania z teorig ogélniejsza: mechanikg staty-
styczng. '

- Wreszecie odkrycie zjawiska nadeieklosci helu 11, dajgcego sig wytiuma-
czyé przyjeciem kwantowej struktury réwnan hydrodynamiki, wymaga
szezegdlowego uporzgdkowania podstawowych zalozen hydrodynamiki, co
wigze sie 7 koniecznofcia poszukiwania mozliwie najogélniejszych kon-
eepcji.

Omowione tu sprawy sa przyczyna powstania nowych teorii uogdl-
niajagcych réwnanie Boltzmanna 1 rewidujacych jego stosunek do
mechaniki statystycznej.

W 1946 roku ogloszone zostaly niezaleznie od siebie trzy nowe teorie
kinetyczne oparte na twierdzeniu Liouville a. Sg to teorie:

(1) Bogolubowa-Gurowa, [19]-]21]i [23],

(3 Borna-Greena, [2]i{24],

(3) Kirkwooda, [27]-[30]. =
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. Aby zrozumieé¢ podstawowe zaloZenia tych trzech feorii, wréémy do
wprowadzonej w p. 1 gestosci prawdopodubieﬁ_stwa . '

Py (xV,p", 1)
rozkladu N réinych molekut o polozeniach x¥ i pedach p¥. Przez czescio- -
we calkowanie tej funkeji mozna otrzymaé gestosei prawdopodobienstwa
rozkladu okreSlonych pedoéw i polozen dowolnych podzespoldw (np. pod-

zespolu h} z zespolu N roznych molekul. Otrzymamy w.ten sposéb nowe ‘
funkcje typu ti

{9.3) Pp=— f da v & * da V) p'-‘ Py.

Jezeli nie cheemy odrézniaé poszezegolnych molekut, to mozemy wpro-
wadzié funkecje rozkladu dowolnych rzedoéw. Tak np: dla ukiadu h mo-
lekut funkeja rozkladu, k’sora‘ oznaczaé bedziemy przez fa (x”,p", t), wyraz1
sie wzorem :

(94) s p"; t)= (Nf—h), Py (x", p*, ) :

O ile wiec P, daje gestosé prawdopodobienstwa rozkladu pedéw i po-
Ibieﬁ_ ukladu h réznych molekul, o tyle f, daje gestoéé prawdopodobien-
stwa rozkiadu pedéw i polozen h jakichkolwiek molekul z podzespoiu h
“(ti. daje gestoéé prawdopodobieﬁstwa tego, ze jedna z dowolnych moleku}
ma ped-i poloZenie x', p’, druga dowolna molekula ma polozenie i ped
x2, p2 1td) Oczy\msme

(9.5} .. Iy (x,p,t)—- NP, x',pit) =,Nfd3{N-—1)md3(N—~1)PPN,
96) . . . jy=NIPy |

Ze wzoru (9.6) widzimy natychmiast, ze funkeja fy spelnia takze twier-
dzenie Liouville’a (1.12). Centralnym =zagadnieniem ' uogoblnionej
feorii kmetyczne; jest znalezienie réwnan wigzacych z soba, funkCJe ToZ~
kladu ¥éznych stopni. -

W teorii Borna- Greena uzyskuje sie to z bezpodrednich roz-
wazan’ dynamlcznych W my$] podstawowego zalozenia tej teorii sila dzia-

. lajaca na grupe, nalezacg do podzespotu h, réwna jest iloczynowi masy

przez przySpieszenie molekuly $rednie dla podzespolu h. To dosé do-
wolne zreszig zalozenic modelowe prowadzi do zwiazku pomledzy funkcgq
far1-a funkejami f,, fs, ..., fr Szczegblnym przypadkiem takiej zaleznosci
]E'St {wierdzenie Liouville’a dla funkcji fn. Kmetyczna funkeje roz-
ktadi identyfikuje sie¢ z funkcjg fl podana wzorem (9 5) Rowname dla
okreslenia tej funkeji ma postac

©.7) 1“(”0;& Eﬁaﬁffd mmf“’a mae(‘iv o
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gdzie @ oznacza potencjal. sit migdzymolekularnych, zas f; (x(0, x!8 80
3 1) jest funkcja rozkladu par molekul. Rownanie - Boltzmanna
otrzymuje sie z réwnania (9.7) przy nastqpugacych zalozeniach: L

(1) podwéjnych zderzen,

(2) przy |riz|—=o0; fo="Ffufa oraz ch—f(l'}f(z’) .

Drugie z tych zalozef nie jest Wlascsze zbyt jasne. Ma ono zastgpié
zalozenie chaosu molekul, ‘

.Teorian Borna-Greena uzyta byta do obliczenia Wspolczynmkow
kinetycznych cieczy, do otrzymania réwnan ruchu cieczy uwzgledniaja-
eych oddziatywanie molekul oraz do obliczent dotyczacych nadeieklodei.

Teoria Bogolubowa-Gurowa jest zasadniczo bardzo zblizona
do-teorii Borna- Greena. W teoril fe] dla ustalenia zaleZnosei po-
miedzy funkejami rozkladu dowolnych rzeddéw pominiete sg jednak mode-
lowe rozwazania nad dynamikg molekuly. Zamiast tego wychodzi sie bez-
posrednio z twierdzenia Liouville'a, co stanowi pewniejszy podsta-
we teorii. Dla funkeji rozkladu rzedu h wprowadza sie rozwinigeie na
szereg

° 1 1 12.
]ciizflt‘{_?fh ’]’;@]ck“i‘-

wzglgdem parametru 1/ proporcjonalnego do gestofei gazu. To ujecie za-
pewnia teorii Bogolubowa-Gurowa przewage nad teorig Bor-
na-Greena gdyz pozwala na fizykalne oszacowanie bicdéw po-
wstalych przy cbeinaniu szeregéw.
 Teoria ta byla stosowana do obliczeni rozkladu energii w gazach przy
istnieniu reakeji chemicznych, [22], oraz do teorii nadeieklosei, [21]. G u-
row podal zastosowanie teorii do kwantowania 'réwnan hydrodynamiki;
[23]. Teoria ta daje réwniez poprawke do réwnania Boltzmanna
uwzgledniajacyg taki model odd21aiywama molekul, ktory prowadzi jedno-
czednie do zastgpienia réwnania stanu gazéw doskonalych przez réwnanie
(9.2), [19].

Nieco inny punkt widzenia przyjat w swych rozwazaniach K i rk~
w o o d. Analizujae proces pomiaru wielkosei flzycznych na ukladzie
ztozonym z wielkiej ilo§ci molekut dochodzi on do wniosku, Ze mierzone
wielkoéei makroskopowe s wynikiem wprowadzenia éredniej nie tylko
dla zespolu molekut, lecz takze wprowadzenia Sredniej w okresie ezasu,
co jest zwigzane z bezwladnosma kazdego makroskopowego przyrzadu po-
miarowego. Prowadzi to bezposrednio do wniosku, Zze funkeja f; podana
wzorem (9.5) nie pokrywa sie z kinetyczng funkeja rozkladu. Te ostatniy
uwazaé nalezy za wartog¢ srednia funkeji f, w ciaggu pewnego czasu #:

f = %f fi (%8 €+ 9)ds.
1)
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S To zatozenie Kirkwooda okazalo sie bardzo traine. Pozwolito ono
przynajmniej czedciowo wyjaénié zagadnienie nieodwracalnosei zjawisk.
Przy zaloZeniu zderzed jedynie podwojnych dla stanéw malo réznych od
stanu réwnowagi otrzymuje sie z tej feorii réwnanie Boltzmanna dla
kinetycznej funkeji rozkladu., Teoria Kirkwooda =zostala réowniez
z powodzeniem zastosowana do badania ruchéw B r o w n a. Poza tym
stworzyla ona realne mozliwosci obliczed wspélezynnikéw lepkodel cie-
czy, [29], oraz uwzglednienia oddzialywan miedzymolekularnych w réw-
naniach hydrodynamiki, [30].

Powaznym sukcesem teorii Kirkwooda jest rzucenie Swiatla na
zagadnienie nieodwracalno§el. Uzyskanie nieodwracalnego réwnania
Beoltzmanna 2z odwracalnego réwnania Liouville'a wigZze sie
tu wyraznie z przejéciem od drobunoziarnistej funkeji rozkladu f, do gru-
boziarnistej kinetycznej funkeji rozkladu f. Teoria Borna - Greena,
w ktorej brak tego istotnego rozrdznienia, moze wige budzié zastrzezenia.
Juz de Boer, [16], wyrazil watpliwoéé, czy feoria Borna - Greena
oparta wylgcznie na odwracalnym twierdzeniu Liouville’ a jest w sta-
nie opisaé procesy nicodwracalne w gazach. G. Klein i J. Prigogi~
n e, [25] i [26], potwierdzili to przypuszczenie drogs rachunku wykonane-
go dla najprostszego ukladu molekul rozlozonych wzdluz linii proste].

Wszystkie trzy oméwione powyzej ieorie podlegaia jeszcze opracowa-
fiv i dlatego nie moga byé uwazane za ostateczne i wykonczone.
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Peaswowme

YPABHEHHE BOJIBIIMAHHA ¥ BETO 3HAYEHUE B TEOPHH I'A30B

PaccMaTpuBaoTea Tpu HAIPABICHUA MCCICAOBAHUA ABJICHMIL, IIPOMC-
XOINAIIMX B rasax: (PeHOMEHOJOTHHEeCKaA THAPOAMHAMMKE, KHWHETHYECKAd
FEOPMA 1 CTATHCTHIECKad MeXanuKa. [IpMBOXMTCA B3aMMOOTHOIIEHNME 3THX
rpex 'rTeopiit. IIpescraBnespl OCHOBHEBIE IOHATMA M IIONOXKEHMA KUHETH-

QECKOM TEOPMK .Ia30B, OUMPAACh HA TaK Hasmaaemym KUHETHYECKYIO
BbyHERUMIO pacrpeneseHnd, 1iPMBORUTCA SJEMEHTAPHBIN BEIBOJ ypaBHENHA

BoabwmwmaHHa ¥ o0cy:R/ieHNe MATEMATHYECKOTO ¥ (PMIMIECKOTO
¢MBICTIA 9TOTC YPaBHEHNA.

B crenyroigedl ITnaBe JAacTCA CaMoOe IPOCTOE pemenne ypaBHeHNnd
BonxrsiMaHHGS I, MIKCBENIORO pacipefelenre ckopocTH. Onmpascs
Hd 3TO PelleHMe, PAacCMaTpPUBaOTC OCHOBLI MOJIEKYAAPHON aspo/IMHAMMKH,
__HaJ'Iee NPUEOAATCA PacyeTel Teopuu D Hckora-Yosnmenma-Bap-
BerTta Begyline K ONpelelNEHMI0 KWHETHHeCKMX Koo(hmMIMenTon
¥ K TAK HASBIBAEMEBIX YPABHEHMHI TPETHETO «IIPMONMIKEHIA».

Crnepmyrontas rnaBa lI0CBANIEHA BOMPOCaM HeoOPaTMMOCTM IIPOLECCOB
B razax. Gopmyaupyercs Teopema «H» B o n b il M a H H a BMecTe ¢ €€
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KpaTEMM foKazaTesikecreoM, IIpencraeneHa OCHOBHaA npebremy i—leoﬁpaTm—
MOCTH ypaBHEeHMI KMHETHHECKO) TeopUM TA30B B CEA3M ¢ 0BPaTiMoCcThio
ypaBHeHuit MEXaHMEM ¥ fOTILITKaMH JCTONKOBAHMA STOH NIPOBIeMbL.

HManee mpueoautea meton, T'payga pemeﬂmﬂ'ypaBHehﬁﬁ' Bouaso-
M3 HHa DpY HOMOIGM DPABHOKEHUA B 'PAN, TPEXMEPHBIX - TIOMMHOMOB
QpmMurTa, : T

Crenyiomas FIaBa SaHMMACTCS TPUMEHEHMEM ypaBHeI—ma Bo A B I-
M a HHa I HCCASHOBAHMA YAAPHLIX BOJH. . BHech: paccMaTpuBaTesa
EPaTRO IJIaBHbIe KOHIEIIIMKY qbopmynmpoeKH HBJIE‘HPIH ygapHHx BOJIH TipH
HOMOIITM METO/IOB KMHETUHECKOH TeOpHIL. .

B nocnenueit riage paccMATPUBAIOTCA TONLITKM 0606mem¢a ypaBHeHMﬂ
Boaprumanmua ¥ xuneruieckol reopun. Iipeacrapnens npeBJIeMbl
B3aMMOOTHOIIEHMA KUHETHICCKON. TEOPMM M CTATHMCTHHECKOM MEXaHMKH.
OTH TOUBITKY CBOZATCS, TJIABHbIM 0BpazoM, K ;:anbnemmemy pacrpocTpa-
HeHI0 cpopManHBMa Ha CTyIeBHbIe Ta3bl ¥ FHKMAKOCTIL Paccma*rpmaa:oq*ca
TPM BAZKHEHIINK BapmaHTta Teopun:- Bopua-T' puHEaS, Borouax 0~
Gosa- I‘ypoea nm Koprryga

Summary a0l
BOLTZMANN'S EQUATION AND ITS ROLE IN THE THEORY OF GASES

Three ways of studying phenomena occuring in gases represented by
phenomenological hydrodynamics, kinetic theory and statistical mecha-
nics are discussed as well as the relations between them. Next, funda-
- mental notions and assumptions of the kinetic theory of gases are repre-
sented on the basis of the so called kinetic distribution funection. Boltz-
mann s equation is derived in an elementary way and its mathematlcal
and physical sense is discussed. '

The following section is devoted to the most 51mp1e solutlon of
Boltzmann's equation represented by Maxwells. ve10c1ty
distribution law. On the basis of this solution the pr1nc1p1es of molecular
aerodynamics are discussed. Next, the caleulations of the -theory of
Enskog - Chapman - Burnett, leading to the determmatmn
of kineti¢ coetficients and to the so called equations of the thind «appro-.
ximations, are represented,

In the next section the pro*blem of 1rrever51’b111ty Of t;he processey
in gases is discussed. Bol tzm an n's «H» theorem is shown in an:
abridged manner. The principal problem of irreversibility of equationsi
of the kinetic theory of gases in connection with the reversibility of equa-
tions of mechanjcs is discussed. Further, Grad’s method of solution:
of Boltzmann’'s equation by means of expansion in a- series: of
Hermite's three-dimensional polynomials -is represented.
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. The next section is concerned with the application of B 5 Itz
manns' equation to shock wave investigation. Principal ways of treating
the phenomenon of shock wave by means of the methods of the kinetic
theory are.examined, :

The last section is devoted to the efforts to generalize B ol t 2-
mann's equation and the kinetic theory. The problems of relations
between the kinetic theory and statistical mechanics are also discussed.
These efforts consist in a formal generalization extended to compressed
gases and liquids. Three principal variants of the theory (due to Born-
Green, Bogolubov-Gurov and Kirkwood) are discussed.

ZAKLAD MECHANIEI OSRODRKOW CIAGLYCH
IPPT PAN
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