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1. Rozwb] zastosowai rachunku tensorowego

Rachunek tensorowy’ rozwingt sig na pograniczu, a raczej skrzyzowa-
niu, zainteresowan matematykow, fizykow i technikéw. Pojeeia typowe
dzié dla zastosowan rachunku tensorowego znane juz byly od dawna, ze
zacytujemy konstrukeje elipsoidy bezwtadnosei podang przez Poinsot
(1834 r.). Teoria sprezystosei 1 krystalografia, ktdre postugiwaly sig
wowezas prymitywnym aparatem. matematyeznym, _operowaiy przez
przeszto pét wieku elementarnymi obrazami elipsoid dla unaocznienia
naprezefi powstajacych w oérodkach ciaglych. Dopiero W. Voigt
w 1898 r., [81], zdecydowal si¢ na wprowadzenie nowego pojecia mate-

" matycznego i fizycznego nazwanego tensorem, czyli obrazem naprezen
oérodka. Jak czesto sie zdarza w rozwoju nauki, pojecie tensora znalazto
poglebienie i rozszerzenie w zupelnie innej dziedzinie wiédzy, mianowi-
¢ie w «czystej» matematyce. Okazalo sig, ze pozwala ono w sposdh do-
godny wyrazié wlasnosci przéstrzeni "nieeuklidesowych, n-wymiaro-
wych, bodaj po raz pierwszy ujetych w pracach Grassmamnna [33],
Riccii L evi-Civita, [72], oraz przestrzeni zakrzywionej, opisane]
przez Riemanna, [71], i Christoffela, [15} Dopierc jednak pra-
ce Minkowskiego; _[65];_ Lorentza, [b6], a zwlaszcza Loba-
czewskiegoiEinstel na, [22], nadaty temu pojeciu glebokie zna-
czenie fizyczne. Smialo mozna powiedziet, ze bez pomocy rachunku tenso-
rowego ogoélna teoria wzglednoéel nie moglaby znalezé tak pelnego 1 lo-
gicznego wyrazu matematycznego. Rachunek tensorowy stal sig podsta-
wowym narzedziem badania wlasciwoéei kontinuum czaso-przestrzeni,
a nastepnie pozwolil na rozwiniecie mechaniki kwantowej. Podstawowe
wielkogel tej mechaniki, jak funkcje bre i ket Diraca, [19], sa szczegol-
nymi przypadkami tensorow sprzezonych. ' '

Rachunek tensorowy wprowadzono z powodzeniem i do innych dzia~
Yw fizyki, gtoéwnie elelstrodynamiki i ‘mechaniki o$rodkéw ciaghych; ma
on tam przewaznie na celu ustalenie niezmiennikéw oraz opis pewnych
zlozonych wielkosei fizycznych. :

Metoda ‘tensorowa w fizyce jest jedna z metod najbardzie] general-
nych, stuzgeych do syntefycznego ujecia zjawisk i ich zmian, przy czym
fizycy nie troszezyli sig przewaznie o sprowadzenie wynikow analizy ten-
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- sorowej do pojedynczych konkretnych przypadkéw. Nic dziwnego, ze
. w. swym ujeciu klasycznym, jakie spotykamy w podrecznikach, [67], pi-
sanych przez fizykow i matematykow, teoria tensoréw obca jest techni-
" kom i wydaje sie pomystowa wprawdzie, lecz malo praktyczng spekula-
cja.-Przypomina to troche sytuacje sprzed 50 lat, gdy technicy podobnie
- traktowali rachunek liczb zespoionych [16], uwazajgc go za bezplodna. ab-
strakeje matematyczna. '

Trzeba jednak z drug;e] strony stwierdzié, Ze préby zastosowania ra-
chunku tensorowego lub metod pokrewnych spotykamy w technice od
do$¢ dawna; dotyczy to zardwno teorii sprezystosci, jak i teorii ocbwoddw
elek-trycznyc-h Na przykiad, jest rzecza ciekawa, ze Kirchhoff, [40],
w swoich pionierskich pracach nad przeptywem strumienia elektrycz—
nosci uzywat metody zblizonej do topologii;- réwniez geodezji nie byly
obce niektére pojecia tensorowe. Jednakze stale narastanie szezegblowe]
wiedzy technicznej i ogromnej liezby faktow, z kidrymi zapoznaé sie mu-
si niemal kazdy inzynier, a tym bardziej pracownik nauki — technik,
spowodowalo zacie$nienie i wyspecjalizowanie metod uzywanych W Do-
szezegllnych dyscyplinach, spowo*dowa%o nastepnie zréznicowanie jezy-
ka symboléw matematycznych w technice. Na przyklad, do opisu podob-
nych zjawisk z dziedziny mechaniki, elektrotechniki i termodynamiki
uzywamy dzi$ zupelnie innych symboléw i metod. Rezultatem tego s nie
tylko trudnosci dydaktyezne, lecz i trudnosei porozumienia sig roznych.
specjalistobw pracujgcych nad rozwigzywaniem probleméw granicznych
- oraz opdziienia we wzajemnym przekazywaniu doswiadczen

Wprowadzenie rachunku tensorowego do techniki spowodowane jest
w duzej mierze checig przelamania tego stanu rZeCzy, checig réwnolegle-
go uzywania tych samych metod matematycznych w réznych dziedzinach
techniki. Wydaje sie to paradoksem ale wlasnie wobec zroznicowania
metod rachunkowych stosowanych w technice, syntetycznodé i ogolnosc
opisu zjawisk metods tensorows staje sie rzecza szczegélnie cenns.

Burgatti, [10], jeden z pierwszych teoretykéw rachunku tensoro-
wego, stwierdzil: «Ogolnos¢ tej metody, ktéra pozwala méwié i pisaé w je-
zyku zrozumialym we wszystkich galeziach fizyki technicznej, jej jasna
i czesto wymowna zwieztodé, jej zdolnosé przeniesienia idei w forme
i formy w idee, charakterystyezne dla niej jednoczesne ujecie przez in-
dukecje i dedukeje, synteze i.analize — czyni z tej metody naprawde
pierwszorzedne narzedzie pracy naukowej i dydaktycznej».

Warunkiem zastosowania rachunku tensorowego w technice jest jed-
nak pewna zmiana metody w poréwnaniu z klasycznym ujeciem spoty~
kanym w fizyce. Nie chodzi tu tylko o uproszczenie i latwe podanie za-
witych rozwazafl matematycznych. Rzecz polega przede wszystkim na
uzupelnieniu rozwazan fizykéw konkretnymi, numerycznymi rozwiaza-
hiami, wchomazby najprostszych problemow technlcznych Jest to nie-
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odzownym warunkiem, aby technik nabral zaufania do metody matema-
tycznej, aby miat z niej pozylek, jezeli nie przy rozwigzywaniu szczegd-
lowego zadania, jakie mu stawia produkeja, to przynajmniej przy zrozu-
mieniu fizycznego sensu zjawiska. Warunek ten spelniony jest zreszta
w naszym przypadku pofrednio, mianowicie metoda tensorowa umozli-
wia stosowanie rozwigzan numerycznych Wlaéciwychrachunkowi ma-~ .
cierzy. ' _ ' _

Trzeba sie dla porzadku zastrzec, ze rachunek tensorowy — poza nie-
licznymi wyjatkami — jest w zastosowaniach techniczny¢h pewnym udo- .
godnieniem dajacym sig zastapié bardzie] ucigzliwymi i mniej prostymi
metodami elemertarnymi. Wiele powaznych podrqcinikéw, Ze wymieni-
my teorie sprezystosei 8. Timoszenki, [78), ogranicza sie do metody
analizy elementarnej i rachunku catkowego, nie dajac interpretacji fen-
sorowej tak typowych wielkogel, jak np. elipsoida naprezen.

2. Podstawowe poj@cia.rac]mnku tensorowego

Nowoczesny rachunek tensorowy, zwlaszcza w formie wprowadzane]
do zagadnief elektrotechniki, jest dyscypling, ktora zaczyna sig rozwijaé
i nie okrzepla jeszeze w $ci§le ustalone tradycja oznaczenia i definicje
poszczegolnych symboléw. Czytanie prac roznych autoréw, =z ktorych
wielu na wlasnag reke tworzy skomplikowany system oznaczen, sprawia
czesto znaczne trudnoéei. Dlatego dla wzajemnego zrozumienia sig nieo-
dzowne bedzie omdwienie gléwnych pojeé rachﬂnku tensorowego. Zazna-
czamy, ze robimy to jako technicy dla fechnikéw w celu pokazania
perspektyw przydatnosei rachunku tensorowego i znalezienia nowych
jego zastosowan w technice, bez szukania oryginalnych dowodéw i row-
naf matematycznych. Pomijamy réwniez zagadnienia algebry i analizy
tensorowej ograniczajac sie do oméwienia pojgé niezbednych do zrozu-
mienia metod stosowania tego rachunku w technice.

W pracy miniejszej zostala uzyta symbolika stosowana w najnowszych
podrecznikach radzieckich, [43], [71], i w pracach zajmujgcych sie specjal-
nie zastosowaniami rachunku tensorowego w fizyce, [8]. Rozmiary pracy.
nie pozwalajg jednak na rozwiniecie catego. systemu symboléw tensoro-
wych. W tym zakresie dla polskiego czy'telnika miarodaina bedzie znaj-
dujaca sie w druky ksigzka S. Golgba i J Litwiniszyna Rachu-
nek tensorow?y. ' '

Zacznijmy od zdefiniowania samego pojecia tensora. Nie jest to rzeczg
latwa, mozna bowiem podejsé do zagadnienia od strony matematyka lub
fizyka; w obu przypadkach bedzie ono miato nieco odmienne aspekty.
Trzeba dalej zwréeié uwage, Ze sam termin tensor mie jest uzywany
jednoznacznie. Bedziemy sie tutaj trzymali definicji stosowanej przez
wiekszosé autoréw, (por. np. [76].1 [70]), ktérzy wyrazem tensor okreflaja

5.




@

najogélniejsze ' pojecie matematyczno-fizyczne. ITnaczej postepujy tacy
autorzy jak J. Schouten, [74], i A.D. Michal, [64], ktorzy wprowa-
dzaja jako pojecie ogélne afinor, rezerwujac nazwe tensora dla przy-
padku tensora symetrycznego zwlaszeza drugiego rzedu. Zreszta 1 termin
afinor bywa uzywany w nieco odmiennym znaczeniu, [76]. W dalszym
ciggu pracy postugiwaé si¢ bedziemy pierwsza, ogblniejsza definicjg ten-
sora.. ‘ S
Ze’by zrozumie¢ sens fizyczny tensora, naleizy najpierw oméwié jego
" interpretacje matematyczng, Napotykamy tu na pewien klopot, gdyz po-
szezegblni autorzy dochodzg do matematycznego pojecia tensora z zu-
pelnie innych punktéw wyjscia, zaleznie od tego, czy rozpatruja zagad-
nienie czysto analityeznie, czy tez przypisujg mu sens geémet’ryczhy
W przestrzeni mefrycznej badz wektorowej (p. nizej). ‘
- Wydaje sie, ze dla potrzeb techniki latwiejsze bedzie wyjscie ze swoj-
skich pojet trojwymiarowej geometrii euklidesowe]j, opisujac tensor pry-
mitywnym pojeciem obrazu geometrycznego, nastepnie rozszerza-
jac rozwazania na bardziej ogolne zaleznoci w przesirzeni r-wymia--
‘Towej, aby wreszcie przej$é do opisu zjawisk fizycznych Ujmowa-
nych za pomocg geometrii wektorowej. ‘
) Otoz w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowe]j tensor, Zwany
. tensorem 2-go rzedu, zdefiniujemy jako operator T, ki6éry dowol-
Rys. 1 Temu wekforowi a (rys. 1), przyporzadkowuje inny wektor u, be-
" dacy jego funkejg liniowa. Liniowo$¢ polega na spehieniu warunku,
[35] i [73], f '

(1) O flew—kf),
zatem ‘ ) _
(2) | u:f‘(a) =Ta..

Mozna inaczej powiedzied, [43], Ze operator nazwany tensorem 2-go rze-
du wyznaczony jest 9 wielkogciami powstatymi przez pomnozenie parami
skladowych dwéch dowolnych wektoréw e i 4 : :

Ay == ey dy, by =e.d,, ter == €y d,,
(3) tyx:ej;dx, tyy:fody, . ty;zey dz,
tzx — €z dx_, tzy = [ dy, tzz == g dz .

Warunek sprowadzenia tensora do dwéch wektorow nie jest zreszta
konieczny i nie zawsze da sie spelni¢; wystarczy, ze 9 ‘wielkosei ty, two-
rzacych kwadratows maéierz, zmienia sie przy zmianie uktadu osi wapdl-
rzednych, tak jaklby to istotnie byly sktadowe tloczynu wektordw. Inaczej
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mozna zatem powiedzieé, ze tensor 2-go rzedu w przestrzeni 3-wymiaro-
wej jest zespotem trzech wektordéw py, P2, Ps, transformuijacych sie linio-
wo przy zmianie uktadu wspélrzednych; 9 skiadowych tych wektordw sta-
nowi skladowe tensora. s

- Jezell wyzej omdwiona operacga tensorowa przeprowadzona bedzie
w stosunku do dwdch wektorow a i b, ktérym przyporzadkujemy jak po-
przednio wekior v, bedacy ich funkejg liniows a

(4) ¥ .:T(ai b),

to odpowiedni operator nazwiemy tensorem 3-go rzedu. Na tej samej za-
sadzie okreslié mozna tensory wyzszych rzedéw. Trzeba zaznaczy¢, Ze jest
to tylko interpretacja geometryczna tensora,' ktéry stanowl ogélne-
pojecie matematyczne, - - - ' :

. Liniows zalezno&é miedzy wektorami a i w otrzymamy w szczegol-
nym przypadku takze wowczas, gdy tensor jest iloczynem wektora przez
skalar, czyli ze sam jest takze wektorem. Wektor jest wige rowniez ten-
sorem, mianowicie tensorem 1-go rzedu. Podobnie dowolng wielkosé licz-
bowa, tj. skalar, przez ktora pomnozymy wektor a, otrzymujac jako funk-
cje liniows wu, nazywamy tensorem zerowego rzedu.

Widzimy, ze w geomelril pojecie tensora jest ogodlne i obejmuje row-
niez wektory i skalary. Zastanéwmy sie jeszcze blizej nad jego interpre-
tacja geometryczna, zwigzang z obrotem osi wspéirzednych, zasadnicza
‘bowiem cecha rachunku tensorowego jest badanie zachowania sie danej
wielkoéci przy zmianie ukfadu odniesienia.

Niech wektor a ma w pierwoinym ukladzie wspélrzednych skiadowe
a*, o/, of, a osie wspdirzednych wyznaczone sa wektorami jednostkowy-
mi ey, €y, €. o '

Wektor a wyraza sie wige sumg

(5) _ axex+a3’ey—!—aze;;
rozréznienie dolnych i gérnych indekséw wyjasnimy dalej.
Zmienimy teraz — na przyklad przez obrot osi — uklad wspélrzed- -

nych Nowe osie wyznaczone bedg znowu trzema wektorami jednostko-
wymi E., E;, E» (rys 2). Co sie stanie ze skladowymi wektora a? Jaka
bédzie ich warto§¢ w nowym ukladzie Wspohzed- . ‘
nych? Jaki jest stosunek nowych i starych wektoréw
* jednostkowych? Oto typowe pytania dla metody al-
gebry tensorowej. '
Przejécie do nowych wektoréw jednostkowych
odbywa sig za pomocg zaleznosel .

® _ E—ZCek,

gdzie za i i k nalezy kole;no po&stawzc x, y,




| Zestaw dziewieciu wielkosci C} przedstawia zgodnie z definicjy skia-
dowe tensora {|C||. Dla zaznaczenia, ze dana wielko$é Jest tensorem 2-go
rzedy, 'ujmujemy ja w znaki [| ||, wowezas gdy wielkosé macierzows za-
" mykamy nawiasem [ ]:

_ c o
mn Ici=jc: ¢ c
(o, o B0

Tensor ||Cf, tzw. tensor transformujqey, jest . pojeciem zupelnie ogélnym,
z ktérym czesto spotykaé sie bedziemy w dalszych rozwazaniach.
Analogicznie z nowych osi na stare przejdziemy za pomocy zaleznosei

(8) . ek=$C}f E[:
przy czym

1 dlat=3%
9) CtCl=6l = !
(_)4 %‘ CTR T {0 dla 154,

6f nazywamy wskaZnikami (symbolami) Kronecker a, [48]; licz-
bowo : ‘

MEC) L, ML(C

gdzie M} oznacza minor algebraiczny macierzy |[|Cl|, tj. wyznacznik,
w ktérym wykreglony zostal wiersz 4 i kolumna k, pomnozony przez
(— 1¥**. Przez A oznaczono zwykly wyznacznik tejze macierzy, o

Wielkosci geometryczne, ktérych skladowe zmieniaja sie wedlug tego
Samego prawa jak wektory jednostkowe osi wspdlrzednych, nazywamy
wspdlzmienniczymi {kowariantnymi); skladowe te oznaczamy literami
zaopatrzonymi' w dolne indeksy. Jezeli z kolei zbadamy jak nastepuje
transformacja w przestrzeni wspbirzednych punktu P(a?, ¢, a%), lub ina-
cze] méwiac wektora o tych skladowych wyprowadzonego z poczatku
uklady wspéirzednych, to okaze sie, ze prawa transformacji sg tu prze-
. ciwne ni% przy zmianie samych osi ukladu. Mianowicie wspolrzedna Af

W nowym ukladzie osi wyniesie
(11 A= D' Clgt,
k

a przy powrocie do starych wspélrzednych d* otrzymaxhy zaleznosé

(12) at= D CtAl.




Tensor {ransformujgey C;j zwigzany jest z tensorem C";" zaleznodcig (9),

stanowi wige jego odwrécenie. Gdy poprzednio tensor ¢’ stuzyl do po-
wrotu do starych osi, obecnie transformuje uklad na nowe osie wspb6l-
rzednych. . - .

Dla obliczenia calego wekiora A trzeba zsumowaé geometryczoie skia-
dowe A’ :

(13) A= DY ClatE,.
I

We wzorze tym znak sumowania wedlug indeksow «ks» pominieto, gdyz
operacja sumowania wynika juz z samego polozenia indekséw — jest to
tzw, konWen-cja Einsteina znacznie upraszczajgea pisownie wzo-
row tensorowych. W dalszym ciagu bedziemy sie zasadniczo trzymali tej
konwencji, jedynie w pewnych przypadkach pozostawiajac znak sumy
ze wzgledéw dydaktiycznych. Jak widaé z réwnan (11) i (12), wspblrzedne
wektora sg wielkodeiami przeciwzmienniczymi (Kontrawariantnymi),
transformujacymi sie odwrotnie niz wektory jednostkowe ukladu odnie-
sienia. Aby odréznié te wladciwosé, wielkoéciom kontrawariantnym przy-
pisujemy gérne indeksy. Rozréznienie wielkosei wspotzmienniezych
i przeciwzmienniczych ma podstawowe znaczenie w rachunku tensoro-
wym 1 moze by¢ rozciagnigte na dowolne obiekty geometryczne. -~

Précz tego bedziemy mieli do czynienia z wielko$ciami niezmienni-
czymi (inwariantnymi), ktore zachowuis swa wartogé przy dowoinych
zmianach ukiadu wspdtrzednych. , ‘ :

Pewne kombinacje skladowych tensora maja taki niezmienniczy cha-
rakter. Z uwagi na ich znaczenie w problemach fizyki i techniki napisze-
my trzy niezaleine od siebie niezmienniki J tensora 2-go rzedu w prze-
strzeni tréjwymiarowej i osiach kartezjanskich:

Jlitxx+t\ly+tzz,

—tyy tyz , tz Z tzx tx X txy
J =3 - : + ! .

: oLty tae tyz Loy tye  tyy
(14) ] : -

Lax tey tsz

Jo=ftyx Ly by

| tzx t. 31 1773

Funkcje tych niezmiennikéw pozostajg réwniez niezmiennicze. Tensory,
w ktérych pierwszy niezmiennik jest réwny zeru, nazywa sie czasem
dewiatorami, [43]; majg one duZe znaczenie praktyczne w zagadnieniach
teorii sprezystodei i reologii. ‘




R -Skalar 3est oczywibeie, niezsiennikiem, ‘wektor za$, jak stwierdzilis-
"my, posiada sktadowe o wlasciwosciach przeciwzmienniczych. Zachodzi

_:'-pytame czy mozna daé interpretacje geometryczng wektora wspolzm;en—
" niczego, poniewaz matematycznie mozna sobie taki wektor wyobrazié.
Otéz wektior kowariantny o skladnikach a;, wyprowadzony z poczatku
ukladu wspblrzednych, wyznaczony jest kierunkiem i plaszcezyzng do
tego kierunku prostopadls, ktéra na osiach wspéirzednych odcina wiel-
kosci «, spelniajgce zaleznoéé niezmiennicza (rys. 3)

(15)

dowych dwoch wektorow,

k==a;x'.

Skiadowe tensora 2-go rzedu powstaly, jak wiemy, z iloczynoéw skta-

Yy
#
T ~ \1- »
\\ (\’ ‘0,
\\ ‘\9
= \l"
x| A
\\ )
\\
l \\\
ol .
. Ex .
Rys. 3

co do ktérych nie robilismy dodatkowych

~ zalozen; moga to by¢ zatem réwnie dobrze

wektory kowariantne, jak konirawariantne.
7 dwoch wektoréw kowariantnych otrzymu-
jemy tensor kowariantny dwukrotnie wspol-
zmienniczy, co zaznaczamy dwoma dolnymi
indeksami. Odwrotnie zachowuje si¢ tensor
podwdjnie przeciwzmienniczy, cechowé@ny dwo-
ma gérnymi indeksami. Wreszcie przez kom-
binacje wektora kowariantnego i kontrawa-
riantnego powstaje  tensor mieszany. Odpo-

wiednio zapiszémy nastepujace typy tensorow 2-go rzedu:

(16)

T,, Ti, Tk,

Podobnie dla tensordéw trzeciego rzedu o trzech mdeksach wystapia czte-
TV kombmame :

(16.1)

i ik [2:4)
Tikf’ Tkl ! T[ ’ T

Tensor posiada w zasadzie co na]wyze] p = r—1 réznych indeksow,
jezeli zostal wyznaczony w uktadzie r osi Wspolrze;dnych W przypadku
gdy p = r otrzymujemy w przestrzeni euklidesowej wielko$¢ zwang pseu-
do-skalarem, do ktérej omdéwienia wrocimy pozniej (por. str. 27). W roz-
wazaniach geometryeznych i fizycznych mamy zwykle do ezynienia z ten-
sorami jednorodnymi, posiadajacymi wszystkie gérne lub dolne indeksy.

Dowolny tensor jednorodny przedstawié mozna jako sume dwach ten-

soréw: symetrycznego wiladciwego tensora || S|l i tensora entysymetrycz-
nego || Al (skoSnego), zwanego inacze] mult;wektorem Sktadowe tych

y

10

“ty == kty

C tensarow spelni¢ muszg rowname

k=1 n HS;H'f

" gdzie

k=—1 dla |4l




Wyszczegolnlajqc wezystkie indeksy przedstaw1my odpovvlequ Za-~
leznosc w formie . _

[ ? (t‘xy +tyx) ‘ ‘2_.(txz + tzx)
@) ITI=ISIFIAl=[ Tt by e+
1 1
? (tzx -+ txz) -é— (tzy -+ tyz) : tez
1 1 '
0- ? (txy_ tyx) ’ ? (txz_ tz:c)
1 ' 1
+- _7(try'—tyx) _ 0 ' E(tyz*txy) .
1 1,
5 (taz — t’zx) - (tyz—tay) 0

Widzimy, ze w drugim tensorze sktadowe na glownej przekatnej row-
ne sy zeru, a wyrazy poza przekatng gléwna sg skladowymi skalarnymi
- iloczynu zewnetrznego (wektorowego). W przypadku indekséw kontra-
wariantnych obrazem (rys. 4) tensora antysymetrycznego jest zatem

_ 1
Rys. 4 - . ‘ Rys. 5

pole o wewnetrznej orientacji okreslonej porzadkiem indekséw i i k. Ina-
czej, tensor ten moiZna uwazaé za biwektor kontrawanantny, ktoéry oproecz
kierunku i wielkosci posiada znek zmieniajgcy sie zaleznie od porzadku
osi wspbirzednych. Jego wartosé liczbowa jest, oczywiscie, rowna wyroz-.
nikowi macierzy fensora antysymetrycznego. Odpowiednio iloczyn ze-
wnetrzny wektorow kowariantnych przedstawié mozna (rys. 5) jako walee
o okreslonym k erunku, przekroju i orientacji zewnetrznej; bedzie to ob-
raz biwektora kowariantnego. Widzimy, Ze tensor, antysymetryczny
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* "o dwéch indeksach w przesirzeni tréjwymiarowe] daje sig sprowadzié do
- 'niéce pi'bstszego pojgeia geometrycznego. &

. Bardziej zlozona jest interpretacja- geometryezna tensorq symetrycz-
" nego. W literaturze znajdujemy, [12], [21] i [38]; szereg mniej lub wiecej
udanych sposobéw geometrycznégo ujecia tensora 2-go rzedu; czesto sie
przy tym zdarza pomieszanie sensu fizycznego, Zaczerpnielego z teorii
sprezystodci, z interpretacja czysto geometryczng. PoniewaZ chodzi nam .
o réinorodne zastosowania fizyczne rachunku tfensorowego, wygodniej
bedzie na razie ograniczyé sie do §cidle geometryeznego zobrazowania
tensora, aby nie zaciemnié jego obrazu fizycznego zbyt 0g6lng definicjy.
Poniewaz moéwimy obecnie o tensorze symetrycznym, io réwnanie (2)
wypisane z uwzglednieniem zmienni.czoéci ma postaé )

(19) ' w="Tra* lub npi=—T7" ax,

czyli przy operacji tensorowe] wektor kowariantny przechodzi w kon-
trawarianiny lub odwrotnie. '
Jezeli sformujemy wyrazenie

(20) a'Tpa*—=K,

to jest ono nieziniennicze i okresla zachowanie si¢ wektora kowariantne-
80 w;= T a* przy zmianie kierunku normalnej plaszezyzny, okreslajacej
wektor kontrawariantny a‘. o

Miejscem geometrycznym kohcéw tego wekfora bedzie powierzchnia
drugiego stopnia,A ktéra w przypadky, gdy wszystkie T.. 2= 0. staje sig
' - ‘ elipsoidg {rys. 6), a dla tensora symetrycznego jest
elipsoida symetryczng wzgledém $rodka. Wektory .
‘a1 u majag na ogél rézne kierunki W przesirzeni,
istniejg jednak pewne osie, bedgce osiami symetrii
powierzchni tensorowej, dla ktéryeh oba wektory
maja ten sam kierunek. Osie te nazywamy osiami

: - glownymi  tensora. Operacja tensorowa na tych
Rys. 6 osiach redukuje si¢ do pomnozenia wektora a przez

skalar u=Ja. '

Dla uzyskania mozliwoéei stosowania réznych ukladéw odniesienia.
rzeczy pozyteczna bedzie wprowadzenie pojecia tzw. podstawowego ten-
sora metrycznego lgll. Sktadowe tego tensora sy wspélezynnikami, przez
ktére nalezy pomnozy¢ iloczyny dwéch wektordw jednostkowych e; e; -
danego punktu, aby je sprowadzi¢ do wspdlnej  skali, czyli metryki, We-
kiory jednostkowe mozna otrzymaé przez transformacje wektors przy-
jetego za podstawe skali diugosci, zatemi postugujae sie réwnaniemi (6)
mozemy napisaé

21) . | le:%,cfci- :
! o ,J
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Mnozac wektor (lub tensor) przez funkeje podstawowego tensora, zmie-

niamy w przesirzeni metrycznej charakter zmienniczodei tego wektora
{lub tensora), czyli poziom indekséw. )

Poniewaz odleglosé d s migdzy dwoma sysiednimi punktami pozostaé

_ musi stalg w przestrzeni euklidesowej, niezalezng od wyboru wspélrzed-

nych, zdefininjemy ja Za “pomocyg réwnania - '

{22) : (ds)ZEngkdx"da:".
iE

Jezeli wybraliSmy osie kartezjanskie o Jednakowej skali, odleglogé
d s wynosi ' :

- (23) (@8 =(@x) -+ (dyP | (d2p
i podstawowy tensor metryczny ma poétaé
10 0
(24) - lgl=io 1 o
' e o 1t

. Przej$cie na inne wspélrzedne przestrzeni euklidesowej nie sprawia
rowniez specjalnych trudnosci. W przypadku gdy zachowana jest orto-
gonalnosé¢ (tj. gdy w kazdym punkcie osie wspdlrzednych sa do siebie pro-
stopadte), pociaga to za sobg jedynie zmiane skladowych tensora tme-
trycznego na jego gtdwnej przekatnej. Np. dla ortogonalnych wspo6irzed-
nych cylindryeznych ' '

1 0 o
(25) | loll=l0 » of,
- 0 0 1
dla ws_pélrzednyoh sferycznych |
| | 1 0 0
(26) lgil=llo r» o

0 0 rsin’@

| Przy uzyciu wspoirzednych- prostoliniowych ukosnokgtnych zjawiaja

sig procz tego rozne od zera wyrazy poza gléwna przekatng. Np. dla dwoch

osi wspbirzednych prostoliniowych, tworzacych kat ¢, podstawowy ten-
" sor metryczny na plaszezyznie jest

9 ‘
| e €€ Cos p

en | 'rlgH:F[ |
i| e,e, cos ¢ eg
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e Dla potrzeb elektrotechmk1 pewne znaczenie posiada geometria prze<
_ “strzeni.” euklidesowej charakteryzujacej sie tym, Ze podstawowy ten-.
sor metryczny ma takze skladowe ¢ ujemne, a wiec niektore osie £
" urojone.
Rozwazania dotyczace trmwymlaroweg przestrzeni eukhdesowe] prze-
nieéé. mozna bez trudno$ci na przestrzent euklidesows o r wymiarach.

- Wyrdzniajgeg wiadciwosceiy przestrzeni euklidesowej jest to, ze zaw-
sze mozna w niej dobra¢ taki uktad wspélrzednych (np. wspéirzedne kar-
tezjafiskie), dla kibrego podstawowy tensor metryczny ma wartoéé stala,
niezalezng od punktu przestrzeni. Przestrzen euklidesowa jest szczego6l-
nym przypadkiem ogdlniejszego pojecia, {zw. przestrzeni Riemann a.
W przestrzeni tej tensor metryczny, ‘bedacy funkcjg ciggla, jest tensorem
symetrycznym (9w =g, a jego wyréznik nie réwna sie zeru, [39]
Précz tego, jesli przestrzen ma byé rzeczywmtq, forma kwadratowa gir X’k
musi byé okre§lona i dodatnia. Przestrzen taka jest, ogolme biorac, za-
krzywiona, tzn. nie potrafimy znalezé podstawowego tensora, kiéry byi-
by staty dla calego obszaru. Natomiast zaleznosé (22) jest tutaj nadal spel-
niona, co oznacza, ze odlegtosé dwoch sasiednich punktéw jest w prze-
strzeni Riem ann-a okredlong jednorodng forma kwadratows. Po-
niewaz sktadowe iénsora metrycznego zmieniaja sie od punktu do punktu,
dane zaleznodci geometryczne obowiazuja jedynie w okreslonym punk-
cie przesirzeni. Typowa metody postepowania w zagadnieniach tensoro-
wych tego typu jest usztywnienie tensora [|g|| dla danego  punktu, ._
to jest przejécie do przestrzeni euklidesowej stycznej w danym punkcie
do przestrzeni Riem ann a Zazwyczaj nic nie stoi na przeszkodzie,
aby w owej pomochicze] przesirzeni stycznej wybraé najdogodniejszy
dla badanego przypadku, np. kartezjafiski, uklad wspétrzednych. Skia-
dowe wektora Iub tensora sprowadzone do tych wspblrzednych kartezjan-
skich — zamiast do wspélrzednych krzywoliniowych -- niektérzy
autorzy, [17], [49], nazywaja wspblrzednymi fizycznymi. Termin ten
usprawiedliwiony jest ;faktem, Ze wspélrzedne kartezjatiskie zostajg
tu utworzone za pomoca podstawowego tensora .metrycznego, a wige
uwzgledniajg wlasciwosci przestrzeni Riemanna w danym punk-
cie. Klasycznym przykladem zastosowania tej metody jest uklad osi od-
hiesienia przyjmowany w szczegélnej teorii wzglednodei, Takie postepm
wanie stwarza jednak pewne niedogodnoéei. Otrzymane zwigzki matema- '
tyczne dotyczyc beda wowcezas (i to z pewnymi zastrzezeniami) bezpo-
sredniego otoczenia punktu przyjetego za poczatek ukladu wspdl-
rzednych. '

Dlatego. w rachunku tensorowym stosujemy czgsto inng metode. Mé-
“wige o odlegtosci miedzy dwoma nieskofczenie bliskimi punkiami w prze-
strzeni Riemann a rozumiemy przez nig dtugosé naJkrotsze] drogi
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laczacej te punkty. Droga ia przeprowadzona od punktu do punktu'
wyznacza tzw. k'rzywq‘ geodezying, ktérej réwnanie rézniczkowe ma postaé

" oy d? x* L dxtdx
(28) a5t Tligs gy =0

gdzie I'f je.st tzw. symbolé'm Chﬁstoffela drugiego rodzaju
‘ 1 0grn | 0gy Jgy

. R— - Th|Z It S LY riz .
(29) rp=- Zg [aw*“@w-_aw} Zg Iy

Tyy oznacza symbol Christoffela pierwszego rodzaju. . :
Niektérzy autorzy, [75], wprowadzaja odmienne oznaczenia, tzw. ng-
wiasy Christoffela- :

"I‘f’} = {E} oraz I, = [nij] .

Zwroémy uwage, ze symbol. Christo ffela drugiego rodzaju
nie jest tensorem. Wynika to chociazby z faktu, Zze w osiach prostoli-
nijnych I'l =0, a przy innych; wspolrzednych ma on wartogé roézng od
zera. Symbol Christoffela okredla poprawke, jaka trzeba dodaé
do wektora (lub tensora) A’ przy jego przeniesieniu do sgsiedniego punk-
tu w przestrzeni Riemann a. Obowigzuje tu zaleznosé

(30) Ar—!—'éA’:Ar—P{jA“da:f.

" Metoda ta pozwala na wygodne przekszialcenie ukladu wspoirzednych
i dobranie najdogodniejszych w danych warunkach osi odniesienia.

Poprzednio oméwiona interpretacja geometryczna tensora w przestrze-
ni euklidesowej trojwymiarowej stuzyta do elementarnego wprowadze-
nia w zagadnienia tensorowe i stanowila waski wycinek problemu, Przy
przejsciu do przestrzeni Riemana a pojecia geometryczne stajg sie
znaczhie ogodlniejsze, chociaz bardziej abstrakcyijne. Matematycy przed-
stawiajg tu wielkodé tensorows jako obiekt geometryczny (Iinfowy), tj.
utwor 'matematyczny, posiadajqcy sktadowe transfo'rmujqce sie 1ini0xy0
przy przéjs',ciu od jednego uktadu wspotrzednych do drugiego za pomoca
dowolnych transformacji tworzacych grupe. Prawo, jakiemu podlega
grupa transformacji, okrefla typ obiektu geometrycznego, czyli charakter
tensora. W tym najogélniejszym ujeciu obickt geometfyczny zostaje opi-
sany nie intuicyjnym obrazem plastycznym, lecz istotnymi cechami
zmienniczo$ci * danej grupy. Rozumiemy teraz, ze oméwiona na poczatku
transformacja ukladu wspélrzednych nie jest brzypadkows operacja ma-
tematyczng, lecz ma podstawowe znaczenle zaréwno fizyczne, jak geo-
metryczne. Za pomocag transformacji mozemy bowiem wykryé niezmien-
nicze, a wiec najistotniejsze wlasciwodci obiekiy,
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. 1 1nteri)retacja fizyczna wielkodei tensorowych

1 celown "z'aczeliémy od rozpatrzenia geometrycznego obrazu tensordw,
'_":aby na tej podstawie przejé¢ do okreélenia ich sensu fizycznego. Wydaje -
“ sie bowiem, Ze metoda geometryzacji zjawisk fizycznych, szeroko sto-
sowana w fizyce feoretycznej, jest zbyt malo wykorzystana w technice,
mimo swych niewatpliwych waloréw logicznych i dydaktycznych, Geo-
metryczne, a Scilej biorgce tensorowe przedstawienie zjawisk fizyeznych
stwarza bowiem uniwersalny jezyk, pozwalajgey opisaé bardzo odlegle
od siebie zjawiska przyrody. W niektérych dziedzinach -- zwlaszeza
‘w elektrotechnice — rachunek symboliczny dat tak latwe i przejrzyste
metody geometi‘yzacji, ze staly sie one codziennym narzedziem pracy
inzyniera nie tylko w zakladzie riaukowym, lecz i w produkeji. W bar-
dziej zlozonych przypadkach technike napawa jeszeze lekiem wyobraze-
nie ukiadu mechanicznego o n stopniach swobody, jako punktu w prze-
strzeni r-wymiarowej. Tu jednak wiasnie thwig mozliwoécei potencjalne
zastosowan rachunku tensorowego, ktéry moze byé bardziej ogélnym
drodkiem geometryzacji niz rachunek lezb zespolonych.

- W eelu przejécia od wielkosgei geometryeznych do zjawisk fizycznych
musimy przede wszystkim uogélnié pojecie przestrzeni, a wlasciwie geo-
metrii. Dotychezas postugiwali$my sie przestrzeniq metryczng, w ktérej
okresli¢ mozna bylo jednoznacznie odleglodci i katy liniowe w przestrze-
ni, uzywajac podstawowego tensora metrycznego- W fizyce i technice ma-
my natomiast przewaznie do czynienia z parametrami danego zjawiska,
ktore nie dadza siq mierzyé wspolng miarg, chociaz z powodzeniem moz-
na je przedstawié w postaci wykresu geometrycznego plaskiego, prze-
strzennego czy r-wymiarowego. Takim wykresem jest np. obraz entropii .
w funkeji ci$nienia, gestosei i temperatury gazu lub obraz napiecia
w funkeji zmian opornosei rzeczywistej i urojonej obwodu elektryeznego.

Pojecie przestrzeni metrycznej trzeba bedzie zastapi¢ ogblniejszym po-
jeciem przestrzeni wektorowej. Ukladem odniesienia jest tu uktad «we-
ktoréws, ktorych diugosci nie dadzg sie poréwnac ze soba. Jedna z nich
jest, na przyklad, miarg czasu, druga oznacza temperature stygngeej bry-
Iy lub_tez trzy wektory sa mierzone diugodcia i wyznaczajg miejsce po-
- miaru wewnatrz sali, ale czwarty odpowiada glosnosci diwigku wyra-

zonej, oczywiscie, nie w cm, lecz w fonach. Pojecie wektora jest tu bar-
dzo uogélnione i méwi o poréwnaniu lub przejSciu miedzy dwoma sta-
nami fizﬁicznymi danego ukladu. Takie pojecia, jak katy miedzy. osiami
wspblrzednych, skale wspélne dla tych osi i podstawowy tensor metryczny,
traca w.tych warunkach okreslony sens. '

Analitycznie mozna 'zdefiniowaé taki uogélniony wektor jako cigg -
0 m wyrazach a = (a;, @, ..., @,), Przy czym wyrazy te sy elementami pew-
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3

nego Zbioru liczb, zwanego nickiedy ciatem matematycznym, [66]. Zbior
takich wektoréw ckresla n-wymiarowsg przestrzen wektorows.

Nalezy tutaj przej$¢ na kategorie rozumowania geometrii afinicznej,
aby zbada¢ niezmiennicze wlasciwoscl ukladu, niezaleine od przypadko-
wego wyboru osi wspéirzednych. Brzmi to nieco abstrakeyjnie, w rze-
czywistogei jednak jest tlumaczeniem na jezyk geometrii rézniczkowej
najprostszych czynnoécl technicznych, jakie spelniamy np. okreslajac moc
maszyny parowej na podstawie wykresu indykatorowego.

Cheac wiec najogolniej okreglié znaczenie fizykalne tensora, musimy
przenieéé fo pojecie do przestrzeni wektorowej. Wihadciwodel tensorowe
obiektéw, wyrazone w geometrii euklidesowei lub np. geometrii % o-
baczewskiego stanowig szezegblne przypadki geometrii wekio-
rowej. ) '

016z trzeba przede wszystkim odpowiedzieé na pytanie, czy rzeczg
stuszng bedzie traktowanie tensora jako obrazu wielkosci fizycznej, a nie
tylko pojecia geometrycznego i’ analifycznego.

Postaramy sie poérednio odpowiedzie¢ na fo pytanie. Kazdy z nas
" zdaje sobie sprawe, ze poprawne zaleznodci matematyczne uklada¢ moizna
jedynie miedzy wielkodciami o tych samych mianach lub, idac. dalej,
okreslonych tymi samymi jednostkami. Ta naczelna zasada waznej dla
potrzeb prakiyki dyscypliny matematycznej, jaka jest analize wymiaro-
wa, [13], staje sic zrozumiata juz dla ucznia szkoly podstawowej.

Moze sie czasem zdarzy¢, ze dla wielkofel wyrazonych w pewnych
odpowiednio dobranych, chociaz réznych, jednostkach potrafimy ulozyé
réwnania pozornie sprzeczne z zasadami analizy wymiarowej. Na przy-
ktad, w podstawowym dla akustyki wzorze S abin & a, [60], polewej
_stronie figuruje czas poglosu w sekundach, po prawej mamy iloraz po-
jemnodei sali w m3 przez zdolnosé pochlaniania w m?2 Rzecz polega na
tym, ze wystepujacy we wzorze wspblczynnik 0,161 ukrywa w sobie od-
wrotnosé predkosei rozchodzenia sie dzwigku, wyrazong w sek/m. Jezeli
~ zamiast w metrach wielko$¢ po prawej stronie wzoru wyrazimy w sto- -

pach, wzbr przestaje obowigzywaé, gdyz zmienia sie jego wspdlczynnik
liczbowy. Uzywajac jezyka tensorowego powiemy zatem, Ze charakter
niezmienniczy (inwarianiny), tj. niezalezny od wyboru jednostek, rnaja
tvlko réwnania o tych samych mianach.

Zasade te moZna potraktowaé szerzej odnoszac ja nie tylko do jed-
nostek miar, lecz ogo6lnie do obiektow géometrycznych, pozostajacych
w okreslonym stosunku do uktadu wektoréw jednostkowych, wyznaczaja-
cych wspdlrzedne w geometrii afinicznej. Inaczej modwige, cechy inwa-
riantne majy jedynie réownania wigzgee wielkodcl o tym samym charak-
terze tensorowym, a wice wielkoéel identycznie zachowujace sie przy
zmianie uktadu wspblrzednych. To ogélne prawo ma réownie glebokie
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; nééz'énié',’ jak przytoczona zasada zgodnosci wymiaréw. W tym punkeie,

jak’ Zrésth i'w innych, wystepuje silne powigzanie analizy wymiarowej

.z rachunkiem tensorowym. Nawet bewne symbole graficzne, [52], uzywane

S W analizie wymiarowej maja swo6j odpowiednik w rachunku tensorowym
i macierzowym. A 7 —_— : .

" Na przyklad, -typowe réwnanie analizy Wymiarqwej, odnoszgce sie

do zespotu wielkoéei x; ' ‘ ‘

{31) . . f(mls 3.',‘2, e ;$n)h;01

‘Przy zmianie wielkoéci i typu jednostek na zespot X; transformuje sie za
‘pomoca zaleznodei ‘ ; : : :
ki koL K

(32) Ixf= SN O E
R g ‘

gdzie kit =0X,/0x, jest odpowiednikiem tensora (7). W przypadku gdy
wymiary wielkodei 84 zdchowane, a.zmienia sie tylko ich Wai"tos'é, row-
nanie nalefy pomnozy¢ przezsymbol Kroneckerg 0%, otrzymuje-
my woéwezas elementarng zaleznosé

B3  X,=k s,

W geometrii elementarnej spotykamy sie z dwoma fodzajami'wielko-
$ci. Pierwsze z nich sa to skalary, ktére nie reaguja na najbardziej wy-
myélne zmiany uktady wspélrzednych. Drugie — to wektory, do k‘ﬁérych.
okredlenia obok wartogei bezwzglednej potrzebne jest podanie kierunku;
inaczej méwiac, rhusimy zna¢ r skladowych wektora wzdluz jego osi
Wspélrzednyc‘h. Przy zmianie ukladu odniesienia skladowe dowolnych
wektoréw (méwimy o wektorach geometrii elementarnej) transformuja
sie w ten sam sposéb. o
 Ujecie zjawisk przyrody za bomocy ruchu i sumowania sie wektoréw
nie jest jednak w bardzo wiely przypadkach wystarczajace. Zijawiska fe
podlégaja znacznie bardziej skomplikowanym prawom niz proste prze-
ksztalcenia wektorowe, Okazalo sie, ze istnieje wielka . grupa faktow
przynaleznych do bardzo, zdawaloby sie, odlegtych od siebie dziedzin fi-
zyki i techniki, ktére to fakty zmieniajg sie wedle tych samych praw, da-
Jacych sie wyrazié za pomocy odpowiednich tensoréw. Poniewaz, jak
widzielismy poprzednio, zaréwno skalary, jak wektory sg niczym Innym
jak tensorami szezegdlnego rodzaju, fragmentaryczna i przypadkowa in-
terpretacja Beometryczna zjawisk przyrody moze byé ujeta w logicznie
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zamkniets cato$é, w system rozumowania matematycznegoe dajacy sie
wazechstronnie wykorzystaé. Rodzaj charakteru tensorowle'go' rownan ma-
tematycznych pozwala na sklasyfikowanie nie tylko obiektéw geome-
trycznych, ale i zjawisk fizycznych. Daje to nadzwyczaj dogodny sposéb
zorientowania sig, czy obserwowana zalezno$¢ matematyczna ma charak-
ter przypadkowy, zwigzany z lokalnymi warunkami przeprowadzonego
doéwiadczenia, czy tez jest inwariantna i reprezentuje istotne powiaza-
nie parametrow fizycznych. : .

Mozna tu sformulowaé ogdlne twierdzenie, Ze charakter niezmienniczy
posiadajg jedynie zalezno$ci migdzy zjawiskami przyrody dajacymi sie
przedstawi¢ tensorami tego samegd rzedu i typu zmienniczosci. Dla zja~
wigk, w kiorych wystepuja parametry nie dajace sie mierzyé wspolng
miarg, a wiec dla zjawisk wymagajacych opisu kategoriami geometrii wek-
torowej, oba warunki sa réwnie istoine. Przy opisie zjawisk, ujmowanych
za pomocy geometrii metrycznej, warunek drugi moZe byt pomijany, gdyz
postugujae sie podstawowym tensorem metrycznym mamy, jak wiadomo,
prawo zmieniaé charakter zmienniczodei, co wyraza sig¢ zmiang poziomu
indekséw. Natomiast w przestrzeni wektorowe] nie mozna na ogdl utwo-
rzy¢ tensora mefrycznego, a wiec charakter zmienniczoscl (poziom indek-
séw) staje sie istotna cechg opisywanej wielkodci.

Czesto sie zdarza, ze zjawisko fizyezne opisujemy zespolem rownaf
rézniczkowych o pochodnych czastkowych. Rachunek tensorowy jest wow-
czas szezegblnie pozyteczny, gdyz pozwala usunaé wplyw przypadkowe-
go wyboru osi odniesienia na przebieg rézniczkowania.

Postugujemy sie w tym celu metoda réiniczkowania bezwzglednego,
stanowiacego trzonowy skladnik rachunku tensorowego. Metode roznicz-
kowania bezwzglednego bodaj najjasniej ujmuje P. K. R asze w-
ski, |71]. Jezeli badamy dowolne pole tensorowe T%, (M) w bezpo-
grednim otoczeniu punktu M, wéwcezas w zwyklym rachunku rézniczko-
wym rozpatrujemy peine pochodne d Ty, (M)/d x’ tej funkcji wzgledem
kolejnych wspdlrzednych. Wielkosé ta zawiera wyrazy podobnego typu
jak réwnanie (28), ktoére nie bedae tensorami zaciemniajg charakter zmien-

niczodel zjawisk i nie pozwalaja na transformacje uktadu wspoélrzednych.

Opisana trudnoéé przezwyciezamy przy tensorowym rozniczkowaniu
w ten sposdb, ze réwnolegle przesuwamy do punktu M fensor TY, (M)
z punktu M’ nieskoficzenie bliskiego punktu M. Liniowa czeb¢ roznicy tego
tensora z tensorem dla punktu M daje wlasnie réiniczke bezwzgledng
D T¥  tensora. Otrzymana {3 metods pochodna tensora ma np. dla prostego
przypadku kowarianinego welktora postaé

hY

. 04
(34) DAy =y — AT
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- Jako “symbolu rézhiczkgwania'bezwzglqdnego niektorzy autorzy, [43]
uZywaja symbolu nabla, [. :

W ten sposéb przy rézniczkowaniu wyeliminowany  zostal wplyw
czynnika zawierajgcego symbol Christoffel] a, Nastgpilo jakby
wyprostowanie i sprowadzenie do stalej skali osi wspblrzednych, co prze-
jawia sie tym, Zze przy rézniczkowaniu bezwzglednym podstawowy ten-
sor meiryczny przechodzi jako wielkosé stata:

| (35) - Drgz'fg =0.

Jest to tzw. twierdzenie Ricei e g o.

Jak wspomniano poprzednio, ujetie geometryezne matematyki ten-
sorowej weale nie jest konieczne; z powodzeniem mozna by sie ograni-
AT do operowania zbiorami symboli nie przypisujge im elementarnych
wlasciwosci: geometryeznych, a jedynie pewhe prawa transformacji. Nie
wynika stad jednak réwnoznacznogé pojeé tensora i macierzy; podobiefi-
stwo graficzne symboli jest tu zwodnicze. W teorii przeksztalcen linio-
wych macierz kwadratowa przedstawia, jak wiemy, wspolezynniki ro-
dziny réwnan liniowych zachodzgcych migdzy m wielkodciami. Wspél-
czynnikom tym, czyli sktadowym macierzy, nie przypisujemy specjal-
nych wiadciwosei transformowania. Mogsa to byé zaleznosei miedzy dwo~
ma wielkosciami przestrzeni r-wymiarowej, obowiazujgce jedynie dla
danego ukladu wspotrzednych. Przy zmianie ukladuy wspotrzednych ma-
cierz traci na ogél sens i ma jej podstawie nie potrafimy wnioskowaé
0 niezmienniczych wlasciwodciach obiektu, ktére glownie nas interesuja.
Macierz pozwala na zrytmizowanie rachunku, na zrutynizowanie prze-
ksztalcei podrednich, sama Przez sig nie jest jednak wielkoscig, ktérej
mozna by przypisaé sens fizyczny; nie kryje sie tez za nig synteza zja-
wisk przyrody. Tymezasem tensor przedstawiony W postaci macierzy po-
siada specjalne wlaseiwaodci, kibre czynia z niego obraz wielkegei Tizyez-
nej; mianowicie, macierz tensorowa przy zmianie ukladu wspéirzednych
wykazuje okreslone prewa transformacii, a jej skladniki sg ze sobg
w organiezny sposob zwigzane. Trzeba brzy tym zwrbeié ﬁwage, ze ten-
sory 2-go rzedu, okreflone wyzej ombéwionymi prawami transformaciji,
mogy by¢ rozwiniete zasadniczo jedynie na macierze kwadratowe, gdy
odpowiednikami tensoréw 1-go rzedu (poliwektoréw) sg macierze wier-
szowe lub stupewe. «Tensor to macierz (kwadratowa) plus prawa jej trans-
formowania», [91. : : '

4. Znaczenie metody tensorowej w technice

Przejdzmy do gléwnego interesujacego nas zagadnienia, t3. do pér-—
spektyw wykorzystania rachunku tensorowego w technice. Zagadnienie
nalezatoby podzielié na odpowiedzi na dwa pytania:
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(1) co moze da¢ rachunek tensorowy w zagadnieniach techniczryeh,
w ktérych wystepuja typowe wielkosci tensorowe, a wiec w ktorych dajg
sie stosowaé metody fego rachunku i

(2} w jakich .dziedzinach techniki wystepuja wielkodci tensorowe,
‘a wiec gdzie oczekiwaé nalezy konkretnych korzysci z zastosowania tej
metody. _

Pytanie pierwsze wymaga syntetycznej odpowiedzi, opartej na og6l-
nej znajomoscl rachunku tensorowego, pytanie drugie pociaga za sobg
konieczno$é analizy zwigzkéw i zjawisk fizyeznych za pomoea rachunkuy
tensorowego. ' ) .

Wydaje sig, ze istotna cecha uzytecznoéei rachunku tensorowego po-
lega na stopniu uogdlnienia wprowadzanym przez ten rachunek. Proces
technicznego obliczenia opiera sie przeciez na zastapieniu konkretnych
liczh odnoszacych sig, na przyktad, do ocbwodu elektrycznego — symbola-
mi oraz na wykonaniu na tych symbolach dzialan matematycznych, aby
potem od symbolow przejéé z powrotem do wartodci numeryeznych.

Najprostszym rodzajem uogélnienia bedzie uogélnienie algebraicz-
ne, w ktérym symbolami zastepujemy poszezegolne liczby. Na podstawie
takiego uogoélnienia wnioskowaé mozemy o przebiegu pojedynczego
zjawiska. Jezeli za$ rozwazania chcemy odnieéé do zbioru elementéw, nie
zajmujac sig kazdym z nich z osobna, to uZyjemy metody macierzowe;j
zastepujac dany zbidr liczb Iub symboli algebraicznych pojedynczym
symbolem macierzowym. Geometrycznie biorac jest to przejscie od ukia-
du o r stopniach swobody do pojedynczego punktu w przestrzeni T~ Wy~
miarowej. W postepowaniu takim kryje sie jednak powaine niebezpie-
czenstwo. Ujecie macierzowe skrécilo forme zapisu, ale do poznania zja-
wiska nie wnioslo nowych elementéw, gdyz otrzymane wnioski odnoszg
sie tylko do pewnych ‘warunkéw, czyli do wybranego ukladu wspolrzed-
nych. : ]
Jezeli chcemy zmieni¢ uktad wspélrzednych, czyli rozeiagnaé dane
roéwnanie na calg grupe zjawisk o analogicznych wlasciwosciach lub zba-
da¢ wplyw jednego z parametrow (wspéirzednych) danego przebiegu,
to staje sie nieodzowne znalezienie inwa?:ianmych cech tej grupy ele-~
mentdw, a wiec metody przejscia z jednego ukladu wspédirzednych na
inne, Staje sie wiegc rzecza konieczng zastosowanie metody tensorowej.
Zaleznie od charakferu badanego obiektu geometrycznego (zjawiska fi-
zycznego) oraz od stopnia zmian i uogdlnien, jakie mamy wprowadzié,
zmienia sie rodzaj potrzebnej transformacji tensorowej.

Schematyczna klasyfikacja metod transformacji przydatnych w tech-
nice jest dod¢ ryzykowna i moZze doprowadzié do zupetnie blednych wnio-
skéw, jak to miato miejsce w pracach G, Kromna, [45], i [47]. Wydaje
sie¢ natomiast rzeczg logiczng przeprowadzenie podzialu opartego na roz-
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réznieniu celu, ktéremu ma stuzyé fransformacja. W pogladowy sposob
©mozna tu rozréznié trzy grupy probleméw technicznych, ktérym podpo-
. rzadkowaé mozna swoiste metody transformacji tensorowych.

(1) Najprostszy typ transformacji ogranicza sie zazwyczaj do prze-

B suniecia lub obrotu sztywnego uklody wspdlrzednych.. Transformacj-a ta

ma na celu zbadanie wlaéciwosci danego obiektn geometrycznego begz
czynnego wkraczania w pbrzebieg zjawiska, Pogladowo mozna powiedzies,
ze obserwator, znajdujacy sie na ukladzie osi wspotrzednych Iuzno Zwig-
‘ - zanych z badanym obiektem, a wiee nie podlega~

jacych zmianom zachodzacym w obiekeie, oglada
ten obiekt z réznych stron. ‘
Przykladem te] metody bedzie np. obliczenie zg
Pomocy transformacji tensorowej naprezef panuja-
cych w réinych przekrojach bryty brzestrzennej.-
Jezeli w pierwotnym kartezjariskim ukladzie wspéi-

. rzednych wyznaczylismy tensor naprezen [|of (rys. 7)
o sktadowych oy, to dla Znalezienia il normalnych
Rys. 7 . ~ Fu i stycznych F¢, panujgeych w pewnej plaszezyz-

: ' hie P, irzeba w ten sposéb obrécié osie wWhpolrzed-
nych, aby w howym ukfadzie X’ np. o X" byla réwnolegla do kierunku

logiczng do (11)
(36) crf"l = 2 C# C‘} a;
L7

skladowe o dajy zgdane skladowe sit. ‘

(2) Bardziej skomplikowana transforinacja bedzie poirzebna wéw-
© czas, gdy bedziemy cheieli formalnie przeksztatcic badany obiekt geome-
tryczny. Przeksztalcenie takie moze mie¢ na celu uproszezenie fozp’atry~
wanego zjawiska lub sprowadzenie dwéch réznych obiektéw do obiektéw
o tej samej postaci. w celu ich poréwnania. Po rozpatrzeniy takiego uprosz-
ézonego obiekty musimy z powrotem transformowaé wyniki na uklad
pierwotny, czyli dokonaé transformacji, ktéra ma za zadanie wyeiggnie-

obrét, badz tes zmiane uktady osi wspblrzednych, co oznacza zZmiane pod-
stawowego tensora metrycznego. Na przyklad, chege sprowadzi¢é uklag
trzech symetryeznych cewek sprzezonych do trzech niezaleznych obwo-
dow Wystarczy’transforrnacja przez obrét w ukladzie kartezja_ﬂskim, je=
zeli natomiast przeplyw cieczy w przewodzie eliptycznym’ ¢heemy spro-
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wadzié do przeptywu w rurze okragltej, to poirzebna. jest transformacja
osi odniesienia. Dla walca o przekroju kolowym podstawowy tensor me-
tryczny | g,| wyznaczony byl przez réwnanie (25), gdy dla przekroju elip-
tycznego przy wprowadzeniu osi ortogonalnych XY (rys. 8)

. ay cosh® X —cos?Y 0 0 ‘
{37) lg.ll= 0 8y cosh? X—cos’Y 0
-- 0 o 1

Wspblrzedna Z pozostaje niezmieniona, mozna wiec ja opuscié, Transfor-
macjl dokonamy postugujac si¢ wzorem (22). Transformacje fego typu
mozemy sobie uzmyslowi¢ jako ogladanie '
przedmiotu w krzywym zwierciadle, ktore 44
nadaje obrazowi pozgdane przez nas Uprosz- '

czone zarysy. . o o

(3) Wreszeie celem trzeciego typu irans-- - 7 b 3
formacji jest odwzorowanie rzeczywistych pro-’ : o
ceséw zachodzacych w obiekcie przez zmiane - : N

_ ukladu wspélrzednych. Gdy w. obu poprzed-
nich . problemach osie wspolrzednych byly _
niejako luzno zZwigzane z obiektem, a trans- " Rys. 8

formacja miala charakter formalny, uzaleznio- o B

ny od polozenia (pierwszy problem). lub sposcbu patrzenia {drugi problem)

postronnego widza, to w ostainim problemie transformacja jest wyrazem

istotnego przebiegu zjawiska fizycznego. Obserwator, zamiast patrzeé z boku,

zostal przyezepiony do pewnego elementu ukladu (np. do czastki materii

i z tego stanowiska widzi zjawiska. Problemy tego typu sa nadzwyczaj rdz-

norodne, przewaznie wymagajg one transformacii na wspélrzedne krzywo-

liniowe i przejécia od przestrzeni euklidesowej do przestrzeni Rieman-

n a. W wielu jednak przypadkach sprawa ogranicza sig da-przesuniecia ub

obrotu osi wspélrzednych. Najprostszym przykladem jest odwzorowanie
wzglednego ruchu dwéch obiektéw przez odpowiednie przemieszezenie 0si

wapbirzednych. Czesto metoda ta jest stosowana przy badaniu odkszial-

cen ofrodka cigglego, mianowicie ze wspdlrzednych nieruchomych xf prze-

chodzimy na wspolrzedne X! zwigzane z materig odksztalconego ofrodka

{wspblrzedne Lagrange a). W nowych wspolrzednych ofrzymujemy

znacznie prostsza postaé niektérych wzoréw, oplaca sig zatem uzycie skom-

plikowanego uktadu odniesienia. ‘Na prayklad praca d L naprezen o po-

‘wodujacych przemieszezenia: du;-da ‘sie przedstawi¢ w osiach odksztal-

conych X' rézniczkami absolutnymi

1 O (Déur Dﬁuﬁf .7
. .t §‘ ri} oW 1 % 4578
{38) dL= 3 > .[6 [DX£ _DX"‘]@X ‘dX dX »
V . - . i -
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co'*s':pfé'v{z.iai‘dby trudnosé, gdyby réwnanie to odnosito si¢'do osi x. Po-
. wyzszy podzial da sig strescié w nastepujacy sposéb:
. grupa 1 obejmuje transformacje formalne nie zmieniajgce postaci

' obiekty,

grupa 2 obejmuje transformacje formalne powodujace zmiane po-
staci (sktadowych) obiektuy, '

grupa 3 obejmuje transformacje odwzorowujace rzeczywisté zmiany
w obiekcie. '

W zastosowaniach bedziemy mieli czasem do czynienia z kombinacjg
rdznych grup transformacji, najezesciej bedzie to dotyczyto badania za
pomoca fransformacji grupy plerwsze] wiadciwosel obiektu, ktéry ulegt
transformacji grupy trzeeiej. : o

Transformacje takie wystepuja w wielu zagadnieniach fizyki, jezeli
postugujemy sie réwnolegle réznymi typami wspotrzednych, np. wspol-
rzednymi Eulera i Lan grange' a Przyjety tu podziat wydaje
sie znacznie logiczniejszy od konecepeji Kromn a, [45], ktéra nigdy nie
znalazia udokumentowar_lia w praktycznych zastosowaniach.

Uzyskénie formuty, uogdlniajacej w formie réwnania tensorowego
- szezegblne zalezno$ci, wystepujace w jakiej§ konstrukeji CZy procesie
technologicznym, nie zadowoli jednak praktyeznych wymagan inzyniera.
W celu uzyskania przydatnego technicznie rozwigzania, po wykonaniu
generalizacji obiektu metoda tensorows, przejéé trzeba droge powroing
do coraz bardziej szezegolowych przypadkéw., Nalezy zatem rozwingé ten-
sory na odpowiednie macierze, nastepnie znalezé wartogei algebraiczne
tych macierzy 1 wreszcie podstawié wartodei liczbowe, znajdujac potrzeb-
ne dane techniczne, -

Nasuwa sie wobec tego pytanie, czy istotnie dla potrzeb techniki Iub
nauk technicznych potrzebne jest ic uogblnienie. Réwnie dobrze mozna
zapytac, czy z doliny (od znanych ‘wartogei humeryeznych} warto pigé sie
na gore (ku uogolnieniom), aby potem znéw zejs¢ w doliny (do wartogei
humerycznych poszukiwanych). Czy hie byloby lepiej wedrowaé dolina-
mi, to jest stosowaé stopniowe przelic;anie wartosdci liczbowych.

- Otéz przediuzajae nasze poréwnanie mozna powiedzie¢, ze na szczyt
gory warto wejéé w czterech brzypadkach: (1) jezeli chcemy zbadaé, z cze-
go sklada. sie wierzcholek 80ry, (2) jezeli pragniemy obejrzeé¢ widok ze
szezytu, (3) gdy droga przez géry okaze sie w wyniku tatwiejsza niz bar-
dzo dluga droga dolinami, i, wreszcie, wéwczas (4) gdy dolina jest cat-
kowicie otoczona gorami, nie ma wiec z niej innego wyijécia. .

Podobnie jest w naszym przypadku. Bledne bytoby twierdzenie, ze
rachunek tensorowy jest wszedzie I zawsze przydatny; nie ma sensu
sili¢ sie na jego zastosowanie wowcezas, gdy kompletny i jasny opis zja-
wiska dajg prostsze metody, chyba ze zalezy jedynie na ilustracji zasto-
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sowania symboli tensorowych. Tam jednak, gdzie uZzycie pojeé tensoro-
wych jest uzasadnione, mogg one daé poczwdrng korzysé.

{1) Proste w swej formie algebraicznej wzory tensorowe ujmuja
w sposéb syntetyczny bardzo skomplikowane przebiegi i pozwalaja tech-
nikowi zorientowaé sie W generalnych zaleznosciach, ktére rzadza pro-
jektowanym przez niego urzgdzeniem. Roéwnanie takie, nawet bez roz-
wiazania numerycznego, pozwala konstruktorowi na wpdtintuicyjne
okreslenie, w jaki sposdb naleiy dobraé parametry ukladu, aby uzyskaé
zamierzony efekt, lub tez daje moZno$¢ zorientowania sie, jak wplynie
zmiana jednego z elementéw na dziatanie calego urzadzenia. Ustalenie
typow tensorow opisujgcych badang grupe zjawisk pozwala na ich skla-
syfikowanie, daje zatem mozno$¢ okredlania charakteru zmienniezogei .
i inwariantnych zwiazkéw,, lgczacych poszezegdlne czgfei danego urza~
dzenia czy tez czynniki procesu technologicznego. W ten spostb glebiej
wnikamy w istote zjawisk fizyeznych. Zamiast rzutu oka z jakiej§ okres-
lonej perspektywy, mogacej wytworzyé zludne skroty obrazu, ogladamy
obiekt ze wszystkich siron, wylawlajae jego istoine cechy, a odrzucajac
przypadkowe deformacje obrazu zalezne od kierunku patrzenia.

(2) Réwnania tensorowe majg identyczng postaé dla bardzo réznych
zjawisk fizyeznych. Raz ustalone zaleznoSci mozna wige stosowaé do
réznych dziedzin techniki. Ten wladnie aspekt zagadnienia jest dla auto-
ra osobiscie szczegdlnie atrakeyjny, pozwala bowiem na bardziej przej-
rzyste niz w dotychezasowych pracach, [58] i [59], ujecie analogii. elektro-
mechanicznych. Nie bedziemy tu powtarzaé podanych wéwczas motywow
decydujacych o wadze zagadnienia analogii we wspblezesnej technice,
' Podkreéli¢ tylko wypada, Ze rachunek tensorowy posiada w tym zakresie
ogromne walory dydaktyczne,

W mozliwoéel operowania tymi samymi zwigzkami w réznych dzie-
dzinach nauk technicznych thwi jeszcze, oprocz zagadnienia analogii, in-
na wazna korzy$¢ praktyczna. Chodzi o to, ze obecne problemy techniczne,
zwlaszeza problemy, ktére przed nami stawia kompleksowy przemyst
gospodarki ludowe], sa z reguly wieloparametrowe i bardzo réznorodne,
wiazace sie 2 zupélnie odrebnymi dziedzinami wiedzy. Otdz przy metodzie
tensorowej mozemy, przynajmniej symbolicznie, operowaé dowolng ilo-
gcig zmlennych (wektordw podstawowych), a wskazniki zmienniczosei
pozwalajg na zorientowanie sie, 1ak1 jest wplyw poszczegblnych ezyn-
nikow.

(3) O ile chodzi o rachunkowe zastosowanie metody tensorowej, a wige
zeijscie do rozwigzan numerycznych, to sytuacja wyglada analogicznie
jak przy uzyeiu algebry macierzowej, do niej bowiem sprowadzaja sig
dzialania arytmetyczne, ktore trzeba wykonaé przy rozwijaniu tensoréw.
Sprawa ta byla w swoim czasie przedmiotem dyskusji w Zakladzie Elek-

?
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trotechniki Teoretycznej PAN; wartodciowe uwagi zawiera praca
oM. Cholewickie g o, [14]. Zainteresowani znajda szczegély w pod-
o i-écznikach specjalnych, [25]. O przydatnos$ei rachunky mgcierzowego
(i tensorowego) decyduje. tu stopien skomplikowania zagadnienia i jego
" powtarzalnogeé. Pojedynezy obwod bradowy Iub rozklad haprezenr w malo
skomplikowanej bryle na pewno latwiej rozwigzemy rachunkiem ele-
'mentarnym (péjdziemy do cely dolinami). Natomiast brzy zagadnieniach
P wymagajacych zmudnych i czesto bowtarzajacych sie przeliczen metoda
macierzowa staje sie przewodnikiem i organizatorem rachunku, pozwala

i przy ustalaniu analogii bedzie on bardzo uZytecz_ny.

(4) Trzeba_. wreszeie stwierdzié, ze 58 pewne problemy, kiére nie da-
dzg sie w; ogéle brakiycznie rozwigzaé hez uzycia metody tensorowej, co
oznacza, ze zastosowanie rachunkowe tej metody do istotnego nume-
Tycznego rozwigzania zagadnienia siega dalej niz zastosowanie rhetody
macierzowej. Wynika to z wyzej om.éwionego_faktu, ze metoda macierzo-

nia — nie dajace sie rozwigzaé¢ w ukladzie odwzorowywanym- Wedlug
bPraw geometrii euklidesowej —— sprowadzi¢ do stosunkowo brostych zg-
leznopsei obowigzujacych przy odpowiednio dobranych wspoirzednych
knzywol;iniow;rch [problemy grupy (2) i (3)]. . ‘
Przejdimy teraz do zbadania, jak te 0g6élne wytyezne dostosowaé do

réznych gatezi techniki, Byloby rzeczy niecelows brzypadkowe wymie-

5. Wielkoéci tensorowe w osredkach ciaglych

Na wstepie stwierdzilismy, ze rachunek tensorowy powstal » potrzeb
- krystalografii i teori sprezystosei rozwijajac sie przede wszystkim jake
narzedzie badania ﬁontinuum r-wymiarowego. Obechie jednak znalezig-
no juz, [3], [6], dogodne metody adaptacji tego rachunku do ‘systembw

obiektu skiadajqcego si¢ z elementéw: skupionych, hatomiast termin
uktad rezerwujemy nadal dla zespolu osi odniesienia,. '
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Zachowamy historyczng kolejnosé i zaczniemy od zagadnienia iaola
abstrahujac na razie od tego, czy jest to pole sit sprezystych, czy tez pole
elektromagnetyczne. Nalezy przede wszystkim zbadaé, jaki charakter
tensorowy majs wystepujace w polu wielkogei fizyczne, co pozwoli na
prawidlowe ulozenie réwnad tensorowych i oceng ich przydatnosei,

Przedtem j'-ednak musimy uzupelni¢ nasze wiadomosei dotyczace rés-
nego typu niepelnych tensoréw, jakie skonstruowaé mozemy w przestrze-
ni metryeznej i wektorowej. Uzyjemy przy tym mozliwie prostych okres-
let), nie wdajac sie w subtelnogei wprowadzone przez niektérych auto-
réw, [55]. '

Poprzednio méwilismy, ze fensor antysymetryczny moze byé przed-
stawiony w formie multiwektora. Ta interpretacja fizykalna ma sens
W(’Jw.czas‘, gdy rzad tensora n jest mhiejszy od ilogei wspblrzednych p.
W przypadku gdy n réwna sie t, a tensor jest antysymeiryczny wzgle-
dem wszystkich indekséw, wartosé rézng od zera bedzie miat tylko wy-
raz %, j, .., 7 tego tensora, mianowicie wyraz nie zawierajgey dwéch jed-
nakowych indekséw. Pozostale wyrazy réwne sg zeru, Tensor tego typu
daje sie wiec przedstawié pojedyneczg liczba, ktéra jednak nie jest ska-
larem, lecz tzw. pseudoskalarem, gdyz zmienia swiy wartosé zaleznie od
uktadu wspolirzednych. Oznaczymy go literg gotyckg Y. Uzywa sie réw-
niez oznaczenia literami pisanymi pélgrubym drukiem, [74].

W problemach technicznych i fizyeznych nic nie stoi na przeszkodzie,
aby przyijaé jako stale obowiazujaca pewng kolejnoéé indekséw, podobnie
jak to robimy w rachunku wektorowym, oznaczajac zwrot wektora wzgle-
dem osi. Wtedy naszemu pseudoskalarowi przypisujemy jeszcze okredlo-
ny zwrot (wedlug Schoutena jest to tzw. W-skalar, [74].

. W jaki sposéb transformuje sie pseudoskalar przy zmianie wspdirzed-
nych? Na podstawie wzoru (10), zwazywszy ponadto znikanie skiadni-
kéw o dwoch lub wiecej’ jednakowych indeksach, otrzymamy

(39) 9 = A= 9

{ a=1 dla tensora kontrawariantnego,
L) (M)

a=—1 dla tensora kowariantnego,

Litery w nawiasach nie maja tu takiego znaczenia jak indeksy w zwy-
klych réwnaniach tensorowych, stuza jedynie do okreslenia, do jakiego
systemu wspolrzednych odnosi sie pseudoskalar (litery duze). i czy po-
wstal on z wektora kontrawariantnego (indeks gérny), czy tei kowariant-
negh (indeks dolny). Wazna wtasnoscig pseudoskalara jest zaleznodé jego
transformacji od rodzaju zmienniczogci wyjsciowego tensora. W geo-
metrii wektorowej oznacza to istotng réznice cech danego zjawiska. W geo-
metrii metrycznej sprawa daje sie z latwoscia wyjaénié, mianowicie ilo-
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: Przedstawia zatem pojemnodé elementy Przestrzennego, Odpowiedni ilg-
czyn sktadnikéw wektors kowariantnego

(41) : o U =g, Yals,

)
brzedstawia odwrotnosé pojemnos’ci, jakie tworzg odpowiednje wek-
tory kontrawariantne. Stad nazwa gestosé. skalarna, Wygodne Przy rog-

wadzone zostalo przez 1. B riliounjg n, {8]; inni autorzy mowig
ogdlnie ¢ gestosei, loczyn gestogei brzez pojemmnoge '

(42) ' : A=K

‘fest wielkoseig niezrnienm‘czq, ktéra w osrodky ciaglym odpowiada za-
wartosci materij w danym elemencie, :

Moezyn gestogei (pojemnos’ci) przez dowelny tensor daje tzw, gestosé
(pojemnos’é) tensorowy. Wielkosei te mozna ogélnie nazwaé pseudotenso-
rami: Dubn g w, [20), uzywa terminu «tengor Wzgledny». W przestrze-
ni tréjwymiarowej bojemnodé tensorows jest powierzchnig ¢ okreslonym
kierunky normalnej' i okreslonym Zwrocie, stanowi zatem odpowiednik
boprzednio Wwspomnianego biwekiors kontrawariantnego. Dia odréznie-
nia pseudotensory 0zZnaczad quziemy literami gotyckimi, - '

w przes_trzeni metrycznej, ze wzgledir na wzory (22) i (39), przejseie
z tensora A ng pseudotensor 9 hnastepuje za bomoeg wielkosgei -

k=—1 da €Ay

(43) A%(iyiJk/zgf{k:Jrl dla 9,

gdzie y jegt wyrdznikiem podstawowego tensora metryeznego llg]).

Zauwaiymy mimochodem wazng W zastosowaniach 'tecbnicznych za<
leznosé geometryezng, mianowicie rzeczywista objetoéé\'elementu dv
w ukladzie wspbtrzednych xf réwna sie

(44) o AV =(ly])f da' da? g2




Przejécie z tensoréw wiasciwych na pseudotensory w wielu przypad-
kach bardzo upraszcza rachunek, gdyz tensor antysymetryczny rzedu =
w przestrzeni r-wymiarowe]j, posiadajgcy ri/n! (r ~—nl) na ogodt réznych od
zera i ré:‘mych migdzy soba skladowych, redukuje sie do pseudotensora
o (r-n) skladowych. Takim pseudotensorem pierwszego rzedu jest np.
multiwektor o okreflonym zwrocie, ktéry poprzednio rozpatrzylismy.
W przestrzeni irdjwymiarowej objetosé tensorowa jest powierzchniag
o okreslonym kierunku normalnej i okreslonym zwrocie; odpowiada ona
biwektorowi kontrawariantnemu.

Mamy tu doskonaly logike systemu Wlelkosm tensorown yech, pozwala-

jaca na tatwe orientowanie sie w skomplikowanych zagadmemach wielo-
wymiarowych. .
" W problemach elektrotechmk1 i drgan mechanicznych specjalne zna-
czenle majg tensory, ktorych skiladniki sg liczbami zespolonymi typu
a + jb. Tensory takie przy odwrdceniu przechodza na fensory sprzezone
o skladowych typu e — jb. Tensory zawierajgce sktadniki prosie i sprze-
zone, tzw. tensory Hermite a czyli spinory, zajmuja wazne miejsce
w fizyce atomowej. W technice macierze tego typu znajduja zastosowania
w zagadnieniach zlozonych obwodéw elektryeznych.

"Wr6émy do okreflenia charakteru tensorowego wielkosci pola. Posta-
ramy sie wyjsé z interpretacji operatoréw polowych w geometrii wekto- -
rowej, gdyz daje to najogdlniejszy obraz zjawisk., Trzeba przy tym pa-
mietaé, ze woéwezas od punkiu do punktu zmieniajg sie prawa transfor-
macji, a poziom indekséw okreslajacych zmienniczo$¢é musi pozostaé nie-
naruszalny. Przypadek przestrzeni metrycznej trakiowaé bedziemy jako

"szezegolny, jest on zreszta mniej interesujacy i Wyczerpu]qco roZWazony
~w literaturze, np. [37].

Przejdzmy kolejno podstawowe operacje wektorowe, ograniczaisc sie
do sformulowania najwaZniejszych wzoréw tensorowych.

Gradieniem nazywamy pewien wektor G przyporzadkowany funkeji
Skaisarne1 V (potencjatowi);

(45) | G=grad V,

mozna to réwniez przedstawié przez formalne pomnozenie potencjaiu
przez operator Hamiltona J (nabla), majacy jednoczefnie charak-
ter wektorowy i bedacy symbolem rozniczkowym (por. np. N. A Go-
workowa, [32]):

(46) G=pV.
_ W postaci tensorowej gradien_t okreslamy wzorem
oV
(47) G,= a P
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bedzie uzupeiony do postaei
19V

1 dxt’

- dtugodeiy jednostkowa, okreflong przez jednostkowe sklado-
ponﬁio'éé;-- wzoru (22). Za posrednictwem tensora podstawowego
rzZ€ejs¢ mozemy w przestrzeni metrycznej na wygodniejszy w analizie

- geometrycznej wektor kontrawariantny

| i— Ygtov

(49) | | G “5 S
Nastepnym iaojeciem jest rotacja

(50) _ "R=rotB,

ktéra mozna formalnie przedstawié jako iloezyn zewnelrzny (wektoro-
wy) operatora Hamilton g przez wektor B:

(51) - R=|y-B].

Skladniki rotacji w formie tensorowej przedstawiajg sie nastepujgco:
__0B; 0B '

(52) ‘ . R:k——‘azfé—w.

Jest to jednorodny tensor antysymetryezny, kidry odpowiada biwektd—
rowl. Jezeli wybierzemy jako obowigzujacy pewien porzadek indekséw
.tego tensora, to spr-owa'dzimy rotacje do gestosci tensorowe;.

Przy przejéciu do ‘wspblrzednych metryeznych ortogonalnych znaj-
dziemy rzeczywiste dtugodcl skladnikéw wekiora rotacji przez wprowa-
dzenie jednostkowych diugosci Iy, Iy brzyporzadkowanych wielkdsciom
B:, Bi; przyjmujac B; = Bi/ly oraz B = Bi/liny otrzymujemy

1 [0 , 0 N
(53) Ry = EI(T) [ﬁ (liwy Br) — EP (L BI)J .
Ciekawe wlasciwodei posiada w ujeciu tensorowym diwergencja, Roéw-
nanie
(54) D=divC

przedstawia inaczej iloezyn wewnetrzny (skalarny) operatora Hamil-
tona przez wektor

(55) D=yp.(C,
30
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Diwergencja w przesirzeni r-wymiarowej ma nastepujacg postaé,
w kiérej nie sprecyzowaliSmy na razie charakteru tensorowego poszcze-
gélnych wielkosci: .

(56) . D= 2 54"
_ ’Zauwazyé trzeba, ze catka ‘divx'rergencji przedstawia strumien wy-
pltywajacy z danego obszaru. Szukanie rozbieznodci jest wiec operacja
wektorows, ktéra przeprowadzamy na wektorze kontrawariantnym cr
pomnozonym przez gestos¢ skalarng €, ezyli na gestodci tensorowej pierw-
; ,

szego rzedu (Wektdrowej) 6!, F.atwo udowodnié, ze wowczas diwergencja
jest réwniez gestoscig skalarna, czyli ze wzor (56} nalezy poprawnie napi-
saé jako

. ‘ 0 a6
(57) , | @__Z S

Rozumowanie pozostaje w mocy, jezell zamiast gestosci wektorowe]j |
wprowadzimy gestos¢ tensorows wyzszego, np.’ n-rzedu w przestrzeni
r-wymiarowej, pod warunkiem, ze gesto$é ta pozostanie calkowicie anty-
symetryczng; w przeciwnym razie pojawia sig czynniki wyzszego rzedu
tensorowego. Mozemy teraz podaé wazng zaleinodé dla gestodei tensoro-
wej drugiego rzedu: :

i

oat

(58) ‘ D =DivE¥=
r
Diwergencja jest tu wielkogcig wektorows, a nie jak w rachunku ele-
mentarnym skalarna, i dlatego piszemy ja dla odréznienia z duzej litery.
W przestrzeni metrycznej, gdy szukamy rozbieznodci pdl zwyklych
wektorow, rozumowanie jest uproszezone, gdyz praez operacje @f== Yyl ¢t
przechodzimy od wektora do gestosei wektorowej. Dla wspdlrzednych
ortogonalnych w przesirzeni tréjwymiarowej, podobnie jak we wzorze
(53), mozemy przejs¢ do diugodci rzeczywistych wektoréw wedlug wzoru

_ 1 0 , 0 , J. .
(59) divC= Tlate .[aml (o teC+ 55 tula )+ 5 s (nle Cs)] .

Na uwage zastuguja jeszcze wiasciwosel laplasjonu w ujeciu fensoro-
wym. Mozemy go napisa¢ w postaci '
2
(60) PRV = div gradV:Z‘a—zgm;
~ (0 x¥)
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""'sﬁ:tb;_-'ir.x.éczej méwige, iloczyn skalarny (kwadrat) Operatora Ham i ]-
ctomna

o V=@,

(62) % :ﬁ g a%; (\/Wg"k(%) :

Zamiast \/m podstawié mozna odpowiednie diugosei jednostkowe, co
dia osi ortogonalnych w Przestrzeni tréjwymiarciwej daje dobrze Zhane
Z analizy wektorowei, [24], wyrazenie laplasjanu

63)  pry_ 1 [i(ﬂaﬁa ﬂ)+

kyleyle [0xt| 7y~ gt
+ 2 (ke 9V) 0 11 oy :
02\ Iy 0z% T Ly oxt]].

Za Pomocy analizy tensorowej pojecia gradientu, rotacji i diwergencji
mozna rozszerzyé nie tylko na weltory i skalary, ale'i na tensory dowol-
hego rzeduy, Wymienione oberacje polegaja tu na zmianie rzody tensora,




steina zapomocag wprowadzenia pojecia wzglednosci czasy i Zwigza-
ego z tym zasadniczego réwnania

(64) . mrg + ylz + zrg . C2 £ -x,ug + yug + an o C2 tf_tg ,

© z ktérego wynikajy transformacje Loren tz a, [71.
W technice — przynajmniej na razie — postugujemy sie tak matymi
. predkodciami, ze wielkosé v%/c? moze by¢ w transformacji Lorentza
- pominicta. Interesuje nas natomiast podana w 1908 roku przez M i n-
kowskiego, [65], interpretacja geometryczna rownania Einste i-
n a. Ma ona dufe znaczenie praktyczne, mimo pozornie abstrakeyjnej
' formy, ktéra w dodatku w antynaukowy sposéb starano sig zaclemnié réz-
nymi idealistyeznymi hipotezami. Minkows ki wprowadza pojecie
wspoirzednych czasowo-przestrzennych x, y, 2, jet oraz pojecie «wektora
w Swiecie» wyznaczonego tymi wspolrzednymi. Ruch punkiu material-
nego w przestrzeni przedstawia «linie w &wiecies. _
WielkoSci cosinuséw kierunkowych sq tu okreslone przez réwnanie

(65) [zﬁgzi—f%’ azzr%g—, Q'a:'%:“’ U«:ch%-

Z transformacji Lorentza wynika

At
ds ey 1—o¥c?’
za$ dx/dt, dy/dt, dz/dt sg skladowymi predkosci . o
Jezeli «linia w $wiecie» zlewa sig z osig jet, a; = ay = q, = 0,a,=1,

to punkt materialny pozostaje w spoczynku. Zmiany predkosci tlumacza
si¢ jako przesuniccia katowe. Widzimy, ze stwarza to bogate mozliwosci
.operowania tak wygodnymi w rachunku tensorowym pojeciami przestrze-
ni -r—wy—fniarowej, przy czym zaniedbanie czynnikéw wynikajacych
z transformacji L.orentza znacznie przy$piesza obliczenia.

6. Metody fensorowe w technicznych zagadnieniach pola

Rachunek tensorowy odniesiony do ogrodkéw ciggtych znajduje licz-
ne zastosowania w mechanice i elektrotechnice. Przedmiotem niniejszej
pracy nie jest szczegtlowe omawianie tych zastosowan, punkt ciezkodei
potozylismy bowiem na samej metodzie podejécia do zagadnienia. Nie-
mniej nalezy wymienié przynajmniej gléwne kierunki, w jakich rozwi-
jaja sie lub bedy sic zapewne rozwijaly zastosowania, aby na tym ile
uwydatnié specyficzne dla techniki metody postugiwania sie rachunkiem
tensorowym.

Klasyczng dziedzina; zastosowania rachunku tensorowego w technice
s zagadnienia statyczne teorii spreystodci, Metody tensorowe w tej nau-
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“'ce nie tylko byly najdawniej znane i stosowane Jeszeze przed wlasciwym
sprecyzowaniem poje¢ tensorowych [69], ale i nadal pozostang Zapewne
stosunkowo najbardziej popularne. Wynika to z dwoch brzyczyn:

(1 Tensor pola sit sprezystych Jjest latwo dajgcs sie wyobrazié, nie-
mal namacalng, wielkodeig fizyczng. Specyficzne wlasciwosel geometryez-
ne elipsoidy naprezen lub odksztalces sq tak zZrozumiale, ze wprowadze-
nie pojecia matematycznego, ktore ‘Jednym symbolem ujgloby te wlas—
mosci, narzuea sie samo przez sie. _ ' , :

" {2) Obliczanie naprezen i odksztalcen w réznych przekrojach ofrod-
ka spotyka sie stale w konkretnych zagadnieniach technicznych, a jedno-
czesnie stanowi typowy problem transformacji tensorowej. '

Ze wzgledu na bogaty i szeroko znang literature przedmioty (np. [32a])
nie bedziemy sie tutaj zajmowali teorig tensora sprezystosci. Trzeba jed-

-nak podkresli¢, ze stopien przydatnosci metody fensorowej do istotnego
rozwigzania probleméw tearii sprezystoded, a nie tylko do ich’ zwigztego za—
pisu 1 wygodnej manipulaciji, zalezy w duzej mierze od rodzaju zagadnie-
nia. Przy rozpatrywaniu w ukladzie osi kartezjaniskich o$rodka izotropo-
Wego o liniowej charakterystyce — zaleznogei matematyczne sg stosunko-
wo proste i dadzg sie wyrazié metodami elementarnymi. Niemniej tran-

sformacja tensorowa,’ nalezgca do problemow grupy {2), moze tu oddaé

cenne usiugi. Upraszeza ona ksztalt rozpairywanego obszaru i daje WZOTY
uwidoczniajgce wszystkie interesujace technika wiageiwosei elipsoidy na-

prezen i odksztalcen. 7 , o _ .

Postugujac sie poprzednio oméwiona metoda Riemanna-Chri-
stoffela uzyskuje sie znaczng oszezednose przeliczen i przejrzysty’
forme zaleznogei. Jako przyktad, [49], rozpatrzymy zachowanie sie oSrod-
ka sprezystego ograniczonego powierzchnig walcows. Zagadnienie polega
na znalezieniu zaleznodci tensora naprezen [[¢{l od tensora potencjatu na-,
prezen |IT. Uiyjemy wspotrzednych walcowych g, @ 1 2 przyjmujac, Ze
tensor [ITll jest niezalezny od kata @ . Ograniczymy sic do podania toku -
rozumowan wymagajacych gruntowniejszej znajomodei rachunku tenso-
rowego. Badang zaleinosé napiszemy w postaci tensorowej w sposéb nad-

ZWYyczaj prosty: _ . ) o ‘ o :

®) el =Rot{Rot[IT|j),
gdzie indeks s oznacza, e drugy rotacjq. wyznaczamy w stosunku do
transponowanego, a nie prostego tensora (Rot i), o
- Tensor [[T| ma-postaé -
by 0 Loz
AIT=10  tee 0 [—

t 0 tis
0ty 0. ;
L2, 0 . taﬂ. I




Dlugosé elementu liniowego wynosi
(ds)f=(d o)+ (¢d®) + (d2)*;

. stgd tensor metryczny

.
(67) igll:”0 ¢’ . r=ue
X _

jsymbole Christoffela

1’122:1"2‘21:—;—, F§2:w—-9, pozostate I’j’kz()

Rotacja tensora ITIl jest tensorem 3-go rzedu o skiadowych

a tjk atlk

(68) | Rijn== Jx oxf

It =Tt

_,lk u itk Vjre

Dzielae te skladowe przez ]/m odwracamy charakter ich zmienniczosci
wzgledem ij, traktowanych jako laczny indeks I. W ten sposGh otrzymu-
jemy tensor mieszany [|S{ o skladowych 8¢, ktéry po transponowaniu
daje kowamantny tensor

0 ta d iy
0 (ag "0z ) . 0
. Jt = ot 1
(681) ( a Zz Qtla) 0 ) E(_ a;2+'g_t22 + Qtli)
! a t35 atls '
0 (ag az) '. 0

Fatwo teraz obliczyé sktadowe lioll jako rotacje ostatniego fensora:

. 10ty 10k, 20t
1T g o Op p 0z’

14 ot 1
015—5312&3‘5(—71‘;% ffg'"tzz + 0 t11) ’
' L [0t 3%ty | 0%t
69 __afY taa 18 it
(69) . 02? 9(692 agaz+ az)
L
10, 201, R AT
Oas 2 dg 3 aQ + o ag L]

0’1220‘21:0’25:632:0'.

bi15)




--p‘rz‘edstawi:éfw dogodniejszej formie wprowadza-
zyezne sktadowe tensordw oznaczone * (gwiazdka).
przez transformacje .

F ® *
by = ? ’ bay = tou, by = 1y

" Dalsze przeliczenie nie nastrecza wigkszych trudnosei.” Przylktad {en
: 'Wskazuje dobifnie na zwiezlogeé przeprowadzonego rachunku i droge doj-
cia do numerycznych wynikéw poprzez uwogdlnienie tensorowe, Réwnies
pozyteczna jest wyzej wspomniana transformacja tensorowa odniesiona
do oérodka odksztalconego, nalezgca do (3) grupy zagadnien. Szereg
przykiadow zastosowania tej transformacji znajdziemy w pracach spe-
cjalnych, [8], [42]. Autor wykorzystal te transformacje do obliczenia
cisnienia promieniowania fali ultradzwiekowej, [61].

Klasyczna teoria sprezystodci operuje odksztalceniami nieskoneczenie
matymi. Taki uproszezony obraz zjawisk nie zawsze jednak nas zadowala
nie tylko pod wzgledem teoretycznym, ale i w zastowaniach praktycznyech.
Dlatego poswiecono duzo uwagi zbadaniu odksztatces skoficzonych, ktére
wystepuja przede wszystkim w szeroko stosowanych w nowoezesnej tech-
hice materialach o duzej podatnodei jak guma i plastyki, {2]. .

Ot6z do rozwigzywania zagadniedt z zakresy odkszlalcen skoficzonych
rachunek-tensorowy staje si¢ niezbednym narzedziem. Wynika to z dwoch
powodow, ' A

(1) Teoria odksztalcefi nieskonczenie matych operuje jednym ukladem -
wspotrzednych, gdy dla odksztatcen skofiezonych postugujemy sie dwoma
odmiennymi uktadami zwigzanymi z ofrodkiem wspotrzednymi 1. a-
grange’ a przy ktorych za punkt wyjscia przyjmuje sig pierwotny
(rieodksztaleony) stan osrodka, i sztywnymi wspolirzednymi Eule ¢ g
opartymi na ofrodku juz odksztatconym. Przy przejsciu z jednych wspét-
rzednych do drugich nieodzowne staje sie, zazwyczaj, uzycie krzywoli-
niowﬁego uktadu odniesienia, a wiec postugiwanie. sie pojeciami geometrii

tiemanna. _ : ' _

(2) Przy odksztalceniach nieskoficzenic matych pominaé mozna WYyra- -
zy rzedu drugiego i wyzszych, co bardzo upraszeza rachunek. Dila od-
ksztalcen skoficzonych takie uproszezenie jest, oczywiscie, niestuszne;
pociaga to za sobg niewygodne skomplikowanie wzorow elementarnych.
UZzywajge natomiast rachunku tensofowego 1 wprowadzajac symbole
Christoffela mozemy pozosta¢ przy klasycznych zaleznosciach za-
wierajgeych jedynie odpowiednie poprawki, -
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Dla zilustrowania zalet metody, rozpairzymy skiadowe fensora od-
ksztalcers skonczonych, [51]: Przy odksztalcaniu oSrodka odleglosc miedzy
dwoma sasiednimi jego elementami P i P’ zmienia si¢ z pierwotnej ds
na d3. Ze stosunkéw geometrycznych wynika

(70) . (ds)—(ds=2dr(de-yu) -+ (dr-Fay,

gdzie r jest promieniem (wektorem poprowadzonym z poczatku ukiadu)
punktu P, r+dr promieniem punktu P’ (do chwili odksztalcenia dr — ds),
a u wektorem przemieszezenia punktu P

Przy odksztalceniach skonczonych nie mozemy, jak to si¢ robi dla
odksztaleefi nieskohczénie matych, pominaé ostatniego wyrazu réwna-
nia {70). Zamiast jednak wykonywaé skomplikowany rachunek- elemen-
tarny, znacznie logiczniejsze i latwiejsze bedzie sprowadzenie tego row-
nania do formy dwuliniowe;j: '

(1) (d5)2—(d s =2(dr+ eqr) (W A1) .

Jezeli ey charakteryzuje odksztalcenie w danym punkcie, to gy=eyr v
sa sktadowymi tensora odksztalcen we wspblrzednych Lagrang e’a.
 Z réwnania (70)

1 dun du

(72) _ SIJ:E“(VI?L; + Vv 'bh) +Eﬁ Pl

7 drugiej strony postugujac si¢ rownaniem (22) otrzymamy
I 1 . :
(72.1) , g =g (gy—g:i1),

gdzie gy i gy sa tensorami metrycznymi ofrodka przed i po odksztalceniu.
Jezeli wychodzimy ‘ze wspolrzednych kartezjanskich, to gy redukuje sig
do symbolu Kroneckera [réwnanie (9)]. -

Widzimy, ze zagadnienie sprowadza sig do réwnan tensorowych uzy-
wanych w klasycznej teorii sprezystosci. Roznica polega na tym, ze skla-
dowe odpowiednich tensoréw nie sg tu wielkosciami stalymi.

Niezaprzeczone ustugi oddaje rachunek tensorowy w badaniach odrod-
Léw anizotropowych, [53], i to zardwno krysztalow, jak 1 oSrodkow
o makroskopowej, sziuczne] lub naturalnej, strukturze anizotropowej. -
Zagadnienia te s interesujace przede wszystkim dla budownictwa, gdzie
spotykamy sie czesto z elementami anizotropowymi. Jednak i w innych
dziedzinach — nieraz od siebie bardzo odleglych — wystepuja przebiegi
‘w ofrodkach anizotropowych, dajace sie doskonale ujaé metods tenso-
rows. Wymieni¢ tu mozna badania rozchodzenia sie fal ultradfwiekowych
w oérodkach uwarstwionych. Praca nad tym zagadnieniem, [44], byla
zreszta punktem wyjscia do bliZszego zajecia sig przez auiora sprawg
zastosowan rachunku tensorowego.

37




Ziawiske
Sprezystosed
dielektryczne v
piezooptyczne T
p’iezomagnetyczne T
piezoelektryczne ' I

o

Ay

s

T

Parametry

eIektrooptyczne
pyroelektryczne
Tozszerzalnogei cieplnej
tarcig Wewnetrznegg

TRy g gy

a ¢ aEe,:'
(73) -‘E£+9”§§HFM¥=QE,

¢ gestoseig ofrodka, :
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W ostatnich latach zZywe zainteresowanie, zaréwno uczonych jak i kon-
ruktordéw, wzbudzily zagadnienia reologii, t]. nauki traktujacej o zmia-
nach zachodzgcych w czasie w oérodku poddanym dziaianiu sit zewnetrz-
nych. Na przyklad, sprawa petzania metali i betonu stata sie¢ powaznym
zagadnieniem gospodarczym, oczekujgeym teoretycznego ujecia. W zagad-
* pieniach reologicznych rachunek tensorowy daje najwygodniejsze przed-
" gtawienie zaleznosci fizyeznych. Mamy tu do czynienia z uogdélnieniem
- pojecia tensora odksztaicen &y na skutek wprowadzenia tensora szybkosci
- zmiany odksztalcen 0s;/0t. Sprawe komplikuje fakt, ze przy ustalaniu za-
jeznosci miedzy naprezeniami oy 1 odksztalceniami e frzeba uwzglednié
odksztalcenia plastyczne, [31], przy ktérych wystepuja nieliniowe zalezno-
gei miedzy oy 1 8. Wlasnie przez uzycie réwnan tensorowych sens fizyczny
tych zlozonych proceséw zostaje wyraznie uwypuklony. Wida¢ to na przy-
kladzie ogélnego rownania tensora szybkosci odksztalcen

(74) FidatszFn(Jthsz) 8ij 4+ Fy (J1, Jp, Jo) 0y + Foldy, I, J3) 2{:; Ot Uki »
gdzie Fy, Fy, F, sy niezmienniczymi funkcjami niezmiennikéw Jy, Jy, J5
tensora napreZzen oy a dy, symbolem Kroneckera. Réwnanie to po wy-
znaczeniu hiezmiennikow staje sie bardzo przejrzyste i pozwala na oblicze-
nie pelzania materialu w réinych przekrojach. Dlatego rowniez uogolnie-
nia prac do§wiadczalnych, zmierzajgce np. do ujecia zjawiska petzania
betonu, [4], przedstawiane bywajs w postaci rdwnania tensorowego
o empirycznie ustalonych wspotezynnikach.

Zastosowania rachunku tensorowego do- badania zagadnien technicz-
nych rozkladu pola elektromagnetycznego i elektrodynamiki pol nie maja
takich tradyeji i nie sa tak rozwiniete, jak zastosowania w mechanice. Za~
kres przydatnogci rachunku jest jednak analogiczny. Trzeba zaznaczy¢, ze
niektére podstawowe réwnania pola elektromagnetycznego sg w formie
tensorowej nadzwyczaj proste i tatwe do stosowania w zlozonych ukla-
dach, w ktorych niezbedne jest Wprowadzeme wspotrzednych krzywoli-
niowych-

W innej pracy, [691, analizujac podobienstwa pola sprezystosci i pola
elektromagnetycznego, autor przechodzi od wielkoéci tensorowych do ope-
ratoréw wektorowych. Otrzymane rezultaty, przydatne do prostych ukia-
dow, nie odznaczaja sie zbytnig jasnoscia w rozwazaniach ogélnych. Tyni-
czasem postugiwanie sie wielko$ciami tensorowymi daje bardzo przejrzy-
sta 1 ogélng interpretacje matematyczng, kiéra po odpowiednim przysto-
sowaniu z korzyécia stuzy¢ moze potriebom techniki.

W zwiazku z powickszeniem napie¢ 1 mocy w urzadzeniach energetycz-
nych 1 coraz lepszym wykorzystaniem obwoddw magnetyeznych, wzrasta
znaczenie techniczne przebiegébw nieliniowych w polu elektromagnetycz-
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nymBere ndiejew, [6], zwrécil uwage na pewne mozliwosci, jakie
5 -Kfyjé rachunek tensorowy przy rozwigzywaniu nieliniowych zagadnien
“elektrotechniki. Dotycza one przede wszystkim za

©sie uzyé takze do cbwodéw elekfryeznych.

Jest rzeczg charakterystyczng,
stosowania rachunku tensorowege do osrodkéw
w Zagadnieniach statyki, to w elektrotechnice
o przebiegi falowe, a wige dynamiczne. Dlatego.
maghetycznego wystepuia przewaznie WZOory t
rech zmiennyeh x? (czasoprzestrzen). Dia prz
Maxwella, [36], prze
kowskiego:

(1)

We wzorach tych H* F+ie i p
Zajace gic nastepujgco:

(76)

(1)
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(78)

Fxie

OH" ; ost

K2 A P ik &
[or==_ B
[ 0x* v Fu dxk

0 He

— H* 0
Hi*t =
H*  — g
jD* iD¥
0 B
— B, 0
Fik:
By — Bx
JEx JEy
0 B,
—_ Ex . 0
F*ik:
Ey I Ex
—jiBs ‘jB,v

nazywamy tensorem dualnym Fy,

gadnierl pola, choé¢ dajg

7e gdy w mechanice punkt cigzkosei za-
ciaglych lezy dotychczas
chodzi prawie wylgeznie
w badaniach pola elektrg-
ensorowe w ukladzie czte-
yktadu podajemy révmania
dstawione w postaei tensorowej przez Min-

i 58 to tensory antysymetryczne, Wyrd-

— B,
—iEy
—"jEz'

iBe
iB,
iB;




Pozostate wielkosci we wzorach (75) oznaczajg:
wspodirzedne przestrzennoczasowe

xl : x’ y) z! jct H
potencjal ‘ '
= Ay, Ay, Az, jK

(A potenc_}a]: wektorowy indukcji magnetycznei B, K = potencgal skalarny
pola elektrycznego E)
welktor gestoScl przeptywu ladunku (pradu)

;—% =‘0'0'U‘j"', 6,7, 0,17, jagc
(v jest predkoseis ladunku, o, gestosciy ladunku}.

Réwnania (75)-(78) odnosza sie do wspoirzednych prostohmowych'
Przy ich wyrazeniu we wspélrzednych krzywelinijnych pojawiaja sie
wyrazy z symbolami Christoffela. Réwnania te nadaja sie szeze-
gélnie do rozpatrywania wzajemnych zaleznoci miedzy polami elekiro-
magnetycznymi w ukladach poruszajacych sie wzgledem siebie, np.
w maszynach elekirycznych. Ostatnio' w pracach G. Marksa, [62],
znajdujemy zastosowanie tych réwnan do oérodkéw anizotropowych
poruszajgeych sig wzgledem siebie.

Roéwniez dogodne wyrazenia matematyczne ofrzymamy stosujac me-
todg tensorowqy do waznego w technice zagadnienia, jakim jest oblicza-
nie naprezen mechanicznych wystepujacych w polu elektrycznym i ma-
gnetycznym (naprezen M axwella). Sita dzialajgca na element o jed-
nostkowej pojemnoéci, [1], réwna jest diwergenecji iensorowej tensora
naprezen, obliczonej z uwzglednieniem wzoru (44). Tensor ten jest analo-
giczny do fensora naprezenia spotykanego w klasycznej teorii sprezysto-
gci. Dla pola elektrostatycznego tensor naprezenia ma postaé

8 p 8 8
oo By —E,—E+xE°) 2. BB 3, EE)
. £ e '
(79)" Joel= 2o (B E) (B~ E—E 4 « F?) L, ’
L EE) L (B,E) L (B—E—E | xE?
dg ¥ FTF dg TETY gg VR ¥ v

gdzie »-jest staly elekirostrykeji, » = (o/e) (d e/d o).
Dla pola magnetostatycznego tensor o) ma analogiczng forme, ale Ej
zostaje zastaplone przez H;, za$ ¢ przez . W elekirodynamice ujecie
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zen jest bardziej zlozone i wymaga wprowadzenia

Uwektora P oytinga-Umowa badZ operowania tensorem energii

impulsy. _ , .

Ta ostatnia wielkoséé ma znaczenie praktyezne nie tylko w mechanice fa-
lowej. Interesujace perspekiywy rokuje uzycie pojecia dwukrotnie kontra-
wariantnego tens'ora‘energii—rimpulsu Sty zagadnieniach telekomunika-
cji. Tensor |81l zapisujemy podobnie jak inne wielkodei pola w przestrze-
ni czterowymiarowej. Skladowa Si* tego tensora przedstawia gestosé
strumienia energii w kierunku osi k dla rzuty wektora impulsu na of i.
Skladowa S% okresla gestosé energii w polu, za$ sktadowa SO0 {podzielo-
na przez c} gesto$é¢ strumienia energii w kierunku osi k. Tensor energii
impulsu jest pojeciem ogdlnym, odnoszacym sie zar6wno do fal elektro-
magnetycznych, jak i do fal mechanicznych; moina go réwnie: z powo-
dzeniem wykorzystaé w teorii fal ultradzwigkowych. Dila pola elektro-
magnetycznego tensor ten wyraza sie wzorem '

" 1 1
(80) ‘ . _ Sip = jl; .{Fir Hpr— *4—91'1"': Frs Hrs]

[oznaczenia wielkogei jak we wzorach (75}]. Jest to tensor asymetryczny,
izw. tensor Minkow s k iego. Odpowiedni tensor Symetryczny
(Abraham a), [26], ma budowe bardziej skomplikowana ‘i nie
radajges sie do praktycznych przeliczefi, Tensor Minkowskiego
charakteryzuje rozktad pola i przeplyw energii wystepujacy w wiely
problemach telekomunikaciji, zZwigzanych 7 nowoczesng f{echniky im-
bulsows,

Do zagadnien zwigzanych z zastosowaniami rachunku fensorowego -
do ofrodkéw cigglych mozna zaliczyé niektére problemy geodezji. Zmia~
he wspolrzednych geodezyjnych lub rodzaju siatki geograficznej trakto-
wat mozna jako typowe przeksztalcenie tensorowe na plaszezyznie lub
zakrzywionej powierzehni. Praktyczne zastosowanie znalazt rachunek
tensorowy w aerotriangulacii przestrzennej, polegajacej na kolejnym
dotgczeniy sasiadujacych ze soba zdjeé lotniezych, przedstawiajgeych
rézne wiazki perspektywiczne. ' .

Pojedyncze zdjecie daje obraz w pewnym ukladzie wspolrzednych
-okreslohych osig zdjecia, osia"perspektywy 1 osig gléwnego pionu. Przy
laczeniu tych zdjeé we wspolny obraz przestrzenny dokonaé frzeba obro-
tu osi wspé%rzqd'nych i zrownania skali poszezegdlnych obrazdow. Prze-
ksztalcenia tego dokonuje si¢ za pomoca tensorg obrotu, [79], bedacego-
podwojnym tensorem mieszanym (N w kartezjaﬁskim tkladzie wspol-
rzednych, Qgélne pojecie tensora obroty uziywane jest zresztg w algebrze
tensorowej, niezaleznie od zastosowan w geodezji, i nosi czasem nazwe
wersora, [51]. Osobliwost przyjetej w geodezji metody polega na tym,
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ze katy obrotu dla sasiednich obrazéw (wigzek perspektywmznych) sa’
‘bardzo male, mozna zatem pomingé wyrazy rzedu trzeciego i wyZszych
i przedstawié¢ skiadowe tensora w formie algebraicznych, a nie trygono-
metrycznych kombinacji funkeji ay, ay, o katow obrotu wspbirzednych:

1 1 1
l—Eag—?aE G, e, a,
: 1 1 1
@ lell=) —e.—gae 1—jd—ga &
‘ ' , 1 1
—a, to,q, —a,—a,0, - 1—-2*aiﬁ—?af,

Operujac jeszeze wiekszym przyblizeniem — przez pominiecie wyra-
z0w drugiego rzedu — tensor (81) przeksztalcamy w sume tensora llgll
i tensora antysymetrycznego. Skladowe tego ostatniego mozna przedsta-
wit za pomoca wektora, zwanego wekiorem elementarnego obrotu: Ilo-
tzyn zewnetrzny dowolnego wektora R przez wektor e daje zmiane wek-
tora R przy elementarnym obrocie .

(82) | SR=[a-R].

Jak widaé, w omawianych zagadnieniach przejicie na metode tenso-
rowsg oznacza §ciflejsze ujecie niektérych wzoréw traktowanych W plerw-
szym przyblizeniu jako wzory wektorowe.

Istnieje, wreszeie, szereg probleméw fizyki teoretycznej i doswiadezal-
nej, w ktoérych, jak na poczatku wspomniano, metody tensorowe odgry-

waja wazng role. Zagadnienia te sg jeszeze na razie obee technice, jednak

perspekiywy coraz szerszego wykerzystania energii atomowej zblizg  je
w przyszlodei do technikéw-pracownikéw nauki. :

7. Wielkofei tensorowe wystepujgce w systemach o wieln sfopniach swobody

W dotychczasowych zastosowaniach techniczZnych rachunek tensoro-
wy odnoszono gldéwnie do ofrodkéw. cigglych, Wynika to z faktu, ze
wielkoSel tensorowe bezpoSrednio odzwierciedlaja zjawiska. zachodzace
w obszarze zajetym przez ofrodek ciggly. Sens flzyczny tensora, jako
wielkogci obrazujacej zachowanie sic systemu mechanicznego lub elek-

‘trycznego o stalych skupionych, jest mmie] popularny niz przy analizie

ofrodkéw ciaglych [30], jednak i tutaj, jak miedzy innymi wykazata dy-
skusja na lamach Elektriczestwa, {34], [57], wprowadzenie tego pojecia
moze daé duze korzyéci.
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-E'._'fW'najogélniejszej formie zagadnienie przedstawic mozemy w sposély
= :fnas'tepujqcy. Mai’ny system brzestrzenny N elementow bowigzanych mig~
o dzy sobg okreslonymi zaleZnos'ciami, PrZy czym moze tq byé system
w dowolnej metrycznej Iub wektorowe;j Przestrzeni r-wymiarowej. Pod
nazwg elementy rozumiemy czegé ukladu, ktoéra brzy dalszych TOZWa~—

pojedynczego elementuy, odcinajae go od Dbozostatych. ‘Odwrotnie poste-
pujemy przy metodzie tensorowej, a czeSciowo i macierzowej. Caly
system traktujemy jako Pewny wielkosé fizyezng, dajaca sig przedstawié
jednym symbolem lub SPIZezong grupg Symbolow, i badamy pbrawa rza-

litera; podobnie posté;pujemy Przy okreslaniu szybkosdei uklady mecha-
nicznego o wiely stopniach swobody. '

jasnilismy wyze], opisujemy dany obiekt przez sposoby jego trans-
fornibwania, a nie przez Tzeczywiste stosuhki przestrzenne. Wasuwa sie

wadzenie pojes tensorowych stanowi niepotrzebng komplikacje, Oty
jest rzeczg bezsporng, ze rachunkowae brzeliczenie réwnag tensorowych,
Sprowadza sie do algebry macierzowej, a tensor jest macierzy o okredlo-
nych prawach transformacji, '
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Jezeli mamy dowolny uklad réwnan liniowych o stalych parametrach
" obrazujacych zachowanie sie wielkodci fizycznych

‘ ‘ Qg ey, 2 - wtamat=C,
{83) lo T Oy 27 L. g, " = G,

anlxl -+ Ung 35'2"" o g X =,

to przy jego rozwigzaniu nie potrzeba wprowadzal tensorow, a metody
macierzowej mozna uzy¢ jako pewnego ulatwienia rachunkowego, pod
‘warunkiem, e wyznacznik charakterystyczny ukladu réwnan jest rézny
od zera. W technice rzadko jednak mamy do czynienia z tak prostym
zagadnieniem. Zazwyczaj albo ilosé réwnad jest mniejsza od ilogci wspol- .
rzednych x’ i zadanie polega na wybraniu optymalnych warlogel tych
wspdlrzednych, albo tez zbadaé nalezy wplyw zmiany parametrow na
przebieg zjawiska, gdy wiadomo, ze zwiszek migdzy tymi parametrami
jest funkejg liniows (lub nieliniowa): : '

(84) flaw, a4, . :“nﬂ_) =0.

W obu przypadkach spotykamy typowy problem transformacji tenso-

rc:Wej.,Kfok w uogélnieniu od macierzy do tensora rozszerza wieec mozli-
woscl analizy zmierzajgcej do znalezienia optymalnego rozwigzania pro-
blemu technicznego., Samo ujecie skomplikowanego zespolu zjawisk jako
jednej wielkosei o bardzo bogatych wlagciwosciach fizycznych stanowi
cenng synteze, majgcy swéj odpowiednik w dialektycznej wspdlzaleznosei
roznorodnych czynnikow, charakteryzujacych przebieg procesu technicz-
nego jako zjawiska 'przyr.odni-cﬁo-ekon-omicznego. Przy postugiwaniu sie
metods fensorows wymagana jest jednak pewna ostroznoéé; wyelimino-~
-wa¢ trzeba, mianowicie, pozorne transformacje - tensorowe, ktére sa
w istocie przeksztalceniami macierzy, a ich geometryzacja wprowadza
jedynie zamet. Do sprawy tej wrocimy jeszeze przy omawianiu mozliwo-
$ci uzycia rdchunku tensorowego do analizy obwodéw elektrycznych.

Metoda tensorowa, ktérg zastosujemy przy analizie systemow o wielu
stopniach swobedy, jest nieco odmienna od tej, z jaka zapoznaliémy sic
przy badaniu oérodkéw ciaglych. W zagadnieniach osrodkow cigglych
tensor zapisujemy zwykle we wspobirzednych przestrzeni iroj- lub cztero-
wymiarowej; dodatkowe osie wspdlrzednych, np. temperatury, maja cha-
rakier pomocniczy. Natomiast w przypadku systemu o statych skupionych
konieczne jest operowanie przestrzenia o liczbie wymiaréw zaleznej od
rodzaju systemu, na tym bowiem polega. istota geomeiryzacji obiektu
fizycznego i otwarcia drogi do prawidlowego stosowanta {ransformacji
tensorowych. o '
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S " 'Metoda jest zupelnie ogoina i moze byé zastosowana zaréwno do syste-
méw mechanicznych, jak i elektrycznych, magnetycznych lub termodyna-
micznych. Zalézmy, ze badany system sklada sie z N elementdw, Chwilo- -
Wy stan elementu (m) okredlony jest brzez K wspolrzednych x(im)} x?m).’ . x{; .
Kaidy z elementéw mozna wiec przedstawié w przestrzeni K-wymiarowej,.,
Jezeli badamy mechanike systemu punktéow materialnych, to element

W praktyce Interesowaé nas beds systemy o elementach wspolzalesz-
nych. W takim systemie utozyé mozna R niezaleznych od siebie réwnan

(85) f"(m(li), Ly ven :33{1(;’ e m}m,xf’m, s Tpy) =0 (i=1,2, ...;R'),
€0 we wspoétrzednych uogolniohych napiszemy
(86) g, g =0. -

System taki posiada M = NK — R stopni swobody. W brzestrzeni p =
NK~Wymiarowej punkt P moze teraz poruszac sie jedynie po Pewnej po-
wierzchni (p——R)—Wymiar"owej. Ruch punkty jest natomiast swobodny
W podprzestrzeni p = M~Wymiarowej. Dla takiej przestrzeni nie bedzie-
my mogli ulozyé niezaleznego réwnania (85), zatem punkt P moze znowu

metrii Wspélrzqdnych pozostawiajae p-wymiarowy uklad odniesienia. ‘
Zwréémy uwage, ze wspdirzedne punkty P dkres’laja pewien wektor
W przestrzeni b-wymiarowej. W dalszym ciggu wektor taki dla odréznie-
nia od wektora w przestrzeni tréjwymiarowe;j hazywa¢ bedziemy poli-
wektorem, nie dajgc zresztg temu berminowi znaczenia uZywanego czasem
W podrecznikach rachunky wektorowego, Tensory wyzszych rzedéw wys

v
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stapia badz jako parametry stale poszczegdlnych elementéw, badz tez ja-
ko liniowe kombinacje réznych wspélrzednych tych elementdow.

Do wyjasnienia pozostaje sprawa omoéwionych w p. (4) frzech grup
transformacji tensorowych. Zgodnie z tym co powiedziano przy réwna-
niu (83), transformacja dotyczy zmiany ukladu wspélrzednych biezgeych
poszezegblnych elementéw af lub zmiany parametréw stalych tych ele-
mentow a,; zwiazanych réwnaniem (84). Na przyklad, zmieniamy polozenie
punktu materialnego (x’) badz jego mase (ars) lub tez regulujemy napiecie
(') albo indukcyjnodé obwodu ().

Przy przejsciu do wspdirzednych uogdlnionych ¢° rozréznienie to
z punktu widzenia matematycznego nie ma zasadniczego znaczenia, gdyz
zmienne parametry a,, traktujemy jako dodatkowe wspdéirzedne ¢/, g#, ...

(1) Transformacja formalna bez zmiany postaci obiektu sluzy do zba-
' dania, w jaki spos6b powigzane sg ze soba wspdlrzedne poszezegédlnych
elementéw i jakie sg niezmiennicze wladciwodcl systemu. Ta metoda
mozna np. ustali¢, jaki kierunek powinna mieé 0§ obrotu systemu, aby
uzyskaé maksymalny moment bezwladnosei lub tak dobraé czestotliwose
sprzezonych obwodow elektrycznych, aby w danym przewodme prad byt
jak najmniejszy.

Czesto spolykang transformacjs jest przejscie z ukladu nieruchomego
do ruchomego. MozZna przy tym postugiwaé sie poprzednio omdwiona meto-
da wprowadzenia czasu jako dodatkowej wspbirzednej. Wprawienie syste-
mu w ruch edwzorowuje sig jako obrot osi wspdlrzednych wzgledem osi t.

W wielu jednak przypadkach dogodniejsze bedzie postugiwanie sie nie-

co odmiennym przeksztalceniem. Zamiast wprowadzaé czas jako nowy
wymiar, prostsze rachunkewo okazaé sie mqie uzycie czasu jako wielkogel
transformujgcej przestrzenny uklad wspblrzednych. Sposéb ten mozna
zastosowaé rownie dobrze w geometrii metrycznej, jak 1 wektorowe].
Predkost postepowa tlumaczy sie wowezas jako przesuniecie ukladu wspdt-
rzednych, obrét ukladu przedstawiamy jako odpowiedni obrét osi odnie-
sienia. :
Oczywiscie, rnetoda tego rodzaju jest zriacznie latwiejsza do zastosowa~
nia w ukladach skleronomicznych, tj. takich, w ktorych wspéirzedne xf
zalezg od n ezynnikéw typu p/, natomiast nie zaleza wyraZnie od czasu..
Sprawa komplikuje sie. w- ukladach reonomicznych, w ktérych uktad
wspélrzednych zmienia sie nie tylko w funkeji czynnikéw p/, lecz
i czasu t:

(87) - 2l = 2l (pl 1)

Cras jest tu parametrem niezaleznym, co odpowiada ujeciu problemu w fi-
zyce klasycznej.

47




i W zég:adnieniach technicznych ruch jednostajny Postepowy mozna trak-
© towaé jako przeksztalcenie czysto formalne, 7, chwilg gdy wystepuja przy-

staje by¢ tylko formalna, _ ,
(2} Transformacja formalna amieniajgcq typ systemu ma Przewainie
na celu dogodn’er ujecie sprzezen miedzy_ elerentami. Przey odpowiedni

i Wspélrze;dnymi uogolnionymi g :
(88) x{m} = xé‘mj) (ql’ qg’ st qﬂ) .

Wiedy skladowe predkosei uogdlnianej dg/dz Wwyrazg skladowe predkosei
punktu M Przy pomocy réwnanig czesto'spotykanego Przy rozwigzywaniy

Systemdw -
(89) - Lty _ 02y A’ O,
, dt 0gq" dt

wadzenie tensora do jego osi gtownych, Dokonujemy tego przez roZwigza-
nie tzw. réwnanig sekularnego (wickowego), stosowanego migdzy innymi
W astronomii do Wyznaczania wzglednych ruchéw planet,

t,\:,\: - 11 txy txz
{90) : by by — A tye ||=0.
tzx tzy trz — ﬂ-

Pierwifastki A5 Ay, Ay tego réwnania ‘Wyznaeczajg kierunki, dia ktéryceh

transférmacja tensorowg jest réwnowazna‘mnozeniu przez skalar,
(S)Transformacja odwzorowujgca rzeczywiste zmiany obiekty moze

mieé rézmorodny charakter i polega zwykle na zwigzanin osi odniesienia




wyeh. Wynika to z faktu, ze umy$lony punkt P porusza sig po plaszezy?z-
nie (p — R)-go stopnia w przestrzeni p-wymiarowe]j jedynie woéwcezas, gdy
réwnania (85) sg liniowe. Jezeli réwnania (8%) sg nieliniowe, to punkt P
zwigzany jest z powierzchnia przestrzenna; podprzestrzen p’ = (NK—R)-
. wymiarowa nie zawsze jest euklidesowa, lecz staje sie zakrzywiona, Wo-
* pec tego zagadnienia nieliniowe sprowadzajg sie czésto do badania- sy-
- gstemdéw w przestrzeni R iem anna co jest dotychezas problememn
* pardzo stabo opracowanym i stanowigcym wdzieczne pole do pracy nau-
- kowej.

8. Metoda tensorowa badania systeméw mechanicznych

Poprzednio stwierdzilisémy, Ze tensor jest macierzg podlegajaca okreg-
lonemu prawu transformacji. Rozpatrujac zakres zastosowan rachunku
tensorowego w fechnice dorzuci¢ trzeba jeszcze trzeci warunek, miano-
wicie transformacja wielkodei tensorowej powinna mieé okredlony sens
fizyczny, wiazacy sie z procesami technicznymi, zachodzacymi w syste-
mie. Motyw ten decydujé o przydainodei {ransformacji fensorowej do

- zhadania whadciwoscl systemu. '

W przeciwnym razie wystarczy przedstawié¢ zespoly wielkosci fizycz-
nych symbolami pojedynczymi lub macierzami. W problemach technicz-
nych ograniczamy sie woéwczas do metod algebraicznych i macierzowych,
nie potrzebujac uciekaé sie do metody tensorowej. Trzeba sie zastrzec, .
ze chodzi tu o zakres uzytecznosci metody tensorowej, a nie o charakter
wielkodci fizycznych, To, czy wykorzystujemy Iub nie wlasciwoscl ten-
sorowe w obliczeniu technicznym, nie zmienia, oczywiscie, w niczym fak-
tu ich obiektywnego istnienia. Na przyktad, typowa transformacja elek-
frycznej opornodci pbzornej (p. nizej) obrazuje wplyw zmiany czestotli-
woscl 1 moze byé pozyteczna np. w radiotechnice. Natomiast w energety-
ce, gdzie prawie wylacznie operujemy czestotliwodeig 50 cfs, transfor-
mnacja taka jest, oczywisclie, mozliwa, ale nie posiada technicznego uza-
sadnienia. ‘

Sprawy tej nie poruszaliémy przy rozpatrywaniu ofrodkéw ciagtych,
tam bowiem transformacje przestrzemna metrycznego uktadu odniesie-
nia stanowila klucz do rozwiazania problemoéw technicznych i nie bylo
powoddéw do kwestionowania jej przydatnosci technicznej. W systemach
o wielu zmiennych zagadnienie jest bardziej skomplikowane. Tutaj row-
niez nie budza zastrzezen transformacje odwzorowujace fizyczne przesu-
nigeia lub ruchy przestrzenne systemu badZ osl odniesienia. Wprawdzie
gamo pojecie tensora staje sig priy tym nieco bardziej abstrakeyjne niz
w mechanice ofrodkéw cigglych, ale transformacja przestrzenna ukladu
odniesienia pozostaje nadal gléwnym sposobem badania systemu. Obrét
i" przesuniecie sztywnych osi wspéirzednych lub przejécie do wspolrzed-
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'n'y'c':h'-' k‘riywb_liniowych ma w tym przypadku oczywisty sens tizyczny.
- Fakt; Ze operacje te — przy uzyciu wspélrzednych uogblnionych — odby-
- ‘Waja sie w przestrzeni p-wymiarowej, nie ma wiekszego znaczenia Je~
“ zeli natomiast transformacja tensorowa ma dolyczyé zmian niektérych
wielkoéci fizycznych — nie zag wspolrzednych przestrzennych elementu—
to zalecana jest daleko idaca ostroznodé, mozemy bowiem albo niepotrzeb-~
nie skomplikowaé zagadnienie, albo tez dojs¢ do blednyeh wnioskéw,
uzywajae t'r:ansformacji fizycznie ni-eprawidIoWyeh. o

W zagadnieniach mechaniki bryt lub punktow materialnych przews-
Zajg tranéform_acje przestrzenne, dlatego wtasnie zakres zastosowania ra-
chunku tensorowego do tych probleméw jest jasno wytyczony. Tymeza-
sem w zagadnieniach obwodéw eIektrycznych maimy prawie wylgeznis
do czynienia z transformacjami fizycznymi, ktore czesto bywaja sto-
sowane zbyt szeroko i schematycznie. W rezultacie rola rachunky tengo-
rowego w elektrotechnice nie jest do dzis catkowicie wyjasniona i wWy-
woluje zywe dyskusje. ' .

Z tych wzgledéw uzycie: rachunkn tensorowego w zastosowaniach
technicznych mechaniki systemow o wielu stopniach swobody nie Wyma-
ga szezegblowych komentarzy. Metoda tensorowa pozwala na bardzo pro-
ste i przejrzyste zapisanie praw mechaniki klasycznej we wspotrzednych
vogdlnionyeh ¢, co jus stanowi duze udogddnieni:edla technika. Jako
przykiad mozemy podaé réwnanie L a Erange’a wigzgce vogdlnio-
ng site @ i energie kinetyczng T systemu punktéw materialnych,

o - d(oT\ oT
©1) ‘m(ﬁ?‘)_w—@“

To proste rownanie w rozwinieciu analitycznym staje sie dlugie i zawi-
kiane, gdy tymczasem w ujeciu tensorowym ofrzymamy nieskompliko-
wane zaleznogei.

.1
(92) ‘ T— o tyqg: g’
oraz . R
0z’ .
(92.1) . B = X F, a—‘% = ay (G -+ I, ¢* 9);

tutaj ﬁjest tensorem transformujgcym system we wspdirzednych uogol-
nionych ' o

axr a.’L‘S .
;= 5 L e e 3 :1,2, e
Coay %‘g m T Iq (r,s 3)

We wzorach powyzszych przyjeto nastepujgee dznaczenia!
x! wspolrzedne przestrzenne punktu materialnego,
My masa punkty materialnego, :

B
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F, skladowe sity dzialajgcej na punkt
d pochodna ¢ wzgledem czasu.

Wychodzge z rownania Langrange’ a rozwigzaé mozna metody ten~
sorowg wiele szczegblowych zagadnieft mechaniki. Dla przykiadu obli~
czymy, {75}, réwnanie podwdjnego wahadla plaskiego (rys. 9). Jako wsp6l-
rzedne uogdlnione wybieramy katy odchylenia G =piqgy=mwp. Wspol-
rzedne prostokatne x‘ zawieszonych mas m, i My bedq

(93) xy =1 sin ¢*, x; =1 sin g +1,sin ¢?, : : 71?
xi =1, cos ¢t, x;=1,cos ' +1,cos ¢?, e .
Oblibzamy energie kinetyczna i x?) :-'m
. 1 o ' |
(94) szmk T T Ly
|{-1 " 2]‘0-’;’?
oraz site uogolmona (poslugugac sig metoda pracy : Zr
wirtualnej) B $
(95) Py =-—gl; Sil_’l'qi Z i, Rys. 9

gdzie g jest przvépieszeniem ziemskim,

Stad na zasadzie réwnania Lagrange a znaJdUJemy zadane
réwhanie ruchu. : .

Innym przykiadem dobitnie p‘odicreél-ajac_ym zalely metody tensoro-
wej 88 jej zastosowania do réwnah Hamiltona-Jacobiego, [8]

Specjaloym polem zastosowania rachunku teﬁsoroweao jest oblicza-
nie ramownic przestrzennych. W najprostszym przypadku sity dzialajace
W plgtach ramownicy mozna uwazaé¢ za skladowe sity uogélnionej, ktéra
przy zmianie sit zewnetrznych ulega pewnej transformacji tensorowei.
Tego rodzaju ujecie moze by¢é w pewnych przypadkach pozyteczne, z punk-
tu widzenia rozwiniecia metody tensorowej nie wnosi jednak nowych
momentow. :

Interesujgce perspekiywy otwiera natomiast zastosowanie rachunku
tensorowego do kratownic o dzwigarach powierzchniowych, gdy koniecz-
ne staje sie blizsze zbadanie odksztalcen i Naprezen W POprzecznym prre-
kroju preta. Kompletny obraz naprezed wystepujacych w danym prze-
kroju lub wezle ramownicy daje zespot sit i momentéw. Z espdt ten trak-
towaé mozna jako pewng wielkogé fizyczng, ktéra Gorbunow, [28];
[29], nazywa motorem sil; analogicznie wyznacza on motor przemzeszaven
Motor sit F okreslony jest siedmioma sktadowymi, z ktorych

g1 Os, ¢y 58 rzufami na osie Wspolrze;dnych sit dz1a]:a;|acych W prze--

kroju (lub wezle), ‘ :
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AR Gy - édpowiada Joimpmentowi, -
S 5 Qs q; S8 sktadowymi momenty dzialajacego w badanym przekroju.
- Wspéh-ze;dnef te zwigzane sg w réiny sposéb z kartezjanskim ukladem
przesirzennych osi odniesienia T, Y, 2 Wspblrzedne ¢, g,, 95 i g4 nie za-
leza od rownoleglego przesuniecig ukiadu odniesienia, podezag gdy q, g,
47 ulegajg zmianie przy przesunigeiu osi, Jezeli jedng z osi (np. =) usta-
wimy wzdluz diwigara (rys. 10), a boezatek ukladu odniesienis umiescimy -
w Srodku ciezkosci brzekroju, to q, okredlaé bedzie site. podiuing w dizwi-
garze,iqg, i g, sity poprzeczne, g5 1 g odpowiadajg momentom zginajacym
diwigar, wreszeie 47 jest momentem squcajqcym, ale jedynie wbwezas, gdy
~ srodek ciezkosci przekroju pokrywa sie ze $rodkiem zginania, .
~ Podobnie motor brzemieszezery 7 Wyznaczony jest siedmioma sktado-
wymi, z ktérych ' ‘ : '

PLo% Pt sg katami obroty przekroju w stosunku do 08i,
Pt jest miarg deplanacji przekroju,

P, 0% 0" sa sktadowymi. Przesuniecia liniowego boezatku osi wspéi-
rzednyeh. : -

rzes sit jedynie sktadowe pf, ps, P’ zalezg
la. Zespél wielkoge] hazwanych motorem
nie jest wielkoscig tensorows,
gdyz, jak widzimy, jego sklado-
We W rozmaity spogob reagujg
na zmiasne uklady odniesienia,
Natomiast operator R, za pomoeg
ktérego przechodzimy od motopy

U do motoru F, nosi cechy ten-
sora w mysl elementarnego okre-

. 10 . :
. - Bys ‘ Slenia podanego na poczatku ni-

niejszej pracy [wzor (2)], jezeli zamiast wektordv operowaé bedziemy
«motoramis, :
Roéwnanie 0gélne ma zatem postaé

(96) F=|R|p'.

ny, to tensor ||R Il ma sktadowe Rix. Transformacja dokonana Za pomocy
tego tensora nie jest w sensie tizyeznym transtormacja przestrzenng, gdyz
ze wzgledu na specyficzne wlasciwosei motory przestrzenna zmiana‘l ukla-
du odniesienia nie bedzie odpowiadala przeksziatceniu tensorowemy.
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W rozpatrywanym przypadku mamy typowa transformacje «fizycz_-
ng». Zobaczymy pdzniej, ze podobny charakter ma transformacja poli-
wektora pradéw nha poliwektor napieé poprzez tensor opornosci o skia-
dowych Z. Analogla miedzy wielkoéciami elektrycznyml i mechanicz-
nymi jest utrzymana wediug kiasycznego systemu analogii, [58].

: Dla przykiadu napiszemy, {28], skladowe tensora dla dzmgara przed-
: stawionego na rysunku 10

ES _ ESE ESy -
: o 0 0 0 =t
12EJ, 6EJ,
o 12E 0 __BEJ.
o ° ! v v?
- 1284, 62,
G 0 ’
(97) |R|= 0 0 0 GJea GILS 0 0
0 0 0 GJf Gluy 0o 0
ESE 6EJ, C O E o e __ ESEy
ME*?TW]G;(%;E 0 0 0 ﬁ@ %[4 I+ 8 ()]

- We wzorze tym przyjeto nastepujace oznaczenia:

E  modul sprezystosci objetosciowe;j,

G modut sprezystodei postaciowei,

S przekrdj poprzeczny dZwigara,

J: momenty bezwiadnosci,

¢  wspodlrzedne $rodka ciezkoscl przekrcuu, odriesione do ukla-
du, ktdrego poczatek znajduje sie w frodku zginania prze-
kroju. ' '

a, B,y wspblezynniki bedace funkejami (algebraiczno-hyperbolicznymi)
zmiennej w=—"1VGJJ/EJ,. :

Zespol wielkogei okreglonych wzorem (97) jest macierza kwadratowa

o wyrdzniku nierdwnym zeru. : :

Przy zmianie ukladu wspodirzednych skladowe tej macierzy transtor-
muja sie jako funkeje momentdw bezwladnosei,”

Nasuwa sie zastrzezenie, czy wobec ograniczonych mozhwoscx trans-
formacji 1 jej «lizycznego» charakteru usprawiedliwione jest tutaj wpro-
wadzenie pojecia tensora. Wydaje sig, Ze — przynajmniej w obechym
stanie rozwoju techniki — uzywanie wielkogcl tensorowych w prakiycz-
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ach ramownic przestrzennych bytoby zbytnia komplikacig.
-é-{;gmych pracach naukowych, zwlaszcza w potgezeniu z teo-
w», metoda tensorowa moze daé dogedny spos6b zapisu i przej-
ecié él?omplikowanych zalernoécei miedzy sitami i przemieszcze-
ami w ramownicy. _ ' ) ' '

1’5_, -'ﬁz'iupelnienia obrazu zasiegu metody tensorowej w mechanice
.__tr_z._é.b.a.wspomnieé 0 ogromnym znaczeniu tej metody dla rozwoju me-
‘chaniki relatywistycznej. Obliczenie ruchy peryhelium planety Merkury,
ugiecia $wiafla w sferze przyciggania stofica i przesunigeia lindi spekirgl-
: nych widma gwiazd stanowia klasyczme juz dzis, [82], przykiady poznania
ta droga zjawisk przyrody. Oczywiscie rzad wielkosel obserwowanych
zjawisk wybiega daleko poza aktualne potrzeby techniki, zagadnienie
wykracza zatem poza i‘amy zakreslone niniejszym opracowaniem,

9. Metoda tensorowa badania systeméw elektrycznych .

Wyzej eméwilismy powody, dla ktorych sprawa uzycia rachunky ten-
sorowego w elektrotechnice wymaga szezegéinie starannej i krytycznej
‘analizy. Sytuacje zaciemnia jeszeze fakt rozreklamowania przez amery-

kariski koncern General Electric Co «metody G, Kro-
na». Metoda «zastosowania tensoréw do obliézen sieci
I maszyn elektryeznych» zostala przedstawiona przez
Krona w szeregu artykuléw, poczynajac od 1935 r.,
[47), 1 w dwoch ksigzkach, [45] i [46]. Metoda' ia
zyskala pewien rozglos i nasladowcéw, [77], nie moz-
na wige nad nig przejéé do porzadku dziennego, tym
. bardziej, ze niezorientowany czytelnik moze w niej
widzie¢ istotnie nowe perspektywy zastosowan ra-
chunku tensorowego. Kilku autoréw, [6], [21], [34],
[57], przeprowadzito analize bledéw popelnionych przez
_ Krona, totez tutaj ograniczamy sie do wyjasnienia,
Rys. 11 w toku ogdlnego rozumowania, podstawowego nieporo-.

zumienia, ktére thwi w ujeciu «tensorowym» Krona.

W obwodach elektrycznych mamy do czynienia z dwoma rodzajami
wielkogei zmiennych: pradami i i napieciami €, oraz z parametrami stano-
wigcymi skladowe opornogei pozornej (impedancji) Z: indukeyjnosdcia L,
pojemnoscig C i opornoscia rzeczywista R. Cheac wprowadzié rachunek
tensorowy musimy postugiwaé sie wyzej omoéwiona metods przedstawie-
nia systernu we wspblrzednych uogélnionych. ‘W tym celu trzeba rozbié
rozpatrywang sieé na obWo:dy elementarne, bedgee odpowiednikiem punk-
tow materialnych systemu mechanicznego. Na przyklad sieé uwidocznio-
g na rys. 11, [14], przedstawimy w postaci szesciu obwoddw elementar—
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nych (rys. 12), powiazanych opornosciami kojarzgeymi Z;;. Opornodci te
tworza macierz kwadratowa, ktora w rozpatrywanym przypadku ma po-
staé ' :

Z, 0 Zy 0 0 0 B
0 Zos 0 0 Zos 0
: A Zys 0 0 0
(98) (2] =| - -
: 0 0 0 Zy Zys 0
0 Zyy, O Zy  Zy 0
0 0 0 0 0 Ze
- Prady w obwodach elemeﬁtarnych wyznaczymy bez trudu jake kombi- ’

nacje rozplywu pradow sieci pierwotnej. Prady te mozna prrzedstawit
w postaci maciei?'zy jednowskaznikowych (kolumnowych) [i] i ['). Zalez~

Zi3 = — Zy5
22 23 : 24 25 Zs
e e A e;

_Rys. 12

noSé miedzy tymi dwomia macierzami wyraza sie przez zespél réwnaif
algebraicznych { moze by¢ zapisana w formie macierzy lgczqcej '

0
0

t

(99) [C]=

1

1

0

o 1|
1 —1
0

= S —

0

Kolumny macierzy odnoszg sie do pradéw w obwodach elementar-
- nych, wiersze — do pradéw w oczkach sieci pierwotnej. Otoz cala filozo-
fia systemu K r o n a ogranicza sie do tego przeksztalcenia, ktore jest
typowym przeksztalceniem algebry macierzowej, znanym zreszta przed
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rane Macierz Igczacyg (99) K ron nazywa tensorem transfor-
Ujacym bez zadnego przekonywujacego uzasadnienia, gdyz nie mamy
11 do czynienia z transformacja w danym ukladzie wspblrzednych, a je-
‘dynie z przebudowsa sztywnych osi odniesienia. Obiekt geometryczny,
“odwzorowujgey badany system elekiryczny, otaczamy jakby rusztowa-
-~ niami réznych systemoéw, ale samego chiektu jeszeze nie poruszylismy
i nie dokonaliSmy zadne] z typowych transformacji tensorowych. Po-
dzial na ofbwody elementarné trzeba zatem traktdwaé_ jako swoista me-
tode wylacznie macierzowg, ktéra stanowi dopiero punkt wyjécia do
ewentualnych zastosowan rachunku tensorowego. Trzeba przy tym  pa-
' mietaé, ze macierz ocdwrotha w stosunku do macierzy laczacej, niezbedna

do dalszych wywodéw K r o n a, nie zawsze istnieje, [57], co ograni~

cza zakres stosowalno$ci metody rozezlonkowania systemu. Podobnie jak

przy rozpatrywaniu zagadnien pola trzeba przede wszystkim stwierdzié,

jaki charakter tensorowy maja napigcia, prady i opornosei i jak je przed-

stawi¢ we wspélrzednych uogélnionych. Rozpatrzymy wartosei chwilowe

napigt i pradow. Poniewaz prady odwzorowujemy w postaci macierzy
wierszowej, wiec nic nie stoi na przeszkodzie, aby kazdemu pradowi
w obwodzie elementarnym podporzadkowaé wspolrzedng uogodlniong gk,
Wowczas obrazem zespolu pradéw plynacych w obwodach elementar-
nych jest poliwektor kontrawariantny o sktadowych it Gdyby obwody
elementarne byly nieskojarzone, to koniec poliwektora i mogtby po-
ruszaé sig w przestrzeni p-wymiarowej w dowolny sposéh. Jezeli jednak
sie¢ sklada sie z pofgczonych ze soba obwoddw, to dla kazdego z R wez-
fow mnapisaé mozna réwnanie Kirchhoffa, co we wspoirzednych
uogélnionych wyrazimy wzorem T

(100) S Se.i—o.

Réwmania te oznaczajg zmniejszenie liczby stopni swobody o R, w na-
stepstwie czego wszystkie prady sa jednoznacznie okreélone przez napie-
cia zasilajgce system. Przy zmianie jednego z tych napie¢ punkt P po-
rusza sie po torze wyznaczonym barametrami systemu. o

Mnozac sktadowe #* przez odpowiednie skiadowe macierzy opornosei
(98) znajdujemy skltadowe innego poliwektora, mianowicie boliwektora
hapiecia. Poliwekior ten posiada prz-eciwhy charakter zmienniczosei
niz i, jest wiec poliwektorem kowariantnym o sktadowych e;. )

Widzimy, e za pomocg macierzy [Z] poliwektor i* przeksztalcilismy
na poliwektor e;, wobec czego dokonaliémy przeksztalcenia, ktére na po-=
czatku przyjelismy za transformacje tensorows [réwnania (2) 1 (19)]. Fakt,
ze przy transformacji zmienit sig charakter fizyczny wielkosei — z prg-
déw przeszlidémy na napiecia — nie ma. znaczenia z punktu widzenia geo-
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metryzacu przebiegu. Dochodzimy wiec do wniosku, ze maciers opor-
noéci traktowaé moina-jako podwdijnie kowarlantny tensor transformacji
i rbwnanie wigzace prady i napiecia napisaé nalezy w postaci tensorowej

(101) - | eI:Zka.

Rozumowanie mozna rownie dobrze przeprowadzié biorae za punkt
wyjécia poliwektor napiegé; tensorem transformmacym jest wtedy ma-
cierz przewodnogei (a‘dmltaf:]l) systemu [Y]:

(103) = Y yre,

W osrodkach ciggltych mieliémy do czynienia z transformacjami, kté-
re przez zmiane uktadu odniesienia pozwalaly zbadaé przebieg zjawiska.
Podobnie mozemy postgpowaé w obwodach elektrycziych, z tym, oczy-
- wiscie, Ze transforinacja dotyczyé bedzie zmian pewnych wiasciwosei fi-
zycznych uktadu. .

Zauwazmy, ze dla kazdeJ Sk?tadowe;] hapiecia w obwodme ey W 0gbl-
nym przypadku obovmazu}e zaleznosé

. d'll v
(103) - exr — R +L~~-——|~—-" itdt,

Wprowadiajac openatér rdzniczkowania (H e a vis i d ea)
p = d/dt mozemy napisaé '

(104} o ewr—={R - Lp+Clp )i,

Jezeli zalozymy przez analogie z systemami mechanicznymi, ze w naj-
prostszym przypadku R, L i C sa parametrami stalymi, to wielkogcia,
ktéra mozemy zmieniaé, jest p. Oznacza to, Ze transformacja tensorowa
pozwala na zbadanie wplywu przebiegdw czasowych na zachawame sig
systemu Jezeli wprowadzilibyémy dodatkows os Wspohze;dnych t, to
zmiana d/dt cznaczalaby obrét uktadu odniesienia wzgledem osi. To sa-
mo zagadnienie mozna ujaé bardziej pogladowo, gdy mamy do czynienia
.z pradami sinusoidalnymi o stalych amplitudach. Kazdemu =z pradéw
w obwodzie elementarnym przyporzadkowujemy wéwezas dwie ‘wspdl-
rzedne, g™ i ¢*, odpowiadajace skladowym rzeczywistej i urojonej pradu #.
Odpow1edmk1em zmiany d/dt jest zmiana czestotliwodei napieé zasila-
jacych ukiad, Zmiana czestotliwosel pociaga za soba obrot Wektorow pra-
dowych we wspblrzednych g™, ¢/*. -
System elekiryczny o statych R, L i C jest przypadkiem szczegolnym
ktéry nie wyczerpuje zagadnien stojacych przed technika w ‘dziedzinie
energetyki, zwlaszcza w telekomunikacji. Dlatego nieodzowne jest roz-
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'teryz:oﬁvania metody, jakie] nalezy uzy€, rozpatrzymy sy-
. ryczﬁj% zlozony z obwodéw elementarnych o samych indukeyj-
o ggﬁych L;; lub wzajemnych L;; (i 5~ ), [6]. Najogélniejsza za-

o 4l xv . dLe g
ey = Z Lk[?i%" + [ i ar %1 1?2@,__,17&;,
'.".g.dzie @p oznacza strumien magnetyczny skojarzony z indukeyinogeis,
a 'I’}’; symbol Christoffela ktory wyznaczamy z ‘réwnania
o wo 1 {0Ly  OLp  OLu
(106) ZLkr;:Fki:?( il + 9t o |

n

Trzy wyrazy prawe] strony réwnania (103) maja Waény sens fizyczny:

(a} wyraz plerwszy charakieryzuje zmiany e (i) w systemie liniowym
o parametrach statych;

{b) wyraz drugi oznacza zmiany parametryezne systemu, ktore
w przypadku napie¢ sinusoidalnych o stalych amplitudach sg odpowied-
nikiem znieksztalcerd liniowych; . ) _ :

(c) wyraz trzeci charakteryzuje mieliniowo$é systerau, jedynie bo-
wiem w systemach nieliniowych lewa strona réwnania (106) nie jest toz-
samosciowo réwna zeru. Tu wlasnie thkwi drugi zasadniczy blad Krona,
ktory szafuje symbolami Christoffela w ukladach liniowych, nie
sprawdziwszy, ze wszystkie czlony zawierajace ten symbol réwne 58 Zeru.

Z réwnania (105) widaé, ze, obok transformacji odpowiadajacej zmia-~
nie czgstotliwosei w ukladzie o stalych parametrach, mozliwe sa inne
przeksztalcenia ukiadu odniesienia. Transformacja  parametryczna wy-
nikajgea ze zmiany wartoei R, L i C moze mieé dwojaki charakter:

(a) w przypadkach gdy badamy zachowanie sie systemu w funkeji
czestotliwosel, przy czym jest R{w), L(w), C(w), to mamy do’ czynienia
z transformacjy, kiéra odwzorowuje rzeczywiste zmiany systemu [pro-
blemy grupy (3)], co nie wymaga dodatkowych wyjasniefi;

~ {b). mozemy jednak zastosowaé zmiane R, L i C jako transformacje
formalng, majaca na celu uproszczenie systemu {problemy grupy (2)].

Takiej metody uzywamy w pewnych zagadnieniach energetycznych
przewaznie dla usuniecia sprzezef wzajemnych migdzy obwodami, ti.
skladowych Z;; (i j) w tensorze opornosei, gdy czestotliwoét napieé
zasilajgcych pozostaje stala. Transformacje realizujemy przez odpowied-
nie dobranie podstawowego tensora metrycznego. Przykladem tego typu
transformacji jest znane od dawna przeksztatcenie Fortescue, 23], za
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pomoca ktérego symetryzuje sie i pozbawia sprzezen np. uklad cewek
silnika.
Uklad trzech cewek silnika asynchronicznego poma;da opornosé

lz M, M,
(107)  zl=|m z M,

M, M, z
Zastgpujemy prady {wartosci skuteczne) w ohwodach rzeczywistych J*, J? i J®
pradami umyslonymi J', J¥ 1 J¥ stosujac tensor meiryezny '

| “ 1 1
(108) ol ’“% Roon|,
' H 1 h he

gdzie h — e/ 1%,
Opornosc zastepcza dla’ ‘pradéw umyslonych wynosi

z + M, + M, ' 0 0 E
{109) 12/ = % | 0  Z+RM,+hM, 0 ]
' 0 0 . ZhM,+hM,|

W nowym ukladzie pradow sprzezenia zostaly wyeliminowane i ten-
sor ||Z'l| przybral posta¢ macierzy - diagonalnej. Metoda diagonalizacji
macierzy posiada zreszty szereg powaznych opracowan, [68], 1 jest
_szezegblnie przydatna do rozw1azywama sprzezonych obwedow troj-
~ fazowych.

Powyzej przytoczyliémy przyklad, w ktérym tensor [IZll byl syme-
tryczny. Tego typu tensory spotykamy z reguly w obwodach energetycz-
nych, gdzie kierunek sprzezenia nie wplywa na rozpltyw pradow Z;=Zj:.
Natomiast w urzgdzeniach z elementami czynnymi (lampami elektrono-
wymi) tensor |Z| jest na ogél niesymetryczny; np. w lampie tréjelektro-
dowej podporzgdkowanie pradu anodowego pradowi siatki nie jest row-
nozhaczne z zalezno$cia ocdwroina.

W przemyéle spotykamy wiele urzadzen elekfrycznych, w ktérych
obok przebiegdéw elekirycznych nastepuja przesuniegcia przestrzenne ele-
mentéw systemu. W pojedyneczych silnikach czy pradnicach zastosowa-

nie metody tensorowej byloby zbyteczng komplikacja. Natomiast w sy- .

stemach bardziej zlozonych, np. przy obliczaniu wspolpracy kilku prad-
fiic lub projektowaniu urzgdzen sterujacych, zwigzlosé. i przejrzystosé
zapisu tensorowego moze by¢ bardzo pozyteczna, Na przyktad dla zespolu
selsyn (rys. 13), [45], w ktérym szczotki maszyny sterujacej ustawione sg

pod katem g, a silnika sterowanego pod katem Pay otrzymamy maclerz

opornosci dla pradow chwﬂowych w postaci
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i | Rot 4 pLot P Mist e/ 0
R (1 1.0) .. ”Z“m pMra e Bri+ R + P (Lri + L) —pMppe V|,
. 0 ~— p M e/t Re - pLgy

LT Indeksy » odnosza sie do wirnika, indeksy s do stojana pierwszej' Iub

drugiej maszyny. Obracajac przestrzenny uklad wspbtrzednych o kat —qp,
: otrzymamy tensor transformujacy o zmien-
%ZM % 7, Dym parametrze o, —y,, ktéry w dogodny
| ) Sposob- obrazuje wplyw przesunigeia szezotek
. 1

na prace ukladu,
Mozna by podaé wiele przyktadow oblicza-

- komutatorowych, Powyisza metoda moze sie
réwniez nadawaé do badania przebiegu pradéw
w. silniku w czasie rozruchu, gdy predkosé ka-
towa pola wirnika jest parametrem zmiennym.

Rys. 13

I0. Giéwne problemy zastosowafl metody tensorowej w technice

W niniejszej pracy starang sig znalezé sposoby Wiaéciwégo W'ykorzy-

stania rachunksn tensorowego dla potrzeb techniki. Widrielidmy, ze po-
tencjalne mozliwosei tych zastosowan w roznych dziedzinach techniki
_ 83 bardzo rozlegle. 7, drugiej jednak strony zakres aktualnego WpTrowa-~
dzenia metody tensorowej jest bardzo nieréwnomierny, gdyz w jednych
galeziach techniki — jak np. w teorii sprezystosci — stala 8i¢ ona wag-
nym narzedziem pracy naukowedw, natomiast W innych jest prawie nie-
Znana i wymaga pionierskick badaf matematykéw i technikéw.

Droga tych badan jest ulatwiona dzigki temu, ze , jak wykazano w ni-
‘niejszej pracy, metody przystosowania rachunkyu tensorowego do réznych
- dziedzin techniki noszy wiele cech wspélnych. Przy atakowaniu proble-

moéw technicznych, zwigzanych z osrodkami ciggtymi Iub =z systemami

o stalych skupionych, kierowaé si¢ nalezy nastepujacymi wytycznymi,
wynikajaeymi z poprzednio przeprowadzonej analizy:

(1) Rachunek tensorowy stosowaé mozna jedynie do obiektéw, ktére '

dadzg sie przedstawié za pomocy tensoréw i ktérych wiadciwodei tenso-

rowe wysiepujy w badanym przez nas problemie technicznym. Dlatego

podstaws prawidlowego postugiwania sig metods tensorows w technice
jest zbadanie sensu fizycznego zalesnosei matematyeznych. '

) Wyniki obliczef: tensorowych szezégélnie tatwo daja sie przenosié
z jednej dziedziny techniki do innej. Dlatego stajgc przed nowym pro-
blemem trzeba przede wszystkim stwierdzié, czy w innych dyscyplinach
technicznych nie opracowano juZ zagadnienia o zblizonym charakterze

matematycznym,

-
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{3) Geometryzacja zjawiska powinna byé przeprowadzona w ten spo-
s6b, aby we wzorach tensorowych uwydatnity sie najistotniejsze dla tech-
nika wspélzaleznoéei miedzy parametrami, bedaeymi przedmiotem pro-
jektowania, badz teZ miedzy  wielkoSciami zmiennymi, decydu-jac-ymi
o ekonomice; danego ‘procesu technologicznego.

{4) Uk?ad odniesienia trzeba tak dobraé, aby uzyskat Ila]W’nganEJ— :
sze zalezno$cl matematyczne. W zagadnieniach o§rodkéw ciaglych postu-
gujemy sie zasadniczo tréj-~ lub czterowymiasrowym ukladem odniesie-
nia; dalsze osie wspodlrzednych noszg przewaznie charakter pomochniczy.
W systemach o statych skupionych stosuje sig wspdirzedne uogélnione,
ktérych liczba jest. funkeja liczby stopni swobody ukladu. Zaleanie od
charakteru badanego zjawiska czas mozna traktowaé jako niezalezng
wspolrzedna lub tez odwzorowywaé zmiany w czasie przez transformacje
uktadu odniesienia.

(5) Nie wolno sugerowaé sie efekfownym ujeciem wzordw tensoro-
wych we wspdirzednych krzywolinfowych; rzeczg konieczng jest spraw-
dzenie, czy wyrazenia w tych wzorach lub ich czeSciach nie stajg sie
tozsamoéciowo. réwne zeru. ' '

(6) Pozadane jest, aby transformacje tensorowe upraszczaly badane
zjawisko, sprow_adzajac je do typowego, lepiej znanego obiektu. Nalezy !
sprawdzi¢ prawidlowosé transformacji przez okreélenie"niezmiénn-ikéw
i zbadanie ich znaczenia fizycznego.

{7} Nalezy &cisle rozgraniczat metode tensorowsa od zastosowan tech-
nicznych algebry macierzowej. Sprawdzianem jest tutaj sposob trans-
formaciji 1 jej uzytecznodé przy obliczeniach technicznych.

Postugiwanie sie metods tensorows jako narzedziem badawczym Wy—
maga opanowania zasad algebry tensorowej oraz zdobycia pewnej rutyny
w obliczeniach. Dlatego stosowanie metody tensorowej do fragmentarycz-
nvch, rzadko spotykanych zagadnien technicznych jest nieuzasadnione,
chyba Ze inne prostsze metody obliczeniowe catkowicie zawiods. Glowny
nacisk nalezy zatem potozyé na gruntowne zbadanie przydatnoéei metody
~ tensorowej do rozwiazywania probleméw podstawowych, wystepujacych
w wielu dziedzinach techniki lub majacych zasadnicze znaczenie dla ja-
kiej§ waznej dyscypliny technicznej, Jedynie wowezas oplaci sig trud
opanowania specjalnego aparatu matematycznego.

Trudno na podstawie dotychezasowego stanu nauki podaé $cista i kom-
pletna liczbe zagadnien, ktére nalezaloby badaé metods tensorowa. Na-
suwaja sie jednak nastepujgce zagadnienia, ktére ze wzgledu na ich -do~
niostosé dla nauki i gospodarki narodowe] zasﬂ:ugu]a przede wszystkim na
zhadanie metoda tensorowa;:

. (1) obliczenia rozktadu pol statycznych oraz przeblegow falowych
1 1mpulsowych w oérodkach anizotropowyeh,

(2) badania zmian reologicznych w oérodkach ciaglych,
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.(3)'og'61na‘ teoria przebiegéw nieliniowych w osrodkach ‘cigglych
' 1 systemach, _ :
(4) okreslanie optymalnych parametréw zlozonych chbwodéw elek-
trycznych, S -
Wymienione zagadnienia sg bardzo obszerne i stosunkowo - mato zha~
danie, wobec tzegq opracowanie ich moze daé cenne rezulfaty Jedynie
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Pezmume

METOALI DPHMEHEH S TEHBOPHOIO I{CT{HCHEHEH B TEXHHHKE

Hensio nacTosameit paborsl apiseTcs OUPeHeseHe CTENeHM I0Je3HOCTY
TCHZOPHOTO VICUVCTEHVIA B PAZIIMIHEIX OTDACHNX TEXHUKH W HMCCHASOBAMNG
KIACCHICCKMX METO0B NPUCHOCOOISHMA TOHZ0PHBIX MEeTOHOR ,B;.JIF pere-
HMA TEXHMYECKHY TTROOIeM. : :

Kparkoe mcroprueckoe BEefemme yRasniBaer TIYTH HUEPEHECEHWUA TeH-
30PHBIX METONOB M3 MATCMaIMKY M TEOPETHYECKOH (QM3MKK B 0BgacTe me-
RAHWKU M STAERTPOTEXHMEN. B Buay. Tora, w€ro pabora npenEasHayena Tiaas-
HbIM 00pPa30M A7 TeXHUKOR, HEODXOMIMO Hbiio [IPUBECTH OCHOBHBIC TEH-
SOpHbIE MOHATUA. VICXOMHLIM MyHKTOM IPMHATO IEOMETPHYECKYIO MHTED-
MPEeTaIlMI0 TeH30PHLIX TpaxncopMainti B ASKAPTOBLIX KOOPAWHATAX, Of-
obIlas 3aTeM STH IOHATHA HA KPWBOJVHEHHbIE KOODIMHATE! U TTPOCTPAH-
crBo Pumama.

OCHOBOW! )il TeXHMIeCKNX rrpmv,reﬂe-ﬂﬂﬁz MeToia ARJIgeTCH  (PUIMUe-
CKad VHTEPIPETAlya TER30pa. Pacemorpeso TeH3UPHBIN xapaxtep usm-
WECKMX JABUCUMOCTEH W TH3OPHBIT ‘METOJl ONpefesienmsa WHBAPUAHTHLIX
cBojicTR 0OBerTOR, IlpoBemeHo amaOTMIO MEMAY METOBAMH, LPUMEH:e-
MEIMIL B SHAJIM3E MED 31 TeH30pHol asnrebpe. Namee, meenenobamsl, pasmrausa
GMBIIECKON0 XAPAKTEPa MY TIOHATHAMI TEHI0PA ¢ MATPWUIIBL.

IToxTBePsRACHD, UTO B TEXHUIECKHNX mpoﬁaleMax CYLIOCTBYIOT TPM THIIA
TEeHBOPHBIX TRanChOPMAITMI:

{a} dbopmaneunie Tpancdopmanmy, me MBMG‘HHIOHIME_‘ THna ofbexta,

- (0) dopmampEee TpaHchOPMAMIH, BLILIBAIOLIE M3MEeHeHVe TH1a 005~
exTa,

(B) Tpanchopmaipr, orpoﬁpamromme J.IQM‘CTBMTE.JIBHBIE VI3MEHEHMS, TIPO-
HCXONANHE B oDheKTe.

IlpmBegena XapaKTepszMKa ¥ TIPMMEPBI KaXIOTO I3 STUX TUNOB TPAHC-
opmMatmii,

IIpoana m3MpoOBARD BEITOMGL mpmeHeHMa TEH30PHOTO HCHHCIEHNA B TEX-~
HHMEE, BBITEKAIONE M3 €TO YEMBEDCATLHOCTH, CHHTETHYHOCTH ¥ IPHIOLHO-
CTH JJIA PACETOR. 7

COBOKYTIHOCTD IIPMMENEHME TeN30PHON0 UCTHCICHUS B TEXHUKE pazge-
JIEF0 HA BOIIPOCEY, KACAIOMMECS CILIOTIHEBIX CPEJ, ¥ CHCTEM CO MHOTHMH CTe-
TIEHAMM CBoﬁo,u;r_—.I :

Hiccare gonammo TEHGOPHEN] XapaxTep .(DUBMUECKUX BeNMSMH, TOABJIAI-
INMXCA B YIPYTOM I STCKTPOMAFHUTHOM TOJE, ¥ 0CODEHHbIe TUIIhI TEH30~
POB, YHOTpeBaAeMErx TIpK Mccne,uo:sa&mm CTIJEOLIIHEBIX CPeft.

Hamee yrasnBaeTes, YT0 COOTBETCTBEMIO MOAMMIMpOBaHHbIe TEHI0P-
'HBI¢ METOJ(BI MOTYT GLITH MOJE3HLI B c;rxe,,uymmnx o'rpacnax TEXHMKMY, CBA-
3aHHBIX € BOIIPOCAMI CILIOIIHbIX CPE;:
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“(a) RITACCHUECKOI TEOPIMM YUPYTOCTH, 4 B OCODEHHOCTM aHMIOTPONHEIX
cper, | S _
{(6) Teopym KOHEYHBIX KedOpMAalii,

(B) IUIpONATAMIRE BAZKWUX KUIKOCTeH, -

{r) TEOpUY TLIACTHYHOCTH ¥ PEOJIOTII,

(1) He/IMIIHLIX ABJCHMAX B 3NIEKTPOMATHIITHOM n\one

(e) My MLCHOH mepefiatde SMeKTPOMATHMTHLIX BOJIH,

(2%) IIPOCTPAHCTRENHOH a9POTPUNHIY ISITMIA,

Tna Kammoi 13 9THux obmacTell onpenenedsbl HauMbOmee COOTEETCTBYIO-
Ie TeHZ0pPHBIE MEeTOHbl M IPVIBECHLI TIPMMEPEL.

Crenyer mofUepKHyTh, 4T0 B padore PaccMOTPEHLI TEXHITECKASR IIPH-
MEOEMMOCTh TEH30pA JSHEPTMM MMIynbca, TeH30pHaAs (opMa ypaBHeHIOH
MaKCBeIaa, a TAkKe M TeH30p ¢ NePeMEHHBIMM COCTABIIAIONIUMI, BhI-
CTYTAIOWME B BOTPOCAX PEOJOTHH M KOHEUHLIX 7IeChOpMaiiii.

Iposeneno cpapHeHMe (PMIMTECKOr0 CMBICTA TEH30pa B CHCTEMAX ¢ €0-
CPeOTOMEHHLIMK TOCTOAHHEIMKE M B CILIONIHBIX cpefax. KpoMe Toro uecne-
AcsaHo 00IacTh TpMMEHEHMA MeToma 0boDIIeHERIX KOODIMHAT,

Ha smom ccmomamwmt yCTAHOBIEHD, YTO TEHIOPHOE JCTMCISHNE TIPHTOLHO
JIJIA MCCASTOBAHHA CHCTEM, BRICTYNAIINNX B!

(2) HeKOTOPBEIX BOIPOCAX KIACCHIECKOH MeXaHUEH! (arpuMep B ypaaa-'
HempMAX JlarpaHxka 11aMMJIBT!OHa)‘,

(0) mpocTpamcTBOHABIX (hepMax,

(B) CIOKHBIX! HEKTPUIECKUX CETHE,

(r) CMOXKHBIX CHCTEMAX TEJIeCBA3MN, pa&oTammMX Ha HepeMEiHHOH ga-
cToTe, 7

Ocobernoe BrmmManmre ofpaileso mHa COOTBETCTBYIOLIME pasi*pamqemde
MEI/Y TEeH30PHEIM MCIMCIEIEM 1 MeicerseM MaTpyal. Otcione cenyer
orHoneEMe K Teopur I Kpona " 33KIMOHATONAXCA B Hel [OTPeImHocTel.
Vocsesoran TeH3OPHBLT XAPAKTED MHMMOTO SJEKTPITIECKON0 COMPOTHBIC-
HyA ¥ IPMIOAHBIE Ad TeXHWEM MeTOABl erc TpamcdopympoBatma. Hanee
VKA38HbB! BO3MOKHOCTM, CKPBIBAIMECH B TIPUMCHCHMM KPMBOJIMHEIHBIX '*
KOOp/WHAT u Teopun ,,MoropoE”’ TopOGYyHOBA TPH MCCIEAOBATIMK Me-.
XAHITISCKILE, CHOTeM. |

CaMBIMy AKTYaTBHBIMA TIPOBIIEMAMI IPUMEHEHM 'FE‘HSO‘pHO’DO McIMCIe-
HMA B TEXHMKE, TI0 MHCHMIO aRTOPa, ABJIAIOTCA: S )

{a) onpemenene CTATMUECKMX TIOJEH, BOJIHOBLIX 7 mvmynbcm,rx ABJIE-
HMII B aHMBOTPOITHBIX CPefiax,

{6) mecnenobame PEONOTHYECKITK M3MEHEHMA B CILIOIIHBIX: cpe,n;ax

(B) ofmas Teopys HENMHEMHBIX TPOIECCOB B CHCTEMAX M CIJIOIIHbLIX
cpefax, : . ' '

(r) MceremoRaEMe CIOMKHLIX ICKTPUUCCKMK IIOTeil,
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Summary:

METHODS OF APPLICATION OF TENSOR CALCULUS
TO TECHNICAL PROBLEMS l

The author’s aim is to determine the degree of utility of the tensor
calculus in various branches of. technical sciences and to discuss the
application of the classical methods of tensor analysis to technical pro-
blems.

A short historical introduction indicates the ways in which the me-
thods of temsor caleulus have been applied to problems of mechanics
and electrotechnies. Since the paper is destined for fechnicians, it has
been considered desirable fo explain some fundamental nofions relating
to tensors. The geometrical interpretation of tensor transformations in
Cartesian co-ordinates was taken as the starting point, generalizing
the notion to curvilinear co-ordinates and to Riemannian space.

The basis of technical applications of tensor analysis is the physical
interpretation of the tensor. The tensorial character of physical relations
and the use of tensors for detecting invariable features of the investi-
gated object are discussed. The methods of dimensional analysis are com-
pared with those of tensor algebra. Next, the physical differences be-
tween the notion of the tensor and that of the matrix are investigated.

It was found that in technical problems there are three types of tensor
transformations: .

(a) formal transformations, in which the fype of the object is not
changed,

(b) formal transformations changing the type of the object,

(¢) transformations representing real changes in the object.

Each type of transformation is characterised and examples given.

The advantages of tensor calculus in fechnical probiems resulting from
its general and synthetic character and its suitability for calculations are
analysed. The .whole of the apphcataons discussed is divided into fwo
groups of problems, the first concerning continuous media, and the
other — systems of many degrees of freedom.

The tensorial character of physicai‘ qguantities relative to the elastic
and the electromagnetic fields are discussed, as well as special types of
tensors used for investigaftion of continuous media.

It was found that the methods of tensor ealculus, when suitably mo-
dified, can be applied in the following branches of fechnics, concerning
continuous media:

(a) classical theory of elasticity, especially the theory of amsotroplc
bodies,

(b) theory of fmlte deformatlons
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