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WYEKLAD I

Chociaz w obecnym stanie wiedzy frudno byloby okreflié &cifle, co
stanowi istote plastyeznodci materialtéw, przedmiotem rozwazah teorii
plastycznoéei sa, niewaipliwie, odksztaleenia trwale, tzn. odksztalcenia nie
znikajgce catkowicie lub czefciowo po usunieciu sit obeigzajgeych, Tym®
samym w zakres rozwazan teorii plastyezno$ci wchodza przemiany cat-
kowicie lub czesciowo niecdwracalne. Pod tym wzgledem teoria plastycz-
nosci stanowi przeciwienstwo teorili sprezystosei, ktoéra zajmuje sie jedy-
nie przemianami odwracalnymi i w ktore] w zwigzku'z tym zaklada sie
jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy stanami odksztatcenia i na-
prezenia (jezell pominaé tzw. «samonaprezeniax, czyli-naprezenia «wstep-
ne» Jub «wlasne» w stanie nieobciaZonym ciata). Teoria plastycznoscei
opiera sie na ujeciu fenomenologicznym rozpatrywanych zjawisk i nie
wnika w ich istote fiZykalnq. Postuguje sie ona réznymi modelami cial
jak cialo sprezysto-plastyczne, idealne cialo plastyczne, cialo plastyczne
ulegajace tzw. wzmocnieniu wraz ze wzrostem odksztalcenia (?;zn. wykazu-
jace «hartowno&t mechanicznag») itp. Jezeli wprowadzamy dodatkowo po-
jecie czasu, to. teoria plastycznosci przeobraza sie w izw. reologie, czyli
nauke o przeptywie plastycznym (rheos oznacza «prad»). Reologia zaj-

*)  Przedstawiony tﬁt‘aj zarys teorii matych odksztalcen cial sprezysto-plastycz-
nych stanowil tresé wykladéw wygloszonych w pierwszych miesiagcach 1853 r. na
seminarium Grupy Technitznej B Instytuiu Matematycznego Polskiej Akademii
Nauk, Za materiat do wykladow postuzyly glownie znane podreczniki Biezucho-
wa, Iljuszina Nadaia Sokolowskiego, Filonienki-
Borodicza, Goldienbtata iinnych®*) Autor sklada podziekowanie
kierownikowi Grupy, profesorowi dr. Stanistawowi Turskiemu, za ini-
cjatywe dotyczaca opublikowania wykladow oraz pracownikowi Grupy, mgr Ire-
nie Glass, za wydatng pomoc przy uporzadkowaniu i opracowaniu notatek,
Druga czest miniejszych Siedmiu Wykladdw stanowié beds wyklady seminaryjne
prof. dr. Wactawa Olszaka, kiore ukazy sie. w druku jako Podstawy teorii
plastyeznodet (I1). o :

*%) Por. wykaz liferatury na koncu pracy. W celu nierozpraszania uwagi czytel-
nika zaniechdno w tekicie powolywania sie na zrédia, jednakie uwazny czytelnik
z latwodcia dostrzeze wplyw dziel, z ktérych autor wykiadéw czerpst materialy
szezegdlnie obszernie,
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=5 m‘uje"si.é: takimi zjawiskami, jak pelzanie (wzrost odksztalcer przy statym

) naprezeniu, gtéwnie w wysokich temperaturach), relaksacja ezyli roz-
" luznienie (spadek naprezen wraz z uplywem czasu, przy stalym odkszial-

i ceniu) itp. Modelami cial w reologii sg ciata sprezysto-lepkie, plastyczno-
lepkie itp: _ '
‘ Wyktady nasze nie obejmuja reologii ani teorii tzw. stanéw granicz-
aych zwigzanych z uplastycznieniem materiaty. Celem ich nie jest réw-
niez wylozenie caloksziatty teoretycznych i doswiadczalnych podstaw
teorii piastycznoéci, lecz tylkp podanie podstawowych wiadomosei, kidre
umozliwig orientowanie sie¢ w zasadniczych zagadnieniach tej nauki i,
ewentualnie, utaiwia dalsze studia. L
_ Na poczatku zajmiemy si¢ rozpatrzeniem standéw naprezenia i od-
" ksztalcenia, znanych dobrze z teorii sprezystosei, jednakie w ujeciy in-
nym niz to, do ktérego przywykliSmy przy studiowaniy tej ostatniej
nauki, kierowaé sie bowiem bedziemy myslg zastosowania Wyprowadzo—
nych wzoréw do rozwazan innej nauki, ktéra jest wilagnie teoria pla-
slyeznodel. o ' :

§ 1. Stany naprezenia i odksztaleenia

Zauwazmy, Ze.przy rozwazaniu stanu naprezenia materii w spoczyn-
ku nje ma potrzeby uwzgledniania rodzaju materii, Jezeli tylko nje czyni
sie dodatkowych zalozert co do szczegolnych wiasnofci tego stanu (np.
ze nie istniejg sity tarcia). Moze to by¢ zaréwno cialo state, jak i cieez’
“lepka (dla cieczy idealnej przyjmujemy juz szczegblne zalozenie: 7 == (),
gdzie 7 oznacza naprezenie Scinajyee.

Podobnie rzecz ma sie ze stanem odksztatcenia. Jezeli ograniczymy

sig, jak to sie zwykto czynié, do rozwazania matych odksztateen, to stan

ten obejmuje malte odksztalcenia dowolnej substancji, byleby byla ona
uwazana za kontingum materialne, . )

Jak juz wspomnieliSmy, teoria plastycznosei Wymaga odrebnego pod
wrzgledem formalnym potraktowania pojeé znanych z teorii sprezystosei,
Rozwazmy zatem naprezenia i odksztaleenia wlagnie pod katem potrzeb
-teorii plastycznoéei. ' ' g

Weﬁny pod uwage sktadowe naprezenia panujacego na dowolnej
plaszezyznie o normalnej », o cosinusach kierunkowych I, m. = (rys. 1)
Skladowe te bedy si¢ wyrazaty nastepujacymi wzorami:

D =05l 4 Tys M+ Tz ,
(1.1) ‘ . Py ”—ﬁ—_?{xyl —+ O‘y'ﬁ"& +szn s

pzzfxz-l “l" Tyz + gz7 .
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Stan naprezenia w punkc1e okreslony jest przez tzw tensor napre—-

© zenia T,:
VG'x Tyx Tzx P
T.=1txy Oy Tz
oo ] .
Txz Tyz gz

(Klamry obejmuja tutaj tabliczke ulo-
Zong ze skladowych stanu naprezenia i ma-
Ja za zadanie przypomnlec ze chodzi
0 pewna macierz).

~ Z warunku réwnowagi momentéw sit
dzialajacych na element objetodci ciala
otrzymuje sie réownost sktadowych stycz-
pych naprezenia:

Rys. 1

Txy — ,ryx‘., Tyz == Tay , Tox == Txz -

Z okreslenia tensora symetrycznego Wynlka zatem, ze tensor T. jest
tensorem symeirycznym.

Ogobiny stan odksztalcenia elementu mozna rozloiyé na:

{1} czyste odksztalcenie objetosci,

(2) czyste odksztatcenie postaci,

(3) ruchy bryly sztywnej (przesunigeie i obrot).

(1) Czyste odksztaleenie objetoéci, zwane rowniez «rozszerzeniem» ob-
jetosciowym (rys. 2), przedstawia nastepujacy WZOI!

(dx+a—d:c)(dy+ dy)(d +a dz) —dz dy dz
0= _

dx dy dz ,
by ' , =(14e) (14e) (1+e)—1lrvete +e:.
2 PrzyjeliSmy tutaj oznaczenie .
BS 5 o
ol R u
“ : - dx oz %
Lg(x— ___:__1____-‘,; i podobnie
My '
a—xdx
8)’:@ Oraz £z=aw’
Rys. 2 dy 0z

73



.gdhe ‘u; v i w przedstawiaja skiadowe przemieszezenia. Jest rzecza
‘zrozumialy, ze wielko§é @ nie zalezy od ukladu odniesienia; podobnie suma

ﬁ1:€x+8y’|‘€z:

"przedstaw1a]aca z pewnym przybhzenzem wielko§¢ @, jest niezmiennikiem;

.- niezmiennik ten nosi nazwe plerwszego niezmiennika stanu odksztalce-

- nia (por. dalej § 5).
(2) Czyste odksztalcenie postaci moina przedstawié za pomoca jednego
z rysunkéw 3a, 3b lub 3c. \

a [ c
Ay . 1 yau
My d =-dy
5 =tpdy _..,E)g .
i
{
& 2 1
Nty ov
ﬁdx By llx ( dxu!x
i X dx X S, x
dy ox
Rys. 3

Przedstawiajg one te same stany odkszialcenia, réinigce sie miedzy
sobg jedynie o obrét danego elementu traktowanego jako cialo sztywne.

Tensor odksztalcenia {(w znaczeniu ogdlnym) mozna przedstawié w po-
staci nastepujacej tabliczki {macierzy):

du  du  Ou
dx oy gz
r_i0v dv  dv
Tl ox Oy dz
dw  dw  Jw

dx dy - 0z k

Mozna udowodnié (jak te uczynil Helmholtz), ze podczas przemie-
szezeniy, o skladowych u, v, w katy obrotu elementu, rozpatrywanego jako
bryla sztywna, dokola osi ukladu odniesienia sa réwne odpowlednio

-ﬁl(iw_@_?z_)
@ dy oz/’
ﬁi(ﬁ_a_'w)
=9\ 0z Azl
i(av 9_3).
“*="9 \ 9 dy
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Bibrqc pod uwage znane zwigzki Cauchy’ego

o du _Ov _ 0w
x—ax’ \ - ay Ez—a_z:

du 0w w  dv

=0y "oz’ T ay e’ 7T Ton

" mozemy przedstawié¢ tensor odkszialcenia w postaci nastepujgeej:

I £x 3 (Pay = @2) Hywr -+ wy)
T=13 (s + o) Ey 3 Yy — o) p==
pa—wy) 3 {yzy + o) &2
l Ex ‘%‘?xy 9 Yz I 0 w--%—wz . %w},
2{ T Vpx Ey TVyet + 5 Wz 0 ——%wx
M 1
3 Yax 3 Yay £z — Wy sy 0
gdyz np
du _i(du_'_a'v _L(é"u__@u __1_( )
dy 2 \dy ' Odx 2\dx dy g Py B
iz z A iz o
P, 5
ST {Hez /'///7__ ol e ’ 14*%4_ = 75"““ /.)f'
/ F/2 2 A ] s
-] , / / i T+ | / / +y ~Egp
il e i . b LI / ! /
: %/ T ¥ Y. Treg Lo Y L ] ¥
/--__ﬁ‘_‘i// / ——————— g 4‘-5{,,_;;;_%4.{)( Egr
¥ 4

Rys. 4

Pierwszy skladnik wyrazenia dla T jest tensorem odksztalcenia czy-
stego (rys. 4a); bedziemy go oznaczali przez T.. Drugi skladnik przed-

stawia tensor obrotu ciala sztywnego (tzn. obrotu zachodzacego bez Jakle-
gokolwiek odksztalcenia wlasciwego}
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2ozwazaé: bedziemy w dalszym ciagu jedynie tensor T..
-'-MO%I_ia'Wj’riééz’a’é, ze jezeli liezba Poissona » jest réwna zeru, to
dla 01:é1é{"'izo"ér6powego sprezystego kazdy wyraz tensora T. jest propor-
q:.jo:ﬁélh'y‘dd odpowiedniego wyrazu tensora T,, przy czym wspdtczynnik
_proporcjonalnodci jest réwny 1/E (tutaj E oznacza modut Yo un g a).

- Odksztalceniem $rednim nazwiemy wielkogé

1 ' 1
3§r=?(8x +‘€y+£z)=“3*9,

| gdzié @ jest odkszialceniem oqutos'cicwym.

Jest rzeczy oczywists, Ze w przypadku (b) — rys. 4 — odksztalcenie .
jest ezysto objetosciowe. !

Ze w przypadku (c) nie ma odksztalcenia objetosei, ktére 0Zhaczamy
przez .©° (rys. 4c), stwierdzamy za pomocy nastepujacego rachunkiy:

& = (Sx'_ﬁé‘s‘r) + (Sy_b‘s‘r) + (32 _‘83’1‘) =gy &y ‘|" gz—3egr =0,

Odksztaleenie w przypadku (b) okredla tensor

Egr 0 0
(1.2) ' =10 & 0!
0 0 &gy

Jest to tzw. kulisty tensor odksztalcenia, gdyz
Ex == &y =8z = &5r,

w zwigzku z czym powierzchnia odksztalcen C auec h y ego przed-
stawia- powierzchnie kuli, '

- Odksztalcenie w przypadku -(c) okreéla tensor

1 ! 1
Ex — &dr T VYxy Y Vxz
I ' - 1
(1.3) D =1 3 v By~ & - TVyz [
r
1 i
9 Vex T Vzy 8z = Egr

Jest to tzw. dewiator odksztalcenia. (W dewiatorze suma wyrazéw polo-
zonych wzdtuz gléwnej przekatni jest ~— z okredlenia — rowna zeru; por.
wyze] podany warunek dla @),

Oczywiscie jest '

T,=T'+D.

Wykazemy teraz, ze stan naprezenia w dowolnym punkeie ciala mog-
na rowniez rozlozyé¢ na dwa stany skladowe, mianowicie na réwnomierne
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wszechstronne cidnienie ($ciskanie lub rozcigganie) o wielkosei Ter s da“'~
zgce do zmiany objetosci elementu ciala, oraz na tzw. dewiacyjny stan na-
prezenia, dazacy do zmiany postaci elementu bez zmiany jego objetosci.
W jakim celu przeprowadzamy ten podzial standw odksztatcenia i na-
prezenia? Ot6z doswiadczenia wykazuja, ze osiggniecie granicy plastycz-
noéci lub wylrzymalosci materialu zalezy nie tylke od wielkoéci napre-
zen, ale i od charakteru stanu naprezenia. Mianowicie, ¢isnienie hydro-
statyczne, powodujace w cialach jednorodnych izotropowych odksztalce-
nie czysto objetosciowe, praktycznie nie jest w stanie spowodowaé upla-
stycznienia materiatu ($wiadecza o tym m. inn. dodwiadczenia B rid g-
m ana zcifnieniem hydrostatyeznym dochodzgeym do 30 000 atim; nie
dotyczy to jednak cial posiadajacych pory). Natomiast sity wywolujgce
ziniane postaci, np. sity Scinajace, stosunkowo tatwo powoduja -powsta-
nie stanu plastycznrego materiatu. Stad wyplywa celowo$é podzialu od-
ksztalcen na czgsé czysto objetoSciows (jak sig okazuje z dodwiadczen, nie-
omal catkowicie sprezysta, az do bardzo wysokich cifnien wlgeznie) i na czedeé
dewiacyjna, roiarodajng dla uplastycznienia (lub zniszczenia) materiaty.
Podobnie - jak to robilidmy poprzednio dla ifensora odksztatcenia, roz-
ktadamy teraz tensor naprezenia.
Oznaczmy naprr—;zenie 4rednie (hydrostatyezne) przez ‘
Gér:%(0x+0y+dz)- z a
- Dowolny stan naprezenia !
(0%, Oy, Oz, Tyy, Tyz, Tzx), OKIES-

lony tensorem naprezenia T. , L G s i
mozemy rozlozyé na dwa na- o x Ber —

|
T
c)f‘...

14 y
kladajace sie na siebie stany
haprezenia, przedstawione na °F ‘ X
rys. Sa i 5b. Rys. 5

Stanowi odksztalcenia czy- _
sto objetosciowego (rys. 5a) odpowiada kulisty tensor naprezenia

Ogr 0 0
(1.4) ‘ =10 as 0
0 0 T4r

Stanowi odksztalcenia czysto postacmwego (rys. bb) odeWIada de-
wiator naprezenia

Gy — Tsr Txy Txz
(1.5) D, = Ty Gy — Osr Tyz
Tzx Tay O7—0sr
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Jest: wiee ‘ogélnie
- Rozmczkuja,c wzgledem czasu Wszystk1e wyrazy wchodzace w sklad
W1e1k05c1 T,T, T° T° D i D, otrzymamy tensory szybkodci wzrostu na-

e prezen, tensory szybkosc1 Wzrostu odksziatcen, dewiatory szybkoscei wzrostu
naprezen, dewiatory szyblkodei wzrostu odksztalcen itd.

§ 2. Stan naprezenia w punkcie. Naprezenia gléwne

Catkowite naprezenie p. na plaszezyiZnie dowolnie nachylone;] wzgle—~
dem osi wspdlrzednych przedstawia wzér .

(2.1) pi= %2,

w ktérym o, jest napre;zemem normalnym, a Tu naprezeniem stycznym.
w plaszezyznie rozpatrywanei.

Jezeli kierunek normalnej do plaszczyzny, na ktore] badamy napreze-
nia, okre$lajg cosinusy kierunkowe I, m, i n, to jest

O'rz:le+pym+pz'n-

Korzystajac ze zwigzkéw (1.1} i uwzgledniajac réwnoéei Ty = Ty »
Tys == Tzy, T =Txy, mMamy w dalszym ciggu

(2.2) on=0xP4oym?+o:n?+275m+ 27, mn+ 270l
y

Zalbzmy, zZe na pewna plaszczyzne dziala wylgeznie naprezenie nor-
malne @, (wiedy 7,-=0); nazwiemy je naprezeniem gléwnym. Jest
‘ wowezas pn.==0,. Oznaczmy naprezenie
glowne przez o (rys. 6). Otrzymujemy w tym
przypadku

£
[p,=Bcpsfy,x)=61)
(2.3) ol=mn,, Gm =Py, Oh =Pz

Z roéwnan (1.1) wynika, ze

ol=0oxl- teym -+ 1em,

om=—1tpltoym4r.n,

RslB on=1tnl+1ymito.n,
¥,

(O‘x“—a)l+rxym+fxzn:0,
(2.4) tyxlv+(0'y”_0').m+'€yzn= 0,
szl+szm‘|“(Uz"“0)an.




Ponadto jest
(2.5) _ P+m?4nl=1.

- Z uktadu réwnan (2.4) mozna wyznaczy¢ wspolezynniki kierunkowe
i, m 1 n. Roéwnania te sg liniowe i jednorodne. Wobec istnienia zwigzku

(2.5) wielkosci I, m i n nie moga by¢ jednoezesnie réwne zeru. Zatem wy-
znacznik ukladu powinien znikngé:

Ox— 0 Txy Tz

(2.6) Tyx ay — [ Tyz =,
Trx . sz' Oz— O

Rozwijajac ten wyznacznik otrzyinujemy réwnanie trzeciego sfopnia
wzgledem niewiadomej o:

(2.7) _ a®—ac?u, f ouy—u, =0,
w ktérym przyjeto nastepujace oznaczenia:

u1:Ux+Uy+Uz,

— 2 2
(2.8) uy=0,0,+a, o,+o,0, Ty = ryz—rzx,,
o A2 2
Up=0,0,0,+27,,7,,T,,— o‘xry Oy The 0, Ty

Mozna ﬁdowodnié, ze wseystkie trzy pierwiastki rownania (2.7) (tymi
pierwiastkami sq napreZenia gléwne) sg rzeczywiste (w podobny sposéb
w geometrii analitycznej przeprowadza sie dowod istnienia rzeczywistych
osi dla powierzchni érodkowyech drugiego stopnia). Poniewaz pierwiastki
te jako naprezenia gtéwne nie zalezg od obranego ukiadu odniesienia, to
wspblezynniki réwnania przedstawione wzorami (2.8) réowniez nie zaleig
od wyboru uktadu. '

Wielkodel uy, us 1 #, sg Zalem niezmiennikami stanu 5,
naprezenia, przy czym pierwszy niezmiennik, w,, jest
tzw. niezmiennikiem liniowym, drugi, u, — kwadrato-
wym, a irzeci, u, — szeSciennym. Oznaczmy pierwiastki
robwnmania (2.7) przez o, ¢, 1 ¢, numerujac je tak, aby Gy
byto zawsze ' ){

01>0'2>O'3. Rys, 7

Mozna wyrdzni¢ w przestrzeni. tzw. szescian glowny, o Scianach prosto¥
padtych do kierunkéw gléwnych, daje sig bowiem wykazac ze napreze-
nia gléwne tworza, uklad prostokagtny (rys. 7). ~

79




Wi uzalesnieniu od naprezen gldwnych (dla przekrojéw odpowiada-
'jaCYCh " kierunkom gléwn‘j(m jest, oczywifcie, zgodnie z | okrefleniem
Txy == Tyz == Tz == 0) niezmienniki stanu naprezenia wyrazaja sie nastepu-
h jacymi wzorami: ' }
Uy =0y + 0y + 0y,

(2_9) ' U == 0,03+ Gp 05 + 0504,

Uy = 0, 03 G4 .

§ 3. Naprezenia oémioScienne (tzn. na Scianach oémiosciann foremnego)

ZnajdZzmy naprezenia na Scianach odmiodcianu foremnego, ktorego
scilany sa jednakowo nachylone wzgledem osi wspolrzednych. Osie
obierzmy w kierunku naprezen gldwnych (rys. 8). Cosinusy kie-
runkowe I, m i n normalnych do tych Scian speiniaja nastepujgce TOwW-
nosei:

H=|m|=]n],
B+ md4ai=1;

zatem
. -1
[=lm]=|n] =i .
% V3
Na podstaw1e wzoru (1.1) otrzymu]emy (dla
kierunkow glownych)
p1:f31§, Dy=02M, Py=—=0g N,
stad ‘ :
' 1
(3.1) P =9} +93 + 05 =5 (o] + o} +o)).
Wedlug wzoru (2.2) jest teraz
‘ 1
(3.2) o an == “3_(0'1 + 65 + 03) = 0.
Dalej mamy wediug (2.1)
(3:3) n=pi =g o}t +o)— o+ ot o),
wobec czego , '
1 — 3 ' 5
(3.4} Tn == "_3”1 {0 __/4_02)2 + (o2 —0p)* + (03 - o).

Naprezehie -7, nosi nazwe napreZenia: stycznego «ofmioSciennegor
(cktaedrycznego).
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WprowadZmy feraz nastepujace oznaczenia:

gy~ 0. Gg— 0O Oy G
(3-5) . _2 2:*'512, 2——3=123, b B ¥ B 1=T31'

Wykazemy dalej, Ze 7,5, Ty i 75 przedstawiajg tzw. gléwne haprezenia
styezne (tzn. napreZenia styezne ekstremialne).

Na wszystkich plaszezyznach o$mioScianu panujg jednakowe napreze-
nia normalne o wielkoéei [por. (3.2}]

(3.6) On == Gsr .
Te naprezenia normalne «o§micfcienne» odpowiadaja stanowi ciSnienia
hydrostatycznego (rys. 9). :
Naprezenia styczne «ofmiofcienne» nosza réwniez nazwe intensyw-
noéci naprezen styeznych!) wediug ;
propozyeil H Hencky ego.
‘Uwzgledniajac oznaczenia (3.5)
mozemy zapisaé rownosé (3.4) w po-
" stacl ' :

o~

2l R
(37 rn:mj—?-’-]/rﬂ-i—rga—i—?gi.

Sens mechaniczny intensywnosci na- 1
prezen stycznych jake mnapreZenia -
styeznego na $cianach ofmioécianu
podali uczeni szwajcarscy R o § ; Rys. 9
i Eichinger _

Naprezenia styczne o$mioscienne przedstawimy jeszeze w innej for-
mie. WeZmy w tym celu pod uwage wyrazenie 2(uf-— 3u,)/9 napisane w na-
prezeniach glownych [korzystamy tutaj ze wzoréw (2.9)]:

2 2 L |
r (u2—3uy) = 3 [0} + ok +03+26,0,+ 20,0, 20,0,—3(0,0, +-0,0,F0,0,)] =

1] ' Loy, o o 2
:§(6§+°§+ 0’3)—3 (0§+6§+0§)—§ (040, + 0,05 +050,) =

1 1
=5 (6} +a} +a))— g (s H oo

'ﬂ‘ - .
Yy Nalezatoby je, wlaSciwie, nazywaé w literaturze polskiej «wytezeniems», we-
diug znanej propozycii twérey tego pojeeia M. T. Hub e r a — por. dalszy ciag

ninigjszego wykladu, zwlaszcza zwigzek (3.10) — Jjednakze aby ulatwié czytelni-
kowi studiowanie literatury obcej poprzestaniemy tutaj na nazwie «intensywno§é»,
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Wynika stad, ze na podstawic (3.3) jest wedtug (3.7.1)

rzmi(ﬁf*ﬁf3u).

PrzmeUch zapis w1 Uy zgodnie ze wzorami (2.8) otrzymmemy naste—
pu]ace Wyrazeme dla mtensvwnosm naprezen stycznych

n

(38) r |/O’ ~—a —!—(cr —Ma) +(a -—0’ +6(Txu+l’32+'rix)

[por. wyrazenie dla 7. w naprezeniach gtownych, wzor (3.4)].

Jedng z hipotez Wytrzymaloscmwych tzn. jedng =z hipotez okrestd-.
jacych-stan ‘hapiigzenia, przy ktérym w danym miejscu ciata nastepuje jes
go uplastyczmeme jest hipoteza Huber a-Misesa-Henckyego;
czyli tzw. hipoteza najwiekszej statej energii czystego odksztaicenia posta-
clowego. Wediug te] hipotezy uplastyczmeme materialu: W. pewnym. jego
miejscu nastepuje wowezas, gdy Wlelkosc tzw. naprezema Zredukowanego
okreslonego wzorem -, VUL L e e

B9 Jared= /—l/ (o —02)2}(g;';'&;qu_'(géﬁa}g" SRR

przekroczy peWna Wartosc krytyczna, (charakterystyczng dla danego ma-
terialu). . .
Wykazemy, ze Wyrazeme (3 9) jest mezmlenmcze a wiec ze nada]e SlQ
do formulowania praw fizycznych. - .

Wedtug (1.5) dewiator naprezenia nap1sany W naprezemach giownych
przedstaw1a nastepujaca macierz: I

op==ogr 0 . 0
T e Du: 0 'Gsr..ﬁ,._-o‘gr e {) Lopr L
0 ‘ [ 0’-37-'— Oér

gdzie, jak poprzednio, _

- T8 = (61 + 03+ 03).
Drugi niezmiennik, u,, dewiatora D, jest wedlug wzoru (2.9) rowny.
EZ;_—-(Gi — U“: )W{“ ;”’bs"r} +{oy—oy) (o, — ds'r_) + (Us_as'r) (6,— 04) =
=000 Ty O T + 0% F 0,0, 0,0, — 04 0y 0% 0y 6y 0307

Gl(‘rsr+ Ugr:3gsr 20’5‘r (51+02+03)+“1“2+02”3+U oy =

:—30 +0102—3—0201+ 0'30'1 — (01—I- o‘z—l—aa) +o,0,F 0,0, ‘73"1
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Po przekszialceniu wyrazenia wystepujacego 'pod- pie‘i‘wiastkiem'-v&re -
wzorze (3.9) otrzymujemy dla naprezenia zredukowanego wzér

Uzred—7—1/61 20’10'2"‘“24‘“2 2”2“%+“3+Us 2‘Tsc’ﬁ‘i"‘fﬁ

— 3
]/U1+02+Us T 0397 03 Oy

Poréwnujae to wyrazenie z wyrazeniem u, dla dewiatora widzimy, Ze

Tzred :I/H_ SEZ .

Wynika stad, ze; istotnie, o:req . daje sie przedstawié przez niezmiennik,
Z porownania (3.4) lub {3.8) z (3.9) oirzymujemy
1/ 2 |

Tzred = Tn .

3

Zauwazyé tu moéemy Scisty zwigzek zachodzacy pomigdzy niebezpie-
czeAstwem uplastycznienia (wedtug hipotezy H ub e r a) oraz napreze-
niem oémioéciennym $cinajagcym. W teorii plastyeznodei oered wWyprowa-
dzone zostaje niezaleznie od hipotez wytrzymalosciowych i nazywa sie
intensywnoseia naprezefi, ;. Intensywnod¢ (nalgzenie) naprezen jest
réowna '

(310) ’ h G; = Ozred "“—_3—"17
V2

WYKLAD II -

W pierwszym wykladzie omowiliSmy nieco szezegolowiej stan napre-
zenia w punkcie i okreslilismy pojqcia glownego szeScianu i glownego
ofmiosciany. Przypomnijmy inne wazniejsze wnioski. Wprowadzﬂlsmy
wiec pojecia: . :

(1) intensywnofci naprezen Scinajgeych, wyrazajgce] sie w napreze-
niach gléwnych jako, (3.4),

o=y Vi — P ol T (ol

oraz
(2) intensywnofci naprezen, czyli napreZenia zredukowanego, (3.9),

L ‘
01 == Ozred == I/—EI/(OE#UZ)B +A{og—03)* 4 (05 —00)*.

Fl
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- Oczywiscie jest, jak juz o tym mowilismy, (3.10),
Gi = Uzred — /——Tn

Wyjasniliémy rowniez, ze napre;ienie 7o jest naprezeniem $cinajacym
- na Scianach ofémioscianu glownego

ZnalezliSmy poza tym irzy niezmienniki stanu naprezenia, Wyraza;;a;ce .
sie w naprezeniach giéwnych w postaci nastepujacei, (2.9),

U =061 + 03 + 0y =3 0s,

Uonlqg +'0'20'3 ‘I‘G‘sﬂ'l,
Uy =G 0303 .

Przypomnijmy, ze dewiator naprezenia charakteryzujacy czyste od-
ksztalcenie postaciowe wyraza sie w naprezeniach glownych jako, (1.5),

g - Osr 0 0
D,= 0 Oy — Ogr 0
0 ! . O 03 —— Gg¢r

Macierz powyzsza przedstawia rzeczywiscie dewiator, gdyz suma wy-
razow lezacych na gléwnej przekatnej jest réwna zeru. .

tatwo sprawdzié, ze zachodzg nastg@ujqce zwigzki:
dla niezmiennikéw calego tensora naprezenia, (3.7.1),

2 —
r,,:wgw]/ui—.-—Suz,

czyli, (3.7.2),

oi:\/ui—f3u2 R

dla niezmiennikéw dewiatora naprezenia, (3.7.3),

v

| o=V =%,
gdzie
Uy == (0, —05) (63— 04) + (03— 05) (65— 05) + (03— 05r) (6, —0rs) .

Ostatni zwiazek, (3.7.3), wynika wprost ze wzoru (3.7.2), gdyz dla dewia- -
tora pierwszy niezmiennik stanu naprezenia znika (u, = 0).

Wielkodci 7, i o; sa niezmiennicze, wobec czego mozna sie nimd po- o

stugiwaé dla formulowama praw flzycznych
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§ 4. Kraficowe wartoSci naprezen stycznych (glowny dwunastoscmn rombhowy}

Oblerzrny klerunkl glowne za osie uktadu odn1es1en1a NapreZzenie
normalne on panujgce na plaszezyZnie, kiorej hormalna ma kierunek
okreslony wspblezynnikami I, m i n, _wyraza sie w tym ukladzie naste-
pujacym Wzorem [por. (2.2)]:

(4.1) on=0,+oym? - a,n?.
Ze wzoru (1.1) mamy‘
(4.2) .p;*m+ﬂﬁwf=ﬁﬁ+%m”+@ﬁa

zatem [por. (2.1)]

!

43) G=pi—ok=0ll | dm? + oI n?— (g, 1 + o, m? + o, n2).

Zastapmy w (4.3} n® przez 1 —1%— m? Znajdzmy nastepnie. pochodne <.
wrzgledem 1 oraz m i przyréwnajmy je do zera. Otrzymamy wowczas dla
wyznaczenia wspoétezynnikéw kierunkowych I i m dwa roéwnania, okre-
Slajgce kierunek plaszezyzny. ukoénej, na ktérej =, przybiera Wartosm
ekstremalne: ‘ '

[tles— )+ 0y —o)m? — L (s, —a)] =0,
(a4)

im [(0'1_0'3)12 ‘|‘(02_0'3)m2“—“;‘_(0'2_0'3)] =0 .

'Réwnanié (4.4) posiadajg nastepujgce roniazania:

=0,
_ n=r--1;
1 : 1
= - — = =
m —V@ . — ¥V 2
[ == - m=0,
1. ‘ 1
= = = i
) 3 n=-+ 5

Jezeli wyrugowalibyémy ze zw1azku (4.3) nie n lecz 1 lub m, to otrzy-
mahbysmy inne, pozostate jeszeze rozwigzania.

Wszystkie uzyskane rozwigzania zebrane sa w-tablicy 1.
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o Plervdze - trzy kolurany tablicy — zawierajace ‘cyfry — o’kresla]a
pIaszczyzny glowne (na nich 7, ma WartOSC eksiremalng, réwng zeru).
Trzy dalsze kolumny ‘okredlaja ptaszezyzny przechodzace przez jedng
g g}ownych osi i dzielace na polowy kat miedzy dwoma pozostalymi osia-
“mi gtéwnymi. Zespot wszystkich ‘plaszezyzn, odpowiednio réwnolegle
przesunietych w przestrzeni, tworzy dwunastoscian rombowy (rys. 12).

S ‘ Tablicz; 1 ’ . _
1 | +1 0 0 0 il/z J_rl/g
m 0 +1 70 i]/’% 0 il/%
"n .. ‘. 0 | .0 | +1 il/g il/g 0

7 Ozriaczaja,c- preez. 7, napreﬁénia fcinajgce pglowne na Scianach tego
dwunastoécianu, przecinajacych sie z osiami u i » (#,v=1,2,8; p ¥),
otrzymamy po podstawieniu odpow1edmch cosinuséw klerunkowych do
wzory (4.3)

(4.5) le:i%—gg"’ Tgg ==k “gg"“g”%“’ Ty =1t

Oy — 03
2
O wzorach t4.5) moéwilismy juZz poprzednio [por. (3.5)].

Zauwazmy, ze po dodaniu zwiazkéw (4.5) stronami otrzymamy

Tyg 1 Tas 7 = 0.

Dla piaskiego stanu naprezenia mozemy teraz wyprowadzi¢ z latwoscig
dobrze znany . Wmosek ze najwieksze naprqzeme styczne dziata pod kg-
~ tem 45° wagledem kierunkéw gléwnych i jest réwne

6, - polowie roznicy naprezen glownych.
- - Reasumujge to, co _powiedzielié_my o stanie napre-
zenia, wypada stwierdzié, ze wyréznilisémy nastepujace

T wielo$ciany, nazwane gléwnymi:
/ J 7 (1) sze$clan giéwny (rys. 10); na $cianach sze$cianu
rd . gtéwnego wystepuija jedynie¢ naprezenia normalne,
Rys. 10 - . zwane naprezeniami normalnymi gléwnymi; -




(2 o$miofcian gléwny (tys. -I1);-na | éciany”oémioécianu gléﬁv'nego_ '
dziataja naprezema normalne, odpow1ada]ace stanow1 msmema hydro~"
statycznego

Usr:?(%*i‘gz‘i‘%)i

oraz naprezenia $cinajace «o$mioScienne» .
Tn == Ty Ozred = 3 1/ 0'1_0'2 T ( 27 oy} + (o — 0'1)2_;

Rys. 11 ) ' " Rys. 12

(3) dwunastescian glowny (rys. 12); na Sciany dwunasto§cianu glow-
nego dzialaja naprezenia Scinajace gldwne

o

0y Uy ) Oy — - . 03— 04
T1z;i“—§‘—“’ _Tzszi—z‘: ‘rmzj———————z
oraz naprezenia normalne
6yt oy R T R A
Tia == 9 ! Toy = 9 r 031—‘5--2—-.

§ 5; Stan odksztalcenia W ﬁunkcie
Pomiedzy stanami odksztalcenia i naprezenia istnieje §cista.analogia.
Wydtuzenie odcinka, ktérego kierunek okresla]a; Wspolczynmkl I, m,
i n, jest rowne :

{5.1) e=e ok gy M2 + 6,12+ Im+ v min 4 y;;'wyl'. R
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3.Wyrazeme to ]est podobne do wyrazenia (2.2) dla naprezenia normalnego.
.Wé wzorze (5.1) nie wystepuja atoli dwdaiki, gdyz do tensora odkszialce-

: ?'ma wprowadzone zostaly wielkoel y.y/2,..., zamiast odpowiednio 7.y, ..
‘. (por. str. 75). Na podstawie analogii mozemy wnioskowaé, Ze w kaidym
" punkcie ciata istnieja trzy gtéwne osie odksztalcenia; widkna skierowane
wzdtuz tych osi doznajg tylko samych wydluzen, a katy proste pomlqdzy
" klerunkam1 tych wiékien nie ulegajg zmianie.

Wydtuzenia glowne &, & 1 &; wyznaczyé mozna Z rownama szescien-

nego [analoglcznego do (2.7}
{5.2) g—elm +emy—my=—10,

gdzie my, 7@y 1 M3 sg niezmiennikami stanu odksztalcenia (okreSlonymi przez
- wyrazy tensora odksztalcenia, przy czym symbol @ == ey = ©; por. -
str. 76). .

751=8x+8_y+82,

. : 1
(5.3) n2 —=eo.8, T o8, e 0 _Z(?’iy "tV T Ve
1 ] 2 2
l‘ﬁ?. E 8,8, + yxy yyz Ve ™ 4 (sx Vyz + &y Vzx +,sz ny) .

W ciele izotropowym gléwne osie odksztaicenia i naprezema pokry-
waja sig ze soba.

Stosujac dalej wzmiankowang analogie otrzymamy wartoS¢ wydiu-
zenia e, w kierunku normalnym do plaszezyzn oémioscianu gléwnego
[por. wzor (3.6)_] rowna

(5.4) . V anl(€1 "i— 62 + 83): Edr . o

Posumema dla plaszczyzn oSmiodcianu [por. wzbr (3.4), w ktérym 7,
zastapié trzeba przez y,/2| sg réwne -

(5.5) - PYn == 3 ]/(31 —ep) + (82 — gy b gy = &)’

Wyrazenie powyzsze nazwat H enc k y mtensywnosma odksztatcen stycz—
nych.

Wzor . (5.5) mozna przedstawié réwniez w postam podobnej do (3 8),
mianowicie

58 y=— ]/( )k (e — e (e, — e o, 2, )
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Wyrazenia dla posuwow 2) gléwnych [anaioglczne do wyrazen (4. 5) dla

naprezen gléwnych] przybieraja postaé nastepujaca:
. Vlz#i(-‘h_sz)a
- (5.7) Yoy ==H (8 — &),
Va1 =& {es— £1).

W teorii plastycznodci duzg role odgrywa wielko§é proporcjonalna do
tzw. posuwu «ofmiofciennego», zwana intensywnoScig odksztalcen i de-
finiowana w spos6b nastepujacy:

3

5.8) ei—m—eo oy —
58 2/ (149) *

1 . .
=g V) e ey e e e G G ).

Dla. liczby Poissona v réwnej 1/2 otrzymuje sig

1
&= —F7———%¥n
V2
§ 6. Prazwdspr(;iystoéci

Jak wiadomo, dla ciala izotropowegb podlegajgcego prawu Hooke' a
przy zalozeniu malych odksztaicen mozna zapisaé prawo sprezystodel
w nastepujace] postaci Lamégo:

e=2Ge; + A0, Tey =G Yy,

(6.1) . O'yZZVGEy"I"‘J-@, Tyz:G?yz,
O‘z=2G82+A@ ' sz=G?zx.’

Tutaj A jest jedng z dwéch statych Lamégo, Wyrazajqca sie przez mo-
dut odksztalcenia postaciowego G i liczbe Poissona » w nastepujacy

sposdb:
_2Gy |
T 1—29"

0 jest odksztalceniem oﬁthoéciowym co oznacza, jak wiemy, ze

—~8x"|—8y+8z——-385'r

?) Uzywamy tutaj réwniez terminu «posuw» zamiast dwuznacznego «posuniegcia»
lub diugiego <kata odksztaleenia postaclowegos. ’
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Odejmujac od siebie parami pierwsze trzy réwnosci (6.1) otrzymamy
SR axfaé.%ZG(.sxﬁsy),x
(62) oy —0:=2G(ey— &),
. G'z_“(f,\:——"‘zq(ﬁzﬁ.ﬁx),‘
skad o '

[

- S ay—oay By — &y T Gye—or Ey—e&s
{6.3): - = , I T T LI
o Oy — Oz gy — &z Oz = 0y 8z §x

Przypomnijmy (por. rys. 13 i 14), jak wygladaja kola Mo hra dla trojwy-
miarowych stanéw naprezenia i odksztalcenia (w zalozeniu, ze, Jak to’ ]uz
Wspommehsmy, 3est Oy 0y Gy i ponadto &, >, > s)s

I Y
' Z

)

=Y

ol
-——'-—2T

Rys. 13-‘ L : o o Rys. 14 ‘

Rownama (6.3) dowodza, ze kola Mo hra dla-napreZen sg w sposob
c1agly geometrycznie podobne do ket Mohra dla odksztalcen, ,

Podobiefistwo k6! M o h r a dla naprezea i odksztatcen bywa cze;sto ‘
przyjmowane w teorii plastycznosm jako jeden z aksgomatow

Zapiszmy rbéwnania (6.2) w naprezemach g}ownych czyh dla «gIow—-
hego szeScianu»: :

. o — 0, =2G (g — g,),
(6.4) B 62—03%2G(52—e3),
. 03— 0;=2G (gy—e2,).
Wedtug zaleznosei (4.5) jest (2 gpo.minie‘ciem‘znakéw)
(‘)’1";(3-'2=2T12,‘ _ t_r-g—-G,;j_’:AZTzs,‘ 65—01;—;‘21731;
a wedlug zaleznosei (5.7) S T | L i

81— 8y =Yg, E3 78y = Yoy, . E3T BT Ps1-
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Wobec tego zamiast wzoréw (6.4) otrzymujemy

Tia:G’)’m, .

7(6-5) Tag =™ G}’as y
. Tyt = G5 -

Wynik ten mozna otrzymac z bezpofredniego zastosowania prawa '
H o o k ¢ a, jezeli rozpatrywaé szeScian, ktorego Sciany sg réwnolegle do
{rzech geian glownego dwunastoscianu rombowego. Na &ciany tego sze-
Scianu beds dzialaly glowne naprezenia $cinajace, okreélone wlasnie wzo-
Tami (6.5). _ T o

‘Rozwazmy 7 kolei szeScian zorientowany wzgledem kierunkdéw glow-
nych tak, aby para Scian réwnolegiych byla przynaleina do «gléwnego
ofmiodcianu», to znaczy, aby na te seiany 1 na drugs pare &cian, prosto-
padiych do nich, dziataly naprezenia $cinajace «oSmiofeienne» . Niech
te naprezenia beda prostopadie do odpowiednich krawedzi tych Scian.
Wéwezas na podstawie prawa H o 0ok ¢ a  otrzymujemy . o

-{6.6) o T =G,

Zgodnie ze wzorami (3.8) i (5.5) mamy teraz dla kierunkéw giéwnych

(6-7) Tn = “%’ ]/{_‘71 — 0'2)2 + (ga— 03)2 ‘%‘-:(03 — )=

B N e e

Nazwijmy, jak poprzednio, «intensywnoscia naprezefi» Iub «napreze-

hiem uogdlnionym» (jest to réwniez naprezenie zwane sprowadzonym lub
zredukowanym) wielkod¢ [por. wzory (3.8) 1 {3.10)] -

a «intensywnodcig odksztaicefi» lub «odksztalceniem uogélnionym» wiel-
kosé [por. wzory (5.6) i (5.8)}, (3.10), :

3 .
g = " Pn-
Tavaia+n
Biorae pod uwage zwiazek :
: R
6.1.1) : . ) G——_——~—2 (1__4"4,),’_

o1




 otrzymujemy, -

= Tn

3 3 B 3

—— = =E - =~E€ .
,/EGa”‘_ Ve 2+ T ey B
. Korzystajace z zaleznodcei (3.10) otrzymujemy ostatecznie

B (6.8) oi=FEeg;,

W teorii plastyeznoscei réwnanie powyzsze po-
siada donioste znaczenie, jednakze symbol E nie
przedstawia sensu stricto modulu Y o un ga
(rys. 15), lecz wspélezynnilk zmieniajacy sie wraz

& ze zmiang stanu odksztalcenia i ponadto zmienny
. od miejsca do miejsca (gdy stan naprezenia jest
Rys. 15 niejednorodny).

G;

§ 2. Prawo zmiany objetosci i prawo zmisny postaci

Dodajmy do siebie stronami trzy pierwsze réwnoéci (6, 1). Otrzymamy

wowCzZas _
(7.1) Gt oy to:=QG+3) (et e te), 0
- gdzie wobec istnienia zwiazku (por. str, 89) |

_  2Gy

3“1—21)

jest .

I 1—234 39y E

2G+31—2G(-——+~——~1_2y )hEI_zv.

Wobec tego ze wzoru (7.1), po podzieleniu obu jego stron przez 3,
otrzymujemy ‘
(7.2) Osr = Eos.s‘r )
tutaj przyjeto oznaczenie

0 === - ==
) 1—2y 3K _
(E° moina uwazaé za objetoSciowy modut sprezystoéei; symbolem K -
oznacza sig czesto E0/3).

Poniewaz jest

@=3£s’r,‘

wige mozemy réwniez napisaé
(73) B A rwi v Lt
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© " Wezory (7.2) lub (7.3) wyrazaja tzw. prawo zmiany objetosci. Wedlug
tego prawa naprezenie $rednie jest proporcjonalne do odksztalcenia sred=
niego lub tez do odksztalcenia objetodciowego.

Doswiadczenia wskazuja, %e prawo (7.3) nie tracl waznosci réwniez .
przy bardzo duzych oy (o wiele wigkszych od granicy sprezysioéci przy
prostym rozciaganiu) i wobec tego @ obliczane ze wzoru (7.3) jest prak-
tycznie, w bardzo szerokim zakresie zmiennoSei g, sprezyste. Czysta
zmiana objetosel jest wiee niemal zawsze sprezysta, lub tez inaczej: ten-
sorowi kulistemu T? odpowiada, praktycznie, sprezysty stan materii.

Wroeémy teraz do zwigzkéw (6.1). Odejmijmy od nich stronami réow-
noseé (7.2). Otrzymujemy w ten sposéb pierwszg zaleznoéé w postaci

'

o’x—;-o-'grx 2Gey +A@'—--1_E2yegr=
=2G(ec + T-sz; 3 &4r) —.g—(liél_rg_—j}w—)efrézf; (6x— &sr)
i podobnie dwie dalsze zaleznosci.
Ostatecznie mamy
[0 — o5 =2G (ex—&sr), txy=2G%y“:
(7.4) 0y — 05y = 2G (8y — s57) =202,
lo: — o5 = 2G (er—ear), T =2 G

Zwigzki powyzsze moina réwniez przedstawi¢ w nastepujacym sym-
bolicznym zapisie tensorowym:

1 B
Ox Osr . Txy Txz Ex Esr T Yxy '217 Yxz
. — 1
(7.5) Tyxe Oy~ 0Oér Tyz =2G 3V G —&sr 1Yz
1 1
Tax Tzy Oz Ogr L F Vex T Yy 8z — E§r

Korzystajge z oznaczen (1.3) 1 (1.5) mamy
(7.6) . D.=2 GD..

Wzbr (7.6) wyraza prawo zmiany postaci. Prawo to stwierdza, ze de-
wiator naprezenia jest propercjonalny do dewiatora odksztalcenia, lub
ze czyste odksztalcenie postaci jest wywolane przez dewiator naprezenia.
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—._-".]'e'z.é.l.l '\fzrocmqy do prawa zmiany objglosci (7.2); to po zastosowaniu
" oznaczeh- (1 4) i 4.2) mozemy je zapisa¢ réwniez w postaci tensorowej
.JWU : o WA@@

gdme E° —E/(l 2 v) ]est objetosciowym modutem sprezystoscl. Dla »=1/2;
- tzn. dla cial, ktérych objeto§é uwazamy za nie ulegajgca zmianie w trak-
cie odkszta?{cema olrzymujemy wniosek o znaczeniu czysto formalnym
Eﬂ = 00O, .

WYKELAD I11
§ 8. Warunki piastycznoe,cl (hlpotezy wytlzymaloscwwe)

Hlpotezy wyltrzymatosciowe nazywa sie dzisiaj racze] warunkami pla-
stycznoscil. Ta nazwa jest o tyle stuszniejsza, Ze w istocie chodzi tutaj
o uplastyczmeme materiaty, a nie 0 jego zniszczenie przez rozdrzielenie,
przesuw lub zmiazdzenié,- O hnpotezach Wytrzymaloscmwych nalezatoby
raczej mowié przy rozwazaniu granicznej no$nosei cial kruchych, czyli
pekajgeych bez uprzednich, widocznych, trwatych odksztalcen. Takie za
ciata sg wiasciwie dotychcezas nie zbadane, W dalszych naszych rozwaza-~
niach zajmiemy sie wylacznie cialami ciggliwymi, tzn. cialami odksztat-
cajgeymi sie w sposob Atrwaty przed wystapieniem zniszczenia (np. stal
niezbyt twarda), czyli tzw. ciatami sprezysto-plastycznymi. Zagadnienie,
ktére cheemy teraz rozwazy¢, sprowadza sie do pytania, jakie czynniki
sprawiajg, ze pewne miejsce ciala ulega uplastyczmemu czy tymi czyn-
nikami sy naprezenia wystepUJace w danym miejscu, czy tez odksztatce-
ria, czy jedne i drugie, czy wreszcie niektére z ich sktadowych, Przy roz-
cigganiu, tzn. przy naprezeniu jednoosiowym, sprawa Jest jasna: ekstre-
malnym napreZeniem wywolujacym uplastycznienie jest naprezenie oy,
rowne tzw. granicy plastycznosei (obserwowanej na wykresie préby na
rozeigganie). Przy ztozonym, przestrzennym stanie naprezenia sprawa sie
komplikuje. Wiemy, 7e wtedy stan naprezenia w danym miejseu charak-
teryzuje sze$e wielkosel lub wladciwie trzy, tzn: naprezenia gléwne, gdyz
kierunki‘tych ostatnich dla rozpatrywanych tutaj cial izofropowych uznaé
wypada za o*bomtne Jezeli za osie ukladu odniesienia obierzemy napre-
zenia gléwne, to mozna zbudowa¢ powierzchnie, zwana graniczna po-
wierzchnig uplastycznienia, okreslonac réwnaniem

(8.1) flo1, 00, Ua)-—o-

- Zbibr tréjek liczb oy, 03 1 o, odpowiadajgcych tej powierzchni ma
przedstawiaé wszystkie stany naprezenia, ktére powoduja w danym mjej=
scu przejécie materiatu w stan plastyczny.
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Znamy ‘roine hlpotezy €o do przyczyn powstawama stanu plastycz-"
nego materialéw. - - J ‘ RS
Pierwsza hipoteze podal G a 1 i 1 eUuUsSz w XVII w. TWlerdzlk on, e
uplastycznienie wywolane jest przez najwieksze naprezenie gléwne; gdy
to ostatnie osiaga pewna wartos¢ opr, nastepuje uplastycznienie materia-
tu. Hipoteza ta nalezy -do przeszlodci, gdyz obala jg doswiadczenie
z wszechstronnym $ciskaniem; ci$nienie moze byc’: w tym przypadku
znacznie wieksze od o,/ przy rozcigganiu, a mimo fo material nie ulega
zniszczeniu Iub uplastycznieniu (doswiadczenia A: Féppla i nastep-
nieP. Bridgman a). Gdyby te hipoteze ograniczy¢ tylko do maksy-
malnego naprezenia rozeiggajacego, to-i tak nie potwierdza sic ona dla
ciat ciggliwych. g :
Wedlug drugiej hipotezy przyczyna uplastyczmema materiatoéw jest
najwieksze Wydluzeme jednostkowe (gtowne). DoSwiadcezenia obalily row-
. niez i te hipoteze; mimo to byla ona jako coparta na autorytecie S ain t-
Venanta dlugo uznawana we Francjl i w Niemczech
Trzecig hipoteze, hipoteze najwigkszego napreZenia stycznego, podat
Coulomb w XVII w. Jezeli przyjaé, jak fo poprzednio czynilidmy,
ze : S
0 = Gy = 03,
to ze wzoréw (4.5) otrzymuje sie pomijajac znak

(82) Tmay = Tig — ‘0_'[:—05'
. . . .. 2 . .

Wedlug hlpotezy C ou 1 0 m b a uplastycznzeme materla]:u naste;—
puje wowezas, gdy wmar przekroczy pewng wielkoSt pums .

Dla czystego rozciagania w kierunku o, jest.. . . °

‘ &Z=O‘3=0!

wiec W momencie 'uplastycznienia jest tutaj

(83) e : R '_E'max:'!fplasz‘:%-

Zauwai‘my od razu, ze wspblezynnik 1/2 w tym wzorze nie odpowiada
wynikom do$wiadczen, ktdre okreflaja jego wartos¢ na bliskg 0,58.

Dla hipotezy - C o u 1l o m b a réwnania okreflajgce powierzchnig
graniczng, {8.1), zapisane w ukladzie osi giéwnych, przyjmuja nastepujaca
postaé: . '
lo-l-_ 621 == 0Opl,

8.4y ' . lay— 03| = opt,

loy — a4 | = op1 .

95




N_i_e_trﬁﬁnb,iauwaiyé, ze warunki (8.4) okreslaja graniastostup heksa-
_ gonah_iy,' jednakowo nachylony wzgledem trzech 6si wspélrzednych 6y, 0, 1 0y
“(rys.16). ‘ . ,

Rys. 16

Ze wzordw (8.4) dla o, =10 otrzymuje sie (por. szesciobok po prawej
stronie rys. 16) | k ‘ . L

0, — 63 ="t 0p,
Gﬂlﬁiaﬂl:‘

Gy = - 0p:.

Doéwiadezenia G u e s ta potwierdzdjy stusznosé tej hipotezy {ob-
jety one rozciaganie i skrecanie rur poddanych réwnoczesnie dzialaniu
cifnienia wewnefrznego). '

Mo hr, tworca czwartej hipotezy, uogé6lnia hipoteze C o ul o m-

" ba-Guesta zaréwno na ciala
4t kruche (zniszczenie ich nastepuje
na skutek pekniecia czyli rozdzie-
lenia), jako tez i na ciata ciggli-
we (zniszczenie ich nastepuje w-
ogblnosci na skulek przesuwdw,
ezyli  poélizgéw  plastycznych).
Twierdzi on, Ze uplastycznienie
lub zniszezenie materiatu zalezy
od wladciwosci samego materialu:
mianowicie, te sfany nastepuja al-
bo przy pewnej granicznej warto-
: Sci naprezenia stycznego z, zalez-
Rys. 17 nej jeszcze od wartofel napreﬁe-‘-

|
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nia normalnego ¢ w tych plaszezyznach, w ktorych: dziaia 7, albo pray .
vewne] wartofci naprezenia rozciggajacego. ,

Przedstawmy przestrzenny stan naprezenia w danym: punkme (tutag
0, << ay <0, za pomocg kdt Mohra (rys. 17). .

Najwicksze kolo M o h'r a, wyznaczone przez naprezenia oy i oy,
przedstawia stan naprezenia dla plaszczyzn réwnolegtych do osi o kierun-
ku o, Czedci zacienione wykresu przedstawiaja naprezenia w przekro}ach
‘skierowanych dowolnie.

Poniewaz zaréwno w teorii Coulomb a, jakiw teorii M ochra -
chodzi o najwieksze naprezenia Scinajace Tme: [por. wzor (8.2)], to znacze-
nie istotne posiada wladciwie okrag najwickszy, natomiast wartosé o,
staje sie obojetna (nie potwierdzaja takiej opinii doSwiadczenia Lodego
i analiza wazniejszych nowych doswiadczen, przeprowadzona przez
I1juszin a) Niech punkt P (¢, 7} reprezentuje 'naprezenia oglz
w plaszczyénié najniebezpieczniejszej — gotowej do poslizgu plastyczne-
go (jak wiemy, po przekroczeniu granicy plastycznosdci na powierzchniach
ciata pojawiaja sie delikatne flady ukladdw linii poslizgowych materialu),
Zbior tego rodzaju punktéw P tworzy linie standéw granicznych, ktore
muszg byé obwiedniami rodziny két M oh r a, bo z zaloZe-
nia P jest naJnlebezpleczmerzym stanem dla danego kola, a wiec nie
moze ‘byé innych przecieé ‘
tego kota z liniami standow T
granicznych poza punkta-
mi P. Gdy naprezenia
glowne =z rozciggajacych
przechodza w Sciskajace,

"tokola Mohra przesu-
" wajg sie coraz bardziej
w lewo. Obwiednia ich
musi albo rozbiegaé sig z
lewej strony osi z, albo
byé réwnolegia do osi e Rys. 18

W prze01wnym razie miej-

sce jej przeciecia z osia ¢ wyznaczaloby warto$é niebezpieczng wszech-
stronnego §ciskania, dla kidrego kolo M o hr a redukowaloby sie do
punktu i bytoby

01—0'3(‘—‘72)_“l—P _ (P>0)
A przeciez stanowi wszechstronnego sciskania nie odpowiada, jak méwi-

lismy, zaden stan niebezpieczny (przynajmniej praktycznie). Natomiast
punkt B (por. rys. 18) odpowiada stanowi wszechstronnego rozeiggania:

(Il:gz:gs’:p_
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G Zagadmemom tym posw1econa jest bogata literatura, jakkolwiek brak
‘ 'Jest dotychezas dostatecznie. smsiego ich rozstrzygniecia. Warto wymienié -

A. Leona
Zdecydowanym przec1wmk1em teorii M o hr a byl tworca ogblnie

dzié przyietej (piatej) hipotezy energetycznej, M. T. H u b er. Szkola
radziecka (Iljuszin, Kaczanow, Sokolowski iinni
zdecydowanie popiera teorie Hubera jako najbardziej zgodng z do-
$wiadczeniem (warto wspomnieé przy tej okazji, Ze istnieje rowniez nowa

Rys. 19

tu m. inn. ostatnie prace uczonych wiedefiskich zwigzanych. ze szkola

rosyjska teoriz Dawidienkowa-Frid-
m a n a). Czesé uczonych zachodnich ppowiada -
sie jednak w dalszym ciggu za teoris M o6 h r a.

Teoria Hubera oparta jest, jak Wiadpmo,.-
na pojeciu energii- sprezystej, izn. na pojué;ciu
energii pdtencjalne‘j, nagromadzonej w ciele spreg-
zystym odksztalconym (rys. 19).

Jezell cialo podlega prawu - H o o k €' g, fo
praca ‘elementarna, wykonana przez napreZenia
normalne o, dzialajace na dwie przeciwlegle
Sciany szeScianu »jednostkowegos, przy jego od-
ksztalceniu o wielkoscl de jest réwna

ode.

Calkowita praca wykonana przez te naprezenia do momentu oﬂpo-
wiadajacego stanowioy, er jest réwna o ex/2. —
~ Ostatecznie zatem energie sprezysta jednostkowsy (wlascmra) przed-—
stawia (w naprqzemach giownych) wzor

(8.5)

29—0’181+0282+0’383

lub w zapisie tensorowym

(8.6)

Wobec istnienia zwigzkdw (por. str. 76 i 78)

(87)

29 =TT, .
T =T} D,
T=T"+D, .. B . .

po ich przemnozeniu ofrzymujemy

(8.8)

29 =TT+ D D, 4 T°D 4 T'D —T*T +-D D_,

gdyz mozna Wykaiaé, ze jest

08

0D, +10D,=0.




Wynika stad ze -energia spre;zysta jest rdwma sumie energn Sprﬁzystef
odksztalcenia objetosci i odksztalcenia postaci. PrzedstaW1my to ]ednak;
wyrazniej przekszialtcajac odpow1edn10 wzor (8.5), e

Przyjmijmy, ze naprezenia i odksztalcema gtowne zostaja rOZlOZone-
na dw1e sktadowe:

. -01:514‘0'#: g =6+ &g,
(89) ) . . Gy — 6’2 + &, L 52 + 851,
0’3233“‘"’03’,-, ; ‘_83253"{»8‘#,
gdzie, jak zwykle,
1
Gs‘r——(ffl‘f 0’2+03) SS'r:?(S;‘l‘Sz‘i‘.fs)-‘

Podstawmy POWYZSZE wyrazema do wzoru (8.5), a otrzymamy po prze-
ksztatceniu -

(8 10) 29""3Gsrsvr+01£1+0'282+0‘38l,
Jak Wlemy, jest
Besr==g,+ eyt 6,=@,

gdzie symbol @ oznacza odksztalcenie 'o;’bjetos’ciowe jednostkowe, Gdy na
te ‘sama objetofsé jednostkows dziala naprezenie hydrostatyczne oy, to

(8.11) . . Bosresy =294,

gdzie 9, oznacza prace (energie) odksztalcenia objetosei. Wobec tego
reszta wyrazdw we wzorze (8 10) przedstawia energle odksztalcema po-
staci (D). Jest zatem

(8.12) B 209, =0,8,4 G5+ 05, -

‘ Ot6z wediug hipotezy Huber a warunkiem uplastycznienia mate-

riatu jest osiagnigcie przez I (czy tez przez 29, wartoéci maksymalnej;
gdy nastapi juz uplastycznienie, wielkoi¢ ta pozostaje stata (dlatego hi-
poteza ta byla nazywana hipotezg stalej najwieksze] energii czystego
odksztalcenla postaciowego), Mamy zatem dla matenalu przeprowadzo-
nego w stan plastyczny ' :

(8.13) 0y &+ 0,8, 7, 5 = const.
Weﬁlug prawa H ookela jest

Or==Eep _ (k=1,2,3).




Zarmast zatem wzoru (8.13) napisaé¢ mozna

""(8 14) SR : ~l—o§—|—0'qmconst

' Odejmijm—y teraz. od powyzszego wzoru sironami réwnosé
(oy -+ o5+ 0y)?
3

Po przekszt-alceniu i powtérnym wprowadzeniu skladowych o, 65 i 0y
ofrzymujemy .

=0.

®.15) (01— 03 + (63— 03 + (0 — 0P —

(symbol ¢ oznacza tutaj wielko$t stala). :
Dochodzimy z kolei do wainego wniosku poréwnujac ten wzér z wy-

razeniem (3.4) dla 7,. Okazuje sie, mianowicie, ze jest . K
. C ]
(8.16) Tn = ?‘ .

Wynika stad, ze hipoteza H u b e r a réwnowazna jest hipotezie
najwigkszego (statego) naprezenia Scinajacego. o§miosSciennego.

Zastanbwmy sie teraz, czemu jest réwna stala c. Dla czystego rozma—- '
gania w momencie uplastyczmema materialu mamy 0’1——-'0"9!, Og=0,==0.
Z (8.15) otrzymujemy woéwczas

(8.17) o c=V 20p.

Oznacza to, ze warunkiem uplastycznienia, zgodnie ze wzorem (8.16),
jest osiagnigcie przez naprezenia Scinajgce oSmioScienne, tzn. przez tzw.
intensywnes¢ naprezen $cinajacych, wartosei kranicowej

3 ;
]/2 O'pt'.

‘E‘n::

Poniewaz wykazali$my poprzednio, (3.10), ze

o

3
== Tay
Ve
wiec warunek uplastycznienia méterialu, w._uzaleznieniu od intensyw-
nosci naprezen, przyjmuje nastepujaca postaé: '

0;{=—0p}.

Powyzszy warunek moina roéwniez wyprowadzi¢ w nieco odmienny
sposéh.,
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Jak wiadomo, energia odksztalcenia postac1 [por takze Wzor: (8 15)]
_jest rowna .

1+
6E

5y — o — 02 + (63 — 0,4+ (05— 07)?] |

‘Dla prostego rozciggania otrzymujemy

3]‘ rozc 8§ E Groze
wobec czego Wprowadzaja‘-c, poiecie ozreq, tzn. «sprowadzajac» zlozony stan
naprezenia do prostego rozciggania, mamy

149 149
8;=2 §f a6k

llor—0u)* +(0g—a3)" + (03— 0] -

Mozemy zatem napisaé [por. (3.9)]

: 1
Ozred == ———= (O’l —_ 02)2:“|“ (Uz — 03)2 +- (03 - 61)2 .

V2

y A=\ szescigkat
’ C Louiomba
74
' 3
s 7 el l‘ﬁSﬂ
—_ Hubera

Rys 20

Podobme wige jak istnieje warunek uplastyczmema materiatu przy
prostym rozc1a,gan1u,

v

Troze ==0pt ,

tek tez otrzymuje sie warunek uplastycznienia w przypadku ogélnym

Tzred — Opi »

Warunek (8.15) okreéla tzw. walec (kolowy) H u b e r a nachylony -
jednakowo wzgledem osi wspéirzednych, ktore obrano w kierunkach na-
prezen gléwnych, Zaréwno widok samego walca Hu b e r a, jak i jego
przeciecie z plaszezyzng wspolrzednych oy, o4 przedstawione zostaly na rys. 20.
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; :d'qklé'dni'éjszych rozwazan wynika, Ze walee Hu b e r a opisany
jest nia tzw: graniastostupie C o ulo m b a - Stad wniosek, ze po-
wierzchhie graniczne, przedstawione rownaniem f (a4, oq, 04}=0, nie wyka-
"i'{zja, wujeciu Hubera i C ou iomba znaczniejszych od siebie
““odstepstw; obie zatem hipotezy, a wige hipoteza energetyczna i hipoteza
" ‘najwickszych naprezef scinajacych, sa niemal réwnowazne. Doswiad-
czenia (przeprowadzane gidwnie na rurach poddanych cisnieniu we-
wnetrznemu: Lode, Nadai RoS i Eichinger, Taylor
i Quinney, Schmidt iostatniow1945T. Davies) wyka-
zaly wyraznie lepszg zgodnos¢ z wynikami pomiaréw warunku H u b e-
r a niz innych-hipotez. " :
Zatrzymajmy sie¢ wiec ostatecznie na warunku plastycznosci H u- -
bera Kktory stwierdza, ze uplastycznienie materiatu nastepuje w chwi-
1i, gdy wyrazenie (3.9)
3 1, —
- G0 Ozred = _]E Tn :ﬁ V(o — o) +{0y— 63 + {0 — &))°

osigga warto$é réwna o (tzn. réwng granicy plastycznosei okreslonej
dla prostego rozciggania), i to niezaleznie od tego, jaki (liniowy, plaski czy
" i b a6 ¢ przestrzenny) stan napreZe-
~ nia panuje w danym miej- .
scu.” Dla’ materiatu idealnie
. plastycznego Oued = 6; PO-
‘zostaje state w catym okresie
plastycznym. Na rys. 2la
‘ . ‘¢ przedstawiony jest wykres
Rys. 21 (0, &) dla ciala idealnie pla-
stycznego, na rys- 21b dla
ciala plastycznego ze wzmoenieniem linjowym, a na rys. 21 ¢ dla materiatu
rzeczywistego (stali). :
Obecnie, dla skonkretyzowania na-
szych  dotychezasowych — wywoddéw,
pokazemy, * jak rozwigza¢ stosunko-
wo proste (zreszta do§é wazne) zada-
nie teorii plastycznofei «w napreze-
niach». .
Praykiad. Plaski pierscien z mate-
rialu plastyeznego (rys. 22j.

Zalézmy, 7e mamy pierécien poddany Rys. 22
kolowo-symetrycznemu stanowi napreze-
nia. Niech odksztalcenia w kierunku prostopadl'ym do plaszczyzny piers-
cienia  nie natrafiajg na opor (tzn. niech o; =10).
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Jest z zalozenia
gy == 0or(r) oraz o= o {1).
Wobec symetrii obeigzenia i uktadu jest rowniez 7= 0, zatem o, i oy 53
naprezeniami gtownymi. Zatézmy, ze odksztalcenia sa male (robimy to
w tym celu, aby roéwnania réwnowagi elementu moéc utozy¢ dla elementu

nieodksztalconego). Z réwnowagi rzutéw naprezen na promien r otrzy-
mujemy réwnanie, znane ogélnie z tzw. zagadnienia L a meégo,

' d
(8.18) _ Tﬁ:mfm-.

Warunkiem idealne] plastycznoéc-i materialu {zauwazmy, ze chodzi
o idealna plastycznoéé w kazdym miejseu rozpatrywane] konstrukcp) jest

‘ Ozrad = Opl = k
gdzie k jest pewna stafa.

Stad dla ¢, =o0.=0, ¢, =0y Oraz 6, = o; ofrzymujemy
{8.19) _ ) ot —o, 0, af = k7.

Jak wynika z réwnan (8.18) i (8.19), zadanie mozna rozwigzaé¢ na pod-
stawie tych réwnan bez rozwazania odksztalcen (oczy\msme, tutaj — tylko

trwaiych odksztatcen). 5

Rownanie ((8.19) przedstawia
elipse plastycznosci Huber a
Wprowadzimy nowe zmienne.
W tym celu obroémy wspol-
rzedne o i o: o kat 45°% przyj- ’
ma one wowezas potozenia od-
powiednio ¢ i o i pokryja
sie z osiami elipsy {(rys. 23).

Sy

Mozna dowiesé, ze podlosie
te] elipsy sa rowne odpowiednio

-

{8.20) Ca=)2k i b=7/%k
a wiec réwnanie kanoniczne elipsy w postaci parametrycznej jest
a —asm@—]/stm@

©(8.21) , —
G wbcos@~]/ kcos® .
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W '\.ﬁv'.jmiku dokonanego obrotu otrzymujemy (rys. 24)

& 6

O P g

IS
G‘-:(O‘r + G’{)k'éz*—, .

6l 6 ' /z
450 "'=(.“ff“°') 2

‘Siad

_ or+ o, =2ksin®,
(8.22) {

. 2 _ .
Rys, 24 df——ar:ﬁkcosg,

i po wykonaniu przeksztalcen

a,z—z—ﬂlf: sin (@ﬂf—),
V3 6
(8.23) :
atzz—kvsin(@Jri‘-).
V3 6

Naprezenia o, i ot okreslone zwigzkami (8.23) spelniaja, oczywiscie,
warunek (8.19) %% , 1

Pozostata wige tylko jedna zmiana zaleina, mianoWicie kat @=06 (7},
[jest, naturalnie, @ =0 (r), gdyz, jako kat pomocniczy w ukladzie wspdl-
rzednych o, i o w danym miejscu, zmienia sie on w zaleznosci od zmia-
ny r]. Podstawiamy (8.23) do (8.18) i otrzymujemy réwnanie dla O(r):

(8.24) o r %[sin(@—-%)] —cos@.

9 Sprawdimy to iwierdzenie:

v

. . ‘ .
o§~ a0} g%:% k2 sin® (@— %) —E-kz sin (@ “Z—) sin (@ +~'Z;~) —i——g— K sinz(@ -{—%)

)

w2l ( _E)__( L2 _ ( ,,)
—_3k{1 -cos|28 - 3 cos c0528)+1 cos 2@+3]

22

3.

_2 2( o S ;
3k 2 _cosz@cos3 sin2@sin 3

L]

:—g—(zf.?cosz@mé' _;%+c052@)_2k2, l g.b.d.d.
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Calka tego réwnania jest

9 -
(8.25) %= eV cos®

gdzie C jest staly catkowania. _

. Widzimy, ze w przeciwienstwie do stosunkéw zachodzgeych w teorii
sprezystoSci warunek brzegowy moze tutaj by¢ tylko jeden (odpowied-
nie rownanie rdzniczkowe jest ‘pierwszego rzedu); np. moze byé dane
albo ciSnienie wewnetrzne, albo ci$nienie zewnetrzne itp. Zadanie jest
wige w swej istocie rozwigzane. Szezegdlowa dyskusje uzyskanych wyni-
kéw pominiemy na tym miejscu jako malo istotna.

WYXKLAD Iv

Zanim przejdziemy do ogélnego rozpatrzenia teorid plastycznogei, za-
poznamy sig krotko z nowg pracg W. W. Nowozitowa, [10]. Pra-
ca ta rzuca ciekawe $wiatto na poprzednie nasze wywody. wykazujac wy-
faénile, ze teoria plastycznosci znajduje sig jeszeze weiaz in statu nascendi,
Z drugie]j strony na podstawie pracy Now oz 1% 0w a mozemy stwier-
dzi¢, ze skromne wiadomo$ci, kitére posiedliSmy z poprzednich wykla-
déw, umozliwiajg juz rozumienie prac oryginalnych.

Nowozilow zastanawia si¢ nad fizycznym sensem 1ntensywnos<:1
naprezen stycznych v, =k /{0y — 0,)° + (0, — 04 F (0, — 0,)?, gdzie k=1/3.
Twierdzi on, ze o ile sens fizyczny niezmiennika os = 1/3 (6, + 65 -+ 03)
jako $redniego naprezenia normalnego jest wyrazny, to interpretacja
Ro%a i Eichingera 7. jako naprezenia stycznego oSmioScien-
nego jest watpliwa. Nie wiadomo bowiem, dlaczego wtasnie temu napre-
zeniu ma byé nadane tak wielkie znaczenie w teorti plastycznofei (mozna
tutaj oslabi¢ ten zarzut przypominajge, ze na Scianach odmiofcianu na-
prezenia normalne odpowiadajg stanowi cisnienia hydrostatycznego,
a wice pozostaja bez wplywu na zjawiska plastyczne). RéwnieZ interpre-
tacja energetyczna z, jako wielkosci zwigzanej z praca odksztalcenia po-
staciowego jest watpliwa, gdyz praca ta zostaje obliczona tylko dla ciala
izotropowego i podlegajacego prawu H o o k € a; 71, staje sie zatem
jak gdyby funkeja cech oérodka, a nie czysts éharakterystyka stanu na-
prezenia. Jakiz bedzie wobec tego sens 7, gdy matemalr jest anizotropowy
i nie podlega prawu H o o k & a?

Aby -usunaé te trudnosci p03ecmwe,. Nowoziltow rozumuje
w sposéb nastepujacy. ' '
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i Wezmy pod uwage n%lprQZenia- Scinajace na elemencie dF powierzchni
e ogi'ahiczaja,céj maly objeto$é w okolicy danego- punktu. Na elemencie
" tym panuje naprezenie icinajace, przedstawione poprzednio wzorem (4.3),
=0’} aim*+ oin? — (o P+ o, m? + o, n%) ,

- ' ¥ .
gdzie I, m i n sg to cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni
w ukladzie odniesienia, kidrego osie sg réwnolegle do kierunkdédw napre-
zen giéwnych. Obliczmy érednie naprezenie styczne 7y okreSlone w spo-

s6b nastepujacy:
1.
T
r

F—0

Graniczna wartosé zalezy tu od ksztaltu powierzchni i od jej orien-
tacji wzgledem naprezef gléwnych; np. dla szescianu gléwnego (na ktore-
go Scianach 7=10) jest 15—0. Przyczyna takiego
wyniku tkwi w tym, Ze sciany szeScianu wiaza
sie jedynie z szeScioma roéznymi zwrotami nor-
malnej. «Wobec tego, cytujemy stowa autora,
nie bedzie wilasciwy réowniez, inny kszialt ele-
mentu objetosciowego poza kula, gdyz tylko na
kuli — wobec jej peinej symetrii — przedsta-

2 wione sg W rowne] mierze wszystkie hez wy-
- jatku kierunki pél elementarnych». Przenoszac
srodek kuli do danege punktu i uzywajac
wspolrzednych kulistych (rys. 25) otrzymujemy:
lz'éin@sinq:, _
m=sin®cos g,
N n=—rcos &,
dF =r’sin@dedd, /
F=4ar?,

Wobec-tego po scatkowaniu mamy -

. ‘
Tsr == ]/T5 Vie,—a)® + (U?! — a3+ (os— ‘71.)2‘}-

skad . k=1/)/15.

Wynika stad, e 7. 1 e réZnia sie od siebie tylko czynnikiem staiym.
‘Podobnie jak og jest naprezeniem normalnym $rednim, rowniez 1
mozna (przy k — 1/)/15) interpretowaé jako $rednie naprezenie styczne.
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Zrozumialy rzecza jest z tego punktu widzenia réznica pormedzy za%oze—j S

niem Coulomba (uplastycznienie materiatu warunkuje naprezenie’ .
Tmax PoOjawiajace $ie w danym miejscu) 1 zaloZzeniem Hub e ra-Mi-
sesa-Hencky (uplastycznienie warunkuje wielkosé sredniego na-
prezenia Scinajacego). Takie ujecie podaje réwniez ten sam warunek
plastycznodel dla ciat anizotropowych i dla 01a1 nie podlega]accych prawu |
Hooke a . '

Z drugie] atoli strony nie wydaje sie rzecza mozliwg, aby kryterium.
plastycznosei moglo byé zalezne tylko od stanu haprezenia, a nie od ro-
-dzaju materialu. Poglad taki narzuca sl zwlaszcza przy rozwazaniu ma-
teriatu niejednorodnego. Dla przyktadu przeprowadzmy odpowiednie obli-
czenie dla ofrodka, w ktorym modut” Y o un g a jest funkcja miejsca,
E == E(x,y,z). FEnergia jednostkowa czystego odksztaicenla postacmwego
jest, jak juz mowilisSmy poprzednio (str. 101), rowna

1L

{8.26) D= STy iz [(Ul — 0,)? +(02H*0‘3) +(oy—0,)].
Dla czystego rozciggania preta 3edn0r0dnego omodule Younga E.,

otrzymu;;emy

« ' 1+ 1 ,
B gt 2d— ;;’ e

niejedn,

~ Do poréwnania wybraliSmy tutaj jednorodny pret, aby uzyskaé jak
najprostsze kryterium poréwnaweze. Przyrownujac. (8.26) 1 (8 27) mamy

149 9 1 + p
§EG, g9 e — e o —a = R,

-Skad dla ciata me}ednorodnego byloby '

P B UV A
G:ﬁfje;ﬂ_ ]/2]/'E(;r,y,z) {(0'1 _0’2) “+(og a3 +H(o3—0y) ] “_“ E{x, 4, 2 Ju

gdzie o; jest to znane juz dobrze oz« Hubera [por. wzory (3.9)
i (3.10)]. Otrzymuiemy tu jak gdyby pewng pozorna Sprzecznose z hlpoteza
energetyczng Hubera, oz. Hubera zalezy bowiem, jak ~widaé
{chociaz pozornie — po skréceniu wielkosci E — nie zalezy) od modutu E
(ti. od rodzaju materiatu}), podczas gdy wedlug interpretacii Rofa
i Eichingera fej wieclkosci jako naprezenia o$mioéciennego oures zale-
zatoby tylko' od<stanu naprezenia. ‘
Przejdzmy obecnie do krotkiego przedstaw1en1a podstawowych pojeé
teorii plastycznosci. Jak sie z tego przedstawienia okaze, z teoria ta za-
' poznaliémy sie juz w duzej mierze w poprzednich naszych rozwazaniach.
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§ 9. Teoria plastycznosei

= ‘:""Pi"'z'yjmijmj}, ze dla danego materialu jest znany doswialezalny Wy~
- kres rozciagania (rys. 26).

. Dopoéki wydtuzenie jednostkowe & << espr (espr oznacza tutaj granicz-
ne wydluzenie sprezyste), to zwigzek pomiedzy o i & jest na ogél lm10wy
(czyli zgodny z prawem H o o k ¢ a):

(9.1) g=Feg.
Dla &> g5, zwigzek 'm'i_e;dzy n.apreieniem 1 odkszialceniem jest. na

o0gdt nieliniowy i oczywiscie nieodwracalny (w tym sensie, ze powrdt do
stanu bez naprezen zachodzi wedlug innego prawa niz proces pierwot-

a

.

G=pfe)

o
=]

ard
€
=
o

Rys. 26 - ' Rys. 27

'nego obcigzenia, por. rys. 27 i 28a). Zalezy on praktycznie tylko od wilasci-,
- wofci materialu, a nie od ksztaitu probki, przyna]mme] dla elementéw -
o meabyt malych wymiarach. Jest zatem

(9.2)/ ' i _ a=d{e).

Dla uzyskania analogii do (9.1) zapiszmy ostatni-zwiazek w nieco innej
formie, mianowicie :

{9.3) g=FEe,

gdzie E’ jest pewna wielkoécig zmienna.
Z rysunku 27 widzimy, e

(9.4) o Eetgp= L=y,
co oznacza, ze E’ jest znang funkcjg odksztalcenia, jezeli znany jest wy-.
kres rozciggania. E' nazywamy sprowadzonym modutgm  sprezystoscl
plerwszego rodzaju.

Zachodzi pytanie, w jakiej postaci naleZzy zaplsac zwmzek miedzy
naprezeniami i odksztalceniami, gdy rzecz nie dotyczy prostego rozcig-
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gania, ale skomplikowanego, przestrzennego uktadu naprezen, ktérego od-
dzielne skladowe przekroczyly granice sprezystosei. P,rzypomnijmy, zZe
w granicach sprezystodci istnial dla takiego ziozonego stanu zapis bar-
dzo prakiyczny z punktu widzenia swej zwartosci [por. (68)],

(9.5) o o —=Ea (dla << egpr),

zastepujacy sze$¢ zwigzkéw w postaci L am é g o (lub w innej formie).

Jak wida¢, wzoér (9.5) odpowiada catkowicie znanemu zwigzkowi 9.1
z tym tylko zastrzezeniem, ze wzor (9.1) dotyczy okres§lonych sktado-
wych naprezenia i odksztalcenia, a wzér (9.5) naprezen i odkszialcen
«uogblnionych» (tzn. intensywnoéei naprezen). Powstaje zatem pytanie,
czy W przypadku, gdy odksztalcenia s niesprezyste i gdy panuje prze-
strzenny stan naprezenia, zachodzi réwniez zwigzek analogiczny do (9.5),
tzn. czy ‘

(9.6) ‘ o =Eg . (dla & = egp,).

-Chci‘elibyémy, rzecz jasna, by E' w tym zwigzku bylo tozsame z E' ze
-zwiazku (9.3), czyli pragnelibysmy, aby

_Oe)

(9.7) ’ E i)

Ef

bylo réwne

Doéwiadezenia wykazujg, ze taka wiasnie réwnosé zachodzi i ze, istot-
nie, Pe;) zalezy w istocie swej tylko od rodzaju materialu, a nie od stanu
naprezenia. Oznacza to, ze funkcja @(e;)ma te samg postaé, co @ (s) przy
prostym rozciaganiu. Stad wynika ogrommna waga pojeé intengywnosei
naprezen, o;, i1 intensywnos$cei odksztaleen, &; wielkosei te sprowadzajyg
bowiem jakby stan przestrzenny naprezenia do stanu prostego rozcigga-
nia. Zauwaimy poza tyni, ze prawo (9.6) obowigzuje niezaleinie od tego,
ézy rozpatrywany obszar jest obszarem sprezystym, czy tez niesprezy-
stym, ‘ o .

Wobec pelnej analogii pomiedzy zwigzkami (9.5) i {9.6) wszystkie za-
leznosci zachodzace w stanie sprezystym przenie$é mozna na stan pla-
styczny, o ile wielkoéé E zastapic wielkoscia E'. Muszg zatem istnieé
.zwigzki podobne do poprzednio przez nas podanych dla sprezystej fazy
odksztalcenia: '

oy —asr=2G" (Sxf Es‘r)_, : 'nyrr" G’?xy,
(9.8) oy~ o5r =2 G’ (S_y ~= sr) Tyr =G pye,
. Gz = Gsr — _2 G (Sz - E»‘s‘r) N i =G Yzx -
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Tuta], Jak poprzedmo fpor. (6 7.1)],
i -

_i.ﬁ-'('981) YTy

gdz:te G’ oznacza Sprowadzony modui, drugiego rodza]u zag rodza;

«wspblezynnika Poisson a»

Poniewaz w obszarze plastycznym objetoSc materzaiu praktycznie
‘mozna uwazaé za stala, wiec dla prostego rOZmagama :

=g, — 29 e, =0,

czyli

(9.9.) - gl
it . P = 2 b

a zatem ‘ _

(9.9.2) - : G'e%-

~(Przyjmuje sie, ze pi*zy przechodzeniu do coraz to dalszych faz stanu plé—
stycznego » ~1/2, poczynajac od wartosei odpowiadajgcej fazie sprezy-

_ stej, np. dia stali od wartofei » —»=0,3).

7 (9.6) wynika, ze

. Ef ____ﬂ
g’
a wiec
E o;
. ‘ Ge= =
(9.10) . 3 ‘ 3e:
i dalej
. _ 2 i ) ‘ ‘
Oy — Usr = —3'% (E.r - 6.€r) )
2 .
(0.11) . 0y — 0ir =5 (ey — esr),
i - : - 4 .
y 2 7]

0z — Gsr = _(82 '_"Ss'r) I
i 3 e

) a;
Txy — ‘ﬂ” Yy
o {

(2

Tyz = ‘38‘?’}'2,
H

Ji

Tex =g Vex -
t

Tutaj intensywnosci, jak poprzednio, wyrazajg sig wzorami

(9.12) o= 1/?2 Vioe— o P (oy— 0Pt (oa— 0P+ 6(<Z, -+ 2,

;/2

9.13) &=
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Rzeczywiste wykresy wytrzymatoéciowe Ws'kazuja na istnienie tzw. .
«wzmocnienia»* materialu (rys. 27). Oznacza to, 2e nowe granice pla--

- stycznosel, po uprzednim uplastyeznieniu materiaty, stajg sig coraz wyz-
sze (vczywibcie, do pewnej granicy).

Jedynie dla uproszczenia zja-
© wiska wprowadziliémy poprzednio 5
- pojecie materiatu idealnie pla- .
stycznego (nie  przejawiajgcego .
wzmocnienia). :

W zwiazku z tym dla uzyska-- , /
nia wiekszej dokladnoéci wynikow
rzeczywisty vx;ykres wylrzymato-
sciowy zastgpuje sie czesto dwo- : Rys. 28°
ma liniami prostymi o rdéinych
* nachyleniach (rys. 28b). " _ :

- Dla najogélniejszego przypadku mozna wzér (9.6) przeksztalcié w ten
sposéb, aby (staty) wspotczynnik E Wystapﬂ jako mmnoznik, Z rysun-
ku 26 odezytujemy wowcezas, ze

«

(9.14) : oi=ertga —ac.
Oczywidcie, ac jest funkeja & i na ogél rofnie wraz z e -
(9.15) : ac=gq(s).
PoniewaZz tg a = E, wiec z (9. 14) mamy
g = E Ei— @ (61)
lub tez .
o ¢ (&)
(9.1.6) N 6i—E 8:‘(1 Eer ) Eell—wle)],
. gdzie . '
i3 (85)-: 0 7 dIa &= Espr
oraz :
o (&)
[04] (8;) _ E—Sl‘_ dla ‘ £ > Espr.

' Poréwnujqc {9.16) = (9.6) otrzymujemy nastepujacy wzor dla (zmiennego)
- modulu pierwszego rodzaju:

A{9.17) - E=FE[l—wl)].
4y Jak stusznie zwrécit uwage aviora J. Naleszkiewic z, zamiast
zapozyczonego z dawniejsze] literatury terminu «wzmocnienie» (rds. uprocznienje,
ang. strain-hardening, niem. Verfestigung) nalezaloby racze] uzywacd wilaSciwszego
terminu «konsolidacja» {lub podobnego), wprowadzonego przez G. Laurenta '
i wierniej oddajacego fred¢ fizykalng zjawiska.
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W é.kréébnym zapisie opuszcza sie na ogo6l afgument funkeji w'
" Modut sprowadzony drugiege rodzaju dla ciata niedeiliwego wyraza

i s1e wzorem nastepujgcym:

- (9.18) G'=G(l—a).

Wzor ten uwazaé mozna za konsekwenCJQ wzoru (9.17), Jezeh wykorzystaé
‘zwigzki (6.7.1) 1 (9.8.1) i przyjaé + =»5).

Prawo (9.6} i jego rozwinigcie (9.8) uzyskaliSmy opierajac sie na ana-
logii istniejgce] pomigdzy stanem sprezystym i stanem plastycznym ciala,
Obecnie postaramy sig to prawo wyprowadzi¢ z danych do$wiadczalnych.
FPrzeprowadzone doswiadezenia nad stanem plastycznym clal pozwalaja
sformulowaé nastepujgce wnioski w przypadku obcigzenia’ prostego {ob-
ciazenie proste oznacza takie obcigzenie, w ktérym wszystkie sity rosng
‘proporcjonalnie wraz ze wzrostem pewnego parametru, np. czasw):

(1) kierunki gléwnych wydtuzen pokrywaja sie z kierunkami gtéw-
niych naprezen normalnych, |

(2) gesto$é (lub objetosé).ciata nie zmienia sie dostrzegalnie,

(3) wykres M o hr a dla odksztalceri (we wspélrzednych y i &) jest
zawsze geometrycznie podobny do wykresu M o h r a dla naprezen
Awe wspélrzednych ¢ i 7).

Wniosek drugi mozemy zapisaé nastepujgco:

(9.19) - &1+ ey 8y ==0,

-a wniosek trzeci jako

: —0 £ — & . Gy— 0, &g — &
:(9-20) (227 2 1 3 , . 2 3 _ 2 3 .
0y — 0, &1 &y U3 0y €3 £y
(Analogiczne zaleznoSei — mowa o zaleZnoéciach (9.20) — poznalismy

‘poprzednio dla stanu sprezystego, por. str. 90),
Na podstawie wzoréw (9.19) i (9.20 mamy teraz

: 1
& ==cC {0'1_5(0'2"‘ 0'5)1 y

_ . |
(9.21) ~ gy=c[oy—5 (o3 + o),

Es:C'[Ga““‘%(W‘i‘%)] :

gdzie ¢ jest pewna wielkodcig stals.
Widzimy zatem, Zze przy ustalonym procesie plyniecia plastyczunego
zachodzg zwigzki podobne do zwigzkéw w stanie sprezystym ciala. Jedy-

5 Por. treéé odsytacza 7).
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nie zamiast wspélczynnika E wystepuje stata /e, a zamiast » hczba 1/2
Przeprowadziwszy wszystkie poprzednie rozumowania otrzymamy w spo—
sob czysto formalny. zwiazek

1.
O;— — &f
c
Iub, przyjmujae
=,
C
Téwniez
o;=E"g;.

Jest to wilasnie prawo, ktore zamierzalismy wyprowadzi¢ z danych uzy-

skanych doswiadezalnie. _ -
Powy?sza zaleznosé odksztaicenia od naprezenia w fa_zie plastyeznej

ma postaé podobng do postaci prawa obowiazujacego w stanie sprezystym

ciata. Nalezy jednak przypomnie¢, Ze tutaj, tzn. w fazie plastyeznej, wspol-

czynnik E’ (modut odksztalcenia) ulega zmianie w zaleznosm od wielkosci

odksztalcenia i maleje tym bardziej, im'dalej posuwamy sie w fazie od-

ksztatcenia plastycznego (rys. 29).

G 6 }

prremiana vdwraealng przemignd  nigadwracaind

A~ G .
" Rys. 29 _ Rys. 30

- Zauwazmy, ze dla ciala sprezystego (nawet nie podlegajacego prawu
Hooke’a) obowigzuja te same prawa, zaréwno w procesie obecigzania,
~jak i w procesie odecigzania; natomiast dla ciala plastycznego rzecz sie ma

inaczej: przemiany zachodzace w ciele plastycznym sq bowiem w wiek-"

szofcl swej nieodwracalne (rys. 30).

Przy czystym rozcigganiu uwaza sie, Ze cialo ulega uplastycznieniu,
8Oy~ Oroze > 0spr =2 aps; Ospr Oznacza tutaj graniczne naprezenie spre-
- zyste. Dla zlozonego stanu naprezenia, wedlug energetycznej hipotezy
H uber a ocialo praechodzi w stan plastyczny, gdy o;> op. Przy
opisie zachodzacych zjawisk itrzeba jednak jeszeze uwszglednié nasza
poprzednia uwage o nieodwracalnofci przemian w okresie plastycznym.
W tym celu postuzymy sie pojeciami wprowadzonymi przez [ljuszina,
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: mlaIIOWlCle po]qmaml odksztalcema aktywnego (czynnego) i odksztaleenia

Odksztalceme czynne ma miejsce wtedy, gdy infensywnost napre-
S gen  jest funkc;a nie malejaca procesu obcigzenia, tzn. taka®), dla kto-
rej (0idnast == (0i)poprz. Natomiast podezas odksztaicenia biernego jest
(O'i)nast < (Gx)poprz

Zauwazmy, ze wszystko, o czym moéwilismy dotychezas, nie dotyezyto.
jawnie odwracalnosci lub nieodwracalnosci przemian., Kaczanow
przeprowadzajac termodynamlczna analize procesu czynnego odksztal-
cenia plastycznego udowodnil, Ze w przypadku tak;ego odksztalcenia
wszystkie wielkosel i zw1azk1 dia stanu plastycznego (tzn. naprezenia,
odksztalcenia i przemieszcezenia oraz zwigzki pomiedzy tymi wielkodcia-
‘mi) nie powinny sie niczym roznié od odpowiednich wielkosci i zwigzkow
dla ciala sprezystego nieliniowego, zidentycznym wykresem przy rozcia-
ganiu. Tylko podczas odkszialcenia biernego (odcigzenia) ciato nieliniowo
sprezyste rézni sie od ciala plastycznego. W przypadku odkszialcenia
czynnego nieodwracalno$é procesu staje sie jak gdyby niewyczuwalna.
Wszystko zatem, o czym méwilidémy dotychezas, dotyezy zarbwno ciala
nieliniowo sprezystego, jak i ciala plastycznego (oczywiscie, w fazie czyn—
nego odksztaleenia), '

WYEKEAD V

§ 10. Twierdzenia Iljuszina

W ciagu ostatniego ¢wierc¢wiecza powstato wiele teorii plastycznosei,
ale znaczna ich liczba ulegla obaleniu przez coraz to nowe do$wiadczenia.
Do wyjaénienia sytuacji przyczynil si¢ w zZnaczne] mierze Iljuszin.
Udowodnit on, ze dla czynnego odksztalcenia powstajgcego przy prostym
vbcigzentu znane teorie plastycznoscei sg przypadkami szezegdlnymi jed-
nej, ogdlnej teorii (ktdrg tu wlasnie przedstawiliémy), zgodne] z do-
$wiadczeniem, o ile egraniczymy sie do matych sprezystych i plastyczoych
(sprezysto-plastycznych) odksztatcen. Nalezy jednak w tym celu pomingé
wplyw czasu (czyli pomingé takie zjawiska, jak np. pelzanie, relaksacja
itp.), a przemiany zachodzace uwazaé za nieodwracalne, lecz przebiega-
jace poprzez kolejne stany réwnowagi. Jest to tzw. twierdzenie I1j u-
szina o prostym obcigzeniu. Przy prostym obcigzeniu odksztalcenie -
jest wszedzie czynne — nawet woéwczas, gdy stan naprezenia nie jest jed-
norodny — a ¢; wszedzie ro$nie. To wlasnie pozwala na stosowanie po-
przednio poznanych praw, ktore 0bow1azu3a tylko w przypadku czyn-
nych odksztatcen.

" Wskazniki przy symbolu o; oznaczaja stan poprzedzajacy i nastepujacy w pro-
ceste obriazenia. )
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Prawo dotyczace odceigzania (dla odksztatcenta b}érhegd) ‘Lizy'skano ng'-
podstawie doswiadczen. Wyniki badan ek-sperymentalnych przedsfawia"
wykres na rys. 31. : : _

Cialo 'po-ddano najpierw- obcigzeniu ay
przy czym :

0y > Gpj .
" Nastepnie obcigzenie zmniejszono do war-
tosel o : ‘

Oy <0y,

Z wykresu widzimy, ze pozostale jeszeze od-
kszialcenie wymosi

Eg ==&~ £3,

gdzie ‘
(10.1) - o gy =B {0, —o0,)=Ed;

es jest to sprezysta czesé odksztatcenia catkowitego. :

Wynika stad, _ie dla znalezienia elasto-plastycznego odksztalcenia, PO~
zostatego po odciazeniu, trzeba od catego odkszialcenia £ odjaé jego
czest sprezysty ea,.

_ Rozumowanie to, oczywiste dla prostego rozeiagania, daje sie zasto-
sowa¢ rowniez do stanu naprezenia przestrzennego i niejednorodnego,
jezeli odcia‘Zenie' jest proste, tzn. jezeli w stanie biernego odksztalcenia
sity zmieniaja si¢ propercjonalnie do pewnego parametru. J est to twier-
dzenie I1juszina o odcigieniu. ;

Prawa dotyczace malych odksztalcen sprezysto-plastycznych mozna
wypowiedzie¢ jeszeze w nieco inny sposob. Podkreslamy jednak,
w podanym . sformutowaniu nie sa one od siebie niezaleine
Scie, sg niesprzeczne), '

{T) Prawo zmiany objetosci:

ze
(ale, oczywi-

E

(10.2) e

W tym wzorze » oznacza liczhbe Poisson 2%, a E modut
Younega ‘ ' :

7} Oeczywiscie, poniewaz odksztatcenie powstale przy czyste] zmianie G-bjetoﬂéci —_
wedlug prawa (10.2) — jest catkowicie sprezyste, to Wartos_é liczby Poisso na
wypada tufaj przyjaé réwna je] wartosci w fazie ‘spreiystei. Powstaje zatem od-
miennoéé w stosunku do zalozenia {9.9.1). Zwrdémy jeszcze uwage, ze jezeli dodaé
stronami rownosei (9.21) przyjmujac &= 1U/E i » =12 — ig kotrzymamy P
= (E'1—2 ') &, wobec czego na podstawie (10.2) jest EV1 — 24 = g1 ﬁsé »
Pewne uwagi na temat wewnetrznej zgodnosci zalozen teorii plastycznodei znalesé
‘mezna np. w [9]. Na tym miejscu zagadnienia- tego, jako dotyczgcego formalnej
strony teorii plastycznoesci, nie bedziemy blizej omawiali.
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- | Prawo to ]est wazne dla odksztaicen czynnych i biernych przed i poza
o gramcq sprezystodei. -
' (II) Prawo zmiany postac1 przy odkszialeeniu czynnym: -

(103 | ' D,=—26'D..

Prawo to w innym zapisie wyrazaja Wzdry 9.8) 1 (9.11); G’ ozna-
cza tutaj, jak zwykle, sprowadzony modul odksztalcenia drugiego rodza-
ju, zaleiny od wielkosci intensywnosci odksztalcen w danym miejscu
{por. wzor (9. 18)] :

(Ill) Prawo zaleznofci zachodzjcej pomiedzy o; oraz & dla aktywnego
odksztatcenia sprezysto-plastycznego. ,

Wedlug tego prawa intensywno$é naprezen o; w danym punkcie ]est
okreslong funkcjg intensywnoécei odksztalcenn ¢; w tym punkcie. nieza-
leznie od rodzaju stanu odksztaicenia i od dr0g1 na jakiej dany stan od-
ksztalcenia osiggnieto. Jest zatem

(10.4) o: =D (e)..

Posta¢ funkcji @ (e) zalezy wytgeznie od materiatu ciala. Postaé te
okreslamy do$wiadczalnie, przy czym ‘na mocy poznahego Wlasme prawa
wystarczy przeprowadzi¢ prébe rozeciagania.

(IV) Prawo odksztalcenia biernego.
o S : Wediug tego prawa przy prostym (cal-
frl kowitym. lub czeSciowym) odeigzeniu w
zalozeniu liniowej zalezno$ci odkszialceri
od naprezen (rys. 32), zachodzi nastepu]a—

I
|
e
|
|
: ca zaleznogé:

|

0 — =y

: HEle (§ (105 - D,=2G'D.—2CD.,
ﬂ—————.ca—ﬂ '

(¥x) | gdzie D. jest tzw, sprezystym dewiatorem.
Rys. 32 odksztalcenia . odpowiadajacym naprezeniu
' (61— ay). :

‘Biorge .pod uwage skladowe odpowiedﬁich wielkesei- w kierunku osi
wspdirzednych otrzymamy zamiast (10.5) '
Oy — Ogr =— 2 G’ ('Sx"— BS'r) —2 G(Ex - gs'r):
oy — 05 =2G' {8y —es)) — 2G (&, — sr) ,
(10.6) "y — Js'rz2G'(ei— gsr) — 2G (e — &3},
Tay = G’ yiy— G yxy,

Tye == G yye — G ¥y,

_ T =G ?zx—G.;};zx . )
116 . - SRR



§ 11, Podstawowe réownania mechaniki cial:spl-éiystd—plﬁstycznych Lo .

Obecnie mozemy juz dokonaé syntezy nzis_zych. wiadomosei i przed--
stawié matematyczny aparat teorii plastycznoéei. W sktad jego wchodzg:

(1) Trzy réwnonia rownowagi N aviera (bez uwzgledmema sit
* masowych)

aﬂ‘x al'xy ath
'O;C + 0z =0,
. ) . a'ﬂxy aﬂ'y aTyz__;
‘ a'fxz aryz dO’z o
Ga: T 0y + dz =0

(2) Szesc zw1azkow Cauchyego pormedzy skladowymi od-
ksztalcema 1 przemieszczenia )

du du

wm g gy
_9v _ Ow dw
" R e e
& __a._qﬂ_\ - aw U
z dz 3 y?,‘(i a:r_ —_az .

(3) Szest zwiazkow fizycznych m1e:dzy napyezemamz i odksztaleenia-
mi, np. w postaci (9.11), :

2 0;

g G (e 8¢r), T g:
x—— O5r = x = Eér T e Y
1 - . ¥ 3 Py Yxyy
- . 2 a; ‘ .y
(11.3) . Oy —Osr == {ey — &), Tye =5 Ve
. [
: 20 . o
0z — 05 = {ez —esr), Tox = 5 Yo
& 3 &;

(4) Wyrazenia dla mtensywnosm naprezen (9.12) i dla intensywnoéci
odksztaicen (9.13) oraz zwiazek pomledzy nimi:

-(11.4) mJ—%;( 0y H{oy— 0 +lor— 0. +6 (7, +7), 5

o /2 , : .
(11.5} & :]—g—l (s.c_—ay)2+(sy_mez)z-I—(Ez-_—-s.c)z-l-%(yﬁ.y—f-yf,z—l-yﬁx),

(11.6)  o;—E’e:.
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Mamy zatem ogolem 3+ 6+6+3—18 réwnan oraz tylez niewiado~
" mhych (6 sktadowych naprezema, 6 skladowych odksztalcenia, 3 sktadowe
i E'). Rozwigzania zadan teoril plastycznodei

przemieszezenia oraz oi, &

B - musza spelniaé 18 wyzej podanych réwnan oraz odpowiednie warunki

brzegowe, np. dla skladowych sit zewnetrznych znane réwnania typu

‘p-—*‘(fxl _E_ Txym+ sz'n
(177) 'py—_"':yxl + oym 4 Tyz'n
| pz—":'\Ile+szm+o'zﬂ

lub te# odpowiednie warunki dla przemieszczéﬁ.

Jezeli rozpatrujemy sprezysto-plastyczny stan rownowagi i nie intere-
suja nas przemieszczenia, to zamiast szeSciu zwigzkéw Cauchy ego
mozna przyjaé jedng grupe réwnah nierozdzielnoSci S ain t- V e-
nanta (np. zwigzki miedzy skl‘adowym1 odksztalcenia w. jednej
plaszezyZnie):

a a S_y _dz'))xy

’ ’ ' 0yt R P dx?  Odxoy’

0* " &y - 0% & :_a_zl{‘f
0z gy  odyoz’

g? U gz a Ex ' azj-’zx
Dx? T o7 0z 020z’

(11.8)

Dysponujemy zatem ostatecznié w tym przypadku

(a) trzema réownaniami statyki, (11.1);

(b) trzema roéwnaniami nierozdzielnosci, (11.8);

(c) szeScioma zwigzkami, (11.3),"pomiedzy naprezeniami i odksztalce-
niami;, zwigzki fe Wedlug (9 8) mozna zaplsac rowniez w postaci naste-

pujacej:

O‘X‘—O',érﬁzG’ (Sx'—‘ss'r), Txy‘:G,‘})x,-V:
(119) ‘n O’_y—()’,g‘riZG’ (8)1—83'1’) ,I Tyz = G Yyz »
— g =2G (Sz — 85’.:') s T =G Ve s

(d) 3ednym réwnieniem, (11.5), dla &;;
(e} jednym zwigzkiem przedstawiajgcym G’ w zaleznosm od & (9.18)

‘G =Gl — o).

Razem otr'zymujemy wiec 14 réwnan i tylez niewiadomych (12 skia-
dowych stanu naprezenia 1 odksztalcenia, &; oraz G'), czyli z punktu
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widzenia formalno-matematyecznego zadanie jest rbzwié‘zané. Efék'tywne.

jednak rozwigzanie tak ogélnie postawionego zadania jest niemozliwe,

miedzy innymi réwniez ze wzgledu na nieliniowosé réwnan {wystepuja -

w nich tego rodzaju iloezyny, jak np. G'e, itp.). W zwigzku z tym znane sg
dotychczas efektywne rozwiazania jedynie niewielkiej liczby prostych
zadan.

WYEKLAD VI

§ 12. Zadanie Lamégo

{(rura gruboscienna poddana ciSnieniu wewngtrznemu i zewngtrznemu)

thzdne zadanie rozwazaliSmy w § 8. Wowezas mieliSmy na uwa-
dze dysk w plaskim stanie naprezenia (co matematycznie wyrazalo sig za-
lozeniem o,=— 0) z materialu catkowicie uplastycznionego. Obecnié zalo-
zymy, ze stan odksztalcenia jest plaski (rura nieskohczenie diuga), czyli
ze £, = 0. ROwnanie réwnowagi przybiera znang postaé¢

(12.1) — ot +r§9—’

Sl;orzystajiny teraz z rownan {9.21) pamigtajac, ze

=FE.
c
Mamy '
1y 1
&y — E LO’r "E (O’t +O‘z) '
1 1
{12.2) _ &t = s Gf—“é“(ﬁz+0r) :
1 [ 1 3 .
&z = E_' LO‘z "E (Gr + Gt), =0,

"7 ostatniego z rownan (12.2) otrzymujemy w danym razie
1
(123) O'zzi(o‘r“l*()’t)._

Warunkiem plastycznosci Hubera j.est

1 ,
(12'4) oi— ]/—E l/(lo'r — oy)? (o — o) + (o — orft=om=k.
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1\ 1 3
203(1 +2) -+ G?(l +'2—)-—-3 6,0,= o (6,—0 ).

Ogtatecznie wiec jest

2k

ZalozyliSmy tutag, ze ciSnienie wewnetrzne Pz jest znacznie wigksze od
cisnienia zewnetrznego ps, tzn. Ze p.3>ps, i Ze wobec tego o;> 0, czyli
~ ot jest naprezeniem rozciagajacym; natomiast ¢, jest u3emne gdyz gcianki

rury poddane sy ciSnieniu.
Po’ podstaw:en;u (12. 4 1) do (12.1) otrzymu;emy kole;mo

(12.4.1) ot — 0y =

E

P dﬂ'r 2 k
d')‘ Iﬁ
k
(12.5) : = 2_ Inr + c.
E
Niech dla r—1b bedzie o, = —ps Stad mamy
2k .
—pp=—o=1In b “1L C
b Iy ‘
i wobec tego - | @
(12.6) C#—pr_jghb
Zatem
: : 2k r
(12.7) G,:__’/m?lnﬁb___pb_
Zalozmy, ze dla v =a jest o, == — pq; otrzymamy stad nastepujacy zwia-

zek pomiedzy ci$nieniami p, i ps (réwnanie rézniczkowe dla okreslenia
or bylo réwnaniem pierwszego rzedu, a wiec dySpOHUJemy tyiko Jedna
stalg catkowania): ‘
Zk b
{12.8) Do Po = /7——
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Wzbr (12.8) przedstawia warunek . plastyéznosei.
rury przeszto w stan plastyezny (idealny), trzeba, by cifnienie wewnetrz-
ne przewyzszalo cidnienie zewnetrzne o wartosé WyTazong wzorem ('1'2‘.8).

Gdy py=0, to graniczna, plastyczna noénoge rury ddpowiéda ciénieniy

\ o 2k . b
12.9 a=—=In—.

( ) pa _!/ 3 a

Gdy ciénienie przekroczy te wartosé, to dla materiatuy nie ‘podlegajacego
wzmochieniu opdr plastyezny rury nie bedzie wzrastal; rura zacznie sie
wobec tego gwaltownie odkszialeaé (plynad) i w rezultacie peknie,

Rys, 33

_ Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy cisnienie wewnglrzne w rurze jest
mniejsze od ciSnienia odpowiadajacego nosnosci plastyeznej, pmar | ale
wigksze od granicy hosnosei sprezystej. Wéwezas w rurze powstajg dwie
strefy: wewngtrzna-—plastyczna i zewnetrzna—sprezysta. Wynika to
z rozkladu naprezen powstajacych w rurze jeszcze w jej stanie spre-
zystym. ' ‘

Na rysunku 33 z lewej strony ‘podano wykresy odpowiednich napréieﬁ,
gdy caly material rury znajduje sie w stadium'spreiystym; przyjéto fu-
ta], ze pp=10 (pp jest bowiem czestokroé mate).

Poniewaz zwykle ¢,3 ¢,, to mozna przyiaé, ze wartogé rdznicy o:—or,
miarodajna dla uplastycznienia materialu [por. (12.4.1)], jest najwicksza
tam, gdzie o jest najwicksze, czyli na wewnetrznej powierzehni rury.
Moment pojawienia sie odksztalcen plastycznych we wnetrzu rury jest
jednak na ogdt daleki od momentu pelnego wyczerpania nognogei rury.
To ostatnie nastepuje dopiero wowezas, gdy strefa plastyczna dojdzie do
powierzchni zewnetrznej. Rozpatrzmy pewng faze posredniy (rys. 331 34),
tzn. taka faze, w ktérej piérs’éieﬁ_plastyczny 0 promieniu zewnetrznym c
jest otoczony pierscieniem sprezystym o tym samym wewnetrznym pro-
mieniu (przy czym a<<b<¢). '
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ch oba ter p.ie.récienie oddzialywuja na siebie za pomoca ciSnien g.
W'obec”tego- dla strefy -plastycznej, dla ktorej powinien byt spelniony
el warunek plastycznoéci (12.8), mamy )

(}12.10) Pe—4= ]/§ s
Wprowadzmy oznaczenie
e
R . |6Pf — _E .

Wowcezas

. ) 2k
(12.11) - Pa q= 7§ In e

2b

La

Rys. 34

Dla strefy sprezystej stanem granicznyfh jest osiagnigcle granicy spre-
zystosei, co nastepuje wowezas (oczywiscie, naj,pierw‘ na konturze we-
wnetrznym pierécienia sprezystego), gdy naprezenie przekroczy granice
sprezystoscl ospr. Jako warunek graniczny (12.4) mamy zatem

. O'f'":‘-a'spr%aplzk_-
lub te samo W poétaci (12.4.1)
‘ G — Gy == E}'c__ .

V3
Rozwigzanie zadania L am égo wteoriis

] prezystoscl ma, jak to mozna
1ntwo stwierdzié, nastepujaca postaé: ‘

(12.12)
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stad

(12.13) ) 0'!.-’— Oy —= —W_.C_Z)_

W miejscu r = ¢ {tzn. na granicy pierScienia sprezystego i plastycznego)

ma nastapi¢ uplastycznienie materiatu; wobec tego biorge pod uwage
zwigzki (12.4.1) i (12.13) otrzymu]emy

2{q-—po) b7 2k

12.14)
e SE— Y3
Stad
‘k bP—¢f
12.15 - e ——
{12.15) ey AT
1ub, przijﬁujac oznaczenie
' b
ﬁspr = “‘é— 3
rowniez
-(12.15) " Cq—p=" B =1
. ]/ lgspr

Dodajac stronami rownoém (12.16) 1 (12 11) otrzymujemy nastepujacy
zwigzek pomledzy Pa i ps:

. S 2K 1 1 :

(12.17) pa: - pb*— I/_Sw [11’1 ﬁp[ + 2 -_ 26%pr] .

1) Gdy ¢ =b (tzn. gdy caly przekr6j rury jest w stanie plastycznymy,
to

' b .

8pr = Aa— i ﬁspr: 1,
wowezas mamy .
' ‘ 2k
12.18 — -—1 —

( ) L Pa™77 . ~ 3 a

Warunek ten jest 1dentycuny z poznanym juz poprzednio warunkiem
(12.8).
(2 Gdy c=a (poczatek procesu uplastycznlema na wewnetrznej po-

wierzchni rury), to fp==1 oraz fspr=b/a; wowczas jest
. . _ ‘ . i bt—g? '
(12.19) Y A
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Zalézmy, ze ci$nienie zewngtrzne ps=0. W tym przypadku poczatek
uplastycznienia materialu nastepuje w chwili, gdy ciénienie wewne;trzne
osigga wartosc

E b —ad?
(12.20) . (pa)pacz.pl = E Ti
- co wynika ze wzoru (12.19). |

Caty przekréj przechodzi w stan piastyczny wowezas, gdy [na podsta-
Wle zwigzku (12.18)] jest :
2k 2 b

: )
(1221} | (pa,kon.p[. /3 0

Oznaczmy przez » stosunek graniczne] plastycznej no$noéci rury do
Je3 _granicznej wytrzymalosci, okreslonej wediug teorii sprezystosei.
Mamy wowcezas '

. b )2
o (pa)kah.pi b? b ( a b
. = p— — .. ...__..5—1 e
B e T e
¥ \ ' - @ .
;g . lub, oznaczajgc stosunek bja
Wk ' ‘ przez A, rowniez (rys. 35)
1,45 . iR . a3
1 15 2 25 T3 x

_ Oczywiscie, gdy }l—>1 to
Rys. 35 . rowniez . x—~1,

(Stosujac twierdzenie L'Hospitale ofrzymujemy bowiem

1 ‘.
. 1, .
i A2 1mr2 Find-22 Jim L2 1y
ot =1 st 21 e 2

Na przykiad, gdy A=bja=2, to »~s185.
Jak widzimy, faktyczna nosno$¢ (odpowiadajaca pelnemu uplastycz-

‘nieniu) jest znacznie wieksza od granicz: ¥ nodnosci sprezyste] (przy gru-
bych rurach nawet dwu- i trzykrotnie).gn

§ 15. Zginanie czyste

B Zagadnienie czystego zginania nalezy réwniez do tzw. prostych zadan
teorii plastycznosei, w kitdérych nie ma potrzeby operowama wszystkimi .
réwnaniami te} teorii; czesct tych rownan Spelnlona jest tozsamodciowo,

i
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azalnego za ﬁomocé,' pro-

pozostate zas .sprowadzaja sie do ukladu rozwi
stych $rodkéw matematycznych.

~

Stwierdzono doswiadcezalnie, ze hipoteza ptaskich pfzekrojéw 'B‘ e r-
noulliego dlaczystego zginania cial sprezystych jest wazna réwnies

—

=y

W obszarze plastycznym (rys. 36). Wobec tego i tutaj, podobnie jak w ele-

mentarnej wytrzymatosci materialéw, otrzymuje sie zwigzek

¢ promien krzywiz-

gdzie y oznacza odiegloéé wiékien od osi obﬁjetnej, a
ny osi obojetnej. .

Przy czystym zginaniu nie ma sit poprzecznych; moina zatem przy-
Ja¢, ze nie ma naprezen Scinajacych i ze wzajemne oddzialywanie na sie-

bie wltkien nie istnieje, Oznacza to, ze
Txy:'ﬂyzzfzxzo s

Uy:UZIO,

Ze zwigzku (11.4) Wynika wiec, ze

. poza tym (przyjmujac dla uproszczenia . y — 1/2 dla calego bez wyjatku

przekroju) jest

‘Ostatecznie wiee na podstawie (11.5) mamy
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R Z (11 6) mamy dale]
: (134) . or=HEex.
-+ - Poniewaz o, bhie jest funkgja; x, jak Wynika ze wzorow (13.1) i (13.4),
‘wiec réwnania réwnowagl (11.1) sg spelnione tozsamoéciowo, Podobnie
sy réwniez spelnione réwnania Saint-Venanta. _
" Ze zwiazkow pomiedzy naprezeniami i odksztaleeniami pozostaje tyl-
ko jedno réwhanie, (13.4), z ktérego wynika, ze rozkiad naprezen oy
w przekroju odpowiada wykresowi otrzymanemu w probie rozciagania
4 gciskania. Jezeli znamy wykres dla rozciagania i $ciskania, czyli zwigzek
L

(13.5) ' at:@(sf)',

to mozna wowezas znalezé z tzw. rdwnan, calkowych rownowagl polozeme '
warstwy obojetnej i zakrzywienie belki

Zakladajac, ze zginanie nastepuje w plaszczyzme symetrii xy, otrzy—-
mujemy nastepujace dwa rownania:

(13.6) . " JadF—0,

I

NEER - foydF=m.
N F

Z warunku (13.6) okre$lié mozna poloienie osi obojetnej, Zauwazmy, Ze
jest [dla b(y) oznaczajacego zmienng szerokodé belki] -
dF=b(y)dy.

Z (13.1) mamy dla p = const
dy—pdex,
wobec czego
dF == Qb(gsl)d&..

Zatem

- _TQ O (ec)blo el d ex=0,
czyli 2
(13.8) ' }1@ (ex)blpex)der=0.

€2

Ponadto jest _
(13.9) o [D(e)bloed) sxdoy =M.
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Tutaj wszedme g1 e 53 wydluzemarm skrajnych wlok1en {e; jest do-.
datnie, a g, ujemne).

Dla b = const, tzn. dla przekm]u prostokgtnego, mamy na podstaw1e
wzoru {13.8)

(13.10) Jp(eddac=0.
Wyrazenie podcatkowe przedstawia tutaj element powierzchni wykresu -
z proby na rozeigganie, a sama caltka przedstaw1a sume podl zakreskowa-
nych na rys. 37.

b — o

Rys. 37 Rys. 38

Wynika stad, Ze pole oznaczone znakiem -+ jest réwne polu oznaczo-
nemu znakiem —. Jezeli wykres przebiega jednakowo dla rozciggania
i §ciskania, to rOwWno$é pola dodatniego i ujemnego na wykresie (er, oy}
oznacza w danym razie réownoSé y; ==y, czyli dla przekroju prostokatnego
jest & =28, oraz or=o, (to samo jest dla kazdego przekroju o dwu
osiach symetrii, np. dla przekroju dwuteowego).

W fazie-czysto sprezystej granica nosnosdci jest pojawienie sie od-
ksztalcen plastycznych w warstwach skrajnych, gdyz tam wystapia one
najwezesnie] (rys. 38). Oznacza to, Ze wowezas jest [por. (13.1)].

(13.11) ' _ elzézzspz:-z%-
Wedlug prawa Ho o k ¢ a mamy

Ex

(13.12) e —ap

Ept

Podstawmy" wyrazenia (13.11) i (13.12) do (13.9). Otrzymamy woéwczas

i

—23 EEEREEER -—Ep[ h
G pi P 211 ol
922[ »—bs,\ds\—ZQ bl =
i E) Ept 3 1
2 92 O_p]( T ) b h?
3. b 2pt 4Q2 Epl Opt 6 .
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Zatem nofnoéé sprezysta jest réwna
2 ‘ iy

Mspr = Opt——
P 2 6

(bh?/6 jest to znany wskainik wytrzymatosci przekroju oznaczany ZATWY~ -
-czaj przez W). . ’ '
Jezeli cialo poddamy dalszemu odksztalceniu az do ‘momentu, gdy
uplastyczni sig caly przekroj (rys. 39), to dla materiatu idealnie plastycz-
: ' nego bhedzie

@(Ex) = (Tp[

i, jak poprzednio,

. h
81:32:891_4-;
2¢

wykres

Primdtia wpraszrzong mamy wobec tego wszedzie

Rys. 39 - ) ) ) gy = Opl.

Z (13.9) wynika wowczas, ze

b
3, !
&

2

it
2 e 2 2
h bh
. :ggaplbg_%z:apti‘q: :M,

1

o2
X

ngfﬁpbedeszzzﬁpfb
g :
czyli ze noénodé plastyczna (bez uwzglednienia wzmocnienia materialu)
jest rowna ‘ ‘

bh* -
Mpt=0p =4~

~ No$no$é ta jest, jak wida¢, péitora razy wieksza od nodnosci sprezysiej.

Gdy caly przekrdj przeszedt w stan plastyczny, to méwimy, Ze utwo-

rzyl sie przegub plastyczny. Nazwa ta wynika stad, ze dla belki prostej,

obelazonej sity skupiona, strefa plastyzacji wyglada tak, jak na rys. 40.

l

'parabala

S VO PR P TR

Rys. 40

Belka moze sie woéwcezas odksziatcaé bez zadnych ograniczen, tzn. sta-
je sie kinematyeznie zZmienna (ruchliwa), jak gdyby posiadata faktyczny
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przegub. Belka taka nabywa jeden stopiefi swobody, tzn. ma ¢ jedna wiez
wewnetrzng mniej niz przed uplastycznieniem. Upraszeza to znacznie obli-
czenia statyczne bardzie] skomplikowanych uktadow. Metoda odnosna no-
si nazwe metody obliczania noénosei granicznej (czyli Okreslama stanow
granicznych konstrukcp)

WYEKELAD VII

§ 14, Zwiagzek pomiedzy zjawiskami wytrzymalosciowymi i budowa materii

WepominaliSmy o tym, ze teoria plastycznosci jest teorig fenomeno- -
logiczng. Obecnie zwrdcimy uwage na zwigzek je] z teoria budowy
materii. Wyjaénienie zachowania sie materialéw poddanych dzialaniu
sit { ulegajacych pod ich wplywem odksztatceniu, nie jest powodowane sa-
ma clekowoécia poznawcza. Byé moze, rozpatrzenie zjawisk wytrzyma-
{odciowych pod katem widzenia budowy materii pozwoh kiedy$ na wyko-
rzystanie ogromnych, jak

sie wydaje, rezerw wy- —————— =R
trzymatodciowych, ktore /\ r '
tkwiag w cialach stalych. a
Na istnienie tych rezerw &BR L GF €
wskazuja nastepujace zna- ® ' - s
ne fakty. , ‘

(1} Z obliczen fizykéw Rys. 41

(mp. Polanyiego

i Zwickyego) Wymka ze Wytrzymalosc ciat stalych powinna byé
wielokrotnie wyzsza od wytrzymatoéei obserwowanej. Przytoczmy dla
przykladu jedno z takich obliczen dotyczace krysztatu o.sieci jonowej, dla
kitrej energia elekirostatyczna stanowi nieomal calg energu—: wigzania
sieci (rys. 41).

Sita Coulomba przydiagania jonc’:w jest réwna

R*
Kazdy atom «zajmuje# poie o powierzchni réwnej ckolo
R%,
czyii na jednostke p‘owierzchni rozdzielajacej cialo dziala sita

32
P~ Rage-
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Dop1er0 wiec takie naprezenie powinno spowodowaé pekniccie c1a?ta Je-
‘zeli przy]ac, ze :

i

=
2

e~=5: 10 YWem dyn
Radil-l(}f

i

to ofrzymujemy

25107

p A 6107 10°kG/em? |

dyn/em® == 1,5+ 10" dyn/em? ~ 1,5+

Pomiary wykazuja, ze faktyczna wytrzymalo$é jest znacznie mniejsza\
od obliczonej w ten sposéb. Wediug teorii atomistycznej (P ol an v i,
L wie k y) molekularna (idealna) wytrzymaloi¢é powinna wynosi¢ np.
dla soli E/10, tzn. 20 000 do 40 000 kG/cm? wobec istotnie obserwowanej
ok, 50 kG/em?, ezyli 400-800 razy mniejszej. ‘

(2) Doswiadczenia Joffego i Lewickie j z krysziatami NaCl
Joffe i. L ewicka badali wytrzymalo§é krysztatéw NaCl roz-
mywajac ich powierzchnie pod woda. Wytrzymalosé krysztalow soli
w tych warunkach wyniosta okoto 20 000 kG/em?®, podezas gdy pomiary
dokonywane w zwyklych warunkach dajs, jak wzmlankowahsmy,
50 kG/em?. Wymien1en1 badacze przyp1sywah to zmniejszenie wytrzy-
'malodei rysom| wystepujgcym na pow1erzchn1 c1a1, i zwiazanej z nimi

koncentracji naprezen.
(3) Tzw. efekt. skali, czyli efekt cienkich

nici. Do§wiadczenia Griffitha, Tay-
lora i innych (najwczednieisze pochodza
jeszeze z XIX w, Quincke:-i Xar-
marsch) zniémiszklanymii kwarcowymi
wykazaty nastepujgca =zaleznosé wytrzyma-

di Yosci nici z od ich érednicy d (rys. 42):
Rys. 42 ' z:a+%-

Miedzy innymi uzyskano nastepujace dane doéwiadczalne:

v

$rednica nici w g

wytrzymalosé w kG/ch

22 2 200
! 16 16700 -
12,6 14600 (wytrzymalodé stah)
8 20700
2,5 56 000

Wedtug pomiaréw Anderegga przeprowadzonych nad niémi '
szklanymi i silikatowymi (pomlary dokonane byty w innych warunkach niz
pomiary, ktérych wyniki podane sa w poprzedniej tablicy) wytrzymatoéé
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ich wynosi 121 000 kG/em? dla niei o srednicy 6,64 oraz 367 000 kG/crﬁ""
dla niei o érednicy 3,1 4. ‘ . .

() Efekt Podaszewskiego Podaszewski badat wplyw bar-
wienia fotochemicznego promieniami ultrafioletowymi i rentgenowskimi
na wytrzymatos¢ krysztatow NaCl. Wyniki jego badan byty nastepujace.

(a) Granica plastyczno$el 1 wytrzymalosei krysztatow zabarwionych
jest podwyzszona w . stosunku do wytrzymatodei krysztaldéw niezabar-
wionych; przy sile zabarwienia odpowiadajgcej wspblczynnikowi absorb-
cji Kmar=55-10"% mm ! granica sprezystosci podniosla sie maksymalnie
o 230%,-srednio o 144%, a granica wytrzymato$ci podniosta sie maksy-
malnie o 104%, $rednio o 76%.. DU

{b) Badania krysztatéow zabarwionych tylko w pewnych strefach WYy-
kazaly, ze plaszézyzny podlizgowe wystepuja wylacznie w czesciach nie-
‘zabarwionych, dochodzac do kilkuset na milimetr, przy absolutnym bra-
ku przesunie¢ w czeSciach zabarwionych, Pekniecia takich krysztatéw na-
~ stepuja w czedeiach niezabarwionych.

(c) Krysztaly zabarwione zachowywaly sie po odbarwieniy jak za-
barwione. Podobnych efektéw mozna by podaé jeszeze wiele. Gdyb'y np.
‘udalo si¢ zamiast zbrojenia stalowego betonu zastosowaé zbrojenie niémi
s‘zklanymi o wytrzymalodci réwnej wytrzymalosci stali, to mogloby to
mie¢ donioste znaczenie gospodarcze (w chwili gbecnej wyrob takich niei
jest jeszeze bardzo kosztowny). Widzimy wiec, ze aczkolwiek rozwazanie
zwigzkéw zachodzacych pomiedzy nauka o wytrzymalodei materialéw
i teorig budowy materii nie dato jeszeze zadnych wynikéw konkretnych,
ktore mozna by zastosowaé w procesach'technologicznych i w produkeji,
to jednak nie jest rzecza wykluczona, ze zastosowania takie moga nastziﬁ)ié
w przysziodei. o '

W dalszym ciagu poprzestaniemy na kiIku;uwagach o fizykalnym wy-
"thumaczeniu zjawisk Wytrzymaioéciquch Zwlazanych z plastycznoscia
materialéw. Dokladniejsze ujecie tych zagadniefi byloby trudne, gtownie
z tego wzgledu, ze brak dotychezas jakichsg wyraznych mys$li przewod-
nich, ktére pozwolityby na uporzadkowanie i wyjasnienie ogromnego
materialu do$wiadczalnego w tej dziedzinie. Obecny stan rzeczy mozna
- by nawet przyréwnaé¢ do stanu spekiroskopii przed powstaniem modelu
atomu Bohr a ‘ '

Jak wiadomo, ciala stale dziela sie na bezpostaciowe i krystaliczne.
Niektérzy uwazajg za ciala state tylko krysztaly, a ciala bezpostaciowe
zaliczaja do cieczy przechtodzonych. W krysztatach atomy wzglednie cza-
steczki tworza pewien regularny i periodyczny uktad przesirzenny, czyli
tzw. sie¢ krystaliczng (rys. 43). Na rysunku 44 widzimy komérki elemen-
tarne kilku typow sieci krystalicznych [44a — sieé regularna (np. 861 ka-
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-44b — sieé regularna scentrowana - przesirzennie (np. zelazo
‘a'i B), 44c — sieé regularna scentrowana na cianach (np. zelazo y)].
' Odleglosci atomoéw wzglednie czastek w sieci krystalicznej sg rzedu

“An gstrom 6w Ciatami krystalicznymi sg miedzy innymi metale

‘mieninal;:

Rys. 43 Rysi. 44

i ich stopy (rys. 45). W cialach bezpostaciowych tjak np. w szkle, kalafonii,
paku) atomy fworzg réwniez pewien okre§lony uklad przestrzenny, ale
jest on nieregularny (rys. 46).

Regularnoéé sieci krystalicznej odbija sie nawet na wygladzie makro-
skopowym ecial krystalicznych: swobodnie tworzgcy sie  krysztal ma
postaé bryly regularnej. Mozna sztucznie hodowaé pojedyncze wielkie
krysztaly, np. metalli (Czochrals ki ~wyhodowal kilkunastocenty-
metrowe krysztaly miedzi), ale na og6t roztopiona masa zaczyna krystali-

Rys. 45 Rys. 46 Rys. 47

zowaé jednoczeénie w wielu miejscach, przy czym tworzy sie tzw. poli-
krystalit,” skladajacy sie z wielu przylegajacych do siebie krystalitow.
Srednica krystalitow w. metalach waha sie od 0,01 mm do kilku milime-
tréw. Metale zatem i ich stopy sg agregatami krystalitéw (rys. 45).

@ Krystality nie sa idealnymi krysztalami, jakby sig to mqglo wydawat;
kazde ziarno skiada sie z oddzielnych blokéw o wymiarach 10—° do
10-* em, {czyli o wymiarach 10 do 100 tysiecy elementarnych komoérek),
tworzgcych tzw. mozaike (rys. 47). Kazdy blok mozna uwazaé za idealny
krysztal. Krawedzie tych krysztatéw na ogdt nie przylegaja do siebie, ale
tworza niewielkie katy (do kilku stopni).
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Niektorzy przypuszczam, ze wladnie budowa mozalkowa powoduje kon-
ceniracje naprezen i zmniejsza wyirzymalose cial makroskopowych, sta-
nowigcych zbiorowiska krysztalow. Sg takie inne proby wyjasnienia tych
zjawisk, jak np. teorie Prandtla, Taylora Beckera Sme-
kala, Orowana Jedni (Smekal, Zwicky, Griffith)
twierdza, ze krysztal posiada w swym whnetrzu miejsca rozluZnienia (tzw.
" Lockerstellen) oraz zanieczyszcezenia lub inne nieregularnoéei, ktére dzia-

tajg jak karby. Griffith rozwigzal nawet zadanie o koncentracji na-

prezen dokofa bardzo cienkiego nacigeia w forinie elipsy. Inni (J o £ { e,

O r o W a n) uwazaja, Ze przyczyna koncentracji naprezen sa uszkodzenia

pow1erzchm zewnetrznej. Frenkiel znowu jest zwolennikiem teorii
_ dyslokacji atoméw; o teorii tej powiemy teraz kilka stow.

Pomiedzy dwiema czesteczkami nalezacymi do sieci krystalicznej dzia-
laja jednoczeénie sily przyciagajace i odpychajace (kazda molekuta zacho-
wuje sie jak dipol). Niech sita przy- ‘
ciagania bedzie

a sita odpychania

Cs
Frep== P

przy czym

m=<_1.

Oznacza to, ze sily odpychania zmie- Y,
niajy si¢ szybciej i przy dostatecznie | |
duzych odleglosmach przewyzszaja sﬂy
przyciagania (rys. 48).
Wypadkowa sit Wzajemnego dziatania na siebie dwu czastek bedzie
réwna

Rys' 48

F (‘J") = fafr =+ frrrp .
Przy r =17, mamy do czynienia ze stanem rdwnowagi, o ile
Frg)=10,

wtedy bowiem energia potencjalna {energia wigzania) osigga ekstremum
(minimum), poniewaz _
d Epo{ :

Fry=— dr
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-. ﬁﬁaiémy, ze enérgia cieplna, jaka posiada -dane_: cialo Staie, jest ener-
gié‘" drgan czasteczek lub atoméw wok6l polozen réownowagi, czyli- wez-

“ Yow sieci. Wynika stad, ze dopdki cialo nie osiggnelo temperatury 0°K,

czasteczki jego nie tkwia nieruchomo w weztach sieci. Abstrahujac zresz-
tg od ruchu cieplnego czasteczek poiozenie ich w wezlach sieci trzeba uwa-
zaé, wedlug 'praw mechaniki statystycznej, jedynie za polozenie najpraw-
dopodobniejsze i czastki mogg réowniez znajdowat sie w innych potoze- -
niach, w ktérych

" Epot # minimum .’

Ten fakt, 7ze zawsze cze$é czasteczek zajmuje poloZenie poza weztami
sieci, narusza regularnosé sieci (rys. 49), przy czym strukfura jej jest tym
silniej zaburzona, im wyzZsza jest temperatura. Nieregularnoéé sieci mo-~
7ze dochodzi¢ nawet do zupelnego braku atoméw w niektérych qulach
(tzw. «dziury») i do wklinowywania sie innych w miedzywezla (tzw. ato-

" my dyslokowane).

. 2 ”
e - . defekt Frenkia

= = o 3
g

o
e’ 0 o o e o o

o & o o c o a ¢ o o 2 o 8 B o o
o 0o © o 9 0o 9 ¢ a o o 0 o o g
T
a ¢ a o a o o o & a o o o & o @ defel Scbuffky
© 6 o o o0 0 o © © o ° o o @ o 3
. i
Rys. 49

; Dziury i atomy dyslokowane nie maja statych polozen, lecz wedruja,
przeskakujac pod wptywem energii cieplnej z polozeria w polozenie. Przy
gwaltownym obniZzeniu sig temperatury nastepuje «koagulacja» dziur
w postaci mikropeknieé. ' _

Nalezy podkreslié, ze to, co wyzej opowiedzielidmy, przedstawia mnie]
lub wieeej pewne przypuszczenia. Byt moze, ze do wyjaénienia tych za-
gadnien przyczyni sig zastosowanie mikroskopu elektronowego, ktdérego
zdolnogé rozdzieleza dochodzi juz do rzedu A. Jednak dotychezasowy brak
syntetycznej teorii ciata statego powoduje, ze nawet uzyskanie bezposred-
nich obrazéw strukiury czasteczkowe] cial stalych nie wyjaéni chyba
w pelni ich cech mechanicznych. ' ‘

Po tych wstepnych uwagach przejdziemy do krétkiego wyjasnienia
istoty odksztalcefi plastycznych. _

A. Monokrystality. Na ogol sadzimy obecnie, ze odksztatcenie pla-
styczne krysztaldéw polega na poslizgach wzdluz okreflonych plaszezyzn
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. krystalograficznych, a wlaSciwie w pewnych kierunkach na tych piasz-
czyznaéh. Poszezegdlne bloki przesuwaja sie przy tym wzajemnie wzgle-
dem siebie jak karty w talii kart. Rysunek 50 przedstawia wyniki do-
&wiadezeh Marka Polanyiego i Schmida oraz Tay-
lora i miss Elam, ' .
Okazuje sie, ze poslizg nastgpuje zazwyczaj wzdiuz plaszczyzn naj-
gedciej obsadzonych przez atomy. Proces ten iest nieodwracalny, a po
ustapieniu poglizgu pozostajg w jego plaszezyénie znaczne naprezenia. Na
powierzchniach krysztalu widaé wyraznie linie poflizgu.
‘Widoczne linie poslizgéw sq wlasciwie «pakietami» linii odlegltych od
siebie o okolo 2 000 odleglosei atomowych. Pakiety, czyli pasy poslizgowe
. odpowiadaja przesunigciom réwnym setkom 1 tysigcom odllegloéci ato-

pojedynczy krysztat task
2y hrysatat ptaska probko
stop misdi-aluminiem atuminiowa

Rys. 50

mowych. -Aby nastapit poslizg, naprezenie Scinajace musi osiggnat pew-
. ng warto$é krytyczng (stad znaczenie maksymalnego naprezenia
écinajacego i intensywnoéci naprezen w hipotezach wytrzymaloéciowych);
wartosé ta jest charakterystyczna dla materiatu i dla danej plaszezyzny
krystalograficznej materiatu. Jednakze réwniez przy naprezeniach mniej-
szych od krytycznych nastepuja bardzo powolne odksztalcenia plastyczne
(tzn. poslizgi). Sa to zjawiska pelzania monokrystalitow. Poélizgi takie -
zachodzg bardzo powoli i dopiero, gdy naprezenie osigga warto§¢ krytycz-
na, polizgi nastepuja tak szybko, ze mozna je obserwowaé nawet za po-
moca mato doktadnych metod laboratoryjnych.

. 7 do$wiadcezen wynika, Ze wraz ze wzrostem odksztalcenia roénie war-
to§é naprezen styeznych, koniecznych do przediuzenia procesu odksztal-
cenia (np. dla krysztatu cynku ten wzrost wynosi 600%0). Zjawisko. takie .
odpowiada poznanemu juz poprzednio wzmocnieniu materiaiu.

7 przeprowadzonych doswiadczen wynika, Ze odksztatcenie plastycz-
ne w monokrystalicie moze nastapié nie tylko przez poslizg, ale réwniez
przez izw. przesuwy blifniacze. W tym procesie czedé siatki przechodzi
w polozenie bedace odbiciem zwierciadlanym sgsiedniej czescl. Krysztat
tak uzyskany nosi nazwe bliZniaka. Za przyklad moze tu stuzyt rozcig-
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g'g'ﬁié'_ bizmutu w temperaturzé pokojowe]: odksztatcenie plastyczne pole-

o ga tutaj catkowicie na przesuwach blizniaczych. Rysunek 51 ilustruje opi-

‘- gane wyzej zjawiska poélizgéw i przesuwow bliZniaczych.

" B. Ciola bezposiaciowe. Odksziaicenie plastyczne cial bezpostacio-
' wych zblizone jest do plyniecia cieczy lepkich; jest to proces catkowicie
izotropowy, a nie, jak to bylo w monokrystalitach, zwigzany z okreflo-
nymi plaszezyznami i kierunkami krystalograficznymi. Poza tym nie wy-
stepuje tu zjawisko. wzmocnienia, natomiast obserwuje sie- silny wplyw
temperatury. Dawniej przypuszczano, ze ciecze i clala bezpostaciowe od-
znaczaja sie brakiem uporzadkowania atomow wzglednie czgsteczek. Do-
éwiadczenia ostatnich lat przecza temu catkowicie, wskazujge na fakt, ze

Rys. 51

w cialach bezpostaciowych istnieje Iokalne uporzadkewanie atoméw (cza-
steczek), zanikajace przy rozpatrywaniu wiekszych obszaréw na skutek
narastania drobnych odchylert. RéwnieZ i tutaj, podobnie jak w kryszta-
tach, atomy i czasteczki prowadzg «zycie osiadle», tzn. wykonuja drgania
okoto polozen okre§lonych najmniejszg iloécia energii potencjalnej. Jed-
nakZe drgapia takie dokola okrelonego polozenia réwnowagi trwaja tu-
taj krotko (np. w niektorych cieczach okres ten wynosi 1078 sek) i czg-
steczka lub atom przeskakuje nastepnie w polozenie sasiadujace z innym
~ polozeniem réwnowagi. Zauwazmy, ze czas przebywania- czgsteczki w sg-
siedztwie jednego potozenia réwnowagi odpowiada czasowi relaksacji, tzn.
okresowi, w ciggu jakiego sily obciaZajace mogs zmaleé e (== 2,718) razy
przy niezmiennym odksztalceniu. Dla wody np. czas relaksacji jest rzedu
10— sek. Warto zauwazyé, ze w ciggu tego mgnienia woda zachowuje sie
jak ciato sztywne sprezyste; ale juz w okresie trwajacym np. 1 sekunde nie
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mozna zaobserwowaé — powiedzmy — oporu sprezystego Wody na §eina-
nie, gdyz obserwacje tego oporu uniemozliwia wysuwajaca sie na plerW— :
szy plan cecha plynnosm :
Czas «osiadiego zyc1a» czyli czas relalksacp szkla wynosi 100 lat, wo~
bec czego w doéwiadezeniach trwajacych minuty zachowuje sie ono jak
ciato stale sprezyste. Natomiast w okresach czasu rzedu tysigcleci i wiece]
szklo zachowuje si¢ jak plyn, przejawiajacy swg wlasnosé «cieklogeis. Po-
dobnie warstwy skorupy ziemskiej w geologicznych okresach czasu (setki
tysiecy lat) zachowujg sie jak plyny.

Krotki czas «zycia osiadlego» atomow c1eczy sprawia, ze sg one bardm
ruchliwe i stad pochodzi zdolnogé plynigeia cieczy. Gdy przylozymy np.
sile Scinajaca, to przeskoki atomoéw, z sgsiedziwa jednych polozefr réwno.-
wagl do innych, stajg sie czestsze; nastepuje cze$ciowe uporzadkowanie

- kierunku tych przeskokéw, tak ze w rezultacie stwierdzamy zjawisko
«plyniecia». W tej fazie opér przeciw silom scinajacym zalezy wylgcznie
od gradientu szybkosci plyniecia. Jest to wlasnie przepltyw lepki. Widzi-’
my wigc, ze u cial bezpostaciowych surogatem odksztalcema plastycznego
jest wiasnie plyniecie lepkie,

Nalezy zauwazy¢, ze réwniez w ciatach krystahcznych podezas wyste-
powania poslizgébw maja miejsce przeskoki atoméw, dyslokacje i narusze-
nia prawidlowosei sieci. Zbliza to odksztalcenia plastyczne tych cial do
ptynigcia lepkiego cial bezpostaciowych,

C.  Polikrystelity. Procesy plastyczne w polikrystalitach sa bardzo
skomplikowane. Wobec w pelni chaotycznego ukladu pejedynézych mo-
nokrystalitow sily zewnetrzne powoduja odksztalcenia plastyczne, tzn.
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Rys., 52

poslizgi, jedynie w odpowiednio zorientowanych krysztalach; inne krysz-
-taty doznajg wylgeznie odksztatcen sprezystych. Dlatego polikrystalit sta-
wia znacznie wiekszy op6r uplastycznieniu niz monokrystalit (rys. 52).
Szczegolnie wyraznie jest to widoczne na polikrystalitach metali krystali-
zujacych w uktadzie heksagonalnym, gdyz przesuniecia w tego typu kry-
sztalach moga zachodzié jedynie w plaszezyznach rownoleglych do pod-
stawy komorki elementarne] (cynk).
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P’bé‘tc'zas"'}’arc')cesu uplastycznienia w pojedynczych krysztatach tworza-
" eych ‘polikrystalit powstaja czesto poslizgi w réznych kierunkach. J ednak-
ze'w dalszych fazach uplastycznienia tworzy sie grubowldknista struktura,
A p'(:)Wstala na skutek wydtuzenia sie poszczegblnych krysztatéw w kierunku

- zachodzacych odksztalcen (rys. 53).
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Rys. 53

Tego rodzaju budowy wynikajace z prbceséw plastycznych, o wiasnog-
ciach odpowiadajacych dosé silne] ani"z_otropii,.wymuszdnej, N0SZ3 hazwe
tekstur. Ich szczegdlne wiasnoSel przedstawiaja wykresy podane na
rys. 54, : _ ,

Na ogét odksztatcenie plastyczne jest cecha wewnetrzng poszczegbl-
nych ziaren i plaszczyzny poélizgowe nie przechodzg przez granice kry-
' stalitéw. Lepiszcze miedzykry-
staliczne, czyli otoczki . ziaren,
wydaja sie szczegblnie wytrzyma-
te i trudne do uplastyeznienia.
Whnioski takie potwierdzone zosta-
ty przez dokladne badania ekspe-
rymentalne. ' Jednakze w zjawi-

wylrzymatosé wydtuialiost

t

!

@ . 4c e g_l"‘ T gp° skach pelzania stwierdzamy sy-
. . _ . tuacje odwrotna;, gtéwng role od-
; W — ) grywa tutaj przesuwanie si¢ wza-
—-m%-ﬁm_—kf‘?w jemne krystalitobw po sobie. We-
. 459 , .
dlug ostatnio przeprowadzonych

- Rys. 54 badan zjawisko pelzania w niskich
temperaturach polega calkowicie
na wzajemnym przesuwaniu sie krystalitow i dopiero w wyzszych fem-
peraturach wystepuja poslizgi wewnatrz krysziatow.
7 krotkiego przegladu, jakiego dokonalismy w kilku wyktadach, wy-
ciggnijmy pewng synteze, stanowiaca w pelni osobisty poglad. autora. '
Fizyka teoretyczna, w szczegdlnodci fizyka ciata stalego, stawia sobie
jako cel objaénienie wiasnosel substancji na podstawie wlasnogel czastek
elementarnych. Poznawszy budowe cial pragneliby$my przewidzie¢ np.
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ich wlasnosci mechaniczne, a wszystkie z;awmka makroskopowe zachodza;
ce pod dzialaniam sit chcielibysmy wyjasni¢ na podstawie znajomosei bu-~
dowy samych cial. Dla krysztatéw jonowych, w szczegdlnodei dla krysz—:
tatow typu metal alkaliczny-chlorowiec (np. NaCl), préby takiej dokonat
B o r n otrzymujgc teorie ilosciows zgodna z wynikami doSwiadezen.

Jakze jednak daleko od tych prostych krysztatow do skomplikowanych po-
likrystalitéw! Wierzge w potege nauki mamy prawo, oczywiscie, twierdzig,

ze zagadnienie wlasno$cl mechanicznych polikrystalitéw znajdzie w przy-
sztosci rozwigzanie W formie pozwalajacej na praktyczne zastosowania.
Jednakze z punktu widzenia aktualnych potrzeb techniki wydaje sie, ze
droga ta jest na diugo jeszcze zamknieta. Musimy jesé obiad, jak powie- -
dzial Heaviside nierozumiejac w pelni proceséw trawienia. In-

teresuje nas bowiem zachowanie sie zbiorowisk czastek niezaleznie od

tego, ile wiemy o zachowaniu sie poszezegdlnych czasteczék tych zbio-

rowisk. Wydaje sie wiéc, ze poznanie ogélnych, fenomenologicznych, praw

przyrody jest obecnie bardziej waine dla dalszego, istotn‘egd, rozwoju*
teorii plastyczno$ci i jej prakiyeznych zastosowan, niz badanie cech

makroskopowych ciala statego z punktu widzenia jego struktury.
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PeswowMme .

OCHOBB! TEOPHK IHACTWUYHOCTH 1)
CEMb JERIHH

Hacroanpe mexnmy OBINIM IIPOIMTAHbE Ha cemuHapmu B Maremaruge-
croM Mneruryre Honsckoit Axanemun Hayg B 1953 romy. Omm ocmomaHR:
HA W3BECTHBIX HAVYHEIR 10cobuax G esyxopa Mapiompyda,
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"'_'Ha‘gamﬂ CokKONTOBCKOTO, OunoHEeHKO-BOoOpoOguIa,
I‘ oAbKenbmaTa U Apyrux (CM. NepedcHb JTePaTYPEL).

 Jlexims I oxBaThIBGET OCHOBHBbIE I[IOHATUA HATPAKEHHBIX M ,ued:)o!p_
. MMPOB&E—HI—IBIX COCTOMEN, PACCMOTPEHHEIX C TOUKM 3PeHMA TOTpefHoCcTel
TEeOPI MACTHIROCTH. VI3 IOKEeHb] TAKZKE HATPAKEHHOS COCTOAHNE B TOWKE
M TIOHATUAA TJABHBIX ¥ OKTANIPUICCKUX HATIDSRKEHIIL, '

B gexinos 11 paccMOTpeHLl OpefenbHble SHA=ECHMA KacaTebHBIX Ha-

TpSA3KCHMH T I10CKOCTAX TJABHOTO POMOMMECKOT0 ROASKAdAPa, TechopMI-
' pOBa-H‘HOe COCTOSHME B TOYKE, BAKOH JMHEMHOE YUpYTocT#, B dopMe 3a-
BUCAIISH 0T WHTEHCHBHOCTH HBHPH}KEHMH M AepopMAIIMi, a TaKKe 3aKOHbBI
MAMeHeHMH 00HeMA M M3MEHEHMS (DOPMBDI,

Jexmma 11l paceMarTpuBaer YCAOBUA MIACTHHHOCTH (T. €. TAK HABLIBA-
eMble TYMIIOTEShI TTPOTHOCTH ). .

B neproit wacty 1V JeRipy IPHBENCHO COAEPIKaHMe HOBOM HayuHOM
paborsi B, B, I opoxunora [[Ipura Mar. Mex. 5 (1952)]; B ROTOPOI
ABTOP HPEACTABUA OPMIMHAILHOE OIpEe/eNeHte MHTEHCHBHOCTH HAIPARKEC-
pmit, B ganpHemx paccy XACHUAX JIAHBL OCHOBEL TEOPMM MAJBIX YyIPYTo-
IIACTITSECKMY: HedopMarpai, ™0 METONAM COBETCKON LIKOJBL.

Jlextma V paceMaTpuBacT TEOPEMY VianIommMHa 0 TAK HA3BIBAEMOM OPO-
CTOM HATDYKEOHIDI U Pasrpyske, & PaKkzKe OCHOBHBIE YPABHEHNI MEeXSHHEHX
JOPYrO-TUIACTAIECKHX TET.

B nermpan VI paccwo*rpex&m TPHMEDDI npwmeﬁeu—ma TeUPHH, SBJIAIO-
memca TEMOM TIPeBIY X JIEKIMI, & MMEHHO BOTIPOC TOJCTOCTEHHON TPY-
191558 no,ngepraeMom BHYTPeHHEMy [ABJCHIIO, & TAKMKE ST M3THD.

Jlerkmma VI pacemarpmsaer ¢BA3YM, CYLECTBYIONME MEXIY ABISHARMMU
COTIPOTHMEIIEHNA 3 CTPOEHMEM BEIECTBA. B 9O JIEKIM  PACCMOTPEHO
TIGCAEDRATENHHO, Ha ocgosampr [6] — MOHOKpMCTannMTLL, amopdHbIe
TeJga M MONMKPUCTAILILL B 3aKJ0YeHue BhEDAXKCOHO MHEeHME, YTO, HPH Ha-
CTOAIIIEM COCTOSHMWY HAYKM, HalbHeiiliee PassuTve TeOpWH TJIACTIIHOCTI
MOMEET, TTIABHLIM 06pazoM, COCTOATE B (PEHOMEHOJOTHIECKOM IPezc raBJie-
HUM paccMaTpUBaeMbIX ABJerndl, bea Gonee TIE@TEAHHOTO AHAMMSA MX cyb-
MUEPICKONMYIECKM CTPYKTYPEL - :

"Summary

BASIC PRINCIPLES OF THE THEORY OF PLASTICITY {I)
SEVEN LECTURES

*  These lectures were held by the author at the Institute of Mathematics
ol the Polish Academy of Sciences in 1953. They are based on the well
known manuals by Bezukhov, Iliushin Néadai Soko-
lows ki, F1lonenko—Borod1tsh Goldenblat and
- others (see list of references)

!
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:

Lecture I contains fundamental notions of the state of stress and
strain from the point view of the requirements of the theory of plasticity.
The state of stress at a point is discussed, as well as the principal and the
octahedral stresses.

In lecture II the principal values of shear stresses (on the walls of the |

. principal rhombie dodecahedron) are discussed, as well as the state of
deformation at a point, the law of 1inear elasticity in the form depending
on the intensity of stress and deformation and the laws of change of vo-
Jume and shape.

In Lecture IIl the conditions of plasticity (strength theomes) are di- -

scussed.

Lecture IV brings a short account of a new paper by W. W. No-
vozhilov (Prikl. Math. Mech. 5, 1952) in which a definition of siress
intensity is given. Next, the basic principles of the theory of small defor-
mations are explained in the form developed by Soviet scientists.

In Lecture V a discusion of the theorem of - I1iushin, concermng
the so-called simple loading and unloading, and the bas1c equa’mons of
elastlc-plastlc bodies are given.

Lecture VI is illustrated by examples of appllcatlon of ﬁhe theory,
discussed in the foregoing lectures. :

The problems considered are: a thick-walled tube’ sub]ected to inter-
nal and external pressures and the problem of pure bending.

In Lecture VII relations. between the strength phenomena a*ld the
,structure of matter are c0n31dered

Monocrystalline, amorphous and polycrystaihne bodles are dlscussed
on the basis of [6]. Finally, the author expresses the opinion that further
development of the theory of plasticity should be based chiefly on the
phenomenological approach to the considered problems, without deeper
consideration of submicroscopic structure. A

INSTYTUT MATEMATYCZNY
POLSKIBEY ARADEMII NAUK

Praca zostala zlodona w Redalkcji dnia 14 styczrig 1954 r.
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