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- Ruszty plaskie stanowia istoiny element konstrukeyjny wielu budow-
1i inzynierskich. Wystepuja one'w rozmaitej postaci, jako stropy ‘zebro-
we, dzwigary zalamane w planie, wreszcie jako uklady ramowe obcigzone
sitami prostopadlymi do plaszezyzny ukladu ramowego.

Rozwigzanie tybh ukiadow metods sii napotyka na znaczne trudnosgci
spowodowane duzg ilodcig wielkosci nadliczbowych, zwlaszeza w przypad-
ku sztywnego polgczenia pretéw z wezlami. Dla stosunkowo prostego ukla-
du rusztowego, jakim jest ruszt o siatce ortogonalnej, podaje sie w meto-
dzie sit rozwigzanie przybliZone' pomijajgce sztywne polgczenie belek
w wezlach, a. iym samym pomijajgce udzial momentow skre;ca]acych
‘w pracy rusztu. S

- Do rozwigzania tych zlozonych ukladbéw postuzono si¢ w niniejszej
pracy metodg odksztatcen. Stanowi ona dzi$ dualng forme rozwigzywania
plaskich ukladow ramowych i znajduje szerokie zastosowanie w statyce
ram wielokrotnie hyperstatycznych. Zaletg tej metody jest tatwosé prawie
ze schematycznego ustawiania réwnan kanonicznych, w ktérych wspdl-
czynniki przy wielkosciach nadliczbowych wystepuja w - postaci scatko-
wanej. Metoda omawiana posiada ponadto cechy pogladowosci 1 zezwala
~ na prostg interpretacje mechamczna przy rozwigzywaniu- ukiadow row-
nan metods iteracji.

Praca niniejsza jest proba zastosowania metody odksztatcen do zio-
zonych uktadéw rusztowych o weztach sztywnych; jest zarazem rozszerze-
niem dawmniejszej pracy autora, [4], dotychezas n1eopubhkowane]

W ustepie pierwszym podano ogélna metode rozwiazywania ukladow,
w ustepie drugim wyprowadzono ogélne wzory transformacyjne metody
odksztalcen dla pretéw zakrzywionyeh i zatamanych w planie.

W dalszych ustepach -wyprowadzono réwnania kanorpjczne metody”
odksztatcen dla typowych ukladéw rusztowych.

1. Ogodlna metoda rozwigzywania ukladéw

Rozwazmy dowolnag rame plaska, skladajaca 'sie z pretow prostych
i zakrzywionych, polaczonych ze soba weztami sztywnymi lub przegu-
bami. Niech rama ta lezy w plaszczyZnie XY. Niech rama bedzie obcigzona
sitami skupionymi (P) lub obcigzeniem ciagltym (p) o wektorach prosto-
padiych do plaszezyzny ramy oraz momentami skupionymi (M) i w spo-
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' s6b ciagly rozlozonymi (m), o wektorach lezacych w plaszezyZznie XY.
Uklad taki nazywaé bedziemy rusztem plaskim.

Przez «pret» rusziu plaskiego, laczacy - dwa wezly, rozumiemy pret
pryzmatyczny przenoszacy momenty zginajace M, momenty skrecajace S
oraz sity thgce T. Wektory momentow M, W leza w plaszezyinie ukladu,
wektory sil tnaeych sg prostopadie do tej ptaszezyzny. O§ preta moze by¢
linig zakrzywiong, prostg lub zatlamana, przekréj preta staty lub zmienny.
" W rozwazaniach ograniczymy si¢ do pretéw o przekroju symefrycznym
pelnym lub grubofciennym; wylaczamy zatem z naszych rozwazaf pro-
file cienkodcienne stosowane w budownictwie stalowym. .

Uklady rusztowe o wezlach sztywnych sa uktadami o wysokim stop-
niu statyeznej niewyznaczalnodci. Rozwiazanie ich przy uZyciu metody
sit nastrecza znaczne trudnosei i doprowadza do rozwigzania ukladu
réwnan kanonicznych o wielkiej liczbie wielkosel nadliczbowych. W ni-
niejszej pracy rozwigzanie tych zlozonych ukladéw nastapi przy uzyciu
metody odksztatcen.

Rys. 1

Zajmijmy sie ukiadem, przedsfawionym na rys. 1. Pod wplywem
obcigzenia zewnetrznego uklad odksztalel sig, a wezly doznaja Dprzesunieé
i obrotéw. Wezmy pod uwage wezet i ukladu ramowego. Pod wplywem
obcigzenia wezel ten dozna przesunigeia d; prostopadiego do plaszezyzny
ramy oraz obrotu o wektorze lezgcym w plaszezyznie ukladu. Nieznana
jest wielkosé przesuniecia dy, wiellkoéé obrotu oraz nachylenie wektora
obrotu wzgledem przyjetego uktadu wspéirzednych. 7 .

Obrét wezla rozlozymy na dwie skladowe: g¢; i ;. Tak wigc wezel
‘scharakteryzowany jest przez irzy wielkoscl 6, @-1 . Stanowia one wiel-
kosei nadliczbowe ukladu lub, jak bedziemy mowili krécej, «nadlicz-
bowen, ‘

W wezle podporowym, w ktérym pret jest utwierdzony zupelnie, prze-
suniecie 1 obrdt sg rowne zeru. Tak wiec dla uktadu sktadajacego sie z 7
wezlow swobodnych i t podporowych ilo§é nadliczbowych: geometryczQ
nych wyniesie 3r. ‘ '
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W przypadku wezla podporowego przegubowego, np. Weﬂé B, otrzy- :'

mamy 6p=190, gp# 0 i ys# 0. Zobaczymy podzniej, ze wielkosci pp'i yJB' :

dadzg sie latwo Wyehmmowac z Tozwigzan dzickl warunkowl zerowej
warto§el momentu zginajgcego i skrecajacego w przegubie (Ma=Mz==0).

Rozwazmy wreszcie wezel swobodny, do ktérego jeden z pretéow
przymocowany jest za pomocg przegubu, na przykiad wezel 1 (rys. 1),
Ruch - wezla scharakteryzowany jest trzema wielkodciami, przesunie-
clem o, oraz skladowymi obrotu ¢ i ¢ Przegub dozna przesunigeia 6
oraz obrotu o sktadowych g1 i 4. Te dwie wielkoel mozna jednak wye-
liminowaé z warunkéw zerowej wartoSci momentu zginajacego i skreca-
jacego (Mua==0, MWa ==0) w przegubie. Tak wiec w weZle swobodnym,
w ktérym co najmniej dwa prety sa rpoléczone w sposth sziywny, ilos¢
 nadliczbowych wyniesie frzy. W wezle, do
ktorego wszystkie prety przytwierdzone
sa za pomoca przegubu, iloé¢ nadliczbo-
wych ograniezy sig do jednej, mianowicie
do przesuniecia 4. -

Rozwazmy pret i-k, polagczony w spo-
so6b sztywny z wezlami i oraz k. Dla dal-
szych rozwazan bedzie rzecza wygodna
roztozye sktadowe obrotu wezia i na dwie
skladowe: skladows ¢ 0 wektorze, ktore-
go kierunek pokrywa sie z kierunkiem
normali, i skladows w; o wekiorze zwr6-
conym w kierunku stycznej do osi preta

mk{

w punkeie i. Rys. 2
Z rys. 2 odezytamy proste zaleznosci
{1.1) - @ir = i SiN @i + @i COS an, Wik == 1; COS dip — @ SiN a,

Ponadto jest 84 = 6.

W przekrojach, ktorymi WyCthO pret, dzialaja skladowe stanu napre;-
zefi: momenty zginajace My i Mp;, momenty skrecajgee My, i Wi, 0 wek-
torach lezacych w plaszezyznie ukladu, oraz sity tnace T i Tw o wek-
" torach prostopadiych do ptaszczyzny XY.Wielkosei te nazywaé bedmemy

ogélnie sitami brzegowymi preta i-k.

Sity brzegowe wyrazic mozemy (uczynlmy to szezegdlowo w p. 2)
jako funkeje liniowe obciazenia zewnetrznego oraz nieznanych wielkosel
@iy Phiy Piky Phir Oin 1 Oni. Dzieki zwiazkom (1.1} mozemy sily brzegowe
preta i-k wyrazié jako funkcje liniowe obcigzenia oraz nieznanych wiel-

kosci ukladu, przesunie¢ d; i e oraz obrotébw @i, vy, @r 1 Y
" . Tlo$ci nieznanych wielkosci nadliczbowych przeciwstawi¢ mozemy ty-
lez réwnah warunkowych. Otrzymamy je ze zréwnowazenia weziow.
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(1.2)

XMy, =0,

‘M, i M, oznaczaja tutaj

.:"ﬂlaEi'I{éidégo .We;zla swobodnego wycietego z uktadu ustawic mozna .- trzy
" réwnania réwnowagi. Tak wiec dla wezla i mamy

My, =0, YRy =0.

rzuty momentow przywézlo_wyéh (ktore

- dziataja na wezel z przeciwnymi zwrotami niz na pret) na kierunki dzia-
fania nadliczbowych ¢, 1 y,, a RJf oznacza sily tnace, dzialajgce na wezel.

Jezeli bezposrednio na wezel d

ziafa sita skupiona P; oraz moment sky-

piony M, o sktadowych M,y i My , to zamiast (1.2) uzyskamy

(13) - My +XMy =0,

2

P, - 2R; =0.

Poniewaz sily przywezlowe sa funkcjami liniowymi naa}.‘iczbowych i ob-
cigzenia z'ewnqtrzne_go, to z réwnan (1.3) wypisanych dla wezla swobod-
nego ofrzymamy uklad trzech réwnan liniowych niejednorodnych o nad-

liczbowych ¢, y i 6.

Otrzymane z ukladu réwnan 6, ¢ i ¥ Ppozwalajg na wyznaczenie sit
brzegowych poszczegélnych pretéw, a tym samym na wyznaczenje wiel-
kosci statycznyeh w dowolnym przekroju preta. Tak naszkicowang me-
tode rozwigzamia rusztow plaskich rozwiniemy szczegblowo w dalszych

ustepach niniejszej pracy.

2,

WeZmy pod uwage pret i-k
czacy dwa wezly: wezel i oraz

v M k_u m!‘ﬂ
P : ch‘
iy | i
-
by 1
AL l x|
~ i | |
| - i
I M | lp b
| AL i
TH& lr’“'_
+ 7 Rys, 3

rysunku pokazano dodatnie zwr

Zwigzki miedzy sitami brzegowymi i skfadowymi stann przemieszezen

zakrzywiony lub zalamany w planie, a3~
wezet k. Niech pret fen bedzie obecigzony
sitami prostopadiymi do plaszezyzny pre-
ta i momentami o wektorach lezacych w
tej ptaszezyZnie, Pod wplywem obcigzenia
zewnetrznego pret i-k jako pret ukladu
rusztowego dozna odksztalcenia. Konce
preta, wezly i oraz k dozndja przesunigé
i obrotéw. Wydzielmy pret dwoma prze-
krojami lezacymi nieskoficzenie blisko
weztdw. W przekrojach tych dziataé he-
dg skladowe stany naprezen, momenty
zginajace M i Mg, mbmeﬁty skrecajgce

Mz 1 My oraz sily tnace Tip 1 Tor Zwro-

ty tych wielkoéci przyjete jako dodatnie
przedstawiono na rys. 3. Réwniez na tym
oty sktadowych stanu przemieszezen wez-

10w, przesunigeia &4 i dri, kaly obrotu s 1 gu; oraz katy skrecania
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'w,-;z I yr. Dodatnie zwroty tych wielkodei piokry'waja Sié' z Hddatni:ﬁl'i' 2 "

zwrotami sktadowych stanu naprezen. Zalbzmy, Ze  wielkodei B, ..,y)k,,

sa wielkosciami znanymi, z gory podanymi, Dazyc bedziemy do wyrazenia -

wielkosel statycznych brzegowych Jako funkc;|1 obcigzenia zewnetrznego

i znanych sktadowych stanu odksziatcen weztéw. Uktad jest trzykrotnie

statycznie nIewyznaczalny, dla Jednoznacznego okreflenia szeéciu sil brze-
gowych mamy do dyspozycji trzy réwnania réwnowagi. Przy zalozeniach
matych ugieé w stosunku do liniowych wymiaréw preta, tj. proporejonal-
nosci miedzy odksztatceniami i nauprqzemarm — stowem, przy zalozeniach
statyki ukladéw pretowych niewiotkich — zwigzki miedzy brzegowymi si-
fami statycznym1 a obma‘zemem zewnetrznym i skiadowymi stanu prze-
mieszezen wezlow beds zwigzkami liniowymi.

Mozna je w sposob najogodlniejszy przedstawié w nastepujace] postaci:

: I, ' Tos e Yy B
(2.1.1) M, =M, + M,/ ‘pz'k+'Mi.':” @M ”‘Pfk_i'Mf ?/Jizr+M!.lf§z O M6

ki?

RiY

(212} Mkt - Mkz +Mkt qufc+Mkt (pkr—}_M: 'lluzk+Mkr 1plc1+MIzzk 5;fe+M;}:’f ¢

. 0 . o :
(2.13) My =M, W22 q)fie+q‘[ .'fl%:""m‘ e W TS b “an‘*“m‘ o B+

ki

QL My W AN g g Ny N, 0,0,
| (215) ‘. - TU‘! + Ttk (prk + Tzk (Pkt + Tz.!z Pin + Tzfe Vi + T:k 6!1‘6 + T i ?

.

{(2.1.6) T, = T;u + ka Pi + Tm ‘?’ia + Tkr Pin + T.’u Yy T T.'n T Tkt

ZWiazki fe nazywamy wzorami transformacyjnymi metody odksztal-
cen. Ze wzorow (2.1) wysnu¢ moina szereg wnioskéw. Jezeli uczynié
pir =1, a pozostale skladowe stanu przemleszczen wezlow oraz obcigzenie
zewnetrzne przyrownac do zera, to

. M- — M ik am . _m\‘”u’z T __T ik

ik efe ’

M -: M;R , \‘DE — Sn !k Tki — Tkzik .

ki

Wielk.oéci ij;k, MZ;Z",..., sg silami przywezlowymi powstdlymi w ukladzie
podstawowym geometrycznie wyznaczalnym (g, = ¢, —...=3§,,=0), wy-
wolanymi stanem ¢, =1. R
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i Jezelr przyréwnaé do zera
o wezlow, 1o

wszelkie skladowe stanu przemieszczenia

0 ) o ol : _mb
M, = My, My, =My, Ty= T:‘k_’
e . . -0 0 .
— M —
M, =—M,, M, =M, T,,=T,.

Wielkosel M?k s o

- Tgi sg zatem silami przywezioxﬁvymi preta i-k obustron-

nie zupelnie utwierdzonego, wywolanymi obcigzeniem zewnegirznym.
Opierajac si¢ na twierdzeniu o wzajemnosel

reakeji mozna znacznie uproSci¢ zwigzki {2.1).
Rozwazmy dwa kolejne stany w  ukiadzie pod-
stawowym geometrycznie wyzriaczalnym, stan
¢,,— 1 oraz stan g, =1 (rys. 4). '

Ze stanem w,,— 1 zwigzane sg wielkosci sta-

ik
Mm ,

tyczne brzegowe

R . o omat fin
i T, a ze stanem g, —1 wielkosci M, M

9}1?zk m fzrc

’..

o
Yie
, Tk

Stosujac twierdzenie o wzajemnosci reakeii

olrzymamy

(2.2.1) Lpfk *

T ik

M =1

Y1k s*hk atie mha
M, ", Wk, I ET

i

fei

Rys. 4

.,
. ik
o MR

.

W analogiczny ‘sposdb uzyskamy, przyjmujac coraz to inne stany,

dalsze zwigzki.

2ri ot
M — Mk,
Y s ¥
hi SN ik
M =G0,

9, &,
(2.2.2) T“;k: M.,

r tkﬁ_. ki
Ml.’e ?

.fk__ ki
Ttk Tzk !

ki —sntie e MW“" T"’m e e e
W = s My ki tip et R VR
Tq’ }1 ki q’k: 91 T fzz__ Mbik T ik M ki
2] Yiw o ’ ki ki ik
! ¥ 7 v L
tk 3 k! NIRE___ Sk
M=, T Mkz , M Yk =M,

] \ 3 b - 8
i — ki SR ik — SR Wik O K
Mk =M, =0k W=

u‘z_ T kz. . . =

kz ki

Powyzsze zwigzki zmniejszéja ilos¢ wspolczynnikéw przy wielkosciach

Pinr Pris -

w réwnaniach (2.1) z trzydziestu szefciu do pigtnastu. -Stwier-

dzimy podzniej, ze dla poszezegdlnych ksztaltéw pretow, na przyklad dla
pretéw symetryeznych i prostych, uzyskamy dalsze zmniejszenie iloSci

wspolezynnikow.
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'

Dzieki zwigzkom (2.2.2.). napiszemy réwnanié tranéformacyjhe ‘(2.1}-=
w nastepujacej postaci: . ‘ : o :

e ¥, k7Y Py o P s -
{2.3.1) M,=M,+ M, e, +.Mif‘¢’k5 +9)‘;J§k‘!’m+ s'))‘:;zl":"kf+‘Tf;§k (S5, + 85)

D Y ¢, . Chr . VB .
(2.3.2) . M, = M+ M, [y, + 1 M e+ Myt m;fr%”kﬂL Tk (8, +6,),

1 L0 n? Y ’ E Ay Wy, L
(2.3.3) - M=+ M, Fo,+ M qjki_{—imtﬂ;kw:'k—i— W Tl (8, + 8,50,

'\ 0 T . g ¥ E ¥ i b, .‘
(2.3.4) My =M+ M1 g+ M ooy o+ :S))Lkﬁ_?_y_)_.?gtfi_ T (0 7 84
E 0 w, @, . &, - .t,T:l. » : 3.
{2.3.5)  Tu=T,+ Tz‘hlzk P T T,;;f” P+ Tnik Yy T Tuf"n”'fef"i“ :Ti;ek(aik + 8,0,

0 . [ b, Yo 5,
{2.3.6) T,=T,+ Tsz?]ik +kal(pki + Tl:sz P T Tft? P Tklik (0, + Spi) -

Dalszym wiec zadaniem bedzie wyznaczenie wielkosei Mf,i", vy le-
zgeych ponad linig schodkows we wzorach (2.3). Rozwigzanie tego trzy-
krotnie statycznie niewyznaczalnego zadania ‘nastapi metoda sil,

Wychodzimy z zasady prac wirtualnych przy wariacji stanu napre-
Zenia.

Rozwazmy dwa stany: stan odkszialceq, wywolany obcigzeniem ze-
wnetrznym ukiadu, osiadaniami i obrotami podpdér oraz wzrostem tempe-
" ratury (wzrost liczony w stosunku do temperatury montazowej preta},
oraz stan obcigzen wirtualnych, K, bedacy w rownowadze z reakcjami
podporowymi przezefi wywolanymi, D.

Réwnanie prac wirtualnych przyjmuje tu postac

' (2.4) SR64+2DA=[(Mdg+ Mdyp+Tdh).

Tutaj 0 oznaczajg rzuty przesunie¢ na kierunek dziatania sit K w punk-
tach zaczepienia tych sil, A rzuty przesunieé podpér preta na kierunek
dziatania reakcji D, d¢ jest obrotem, dy skreceniem, a dh przesunigciem
przekroju preta wywolanym obcigzeniem zewnetrznym. Wreszeie M, Wi T
sa wielkosciami statycznymi wywolanymi obeigzeniem wirtualnym K.

7, wytrzymalosci materialéw wiadomo, ze

W
T GcC

ds, dh:kivds.

e (M e
(2.5) Figu——(fl+dth)ds, dy o

Tutaj’ M, M i T sy sitami przekroju wywolanymi obcigzeniem zewnetrz-
nym, E modulem sprezystoscl, G modutem odksztalcenia postaciowego,
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- lezng od kszialtu przekroju.

1 momenter bezwladnoéci wzgledem glownej poziomej osi bezwladnoéei
a-a przekroju, A polem przekroju preta oraz C wielkodeig (w cm?) za-

. Tloczyn E'I nazywamy sztywnoSciy na zginanie, GC sztywnoécig na
skrecanie, a G A/k sztywnosma na $cinanie; Wle]kOSC k charakteryzuje-

- ksztalt przekro;u

fe— 5 bt— 75 —

. Rys. 5

il En)
‘I‘ ’fim / 1 T ]IEA
KR AR e

Wielkodei M, i T, skladowe wypadkowej stanu naprezef, zwiazane
_sa 7 naprezeniami normalnyml oy 1*tnacymi 1y oraz Ty nastepujacymi za-

leznosciami:
M ;faxsz,
A .
(2.6) ™ = J (r:y— D)4,
[ T :f'fxsz.
. A

Wystepujaca we wzorze (2.5) wielkosé
At jest réinica temperatur w skrajnych
wibknach preta. Zatem At=t,—1,,
gdzie t, jést temperaturg w gérnym
wioknie, a t; w dolnym witknie preta.

Ogolnie Jest t{2) =t,~ (A t/h)z, gdzie

t, jest temperatura na osi gldwnej bez-
wiadnosci e-a preta. W naszych roz-
wazaniach nie bedziemy omawiali wply-
wu jednostajnego wzrostu temperatury
tey wywoluje on sily tngce i podhuzne
T i N', o0 wekforach lezaeych w plasz-

Ty

Rys. 6

czyznie ukladu, oraz momenty M’, o wektorach prostopadlrych do plasz-
czyzny ukladu. Mamy tu do czynienia z ramg plasks, a nie z rusztem.
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. Oznaczmy nadliczbowe naszego trzykrotme mewyznaczalnego uk?.tadu .
przez X,, X, 1 X,. . .

Wielkosci statyczne M, M 1 T sa funkcjami obquenza zewnqtrznego
i nadliczbowych statycznych

@79 S=IS1 + X, S+ X, 8, + X3 S, (S =M, T).

Tutaj [S] jest wielkoscia w uktadzie podstawowym statycznie Wyzna-
~czalnym, wywolang obcigzeniem’ zéwnetrznym, a S, jest wielkoscig sta-
tyczng, wywolang w ukladzie podstawowym stanem Xi=1{i=1,2,3).
Jezeli jako obcigzenie wirtualne przyjaé kolejne stany X, = 1(i=1,2,3),

to w my$l zwiazku (2.4) otrzymamy

(2.8) 16 +'£5,-A:J.(M,-d-(p+-fﬁ;dw+idh) (i:1,2,3).

Zwazywszy, e 1; 6= 0, gdyz Wzgledne przesunigeia  przekrojéw
w kierunku dziatania X; sg réwne zery, otrzymamy uktad trzech réwnan

2.9 25,- A= [ (M;dg+Ddy+T;dh) (i==1,2,3).

&

Wstawiajac do zw1azkow (2.9) zaleznosm {2.5) 1 (2. 7) otrzymamy uktad
réwhnan

(2.10) 2 Dy A= dio+X1i+ Xo diz + X3 8is {i—1,2,3,..),
gdzie '
6ik_f( —1— ‘W )
(2.10.1) x o i k=—1,2,3),
a,o_[([m T M I T—A)d

Wielkoscl nadliezbowych przyjmowaé bedziemy w ten spos6b, aby
otrzymaé uklad trzech réwnan o jednej tylko niewiadomej w kazdym
rownaniu: .

(2.11) Li=da+Xidu,  Li=2XD;4 (i=1,2,8).

Taky: postac réwnan otrzymamy umleszcza]ac nadhczbowe w biegu-
nie sprezystym uktadu. Niech ukladem podstawowym, statyeznie WYy-
znaczalnym, beda dwa wsporniki (rys. 7). Nadliczbowe, site pionowa X,
oraz momenty X, i X, zaczepiamy na konecach nieskoficzenie sziywnych
ramion, gczacych biegun sprezysty 0 z przekrojem B. Wspblrzedne bie-
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-.:._-:gu"n'é Xos Yo OrAZ ké‘c g zawarty micdzy kierunkami dzialania momentow
X, i X, dobieramy tak, aby w ukiadzie rownan (2.10) znikaty wielkosei

By bip 1 O o

Rys. 7
Zadamy zatem, aby

(2.12) EL 8in== | (M: Mpds + DM Mpds” + T Teds™) =0

(,k=1,2,3 k1.
Tutaj | '
. L . EL

ds:Tds, ds ——=ds, ds’”—“EI”

‘GC :_Ejkds.

. Wielkoté EI. jest dowolnie przyjeta sztywnoéeia zginania. Stanom
X, =1 X,=11 X;=1 odpowiadaja nastgpujace wielkodel statyczne:

M, = — {x,—x)cosa-—{(yo—Y) sine=Xcosa - Ysing, )
. Sﬁizﬁ'—(mo—wc)sina—i—(yo_y)cosa:Xsina——Ycésa,
(2:43) {lMg—COS (a+p),: My=cosa, 9)?'2:sip(a—|—ﬁ),
1M, =sina, T,=1, T,=0, T,=0.

Zauwazmy, ze ostaini czion pod znakiem catki (2.12) znika, gdyz
TZ == Ts = 0. ’
Z warunku &y, =0 otrzymamy

‘ _ fsm2a(@s—ds)
(2.14) . ctgf= 2 f(cos® a ds’ + sin® ads”)
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Z warunku 6,, == 0 znajdziemy

(2.15) __Jylsinacos (i +p)ds’ —cos asin (a+f)d’]
) Yo SIsinacos{a--p) ds’ ~—cosasin (a+f)ds”]

_Jz [cos a cos {a+ B) ds'+ sin a sin (at-p)ds”]
J[sin acos(u+p)ds’—cos asin(a+p)ds"]

Wreszcie z zaleznoSei d,; =0 otrzymamy

f:r(ces ads’+ sin® ads”)+1 -5 [y sin 2a(ds'—ds")

(2.16) x,ty,ctgf= f(cos® ads + sinf a ds™)

Znajac parametry 3:0, Yol P Wyste;pugace w zwigzkach (2.13) latwo Wy—
znaczyé WlElkOSCl d0 ofaz §; Ze wzordw

mmm:fwnMM§+m4www+TmmMW+M¢§HML
(2.17) o - |
El-du— | (Mids'+ Mids"+ Thds™)

(i=1,2,3)

W powyzszych wzorach mozna pominaé wplyw sil tnacych na wielko$ci
Jdip oraz &y jako maly w' pordownaniu z wplywem momentdw,

Nalezy jeszcze wyznaczyé wplyw przemieszczen wezidw na stan na-
prezenia preta.
Na rysunku 8o przedstawiono stan przemieszezen wezidw, a na rys.

8b, 8¢ 1 8d sity brzegowe wywolane stanami X, =1, X=1iX,=1
w ukladzie podstawowym statycznie wyznaczalnym.

Rozwazmy stan X, = 1. Praca wirtualna sil brzegowych, wywolanych
stanem X, = 1, na rzeczywistych przemieszezeniach weztéw daje
: !

(2.18.1) L;=XD, A= {8 +6e)— 1cipm— 1e Qﬁ’ki_‘I“T di yin 1 de i
Analogicznie dla stanu }_(2 =1 znajdziemy

(2.18.2) L,=2X% D A——l cos (am +P) pin — 1 cos (am—i—ﬁ) Pri — Y
1 sin (am—+8) wir-+ 1 sin (are+F) e -

. Wreszcie dla stanu X, = 1 otrzymamy

(2.18.3) L,=2% qu A=—1cos an qﬂm—-TCOS Qi Pri— 1 sin di Wik —i——l sin agi .
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pozwala wyznaczy¢: nadliézbowe X

(i=1,2,3). \

. Znajomoéé elementéw Li, di oraz dio
- Otrzymujemy je ze wzoru '

(2.19)

Rys. 8

Znajae wartosci nadliczbowych przystapi¢ mozna do Wyprowgdzenia}
wzoréw transformacyjuych (2.7), ktore wypisujemy dla przekrojow przy--
Wezllowych i oraz k. . )
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Korzystajac z brzegowyeh wielkesel statycznych, Wywolanych. sta~
nami X, =1, X, =11 X;=1 (rys. 8a, 8b, 8¢}, oraz majsc na uwadze.
dodatnie kierunki sit- przywezlowych wedhug rys. 3 piszemy

¢

Mip——X ¢ + X, cos (at‘k + ﬁ) + X% COS i + {M:‘kl

’

Mu=— X, ¢y — X, cos (as: + f) —Xzcosop + [Mu],

9)(‘;']’32 Xi d; — X2 sin ((Iik + ﬁ) —XR sin Uik ‘f" [’)}f,k] y
- {2.20) . |

H

Nigi = X, dp + X, sin (ag; + B) -+ X, sin ap + [Ma]
T =X, + |Ta], '

Thi= X, + [Tl

Jezell do powyzszych wzorow  wstawi¢ wielkodci X; ze wzoru (2.19), t

po prostych . przeksztalceniach uzyskamy wzory (2.20) w postaci analo—
gicznej do (2 3)

M = Mie 4 pon gin + Hiee @i — vinwir + ver wre — ,Lt:‘k (dix + 1),
Mkr = an + u ik (Ptk -+ ki Phi Vi 'lP:fz + vai Wai — !,tfu ((S;k - 6,!3;)

Mipe—MTe — vik e — vin @i & Kawwir — i pns + Kig (3 + Onr)
My;

(2.21) | B
== N3 + s @it + ver @re — Kinwie 4= Kre wre — Kb (Bir + Oni),

Tie = Tix— pbs pie — Hii i+ ik pie — Khi i + pin (i “+ Oni),

Thi = Thi— Uik @ik —— pki Pri -+ Rin win— Rhi wai + pik (o + 6ri) .

Tutaj przyjeto nastepujgce oznaczenia:

2 cos® {a,, + £ cos® &.k
i T A +
) I 2 33
- €iCk €08 {ap+f) cos{aw + f) COS i COS Qs
i == — —— )
611 62 635
] d: COoS (a;k -+ ) n(am + 5) COS dir, 51N i
\ (2.22) VYie — {511 + (5 (53_), - ’
_ crpd: c0s (o - ﬁ) n (aw+A) COS ay; 5in o
Wi == - — - —_— "y
éll . 22 . . : ’ 633 Lo
o & de + cos (air + #) sin (o + ) 4 cosan Sin o

By Oag Gga - ¥
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e + éosz (a,,+B) + cos® a,,

Hyy = 73—}1— ' 30 7 8oe »
it — c dk __cos (agi -{:ﬁj)j@n(_m;g —};ﬁ]  coS o sin agi
' 51_1 - dga Oyy ’
(2.22)
ki :_@?_ + sin® (a4 f)_ 4 S i
611 622 633 -
ds sin?® (ap: ﬁ) | in? o
P B R S
" dy, Oag O3
Al
= dide | Sin (atir -+ B) sin (as +p) | sinai sin g
-klk T By + 22 * , (s ’
r di r dk " 1
kir=—, khi=—, WS .
* 11 g 814 C e 8y

Wielkosci MS,, M}, .., otrzymamy z€ wzorow {2.20) wstéwiajac p:
miast wielkosei X,, Xz 1 X,, wielkosel Xy 0, X200, Xz.0.

Réwnania transformacyjne (2.21) mieszcza W sobie szereg pr’zypadkéw
szcezegolnych. Rozwazmy przypadek preta i-k z przegubem w punkeie B,
w ktorym Mp=Mp=0. Jedyng nadliczbows jest sila X, dziatajgca
w punkcie B. W réwnaniach (2.20) nalezy postawi¢ X, = X, = 0. Stuszne
pozostang wzory (2.21), jesll we wspbtezynnikach wyrazonych wrorami
(2.22) przyjaé ‘ '

figg = O, gy =00 .

Rowniez w przypadku preta zakrzywionego w planie, z przegubem
w punkcie i, postuzyé sig mozna wzorami (2.21) odpowiednio je prze-
ksztaleajac, _ '

W przegubie i jest Mu=—0 oraz My =0. Z plerwszego 1 trzeciego
réwnania (2.21) wyznaczymy, rozwigzujac uktad tych dwu  réwnan,
wielkoscl @i 1 . Wstawimy Jje nastepnie do pozostalych wzoréw gru-
py (2.21)." :
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Otrzymamy uklad réwnan

My, =0,.
Mi = M+ i pri ~+ i i — i (Sin + il »
M, — .
(2.23) e =0 g
My =M + vri gre + Knapre— K 28 1 Oni) »
Tin = T% — pi pr: — Tk s+ b (Bin + ) »
T = T?zi — et Qri — Ki ei + pir (Ser - Ona) «
Tutaj M9, MY, .., sy sitami przywezlowymi wezla k w ukladzie

podstawowym jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym (pret i-k wedlug

rys. 10); wielkoSci urs, ve: ... Posiadaja odmienna postaé, niz {o wynika ze

wzoréw (2.22). Zreszty latwo je wyznaczyé, jesli punkt B z rys. 9 prze-

niesé do punktu i. W punkcie tym umieszezamy- jedyna nadliczbows X,.
Poniewaz x,=1y,=0 i ¢;=d;=0, wiec otrzymamy

Cr Ch dk

Mri = s Phi — ,
61‘1 511

Rys. 10

Wielkoéci MY, MY, ..., otrzymamy ze wzoréw (2.20) ktadac tam
X, = X, = 0 oraz wstawiajac Xi = Xi,0=— 10/ -

Znaczne uproszezenie wzordw transformacyjnych (2.21) uzyskamy
w przypadku symetrycznej postaci preta i-k (rys. 11). Ze wzoru (2.14)
odczytamy (przy zalozeniu symetrycznego ksztaltu oraz symetrycznej
zmienno$ci przekrojéw preta), ze ctg = 0. Wynika to stad, Ze funkcia
sin 2¢ jest antymetryczna, a funkcje I.E/GC i I./I sq symetryczne. Zatem

(2.24) j sin2a(ds —ds")=10
' p=um/2.
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(2.16.1)

Witawiajac = /2 do wzoru (2.16) otrzymamy
[ {cos® ads —E—iéinz ads”

=Tl ads +sintads’) 2

Ze wzoru (2.15) znajdziemy

{2.16.2). y,=

l

)

fy(sinads’ T costads”) -+ [xsinecosa(ds —ds") :

f(sin?ads -+ cos®ads”)

Stany X, X, 1 X, wywolujag powstanie nastepujacych wielkogei statycz-

nych:

M, —Xcosa+ Ysina,

M,= —sina,

M, = cos a,

&

M, =Xsina—Ycosa,  Ty—1,
M, — cos a, Ty=10,
M, = sin a, , Ty=0,

Stany X, =1 i X,= 1 daja antymefryczne wykresy momentéw zgina-
jacych oraz symeiryczne wykresy momentéw skrecajacych. Stan X, = 1

daje symeiryczna postaé momen-
t6w zginajacych, a antymetrycz-
ng momentéw skrecajgeych.
Wobec tego, ze dla preta
symeftrycznego jest
Ci=Cr==¢,

dide*:.d,

Opi == 2 7 — Gk ,

Mamy tu

(2.25)
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kip=kri=

. cd

11

I

g o2
¢  sin” o
Hhile == P == 5 +

11

d2

+_

~ liczba wspolezynnikow Wrorbw
transformacyjnych zmniejsza sig
z pigtnastu do dziewigciu.

cos® ain : cd 1 1 1
T T, Wi PR S“—WE‘SIH 2 ain 5— — =1
gy Jys 1 22 G5
cos® air +sin2 o — e sin?on  cos?aip
OS” thik | SIB Uik = = T I~ -
Ban iy 011 s 333 )
1. 1", 1\ = d? . cos®oir. sin” o
pin=——=8in 2an |zt 5|, k=g g T e
6 N 622 633 11 a3 33
" 1 P d
== kir =kni=75,
” 6 11 6 11




W przypadku preta symetrycznego z przegubem w punkeie i ( M, = j‘n . g)
postuzyc sug mozna wzorami {2.24). We wzorach tych wstawié - halezy
cr—=dr=0. -

7 preta zakrzywionego symetrycz-
nego bez trudu prze;dzmmy do preta
prostego W tym przypadku mamy

k2

0—~1/2, yozﬂ, agk‘—o,

ai=2m, c=1Ul2, d=0.

IR

Stany X, =1, X,=1 1 X3=1 -
wywoltujg pojawienie sie nastepuja-

cych wielko$ci statycinych:

M, =—(lj2—a), M, =0, T =1,

M,=0, : S, =1, - Ty==0,
M;—1, M, =0, T,—0,

Wspélczynniki rownan t_ransf'ormacyjnych (2.25) zmniejszajg sie tu -
z liczby dziewieciu do pieciu. .

Otrzymamy
‘ - ) ' ’ r c
yip==10, v =10, kir=20, g =<,
. . ds
L | et 1 - 1 1
‘ _1___ﬁ T e —— kin=kip = —, go—=_
IL:k éll 33’ #’Ek 611‘ 533 X " ! 622 ‘u‘k a11.

Zwazywszy, ze dla preta o stalym przekroju jest
) | : 2 V 5- .
' 1.1 - (&
6““’}5'7[(?_33) =R
0
!

' 1 1
{2.26) 622_5& 1 'dxF(Té’

1 o1
633=E"if1'dx:m’ :
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i W’ypiszemy rownania transformacyjne w postaci znanej ze statyki ukla-
- . dow ramowych ' ‘

" 9El .. 3 .
Mip=Mp + = [2gn+ ou—- 00+ 8uil],

' 2E1 3
M —=Mpi + 4 [P + 2 pri -7 (6ir + Sk)]

GC )
My = Whe + 1 {ypin ~— i), °

(2.27) cc
1 My — M — 7 {win — ?pkf)_,

“ 6EI 2
T = Tt — {pin - Pri 5 B + 6ri)i,

61
-

' : 2
Tt = T — [ + pri— = (8ix + Sr)]-
W przypadku preta prostego z przegubem w wezle ¢ (Mir==0, M, ==10) jedy-.
ng nadliczbowa bedzie X, dzialajaca w przegubie i. Mamy tu x,—01i c=1.
Réwnania transformaecyjne przyjmujg znang postat . :
I Mir——10,

(2.28) Bl

‘ 1
M= M - [pri— T (8, 1 8,501

i podobnie dalsze rownania.

Pret prosty 1 pret kolowy sq
elementami, kiére najczescie] wy-
stepujs w ukladach rusztowych.
Zajmiemy sie nieco szczegélowiej
pretem kolowym o stalym prze-
kroiu.

Z rysunku 13 odczytamy

X=rsing), Y =r(cosg— 1),

d=cosp,+e, Yo=—¢T,
Rys, 13 _ c.———r(l——ﬁ):ﬁr.

Dalej mamy ze wzoroéw -

' [ M,=Xcosp—Ysinp=rdsing,

|Sﬁlz—w-XSiﬂ(p—YCOS(}‘J:T(ﬂCOS(p——l),

(2.29)

M,=sing, M, =cosp, M, — cos g ; My ==—sing,

T1=_1, T2=0, T?,:O..




Z warunku

EL
= Ge

8 = f (M, My 4o M, M) ds =10

olrzymamy c==§7,
gdzie
(2.30) f=1— 4esing,

2g,(1+0) +(o— V)sin2¢,

Ze wzordw (2.10.1) obliczymy

IE1511=2QTsr[‘Pn"‘(l—“ﬁ)Sin‘PO] )

2.31) {Emzz:“%[z.%(l +o)+(e—1)sin2q,],
| _
|E16, :L[z po(l+e) Jr(l‘-m 0) sin 2 ] .

2

7 Znajomost wielkosel 8;:(1=1,2,3)

pozwoli na wyznaczenle wspdlczyn-
nikow pur, i, ... na podstawie wzo-
réw (2.25).

Poniewaz dla symetrycznego ob-
cigzenia preta kolowego w ukladzie
podstawowym momenty zginajgce
maja wykresy symeiryczne, a mo-
menty skrecajgce wykresy anty- P
meteyeane, mtem Xio—Xew=0 1LY
i X30+ 0; jedyna nadliczbowsg jest q _ - B
moment skrecajacy na osi symetrii . Rys. 14
preta. ) . ’

Dla jednostajnie rozloZonego obciaZenia p wzdiluz luku preta mamy

|
l
|
|
1
!

(2.32) [M] =—pr*(l—cos¢), [BR] =pr? (p—sing).
Nadliczbowa Xs0 Wyznaczymy ze wzoru

X = iU} ’

W b

gdzie
8so=J ([M] My + o [ J] M) ds —

. _,—-__._gpg-4f[z93inrp(1—cqs @) +0(1 —dcosp) (p—sing)] dg.
) ht : .
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% ':'}:"o' wykonaniu catkowania i diuzszych uproszezeniach znajdziemy

{(1-+0) (4s1nrp0——2<p0)—4gqpocos%—%—(@—1)sin2(joq_
C2(1tege—(e—1)sin2q, -

(233) - Xao=pr*

W przypadku szezegdlnym p, = 7t/2 (pblkole) Xao jest niezalezne od g:

el ® q)
Xzo=pr (ﬂ 1)

Wielkosel statyczne otrzymamy ze wzoréw (2.1 3):
= [M] + Xsocosa==[M] + Xsocosgp,
(2.34) M = [M] + Xaosina=[M] — Xaosing,

=—pre. ' : f

Dla @, = @/2 znajdziemy -

M*—p'r (1—cosg)+pr° (i—l) cosg,

. 4
M—pr:(p—sing)—p7* (—n—ﬂml)sinqa.

Dalej ze Wzoréw (2.34) otrzymujemy '

MU i—'MO.:;-prz’
' , 4
(2.35) MY, =Y, = pr (_.2___5),
; pra
% :_Tgi%T-

. 'Dla sily skupionej P dzialajacej w polowie rozpietosci preta mamy
Xi0=0, Xp0—0 i Xs0#%0.
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Otrzymamy iu :

: 2 ¢ (cos g, — 1) + (o =1} sin® g,
.36 ——Pp |51 Po
(2.36) | Ko "2+ 1) go—(e—1)sin2gp,

Na odcinku C-k tuku jest

P .
=—~Ersmcp + Xszocosgp,

)?z%(lﬂcosw)—Xs,nsincp.

Dla ¢, = m/2 jest
Xs,o“—“i, Mz—%(sinqa——%cosm),

T

Pr 9
9t — P71 — cosw— 2 sina).
=1 —cosp—_sing)

Pr . Pr 2
M?zi = 9){5’“. — o (1 — —~) ,
Rys. 16 -

TV, = — P/2.

W powyzszych rozwaZaniach przyjmowali$my w obrebie preta dodatnie
kierunki wielkosei statyeznych zgodnie z umowa stosowang w statyce

dzwigaréw zatamanych w planie. Dodatnie kierunki tych wielkoéei przed-
stawiono na rys. 17.

WM

Rys. 17 ’ Rys. 18

Przejdzmy teraz do wyznaczenia sil w dowolhym przekroju preta mig-
dzy wezlami i-k. '

. Zalézmy, ze z rozwigzania réwnan kanonicznych, wypisanych dla rusztu,
uzyskaliémy skladowe stanu przemieszezen preta i-k. Wyznaczyé nalezy
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: wielkosel M, M i T w dowolnym przekroju preta i-k miedzy weztami i-k.
" ok postepowania jest nastepujacy. Wyliczamy ze wzorow {2.18.1)-(2.18.3)
- wielkosci L, a ze wzordw (2.19) nadliczbowe X;. Wreszcie ze wzoru (2.7)
T Wyznaciamy 7adane wielkosci statyezne. Mozna postuzy¢ sie rowniez inng
" droga. Ze wzordow (2.21) wyznaczymy sity przyweztowe M, Mix 1 Tir.
Traktujemy je jako obciazenie wspornika i-k, utwierdzonego w wezle k.
Wielkosei statyczne w przekroju a-a, to jest wielkosel M., M. 1 To, nzy-
skamy z trzech réwnafh réwnowagl wypisanych dla preta i-A (rys. 18).

Przesuniecia, obroty i skrecenia poszezegblnych przekrojow preta w do-
wolnym przekroju ¢-a znajdziemy ze Wzord (2.4) przyjmujae jako obcigze-
nie wirtualne site K=1, skierowang wzdtuz poszukiw.é\nego przemie-
szezenia. :

%, Réwnania kanoniczne

Rozwazmy wezet i rusztu. W wezle tym zbiega sig m pretéw. Stan
przemieszczenia wezla jest scharakteryzowany trzema wielkosciami: prze-
sunieciem &;, prostopadlym do plaszczyzny ukiadu, oraz skladowymi obrotu,
katami ¢ i y:, o wektorach lezgcych ‘w plaszezyznie xy. Kierunki dziatania

nadliczbowych ¢; oraz y; dobieramy w zaleznosci od typu uktadu w spo-
s6b najrozmaitszy. Na rysunku 19 podano stan najogblniejszy, kiedy kie-
runki dziatania nadliczbowych g 1 gr oraz y: 1 pe nie sg do siebie réwno-
legle. Brzegovye wartoscl przemieszezen preta i-k zwiazane sa z nadliczbo-
wymi nastepujgcymi zwigzkami : o

‘ @i = i sin fir + @1 €O8 fin, :
(3.1.1) S = — 01,

Wi = i €08 fin — @i S0 fin,

ki = ph 81N fri + @r o8 Pri,
(3.1.2) : O =g

i == 4Pn COS fri — @k SIn Pri.
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Wytnijmy wezel i przekrojem o-e: Na wezel fen dziatac quq sity
przywezlowe oraz obcigzenie zewnetrzne dzialajgce bezposrednio na wezel
Na rysunku 20 przedstawiono “sity :
przywezlowe preta i-k w przekroju do-
konanym nieskonczenie blisko wezla 4.
Sity przyweztowe M, M 1 Tir dzia-
laja z odwrotnymi kierunkami na we-
zel. Rzuty tych sit na kierunki wek-
toréw @i, v: 1 z oznaczmy przez M.,
My i Tu.

Tutaj

3 2){M¢L:ﬂMlk Smﬁzk_ Mix cos ﬁzk,
. M, =— Mz cos fu + S.th_k.SZln Bir.

Niech na wezel dzialajg obcigzenia
bezpoérednie, moment M; oraz sita
pionowa P..

- Réwnania réwnowagi wezla i przy
uwzglednieniu sit brzegowych wszyst-
kich pretéw zbiegajacych sie w wezle
i obcigZenia bezpodrednio dzialajacego
na wezel przyjmuja postac

Rys. 20

. M cos yi— 3 (Mur cos Bix — DMy sin fin) =0,
3.3) Mysin e — 3 (Mo sin i+ Min cos fis) =0,
P; +2 Tt’k:O '

Jezeli do réwnan (3.3) wstawimy sity przywezlowe ze wzoréw transfor-
macyjnych (2.21), a dalej postuzymy sie wzorami (3.1.1)1 (3.1.2), to uzyskamy
uklad réwnant kanonicznych metody odksztaleet typu-

pi A% + Yow Aln + i Bl + 3 weBlg + 8:Chi 4 X 62 Clp + Muo =0,
(3.4) l @i Al + Son Al + wiBY + X yn Bl + 8:CY 4 364 Ch + 1o = 0,

gi A - 3w Ak + i Bl + Ze Bip+ 8:Cii + Z8:Che + 10 — 0.
We wzorach tych Af; oznacza sume rzutow wektorow inomentéw przywq—
zlowych wezta i na kierunek wektora gz, powstatych w ukladzie podstawowym
geomelrycznie Wyznaczalnym pod wplywem stanu ¢;=1; Af: jest suma
rzutéw momentéw przywezlowych na kierunek wektora ¢, wywolanych

stanem @ =1, wreszcie my jest suma rzutéw wektoréw momentow przy-
weztowych wezla 1 na kierunek dziatania wektora ¢, wywolanych w ukla-’
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. dz1e podstawowym stanem obeigzen zewnqtrznych Podobne znaczenie majyg
' inne wielkoSci wystepujace we wzorach (3.5).
' Z tw1erdzen1a o wzajemnodei reakejl wynika, ze

AI—‘BH, Cu——Au, - Cn—-Bu.

Na podstawie tego twierdzenia wykazaé¢ moina, ze uklad réwnan kanoni-
cznych (3.5) wypisanych dla wszystkich wezléw swobodnych bedzie ukladem
réwnan o macierzy symetrycznej (wzgledem gléwnej przekatnej).

Rownania (3.5) podane tu w postaci najogblniejszej i dla dowolnego
‘ksztalttu pretéw dadza sie znacznie uproScié w przypadku uktadéw ruszio-
wych regularnych, jak ruszty o siatce pretowej ortogonalnej, belki zalamane
w planie, belki plersmemowe itd.

@ ‘ .
4. Belki ciqgle‘ zalamane i zakrzywidne w planie

Rozpatrzmy uklad pretow przedstawiony na rys. 21. Prety polaczone

sg ze soba sztywnymi wezlami stanowigeymi jednoczeénie podpory belki.

© Nadliezhowe przyjeto tak, aby kierunki ich dzialania pokrywaly sie z kie-
runkami stycznych i normalnych do osi pretéw w wezlach. :

Na rysunku 21 pfzedstawiono sity przywezlowe oraz wielkosci M,
i My, tj. sktadowe momentu skupionego, dzialajacego jako obciazenie ze-
wnetrzne bezposredmo na wezel. Zrownowazenle qula i prowadzl do rownan

M;k + M;jcos yl—%,,smy, M;=0 , |
(4.1) : . o Vi = tij ~— Cik »
M+ My siny: + Myreosy;— My =0, :
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Jezeli do wzoréw (4.1) wstawimy momenty przyweziowe z rownah trans-;
formacyjnych (2.21), a ponadto skorzystamy ze zwigzkéw

PU==Qi, - Y=y, Y=g, =,

(4.2) Pri == Qr COS P+~ SN Ye , | Pri==— @r SIN Y + i cOS 1 ,
@i =i oSy + ywsiny:, wy =-—q; siny; +y; cosy;,

to ofrzymamy uklad réwnaii o nadliczbowych geometrycznych ip:

4.3.1) o le my—eiv )+ o, [+ g+ ki e — 2 e8]+
F @ [ i 8 — Vi 84 Y (ﬂd;ij & kﬂ R LT} (g7 — e} +
-+ (kij _-M.z'j) Eigi] — ¥ Wﬁz € —;—ﬁik eyl + Mik + MY 5 — Sﬂ —M,=0,

i
(4'32) ‘Pj(ﬁij &, + ”';; 51 —; ['V,'k + (k;“ ij) ‘9; + T;[j (812_ é%)] +
P (kt‘k & — Py p) (kﬂ & — ij 35) =+ W, [:“fj e} + 2 Vi & & +
4k, 82+km] kmek—l—v ek)—l—m"“a{H —E-Mue—im—{)

ij i

W powyzszych wzorach oznaczono dla krotkosel e, —siny, oraz g, =cosy,.
'Réwnania (4.3) mozna znacznie uprodcié dla pewnych typow belek ciggtych.

Zalozmy, ze wszystkie katy y sa réwne zeru; prety rnaja wtedy wspoélne
Styczne w wezlach. Z réwnan (4.3) otrzymamy

{(4.4.1) T‘ij @, + o (e, + M,-j) + (pf‘z‘_;ij Vi (95— Vij) +
T+ e W + My, + My — M, =0,

(44.2) 70— 00— ) — Ve —y ;EJT;' F iy - Tey) —
— Palen + N, A MG, — M, =0,

W przypadku szezegblnym jednakowych przesel i- pretéw o jednako-
wych wlasnofciach geometrycznych i symefrycznyech ofrzymamy dalsze
uproszczenia wzoréw (4.4). Poniewaz w tym przypadku wspélezynniki przy
niewiadomych nie zalezg od wskammikéw wezlow, to uzyskamy

(4.5.1) ﬁ@j +t2up, +pyp, _'"u';("!)j"—%) + M?k + M?j_ M, =0,

(4.5..2) Vg — ) —ky,+2ky —ky, + M, + Mo, —M, =0,
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o iZauwazmy jeszcze, 7e w rownaniach (4.4) otrzymamy dalsze uprosz-
o ¢zenia w przypadku p=>0. Odpowiada to przypadkowi belki cigglej o pretach
prostych |patrz wzory (2.26)).
Ofrzymamy woOwczas dwa nie-
zalezne od siebie ukiady rownan
tréjezlonowych jako znane row-
‘nania belek ciaglych. ‘

Ak P

Dla belki cigglej zalamane]j
% w planie uklad réwnan (4.3.1)
. Rys. 22 -1 (4.3.2} przechodzi w

(46.0) @5y + 9,12 By 8 )+ Foy ef 1+ 0 Ty &+ K 60—

—w [l — 20yl &8 vy B e T My, + MY e, — D e "_Mg: 0.

(4.6.2) 90y Bf_ti’z(gij_“ 2py) e et @y beyp £ — weky

+ w2, 6]+ Ky &2)— 1, Ky, &, + DY er + MY, + M?j g —M,=0.
Tutaj przyjeto wedtug wzorow (2.27) u == 2 i .

Dla belek ciagtych zatamanych w planie (jednakowe przesta i przekroje
belek oraz jednakowe katy y w wezlach) olrzymamy dalsze uproszczenia
polegajace na tym, ze wspolczynniki przy niewiadomych nie zaleza od
numeracji weztéw:

i = Uik, ki=Kig,..; o er==&=..==¢; == Ep=—gj = .. —&.

Poniewaz w rownaniach (4.3) - (4.6) wielkosci ¢ i » wystepuja w postaci
trojeztonowe], to sposéb rozwigzania tych ukladéow réwnan najwygodniej
doprowadzié do algorytmu rozwiazania dwu ukladéw rownan tréjeziono-
wych, zawierajacych jedynie nadliczbowe ¢ lub .

" Postugiwat sie bedziemy ukladem podstawowym geometrycznie niewy-
znaczalnym. Ukladem tym niech bedzie belka ciggla, zakrzywiona lub za-
lamana -w planie, o tak skonstruowanych' wezlach, aby wielkosel » we
wszystkich, weztach byly réwne zeru. Przy n wezlach swobodnych ukiad

_jest n-krotnie geometrycznie niewyznaczalny. :
. W tym' ukladzie podstawowym wykonujemy nastepujace dzialania.

(a) W ukladzie réwnaﬁ_(4.3.1)-(4.6.1) zaktadamy

| W =W = vee T PE T o0n =y = 0.

Pozostaje wowczas uklad réwnaf trdjeztonowy. Rozwiazanie tego ukia-
du daje katy ¢ue (i=1,2,...,n) wywolane dzialaniem obeigzeth zewnetrz-
nych na uklad. ‘ ‘
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(b) Niech w ukladzie podstawowym dziala stan »,=1. W réwnaniach
(4.3.1)- (4.6.1) nalezy przyrowna¢ do zera cziony pochodzace od obcigzenia |
zewnetrznego, a z wystepujacych w tych réwnaniach katow o zachowaé nale-
zy jedynie kat y,. Rozwigzanie ukladu réwnan daje katy v.,, (i=1,2,...,n).

Powyzsze dzialanie powlarzamy kolejno dla stanéw ¢, =1 (r==1,2,...,n).
Przy wyznaczaniu wartosci g, wygodnie {u bedzie poslu.zyc sie macierza
ukladu réwnan tréjeztonowych.

* () Wyznaczamy w ukladzie podstawowym momenty praywezlowe, wy-
wolane obciazeniem zewnetrznym oraz stanem ¢,=1 (r=1,2,...,n).

(d) Ustawiamy uklad réwnan ‘

v

4.7 aPy, + aPy; +alp, +alf =0 (i=1,2,..,n),

Tutaj aff) oznacza sume rzutébw momentdéw przywezlowych wezta i,
obliczonych w p. (¢}, na kierunek dzialania nadliczbowe]j y;.. Momenty te
wywolane sa w ukladzie podstawowym niewyznaczalnyim stanem w;—1.

Wielkos¢ al@ jest sumg rzutébw momentdéw przyweztowych wezta i na
kierunek dziatania nadliczbowe] u;, wywolanych w ukladzie podsfawowym
dzialaniem obcigZenia zewnefrznego.

Rozwigzujac uktad rownant (4.7) olrzymamy nadliczbowe y; (1=1,2, ..., 7}
Katy ¢ uzyskamy z nastepujacege wzoru superpozycyjnego

n ! ) .
g =0 + pri,rwi (‘l: 1, 2,...,?‘1:).
o =1

Rozwigzanie ukladu réwnan emdwionych w p. {a) 1 (b) oraz roéwnan
(4.7) nastapié moze réwniez metodg kolejnych przyblizen (metodg Crossa),
ktora do tego celu nadaje sie bardzo dobrze.

Zajmijmy sie szczegdlnym przypadkiem belki mqgle] zakrzywionej,

‘mianowicie belkg piericieniowg o jednakowych przestach obcigzonych

w spostb jednakowy (cykliczna symetria obcigzen). Zaldzmy, ze na wezly
nie dzialajg momenty skrecajgce skupione (D;=0). Ze wzgledu na sy-
metrie obcigzen jest gi—@i—gp=—..=p=0 oraz yi=y = =..=yp.
7 drugiego- réwnania (4.5) otrzymamy

(4.8) ‘. 2 (ke — Ky -+ MY, 4 M, = 0.
Ze wzgledu na symetrie obcigzefi mamy MY, = .R?j:.{.iﬂﬁo, wobec
tego ‘
. : o
4.9} = =
(4.9) | [
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"' Ze wzoréw transformacyjnych (2.21) otrzymamy

P, = M (s — o) p =0 — MO =0,

M, =My——ny= M?k

' Ze Wzorow (2.2'5) dla symetryeznych pretow

zakrzywionych wynika, ze .
, sin 2 a,
=0,
B33
L \ -7
k—k 5 ="
Tak wiec
. T
Rys. 23 "M, = M?k + ctg o Mme .
ZWazywszy, Ze
M, = [My] - Xypcos 0y MO = [MY] — XKy qsin 0,

otrzymamy
M, = [M3] +ctg [0,

Wobee tego momenty skrecajace w wezlach sy rowne zeru, a momenty
zginajyce $g hiezalezne od nadliczbowych Xzo0-

Dla obcigzenia p jednostajnie rozlozonego we wazystkich -przestach
mamy [wzor (2.32)]

(4.10) Mz = pr® (cos o, — 1)+ctg a pr? (an — sin ap) = pr® (e, ctg g — 1).

Otrzymaliémy tu wyniki zgodne z wynikami uzyskanymi na innej
drodze; prostota wzoréw koncowych poehodzi stad, ze uktad jest statycznie
wyznaczalny, Wykresy momentéw zginajacych i skreeajgeych oraz sit
tnacych uzyskamy ze wzordw '

" J— cos(a—a) 11 g g SR (2g—e)
41D Momprt Dy, T
Ta:pr(au-—_a)ﬁ.

Zajmijmy sié bardziej ztozonym przypadkiem, mianowicie pierscieniows
ramg obecigiong 'w sposob jednakowy we wszystkich przestach. Tutaj jest
p=0 1 p+# 0. Zréwnowazenie wezla i daje tu réwnanie

(4.12) ' M+ Mo + My=0.

( o““a)] ¥
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ZWREYWSZY, e
M, =M, + (k—K)yp,

(4.13) M, =M, (k—T) v,

M = pirws

Rys. 24

gdzie =4 EI; /R, ofrzymamy wstawiajac ‘po_wyisze wartosci do réwnania
(4.12) '

(4.14) [2 (e —K) + wr]p + 2900 =0,

gdzie ! !
E))I‘t?k = -)I?j. =...==Mi®,

Ze wzorow (4.13) uzyskamy sity przyweziowe

My == M0 e 2R o gp
15 2 (k—10) + wr
Muy= pryp=—2M° il

2(k— E) + ir '
Dalej ze wzoru (2.21) uzyskamy
; _ y—
(4.18) M == M"— (v—»)p=M"+ 20RO - .
2(k — k) + pur

Dla pa=10, a wiec w braku stupa, otrzymujemy wyrazenie (4.9).

W przypadku ram pigtrowych, skladajacych sie ze slupéw pionowych
1 rygli kolowych, otrzymamy w zaloZeniu wezléw nieprzesuwnych w kie-
runku poziomym nastepujace réwnanie tréjezionowe: '

wr—lﬁr.r-—l + qpr [2 (kr_ir) + fu‘r,r—l + ”r,r#il + y)r+1ﬁr,r+1 + 29)11("]‘:

r=1,2,.., n)
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- Tutaj -

L _aEL o AL
Mr, r—1 = hr ] JL r,r—1 . hr—i ]

a I, jest momentem bezwladnoci stupa wzgledem osi f-f. W podobnie
prosty sposéb rozwigzaé mozha zagadnienie belek pierscieniowych wspéi-
érodkowych, obcigzonych w sposéb jednakowy we wszystkich przestach
poszezegOlnych pierscieni. W kazde] belee pierfcieniowe] wystapi jedyna
tylko nadliczbowa, kat v (rys. 26). Otrzymamy i tu réwnanie tréjczlonowe

wr—'—lﬁr, —1 + wr 12 (kr - Er) + Ju’r, r—1 + lur,r-H ] + ?Pr-»l-iﬁr,r+1 + 2 S)jil; =0
{r=1,2,..,n).

Przyklady tego typu mozna by mnozyé. Nalezy jednak stwierdzi¢, ze
belki proste zalamane w planie znacznie wygodniej rozwigzaé przy uzyeiu
metody sil, [2]. Rozwigzanie réwnan

R

'l [y kanpnicznych ‘metody sit daje bowiem
/ﬁ bezposrednic wartoscl momentéw zgi-
= najaeych i skrecajacych przywezlowych.
o O I e T _
o

B~

AN S AN
i5

~Jr-1
LA
= ]
L e
A e :
Rys. 25 ' Rys. 26

v

Jezeli wezel i belki zalamanej w planie jest weztem nie podpartym
(8: 4 0), to rozwigzanie takiego ukladu moze nastgpié w dwojaki sposob.

() W réwnaniach (4.1), w wyrazeniach dla momentoéw przyweziowych,
" nalezy uwzglednié wplyw przesuniecia. We wzorach (4.3.1) i (4.3.2) do-
chodza wtedy czlony zawierajace wielkosé & Dalej skorzystaé nalezy’
z warunku réwnowégi wezta Ti— Ty + P;=0, gdzie P: jest plonows silg
skupiong dzialajaca na wezel. Wyrazajac Tw 1 Ty wedlug wzorow (2.21)
otrzymamy brakujace réwnanie kanoniczne.
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wimy trzy rownania réwnowagi. Dla

(b) Traktowaé mozna prety j-i-k jako jeden pret i ustawié dla niego

wzory transformacyjne (2.21).

W przypadku diwigaréw zalamanych w planie nalezy w wezlach po-
srednich nie podpartych stosowaé metode sil {(p. 2), traktujgc uklad pretéw
jako jeden pret [14].

5. Rusziy o ortogomalnej siatce preiowej i rusaty niereguiafne

" Rozwazaé tu bedziemy ruszty skladajgce sie z pretdow prostych i za-
krzywionych, ale symetrycznych. Jako nadliczbowe wystepuja w wezlach
katy ¢ i p oraz przesuniecie 6. Kierunki ¢ iy pokrywa}a sie z normalng
i styczng do osi pretéw zakrzywionych.

Dla kazdego wezla swobodnego usta-

wezla i mamy zatem

(5.1.1) Mix+My+Blim+My—M: =0,
(5.1.2) Mip+Myj~+ Mip+-Ma— M =0,
(5.1.3) -—Tik”I“Tij‘{‘T_im‘;_Ti[-"‘Pi =0.

Tutaj M; oraz M; sy skladowymi mo-
mentu M dzialajacego bezposrednio na

'Wgzel i. Rys. 27

Wstawiajae do wzoréw (5.1) odpowzedme wartosel ze WZ{)I‘OW transfor-
macyjnych (2.21) otrzymamy nastgpujacy uklad réwnanh: '

(5.2.1) a9+, (e + Hy + ket k)t kfm‘Pm_ ki ‘F;z — VP
— (v - Vi) F VP x“:'j 0, + (I‘:'k_.”:'j) &—
- P O + My, + M?j + Mg, + s])"[?{‘_‘ M, =0,
(5.2.2) ¥, tP;f — i (V= P = kﬁ'i"f" + ”’:"’z' (ky; + kgt it )Rt
F B W T B+ ku 6 4 Ky 8 — 6; (e + k:‘j + i — 1) -+

ety by — Hy 8y & M MY MY, | MY, = W, —

(5.2.3) — l{'f;‘ + @ (M:'k - #:'j) + o -“;‘k =+ k;‘j ;W (k;‘k -+ k;‘j - ."‘L:'t =+ M;'m) -+

—i_ k'tk Yy — 'u:'m Y + 1”’;1 L 1] a} !u;,k ék - Iu:n am - JU’::,I 6[ +
__I—rai (Ju:rk + ‘u:; + M:,l - #rz'rm) + TD -+ T?m_ T?k—— T?ﬂ —P=0.

175




Wybitne uproszezenie ukladu - réwnaf uzyskamy dla rusziu skladajacego
sie jedynie z pretéw prostych. Otrzymamy wowezas

(5'31) qgi E{j + (pz (.’Ltik + su.c'j + k’i! + kim) + (Pk ﬁik — kimtpm - 1 (P,_r + nuz_; +
(= ) 8 — g O+ MYy -+ MY+ MG, WY — M, 0,

(5.3.2) —kyw oyl Ry g, 0 e T T Y T TR el
-+ (M:‘i un)a + ,Lﬂ[m am + cn + %‘)‘0 + Mon + MO Sﬁz =0 ’

(6:3.3)  — sy F (i 1) 91 Pin P om0 95 0yt O
‘ :; (5_1 n’u;rm 61:1_1”’11'11 0 + 6 (n‘uij + Ju‘ifz + 1“51 + #:;n)-“
. mTD +T?, T?m+_T?I—P:':0‘

Znamienne jest to, ze wielkosci @ i y zwiazane sg tylko trzecim réwnaniem.
W przypadku rusziu podpartego we wszystkich wezlach do dyspozycji
pozostaja rownania (5.3.1)1(5.3.2), czyli réwnania tréjezionowe wzgledem g, p.
Uktad réwnan (5.3.1)-(5.3.3) rozwiazaé mozna najprosciej, rozpatrujac
uklad podstawowy geometrycznie niewyznaczalny. Ukladem tym bedzie
ruszt o wszystkich weztach podpartych. Przy r wezlach swobodnych bedzie
to uktad 2r-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

Wyliczmy w tym ukladzie reakcje przywezlowe wywolane obcigzeniem
zewnetrznym. Odpowiednie wartoSci katdéw oznacziny przez o Oraz pin
i=12,.,7.

Dalej obcigzmy uklad podstawowy kolejnymi stanami d, =1 (k=1,2,...,r)
- 1 wyznaczmy przynalezne sity tnace przywezlowe. Uzyskane katy oznaczmy
przez gin oraz wix (i, k=12,..,7). Zréwnowazmy nastepnie wezel i
ukladu rusztowego.- : '

Ofrzymamy réwnanie

,
(5.4) Nal s, +dy =
) =]

Tutaj a2 dznacza sume sil tnacych przywezlowych wezla i, wywolanych
stanem 6 =1, za$ i) sume sit tnacych przyweziowych wezla i, spowo-
- dowanych stanem obcigzen zewnetrznych w ukladzie podstawowym 2r-krot-

nie geometrycznie: mewyznaczalnym Z ukiladu rownan (5.4) uzyskamy
wielkosci 4, a ze wzoréw :

B v : r
(8.5) @ —quo+ pri,kak ) Y = o+ Z"Pi,k ok, (i==1,2,..,1),
: = k=1

wielkosci Qiy Wi
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Dalsze uproszczenia otrzymamy w przypadku uktadéw symetrycznych
wrzgledem jednej lub wiecej osi symetrii. Rozwazmy uklad przedstawiony
na rys.: 28 o jednej osi symetrii I-I. Mamy tu przy obcigZeniu symetrycz-
nym wzgledem osi I-1

Yrei

Qr—=—@rs1, gr— 0, A S
{5.6) P ==Prid, w0,
Grt == 8r11, 3 #0.

Dla obcigzenia antymetrycznego wzgle-
dem osi I-I jest '

Pr1=¢rt1,  ¢rF0,
(5.7) Y1 =—prs1, =0,
. Or—1=-dry1, & =0, ‘Rys. 28

Obcigzenie niesymetryczne nalezy zatem rozlozyé na czedé symefryczng
i cze$é antymetryczna. . . )

Niezwykle prosto rozwigzuje si¢ uklady o symetrii cyklicznej i obeig-
zone w sSposéb osiowo symetryczny. Dla przykiadu podamy rozwigzanie
dla rusziu przedstawionego na rys. 29,

Jako jedyne niewiadome wystapig tu 4

nadliczbowe ¢ 1 8, wspéblne dla wszyst-
kich wezidow. ) :
. TR a T e
ke b koo . b2

Rys. 29 ) ] : Rys. 30

Z ukladu réwnan (5.2.2) i (5.2.3) otrzymamy -
|1p(2k—2k+ M‘m.z‘)'_a,l/\";niz 0,

(58 ]
: — o im + O pim— P =0,

Z rozwigzania tego ukladu réwnan uzyskamy

2(k—k) + ptim y o pim
— g ity A ptim Lt 2 —K)]

. =P = —

© Szezegolnym przypadkie‘m rusziu prostokginego SkladéjaéegO' sie z pretow
prostych jest rama ciggla, obeigZona prostopadle do swojej ptaszezyzny.
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Obéiaiénie. to wystepuje przy:dzialaniu wiatru na rame lub jako dzialanie
cieiéru wlasnego ramy w - trakcie jej montazu. Na rysunku 30 przedstas
-wiono dwie ramy tego typu. Piewsza rama jest ukladem dziewicciokrotnie
~niewyznaczalnym statycznie 1 geometrycznie, druga .jest niewyznaczalna
dwunastokrotnie geometryczme i dziewieciokrotnie statycznle W pilerwszym
przypadku postuzymy sie metoda odksztalceni jako prostszg i predzej do celu
prowadzaca, w drugim natomiast nalezy rozwigzaé ukiad metoda sit.

Rys. 31'

Posrdd  rusztow ‘regularnych na uwage zaslugu]q ruszty sklada;qce sie
z dwu lub wigcej gromad pretéw, krzyzujgcych sie pod tym Samym katem,
Naleza tu ruszty przedstawione na rys. 31.
Czgsto spotykanymi rusztami sa rusziy o siatce sk]:ada]qceg si¢ z belek -
promlemstych i belek pierScieniowych, w postaci wielobokéw umiarowych
(rys. 32a), lub ruszty skladajg-
ce sig¢ z wielobokéw foremnych
(rys. -32b).
W rusztach- tych stosowa-
nych w budownictwie jako kon-
. strukeje stropowe. mamy jédng
lub wiece] osi symetrii. Ponie~
‘ ‘waz  obcigzenie tych ukiadow
Rys. 32 ° ' jest zazwyczaj jednostajnie roz-
lozone, a uklady posiadaja jedna
lub wigee] osi symetru, to otrzymamy znaczne zmme;]szeme 1losc1 nad- :
hczbowych \ _ ‘ : L1
Wskazaé naiezy wreszeie na to, ze w praktyce konstrukeyjnej spotkaé
sie mozna z rusztami o dowolneg slatce. Nie podajemy tu jednak ogblnej
postaci réwnan kanonicznych dla tych ukladéw _';ako zbyt ztozonej.
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6. Ruszty spoczywajqce na spreiystym podloiir

Ruszty spoczywajace na spre,zystym podlozu Wystepu]q nader czesto :
w budownictwie jako fundamenty pod konstrukcgamt ramowymi. Uktady
rusztowe tego fypu rozwiagzuje si¢ nd ogdl z pominieciem sztywnosci skre-
cania belek, co, oczywiscie, nie daje ekonomlczneJ konstrukeji.

-Rozwigzanie rusztéw spoczywa]acych na sprezystym podlozu przy uzycm
metody odksztalcen nie nastrecza znaczniejszych trudnoéei; tok postepowa-

.nia jest identyczny jak dla rusztéw nie spoczywajacych - na sprezystym

podiozu, | y
Korzystamy tu ze, zwiazkow wyprowadzonych w p. 1,i 3. Nalezy je-

. dynie dodatkowo ulozy¢ réwnania transformacyjne, ktorych wspolezyngiki

s nie tylko funkcjami wielkosci geometrycznych i sprezystych preta, ale
réwniez zalezg od wspolczynnika gruntu.

" Zalozymy tu uproszezony model podioza, przyjmujacy proporqonalnosc
uglecm w {x} preta do odporu »(x) podioza:

61 qﬂ@:ﬂﬂ.

Tutaj ¢ jest Wspolczynmklem zaleznym od fizyeznych wlasnosci podioza.
Wielko$é ¢ waha sie w granicach od 5 kG/cm ‘(drobny piasek) do 200
kG/cm (it Scisty). . Zalezno&¢  (6.1) odpowiada dostatecznie rzeczywistodci
tylko dla matych ugieé. Zaldzmy dalej, ze zwiazek (6.1) jest sluszny dla
kazdego x w obrebie preta; jest to réwnoznaczne z pozostawieniem belki
w stycznoécei z podiozem na calej swej diugoéel. Ponadto pomijamy tarcie
wystepujace miedzy podiozem i belkyg, Mimo Ze zwiazek (6.1) nie obrazuje
dostatecznie dokladnie pracy podloza [w rzeczywistodei w (x) jest zalezne
od' odporu podloza nie tylko w punkcie x, ale rowniez od odporu wzdiuZ
catej belki], poshuzymy sie tym zw1a;zk1em w dalszych rozwazaniach ze
wzgledu na jego prostote; poza tym przy zaloZeniu (6.1) tzyskano dobre
wyniki w obliczeniach wielu konstrukeji (fundamenty §luz, statyka na-
wierzehni kolejowej itd.) Ograniczymy sie Jedyme do belek prostych, spo-~
czywajacych ha sprezystym podiozu. -

Rozwazmy pret.i-k Spoczywajacy na-sprezystym podlozu. Niech wezly
uktadu doznaja przemieszczenia o skladowych g, pis 1 dim OrazZ gri, wai 1 Ope
Dla wyznaczenia ugiecia belki postugujemy. sig rownamem rozmczkowym

d

(6.2) - 4 4—%;cwb“0

gdzie EI jest szlywnoécig zginania be]k1 ab JeJ szerokofcig.
: Rowname to dOprowadzamy do postaci :

4
(6.3) - d4+4wﬁo
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: gdzie_ o . 7 . .
= L__ be

Rozwiazaniem réwnania (6.3) jest

(6.4) w=U, cés £cosh &+ U, cos Esinh §4-Uy sin & cosh &+ U, sin £sinh &.

A LEERL ] P
i t M HITm"

Rys. 33

Stale catkowania wyznaczymy z nastepujacych warunkow brzegowych

w(O):_affh ) _ w(ﬂ)=f5kt‘,
(6.5) EI ,, EI ,
' 1z W0y = M, 7z W) =M,
gdzie n=1/L.
Otrzymamy ‘Wéwczas .
U1 _ 5,‘,& 3

U, — ks cos iy sinh ) + dir sinh 7 cosh ?’i o
27" sinh®#ycos® 5 + cosh®nsin®y

L2
| _ 2EI
o _ _ sinh? % cos® 5+ cosh® n sin® 5

(Mp: sin u cosh v + Mapsiny cos )}

b

(6.6) ~ s
' lU __Ousing coshy -} dip sin g cos g
17 cos®xsinh®x + cosh? g siny
f L2
- ——— (M, cosh ysinh n-+ Mg cos nsing)
+ 2EI

cos® ysinh? 5 + cosh®# sin® y-
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Wyrazajge wielkosci gie 1 @i za pomocy zZwigzkow

[d_w] _dw [dﬂ] _[dw s
dx lemo Lad&  PF dx e |Ldgle,

/ .

i zastepujac wystepujace tu stale calkowania za podrednictwem wzoréw
" (6.6), otrzymamy zwigzki miedzy momentami przyweztowymi i skladowy-
mi przemieszezenh Weztow gir, @rty e 1 Onr.

Po prostych przeksztalceniach uzyskamy - . o -
) Min = puir Gin -t e Pri — pin Bin — faie Ori
(6.7 — ' — .
Mt ==phire Qi 7 it @i ~— Pk Oie — pein Ori «
Tutaj :

~__2EFI sinhncoshn—sinycosy
Hik =y sinh®y—sinty

— - 2EI -cosh # sime — cos y sinh g

#iE= sinh?y— sin’y
ﬁ ~, _2EI , sinh®y-sin’y

it =5 ginhfy—sin®y

— _2EI, , sinhgsing
| 2 “" “sinh? - sin®y

Dla =0, a wiee w braku sprezystego podioza, otrzymamy

4ET. — 2RI r 6EI
ik == =771 pite == fite == i == g2

zgodnie ze wzorami (2.27).
- Sily tngce otrzymamy ze wzoréw -

. ih — . LB d§5 &:0, kl_,- Lg‘ dfg ﬁ:n.

Po przeksztalceniach uzyskamy wreszcie

(6.3) ' { T = — ptér @in— pin @ri + pikdie + Tk Ot
T i == — fib i — ik Ori 1 ik Sin | pik dei

181



kg

o 2EI

EL, . sinh y cosh 7 -+ cosysiny -
Mik =

smh2 57— sin? x

L

(6.9) ., 2EI coshnsm'r,u -+ cosnsmhn

LT smhzn—smzn

" Dla =0 otrzymamy ;¢}5,=EEL:12EI/I‘T‘, zgodnie ze wzorami (2.27),
Oporu podioza przy skrecaniu preiéw nie uwzgledniamy, gdy? belki fun-
damentowe betonuje sie w deskowaniu bocznym, ktére sie usuwa po
stwardnieniu betonu. ,

Przyweziowe momenty skrecagace Wyrazmny zw1azkam1

. GC '
Mgy = i {win — pri)

ik ) A . .
i ‘ P ‘ Goe
S Mps = — —— (pin — ) -
PHHTTTTITTRITIT | v
7 - ‘ : '
h U ) _ ¢ Dla. obcigzenia zewnetrznego dziata-
, { B jacego na pret oraz przy podanych
s, 34 przemieszezeniach brzegowych réwnania
TS ) transformacyijne przyjmuja postac
(6.10.1) My = MY, + o, @3+ Prs P — B O Py, O
(6.10.2) M, = M?u' + g Wit O i — Big Oy — .“:',I'a Ops»
(6.10.3) My =MY, + Ky (i — ) »
(6.10.4) = W, =M — Ko (per — Wi »
(6105) Tz'k : T?k - Ju:k (pik M:k q)kl + Ju’zk 61:‘; + _ldi':k ki 2
(6.10.6) T = Thi — i Pur ™ Mg "?’éi + Hgp 4t Wi O -

Wielkosci M?k, O s s -T%, sg sitami Brzegowymi, 'Wywolanyini obcigze-
niem zewnetiznym, dzzalajacym w ukladzie podstawowym geometrycznie
wyzhaczalnym, Wartogei te nietrudno wyznaczyé znanymi metodami.

Niech w wezle .i 1stn1e3e przegub tak skonstruowany, ze Mp=20
i My =10. Z réwnan (6.10.1) i (6.10.3) wyznaczamy gu oraz pmz 1 wsta-
wiamy te wielkoéei do wzordéw (6.10.2) i (6.10.4).-
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Otrzymamy nastgpujgce wzory iransformacyine:
M, =0,

My, == M3, + pip P fuzkazk Hin akz )

o .SVJJ'El.k=70, ,
(6.11) :
C o 9)1‘% [%lezl
t_r.ik = TY — U tr + #ip O+ Bia By ’
b Ty, = T?zi - tu;'k'pki + ﬁ;kafk T Ea;z O+
Tutaj MY biso T4, sa silami przywezlowymi w precie utwierdzonym *

pelnie w wezle k, a podpartym W Spostb Swobodny w wezle
We wzorach (6.11) oznaczaja

. 2ET cosh? iy — cos®y
Han 1 K sinh i coshy — sinycosy ’

— _ 2EI , sinhycoshy+singeosy
Fie™ g sinh 5 coshy— siny cos

H

. 2E1 9,2 sinhwycosy - coshysiny
P = " 4T sinh 29 — sjn 27 ’

(6.12) o
W __ 2EI _ , cosh’y+cos’y

Fin = 20 smh217——sm 217 ,
— 2 EI * cosh necosy
Hin™ " ‘sinh 29—sin 2y ’

= 2EI .3 cosh® 5 -—sin®#y
M= s 21 s1nh217—sm2n

‘Dla'THO otrzymam‘y' .

3EI , . __3EI P
,Mikzﬁ'l—, mk:mk:T, #tk“"‘#zk—ﬂlk_

igoanie ze wzorami .(2.28).
W przypadku przegubbéw' w i oraz k mamy .
Ty =7T?k + iy S + ﬁ:;z Opis

- (6.13)° ~ o | S
s AT == Tty O 1 1133, 63+

i.

3EI
B



v Tutaj jest _ :
o _2Eln* siph2y-—sin2sy
Pie ™ 778 2 cosh?y—costy

—w __2EI s sinh 5 cos n — cosh g sin g
: ' Hin P i cosh? n—cos® g .
; Adi, Dla belki wspornikowej (rys. 35)

x oirzymamy nastepujace wzory trans-
formacyjne :

M, = M?k + J’_*ik Pin — H;'k Oir»
{6.15)

T,,= Ty N;'re P T+ Hig Oins

_2EI g sinh2 yj—sin 2y
Fare 1 2 cosh®y+cos’y’

., 2EI , sinh?*ysiny
6. L, = 2 —t
(6.16) H"‘ 17 T cosh? 7 -+ cos®y’
il = 2E1 7 sinh 2y +sin 2y
ik 18 cosh?# + cos?n

Dla belki wspornikowe;j nieskoﬁczehie diugiej (I > co) otrzymamy

- 9EI  2EI
MkaM?k‘!‘ 1 "3‘%;:”"'12_"725:‘;:’

2EI 2ET
T'k:T?k_” 7% e P "flsaik-_

(6.17)

{

Dla wspornika o skonczonej diugosci,

opatrzonego przegubem w wezle i (rys. 36), L
mamy - ‘ [P T K
18 T=Tht i, STTTTTITTTITTTT
gdzie | T |
w 2EI sinh? 5 — sin® ol
| @.19) P p i sinh 29-—sin2n’ : " Rys. 36

W szezegdlnym przypadku nieskoficzenie diugiego wspornika znajdziemy

2E1
13

(6.20) : T, == T + 52978y, -

Pr£y obciazeniu rusztu leZzacego na sprezystym podiozu sitami prosto-
padtymi do plaszezyzny rusztu lub momentami o wektorach lezacych
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w plaszczyznie rusziu pozostaja w mocy rbwnania- warinkowe, oméwione -
wp 11i3. ' _

Po wyznaczeniu nadliczhowych ukiadu Wyznaczamy sity przywezlowe
korzystajge z rownan transformacyjnych. Znajomosé wielkosci Mix, M, Sin
oraz dw preta i-k pozwoll na wyznaczenie stalych U, ..., U, ze wzordw
(6.6). Tym samym okre§lona jest linia ugiecia preta i-k (wzbér 6.4). Mo~
menty zginajgce i sity tngee, w dowolnej.

odleglogei x=¢£1 od podpory i, otrzymamy l“
ze znanych zwiazkow '
. P Pit £ P
a2 w d? w
6.21) M—=—El'y 3, Tﬁ—wEIdm i
: P P p Py
Dila przykladu podamy rozwigzanie dla j iy |k }
. nader prostego przypadku rusztu ortogo- p }9 p PT
nalnego meogramczonego skladajacego sie m }
z pretdéw o jednakowych wlasciwosciach P P 5 p;‘g
sprezystych i geometrycznych. Niech ruszt L
ten obciazony bedzie jedynie w weziach e D
(rys. 37) *
Poniewaz osie ¢-a i §-f sa osiami sy- Rys. 37

metrii, jako jedyne rownanie pozostaje
(6.22) . — T+ T+ Tin—Tau—P=0.

7 réwnah (6.10) otrzymamy

T” _m—-_ﬁn (_F_ (5})_!__ -Mr.r Y ’ ’
— T == (— ) — " &,
- (8.23) ' _
. Tim: ‘Mn.(_ am) + {{1." 6;’ ,
Ty = — g (— 8 — 1" 8.
Réwnenie (6.22) napiszemy zwazywszy, ze 6;= §j—=0=8=dn—20,
w postaci '
4(p" —u)o—P=0.
Stad .
P
6 == 7] —ir
4" — ')

Ze wzordw (6.23) obliczymy

- L P ‘ .
Tijr'”_TIk:Tfm:""‘Til:Z‘ oo
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' Ze Wio’rﬁ- (6-.10.1) obliczymy moment

B
- (Ml (— 00 —T = —T) 6 =5 5,
(6.24) | _

Pl (smhn-—sm )

8y coshy (s1nh 5 — sinz) +-cosy (smh 7+ sin n) '

M=

Dla n>>17 traktowa¢ mozna prety jako n1eskonczen1e diugie.
Stosujaé wezory (6. 17) otrzymamy z réwnania (6.22)

P13 o o P &
6_ﬁfﬂ_3, T:]—— TtkWsz— ’T11—4’

(6.25) ,
' Pi
i Mfk Z—Mij:Mﬂ':_th:—S -
B n

Wyprowadzone tu zwiazki znalezé moga réwniez zastosowanie do roz-

~ wigzywania ukladéw ramowych plaskich i przestrzennych; ktorych shupy

zwigzane sq W sposdb sztywny lub przegubowy z belkaml fundamento-
Wyml spoczywajgcymi na sprezystym podiozu.
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Peswome

CTATHHA TIJIOCHHX POCTBEPHOE

PaGora zammmaerca mpuMemermeM MeToma JiedbopMammii, IMpPoKo
UCTIOTIESYEMOTO B CTATHKE TIIOCKMX PaM, K PRMHLIM CHCTCMAM, HATDYHKerH-
HEIM CIIIAMH, HePIeHAMKYAAPHBIMI K TLIOCKOCTH PAMBL, MJTH MOMEHITAMY,
. BEETOPLI KOTOPBIX JIEKaT B TIIOCKCCEM PAMHON cueTeMbl, CrereMul TAKOTO
THIIA HAZEIBAEM TL0CKHMK DOCTBEPKAMA, |

DTy cHCTeMBI HAXOAAT MIMPOKOE TIPHMEHOHME B FKeIe306eTOMHOM CTPOH-~
TEJILCTEE, B BHle M30THYTHIX B IIane $allox, KOMABIEBBIX BANOK, UIOCKMX
baM, mox 1eficTBHEM BeTROROM Harpy3KH M 1. J1.
- B mepsom mysrkTe npueepen obURG METOT, PeITeHMA CHOTEM TOTO TIA;
BO BTOPOM IIYHKTE BBIBeAeHEI 00Ime OpMyIsI TpchqaopmanMM 9TOTD Me-
TOIA HJIA 3aKPHMBJIEHHBIX M M30THYTBIX B IJIAHE CTEpIKHEN.

B naznee crepyrommx mMyHKTaX BHIBEACHO KaHOHIYECKO YPABHEHNE 9TOTD |
METOZR, CTIeIMANMIMPYH €10 Ha THIITHbE LA CTPONTENBCTEA CHMCTEMbI.

HawoHel| B HOCHEOHEM IYHKTe METOALI AedopMarmi paclmpeHsl Ha
POCTBEPKI, JeXanue Ha VIIPYIOM OCHOBAHIN, '

Summary
. THE STATICS OF FLAT GRIDWORK SYSTEMS

The subject of this paper is the applidation of the deformation
- method, widely used in the statics of flat frames, for frame systems
loaded with forces perpendicular to the plane of the frame or with
moments, whose vectors lie in the plane of the system. Systems of this
kind are called flat gridwork systems.

These systems are applied extensively in reinforced concrete structures
such as broken line girders, annular beams, flat frames loaded by forces
caused by the wind, etc.

In the first section a general method of solution is given, Whﬂe the
second section deals with the formulae of general iransformation for
curved and broken line bars.

In the following sections the canonical equation of the above method
is expanded. This is then reduced to more specialized forms which are
typical for building technique.

Finally, in the last section, the deformation methods are extended to
include gridwork systems resting on an elastic foundation.
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