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1. Schematy Sciskania mimo$rodowego przy obliczaniu ugie¢ skonczonych

Zagadnienia zwigzane z mimo§rodowym $ciskaniem pretow nabierajag
obecnie coraz wiekszego znaczenia praktycznego w zwiazku z coraz cze-
Sciej wysuwanymi propozycjami obliczania wszystkich pretow Sciskanych
jako $ciskanych mimosrodowo (vor. G. Widstlumnd, [15], S. D. Lej-
ties, [5], i inni). Propozycje te oparte sg na spostrzezeniu, ze ze \Zjawi-
skiem $ciskania $cisle osiowego, a zatem i ze zjawiskiem wyboczenia
(w sensie matematycznym), w praktyce nigdy nie mamy do czynienia.
Z punktu widzenia praktyki wyboczenie nalezy traktowaé jedynie jako
granice, mimosrodowego $ciskania, gdy mimosréd dzialania sity zmierza
do zera.

Dla Scisto$ci nalezaloby tu jeszcze wspomnie¢ o zmierzaniu do zera
pierwotnej krzywizny preta oraz o warunku jednorodnos$ci materiatu (choé
mozna réwniez mowi¢ o wybo- &i a v b
czeniu przy pewnych szczegdl-
nych przypadkach niejednorod- p
nos$ci, np. niejednorodnosci po-
dtuznej lub niejednorodnosci
poprzecznej symetrycznej).

Wydaje sie, ze powszechne-
mu zastgpieniu obliczen na wy-
boczenie przez obliczenia na
mimoSrodowe Sciskanie stoi
.obecnie na przeszkodzie jedy- 1
nie brak ‘'dostatecznie uzasad- DA . VR
nionych metod obliczania nos- L:"“"’L”l e L
no$ci pretéw mimosrodowo §ci- Rys. 1. Schematy mimosrodowego obcigzenia

S it preta’
skanych (uwzglednienie 'nieli-
niowosci geometrycznej zagadnienia, wzmocnienia plastycznego materiatu,
wplywu ksztattu przekroju itp.).

Praca niniejsza jest po$wiecona analizie skonczonych ugieé¢ idealnie
sprezystych pretéw mimosrodowo Sciskanych, a wiec analizie nieliniowo-
Sci geometrycznej zagadnienia.

W dotychczasowych pracach zajmujgeych sie tym problemem przyj-
mowano zazwyczaj, ze mimosréd dzialania sity jest staly w trakcie pro-

401




cesu odksztalcania (mimosréd «prostopadly do sily», rysunek la). W ten
spos6b stawiaja zagadnienie H. Czopowski, [2], J. Mutermilch,
[6]i[7], J. Naleszkiewicz [8], S.' D. Lejties, [5]; podobne za-
lozenie przyjeto rowniez w pracy autora [18].

Obok takiego schematu, ktéry moze by¢ zrealizowany na przyklad
przy obcigzeniu przedstawionym na rysunku 2 (do$¢ abstrakcyjnym) lub,
czesciej, przy niezaleznym dzialaniu sily osiowej — o mimosrodzie pomi-
jalnym — i momentu (o wartoSciach rosngcych pro-
porcjonalnie), mozliwe sg rézne inne schematy mimo-
srodowego obcigzenia pretéw. Nalezy tu przede
wszystkim przypadek przedstawiony na rysunku 1b,
gdy pret przedstawiajgcy mimosrdd pozostaje zawsze
prostopadty do stycznej do preta obcigzonego. Z takim
przypadkiem mamy mp. do czynienia przy S$ciskaniu
korbowodu, gdy sworzen tloka i czop korbowy umiesz-
czone sg mimos$rodowo, a za dlugos¢ korbowodu uwa-
5 : zamy, jak sie to zazwyczaj czymni, odlegto$¢ miedzy osia-
Rys. 2. Przyktad mi czopa korbowego i sworznia ttokowego !. Przypad-
r,i?};iji‘é?;du Stzle:g(; kowi takiemu tbyla po$wiecona praca F. Szelggo w-

skiego, [14].

Posrednio stawia sprawe B. G. Galerkin, [3], ktéry zasadniczo
operuje schematem stalego mimosrodu (prostopadtego do sity), oblicza jed-
nak précz tego mimosrod pierwotny, prostopadly do stycznej do osi preta,
na ktorym musiataby dziala¢ sita, by wywola¢ dane ugiecie. Takie ujecie
zagadnienia pomimo zaopatrzenia pracy w tablice liczZzbowe réwniez nie
umozliwia okre§lenia w latwy sposéb ugiecia przy danej sile i danym
mimos$rodzie pierwotnym (konieczno$¢ podwoéjnej interpolacji pomiedzy
warto§ciami nieréwnomiernie rozmieszczonymi) oraz nie pozwala na po-
réwnanie wynikéw obliczania ugieé przy obu schematach, a przy réwnych
mimosrodach pierwotnych.

" Por6éwnaniu takiemu jest poSwiecona niniejsza praca. W szczegdlnosci,
poniewaz analiza zagadnienia przy zalozeniu stalego mimos$rodu jest prost-
sza, a mimos$r6d malejacy (prostopadly do osi preta) zdaje sie czesciej wy-
stepowaé¢ w praktyce, zbadamy, jakie réznice bezwzgledne i procentowe
otrzymuje sie przy obliczaniu skonczonych ugie¢ w oparciu o obydwa
schematy obciazenia i kiedy réznice te mozna uwazaé za pomijalne.

Ponadto po§wigcimy nieco uwagi ugieciom preta przy wyboczeniu spre-
zystym jako przypadkowi grani'cz*n»ému: bedzie to przypadek zmierzania
mimosrodu do zera, a zatem zanikania réznicy miedzy obydwoma sche-
matami obcigzen.

1 Podobnie nalezy traktowaé¢ przypadek osiowego osadzenia sworznia tlokowego
i czopa korbowego w korbowodzie o niesymetrycznej niejednorodno$ci poprzecznej.
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2. Wyprowadzenie réwnan podstawowych

Przypadek malejacego mimosrodu rozwigzemy teraz przy uzyciu tych
samych oznaczen, ktérymi postugiwaliSémy sie¢ w pracy [18] przy analizie
przypadku statego mimosrodu. y

Przyjmiemy uklad odniesienia jak na rysunku 1b. Korzystajac ze zna-
nego wzoru na krzywizne 2

r”

gl oo i
gV

(w ktéorym przecinki oznaczajg rézniczkowanie wzgledem tuku s), moze-
my réwnanie zasadnicze zginania

(2.1)

1 M
po wprowadzeniu oznaczenia

P i
(2.3) BT
zapisa¢ w postaci

yn i
(2-4) T = —a y H
K=y

Roéwnanie to nie rézni sie niczym od odpowiedniego réwnania w przy-
padku stalego mimosrodu (réwnanie (6) pracy [18]). Réznica polega¢ wiec
bedzie jedynie na zmienionych warunkach brzegowych.

W przypadku statego mimosrodu warunki brzegowe majg mianowicie
postaé

(25) Bi==0; y=6+e, y’=0, S=—14 y=e.

Te trzy warunki stuzg do wyznaczenia dwoch statych catkowania oraz
wystepujacego w nich niewiadomego ugiecia 6. Natomiast w przypadku
mimos$rodu malejgcego (prostopadiego do osi preta) warunkami brzego-
wymi beda

S2ul) s=1,
(2.6) =J -+ ecos fi, Yy =-ecosf,
=05 y'=-—sinp;.

Mamy tu wiec cztery warunki, w ktérych wystepujg jednak az dwie wiel-
kosci niewiadome: ugiecie 6 i najwiekszy kat ugiecia §;. Ta wtasnie oko-
liczno$é przyczyni sie do pewnego skomplikowania obliczen.

2 Por. [4], s. 148 lub [10].
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Przejdziemy do catkowania réwnania (2.4) przy warunkach brzego—
wych (2.6). Podobnie jak w pracy [18] podstawimy

rr ’

(2.7) Yy =py), y'=pp/,

otrzymujac po scatkowaniu

(2.8) ]/1—p2=%a2y2+c.

Wyodrebniajgc z uktadu (2.6) warunki, w ktérych wystepuja jedynie y i 4
mozemy obliczy¢ stala C i kat f;:

(2.9) C=1— —;— a® (0 + e cos B)*
oraz

1—% a? 6*
(2.10) | cos fi = o P 5 e

Roéwnanie ((2.8) zapiszemy w postaci

i) p._d_y__+l/1_ _L [(26;(1?::;)%)2]—yz]}z.

Wybieramy znak minus, poniewaz z przyjetego ukladu osi jest widocz-
ne, ze pochodna dy/ds jest stale niedodatnia. Po uporzadkowaniu i roz-
dzieleniu zmiennych otrzymujemy podobnie jak w pracy [18] calke elip-
tyczng, ktérg tym razem sprowadzimy do postaci normalnej przez pod-
stawienie

_204-d%d%e+2e

(2.12) 50 L a?8¢) Ccos @,

gdzie ¢ jest nowa zmienng zalezng. Podstawienie (2.12) do (2.11) dopro-
wadza mianowicie do catki eliptycznej pierwszego rodzaju
dg
1 [26+a262e+26]2 .

. PR L 2
]/‘ 7Sl D TR i B
Po wprowadzeniu zmiennej ¢ do dwoéch pozostalych warunkéw brzego-
wych ukladu (2.6) bedziemy je mogli napisaé

=0ds,

(2.13)

s=0, s=1,
(2.14)

(2—a?%d%)e
20 +a?d%e+2e

=0, @= arccos
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Wykorzystamy najp‘ierw pierwszy z tych warunkéw zapisujac catke
réwnania (2.13) w postaci

dy

P
f 1 [ R0%adel2el .,
0 1—-71—(1 sin®

2(1+a%de)

(2.15)

=g e

gdzie y oznacza zmienng catkowania. Drugi z warunkéw (2.14) pozwoli
teraz obliczy¢ poszukiwang strzatke ugiecia d. Dla uproszczenia zapisu
oraz pozniejszych rachunkéw numerycznych wprowadzimy — podobnie
jak w pracy [18] — nastepujace oznaczenia wielko$ci bezwymiarowych 2

(2.16) %za,
2.17) —-‘{—=@,

P 4 PP
oy P 2 Bl

przy czym P oznacza site krytyczng (eulerowska) dla danego preta.
Nalezy tutaj zalozy¢, ze mimos$réd dziatania sity znajduje sie w plasz-
czyznie, ktorej odpowiada najmniejszy moment bezwladnosci przekroju
preta. W przeciwnym razie linia ugiecia mogtaby by¢ znacznie bardziej
skomplikowang krzywsg przestrzenna.
Zestawiajac oznaczenia (2.3) i (2.18) otrzymujemy

S
(2.19) a=ﬁ]/m

i ostatecznie réwnanie okreSlajace w spos6b uwiklany poszukiwang za-
leznos¢ ¥ = f (m, ®) zapiszemy w postaci

8—nm8)®
8918012 m 5O

(2.20) f 29 =Zym.
TR et
: 64" L 4+ a'moO 3
Dla poréwnania przytoczymy tu analogiczny zwiazek wyprowadzony
przy zalozeniu stalego mimo$rodu (réwnanie (21) pracy [18]):

arccos

arccos

6
9+ 6
(2.21) - 1y =-’25V77.
§ Vl—%m(z‘)—i—@)zsinch

8 W niektérych pracach jako diugo$é pordéwnawezag przyjmuje si¢ zredukowang
diugosé preta, L = 2L
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Jak wida¢, obydwa réwnania nie tylko nie dadza sie rozwigzaé wzgle-
dem niewiadomej 9, lecz réwniez wzgledem dwu pozostalych wystepu-
jacych w nich zmiennych, nie jest wiec mozliwe utworzenie funkcji od-
wrotnych do poszukiwanych jako skoriczonej kombinacji funkeji elemen-
tarnych lub znanych funkcji nieelementarnych. Réwnania te dadzg sie
rozwigzywaé za pomocg metody kolejnych przyblizen, jednak réwnanie
(2.20) jako bardziej skomplikowane nastrecza wiecej trudnoéci rachun-
kowych. Najkorzystniejsze okaze sie wprowadzenie,odpowiedniej parame-
tryzacji, ktéra umozliwi otrzymywanie odpowiadajacych sobie tréjek war-
to$ci zmiennych: m, @ i 9. Uzyskane w ten sposéb rozwigzania bedzie
mozna nastepnie przedstawi¢ na drodze graficznej i numerycznej oraz
dokonaé bezposredniego poréwnania wynikow.

3. Parametryzacja réwnan okreslajacych strzalkt; ugiecia

Przystgpimy najpierw do parametryzacji réwnania (2.20) okresla]q-
cego strzatke ugiecia preta w przypadku malejgcego mimosrodu. Pomimo
skomplikowanej postaci réwnania parametryzacja da sie przeprowadzié
stosunkowo latwo.

Zapis réwnania (2.20) ulegnie skroceniu, gdy wprowadzimy nastepu-
jace oznaczenie dla niepelnej calki eliptycznej pierwszego rodzaju *:

P
dy
3.1 —t __ — Fp).
B Y/ 1—sin®C siny wic)

Zamiast (2.20) napiszemy mianowicie

O (8 — 2% m 9?)
(3.2) F[arc cos80+8@+n2mﬁ2@,
. w)/m(80+860+a? mﬁZQ)] =
arc sin 84+ mo0) ]/ 5

Wystepujace w tym réwnaniu trzy zmienne wyrazimy teraz za pomo-
cg dwoch parametréw. Okazuje sie, ze za parametry te mozna przyjaé
argumenty catki eliptycznej ¢ i {. Wtedy bowiem zmienna m wyraza sie
wynikajacym wprost z (3.2) wzorem

(33) m = Fp,0),

4 Wigkszos¢ podrecznikéw przyjmuje jako druga zmiennag niezalezng niepeinej
calki eliptycznej zmienng k =sin {, jednak niemal wszystkie tablice uzalezniaja
caiki eliptyczne od zmiennych ¢ i ¢ (prawdopodobnie z uwagi na ulatwienie obliczefi
zwigzanych z wahadlem matematycznym). Oznaczenie (3.1) zostato przyjete dla utat-
wienia postugiwania sie tablicami.
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a do obliczenia pozostatych zmiennych ¢ i @ otrzymujemy réwnania

I e a2
80+ 80F40°0F ’
(3.4) e
F20+20+8°0F) _ _ .
VSN L R e adich

ktore ‘dadza sie rozwigzaé¢ wzgledem 9 i @ (w zapisie tych réwnan pomi-
nieto dla uproszczenia argumenty funkecji F).

Po wyrugowaniu z ukladu (3.4) niewiadomej @ (co nie nastrgcza zad-
nych trudno$ci, s3 to bowiem réwnania liniowe wzgledem tej zmiennej)
otrzymujemy nastepujace réwnanie z niewiadoma 9:

(3.5) [0F —2sin¢ (1 —cos )] (*F*—2)=0.
Wylaczymy na razie przypadek

(3.6) P Fi=2:

zajmiemy sig¢ nim pézniej. W takim razie z réwnania (3.5) wynika

\ __2sinf(1—cosg)
&0 SEI TR

a z ktéregokolwiek z rownan ukladu (3.4) otrzymujemy

2sin{cos¢
(1 —2sin®Csin® @) F(g,{)

(3.8) 6=

Uktad réwnan (3.3), (3.7) i (3.8) wyraza wszystkie trzy zmienne m, © i 9
przez parametry ¢ i {, co umozliwia uzyskanie ostatecznych rozwigzan
na drodze graficznej i numerycznej.

Taks sama parametryzacje mozna roéwniez przeprowadzi¢ w przypad-
ku réwnania (2.21) (stalego mimosrodu). Otrzymujemy w wyniku wzory
(3.3) i (3.7) bez zmiany, a jedynie wzor (3.8) zostaje zastapiony przez wzor

2sin{ cos ¢
: ge=tiDb ol
S F(g,0)

Fizykalna interpretacja uzyskanego wyniku jest nadzwyczaj prosta:
przy doborze jednakowych warto$ci parametréw ¢ i { rozwazamy w obu
przypadkach jednakowo ugiety pret (to samo ugiecie pod dzialaniem tej
samej sily), a jedynie pierwotny mimos$r6d obcigzenia musi by¢ rézny
w kazdym ze schematéw. Okolicznoé¢ ta jednak nieznacznie tylko uprasz-
cza nasze rozwazania: interesuje nas bowiem réznica ugie¢ przy tej samej
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wartoSci mimosrodu pierwotnego i pod dzialaniem tej samej sity. Roz-
nicy tej nie mozna bedzie, prawdopodobnie, wyrazi¢ analitycznie za po-
mocg funkeji elementarnych lub znanych funkeji nieelementarnych; ogra-
niczymy sie¢ do przedstawienia graficznego o dokladnosci wystarczajacej
dla celow praktyki.

Przed przystapieniem do ostatecznego rozwigzania na drodze graficz-
nej powrdcimy jeszeze do analizy przypadku malejacego mimosrodu: za-
fozymy mianowicie, ze jest spelnione réwnanie (3.6), co wytaczalismy z do-
tychczasowych rozwazan. Podstawiajac (3.6) do pierwszego z réwnan (3.4)
otrzymujemy

(3.10) cosp=20,

czyli 9 =n/2 bez wzgledu na warto§é mimosrodu @. Oznacza to, ze nie-
pelna calka eliptyczna F(p,{) zamieni si¢ w tym przypadku na catke
pelng, ktéra oznaczamy przez K ({). Podstawiajac dalej (3.6) do drugiego
z réwnan (3.4) otrzymujemy

(3.11) sin¢ = sz ;

czyli { = a/4, réwniez bez wzgledu na warto$é mimosrodu @. Wobec tego
F(p,¢) = K(n/4), a z réwnania (3.6) otrzymamy

(3.12) pV2_ V2
| * E[F)
4
wreszcie z (3.3)
4 7

Zauwazymy, ze podstawiajgc (3.10) i (3.11) do poprzednio wyprowa-
dzonych réwnan (3.3) i (3.7) otrzymujemy te same wartoéci & i m, nato-
miast okreslajacy @ wzér (3.8) przechodzi w symbol nieoznaczony 0/0.
Zatem — przy schemacie malejgcego mimosrodu — bez wzgledu na wiel-
ko§¢ mimosrodu pierwotnego sita okreslona wzorem (3.13) wywotuje ugie-
cie, okreslone wzorem (3.12). Fizykalnie jest to oczywiste: ze wzoru (2.10)
wynika mianowicie, ze f;=n/2, a gdy styczna do osi preta w przekroju
konicowym jest prostopadla do dzialajacej sily (czyli ze pret przedstawia-
jacy mimoéréd jest réwnolegly), rzeczywisty mimoéréd dziatania sity ma-
leje do zera bez wzgledu na swa warto$é pierwotna.

Wszystkie krzywe stalego mimosrodu (@ = const) w plaszczyznie 9, m
beda wiec przechodzily przez punkt okreslony wsp6irzednymi (3.12) i (3.13).
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Liczbowe wartoéci tych wsp6irzednych mozemy otrzyma¢ badz korzysta-
jac z tablic catek eliptycznych, np. [12], badz wyzyskujac zwigzek °

7 1 i
3.14 Kl—)|=- __Fz(#
G (4) 4V = ~4)
i postugujac sie tablicami funkcyj Eulera, np. [19]. Poniewaz I'(1/4) =

= 3,6256099, zatem poszukiwane wartoSci wspéirzednych punktu wezto-
wego wyniosg

4y2n

9= = 0,762759176 ,
I (L)
(3.15) ;.
el (i) =1,3932039
4 78 4 : ;

Oczywiscie, ze przez punkt ten przejdzie réwniez linia ugie¢ przy wy-
boczeniu (@ = 0). Prostopadlo$é stycznej w przekroju koncowym do kie-
runku dzialania sify zachodzi wiec przy wartoSci sity przekraczajgcej
o okolo 40%0 wartosé sity Eulera.

4. Obliczenie ugiec i zestawienie roéznic

Obliczajac dostateczna ilosé odpowiadajacych sobie tréjek zmiennych
m, @ i 9 — ze wzoréw (3.3), (3.7) i (3.8) w przypadku malejgcego mimo-
§rodu, a ze wzoréw (3.3), (3.7) i (3.9) w przypadku statego mimosrodu —
mozemy przeprowadzi¢ linie réwnych mimosrodéw @ w plaszczyznie §m
(w przypadku schematu mimoé§rodéw malejacych bedg to linie réwnych
mimosérodéw pierwotnych), linie réwnych ugie¢ ¢ w plaszczyznie O m
i linie réwnych sit m w plaszczyznie 9 @. Najbardziej pogladowy i naj-
cze$ciej stosowany jest pierwszy z tych wykreséw: linie réwnych mimo-
$rodéw (przy zatozeniu schematu statego mimosrodu) podajg np. H. Czo-
powski, [2],W. Wierzbicki, [16], J. Mutermileh, [6] i inni.
Wykres na rys. 3 podaje linie réwnych mimo$rodéw dla obu schematow,
a ponadto dla poréwnania linie réwnych mimosrodéw, obliczone ze wzoru
elementarnego

4.1) z9=@(sec 1;_1/771_1),

Wartosci ugieé, obliczone w oparciu o schemat malejacego mimosrodu
[pierwiastki réwnania (2.20)], zestawione s w tablicy 1. Wartosci te zo-
staly odczytane z wykresu w plaszczyznie & m sporzadzonego w dosta-
tecznie duzej podzialce.

5 Por. [11], wzbr (6.129.1).
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Rys. 3. Ugiecia pretow przy stalych mimogrodach pierwotnych 6 =e/l;
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Rys. 4. Linie stalych ugie¢ & w plaszczyznie mimosrod pierwotny-sita;

mimo$réd malejgcy wraz z ugieciem, — — — mimo$réd staty
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Jak wida¢ z wykresu 3, ugiecia przy schemacie malejgcego mimosro-

du sg zawsze nie wieksze niz w przypadku stalego mimo$rodu (przy tych

samych wartosciach sily i mimo$rodu poczatkowego). Roznice miedzy oby-

dwoma schematami obcigzen wystepuja mniej wiecej na réwni z roéznica-

mi miedzy wzorem elementarnym a wzorem S$cistym dla schematu stalego
mimos$rodu. Totez tak dilugo, jak dlugo postugujemy sie wzorem (4.1),

rozréznianie obu schematéw obciazen jest bezcelowe.

‘Tablica 1. Ugiecia ¢ pretéw mimosrodowo Sciskanych przy malejacym mimosrodzie

NG

m~ 0 0001 0002 0005 001 002 005 01 02 03

0,00 0,000 0,000 0000 0000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,05 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0001 0003 0,007 0013 0,020
0,10 0,000 0,000 0,000 0001 0001 0,003 0,007 0014 0027 0,041
0,15 0,000 0,000 0,000 0001 0,002 0,004 0011 0022 0,044 0,066
0,20 0,000 0000 0001 0,002 0,003 0006 0016 0,031 0,063 0,093
0,25 0,000 0,000 0001 0,002 0,004 0,008 0021 0041 0084 0,122
0,30 0,000 0,001 0,001 0003 0,005 0,010 0027 0053 0107 0,153
0,35 0,000 0,001 0001 0,003 0,007 0013 0034 0,067 0133 0,186
0,40 0,000 0001 0002 0,004 0008 0017 0042 0083 0,160 0,220
0,45 0,000 0,001 0002 0005 0010 0,020 0051 0,02 0,190 0,255
0,50 0,000 0,001 0,003 0,006 0013 0,025 0063 0,123 0,223 0293
0,55 0,000 0,002 0,003 0008 0016 0,031 0,077 0,147 0,258 0,334
0,60 0,000 0,002 0004 0009 0019 0038 0,094 0,175 0,297 0377
0,65 0,00 0,002 0,005 0012 0023 0,047 0,116 0,208 0,339 0,420
0,70 = 0,000 0,003 0006 0015 0029 0058 0144 0248 0,383 0,460
0,75 0,000 0,004 0,008 0,019 0,038 0073 0179 0,293 0425 0,498
0,80 0,000 0,005 0,010 0025 0050 0,097 0,222 0347 0466 0532
0,85 0,000 0,007 0,014 0035 0068 0,136 0,275 0,402 0,505 0,562
0,90 0,000 0,011 0,023 005 0,105 0,193 0,339 0,456 0,543 0,589
0,95 0,000 0,024 0,047 0,109 0,187 0275 0,411 0505 0577 0,614
1,00 0000 0,153 0,191 0255 0,315 0,385 0483 0,551 0,608 0,637
1,056 0380 0,39 0409 0423 0444 0487 0544 0591 0,637 0,659
1,10 0509 0519 0525 0,531 0540 0,562 0,595 0,627 0,664 0,680
1,15 0591 0595 0597 0600 0606 0618 0637 0659 0687 0,699
1,20 0649 0651 0,652 0,654 0,657 0663 0672 0,687 0706 0,717
1,25 0691 0692 0693 0,694 0,695 0697 0702 0,711 0723 0,732
1,30 0,723 0,723 0,723 0,724 0725 0,726 0,727 0,732 0,739 0,744
1,35 0,747 0,747 0,747 0,747 0,748 0,748 0,749 0,750 0,753 0,755
140 07765 0,765 0,765 0,765 0,765 0,764 0,764 0,764 0,763 0,763
145 0779 0,779 0,779 0778 0,778 0,777 0,776 0,775 0,772 0,769
1,50 0789 0,789 0,788 0,788 0,787 0,787 0,786 0,785 0,779 0,774
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Przy wiekszych ugieciach roznice rosnag do$¢ powaznie. WartoSci ich
bedziemy uzalezniali nie od sily i ugiecia, lecz od sity i mimosrodu — jako
zmiennych, istotnie niezaleznych. W tym celu sporzadzimy najpierw wy-
kres w plaszezyznie @ m (linie réwnych ugie¢, rys. 4). Bezwzgledne roz-
nice ugie¢ okreslimy wzorem

4.2) A(m, @)= 9.(m,0) — 9y(m,0),

gdzie 9. oznacza ugiecie obliczone przy zalozeniu stalego mimosrodu
[pierwiastek réwnania (2.21)], natomiast 9y — przy zalozeniu malejacego
mimoérodu [pierwiastek réwnania (2.20)]. Linie réwnych roéznic bez-
wzglednych podaje wykres na rys. 5. ;

Niejednokrotnie wazniejszymi dla zastosowan praktycznych bedg pro-
centowe réznice ugie¢ przy obu schematach. Okreslimy je za pomocg
Wzoru
9c(m, @) — Do(m,0)

A s 0
(4.3) A(m, 0)= i) 100°/, .
Linie réwnych réznic pro-  p |
centowych podaje wykres Pe

na rys. 6. Najwieksze ro6z-
nice wystepuja, jak widag,
w poblizu sily krytycznej
Eulera Korzystajac
z wykresu na rys. 6 latwo
ustalie¢, jakiej wartodci nie
przekrocza réznice miedzy
ugieciami obliczonymi w
oparciu o oba schematy
przy danym mimosrodzie
pierwotnym. Na przykiad,
gdy O = 0,003, to réznice
nie przekroczg 1%, ale gdy
® = 0,1 — roznice docho-
dza do 20%. Jako osta-
teczny wniosek mozna
przyjaé, ze réznice miedzy

02|

obydwoma schematami sg

pomijalne, gdy mimosro- il R

dy dzialania sity sg rzedu ' - ! Al
: A 0 01 02 03 04

tysiecznych czesci diugo- AR A Fki i

sci preta. ys. 5. Bezwzgledne rdéznice ugiec

W przypadku 6 = 0 (wyboczenie) réznice miedzy rozwazanymi sche-
matami obcigzen oczywiscie znikaja. PoSwigcimy jeszcze chwile uwagi
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linii @ = 0 w plaszczyznie 9 m: jest to linia ugiec¢ preta przy wyboczeniu,
a zarazem linia zerowych réznic miedzy obydwoma schematami.
Obliczaniem ugie¢ przy wyboczeniu sprezystym zajmowalo sie wielu
badaczy. Niektérzy podaja tablice wartosei poszukiwanej zalezno$ci w po-
‘staci parametrycznej przyjmujac za parametr kat ugiecia g, (B. G. G a-
lerkin, [3], R. V. Southwell, [13]), co nie jest zbyt wygodne dla
zastosowan; inni wyprowadzaja wzory przyblizone, okreslajace poszuki-
_P wang zaleznos¢ ¢ = f(m)
Py W sposéb  bezposredni
G (T. Péschl, [10], réw-
niez M. E. Bierman,
[1]; jedna z takich zalez-
no$ci przyblizonych zosta-
la takze zaproponowana

m

14

13

12

41 w pracy autora [18]).
10 W pracy niniejszej po-
03 dajemy czterocyfrowe
5 tablice ugieé, obliczone
W oparciu o wzor Scisty.
&7 W przypadku @ = 0
06 ze wzorbéw (3.4) otrzymu-
q4 Q= %- 5
03 (4.4) T
02} ¢ ; smC=—2—=—2—K(C),
11—
2 3=l£ a ze wzoru (3.3)
! L ! 0
(/] 04 02 03 04 4

Rys. 6. Procentowe réznice ugieé¢ (4'5') m=?K2(C).
Funkcje odwrotng wzgledem pelnej catki eliptycznej pierwszego rodzaju
oznaczymy przez K i (x); warto$ci tej funkcji mozna bedzie z latwoscia
otrzyma¢ przez interpolacje tablic funkeji K (¢) (np. zamieszczonej w pra-
cy [12]).

W réznych podrecznikach i tablicach uwaza sie pelng catke eliptycznag
za funkcje badz zmiennej ¢ (kata), badz zmiennej k = sin ¢, bgdz wresz-
cie zmiennej k* = sin?{. Przyjmujemy K = K ({) z uwagi na latwosé po-
slugiwania sie tablicami; przyjecie innego argumentu zmienitoby nieco
okreslenie funkcji odwrotnej K_i(x).

W takim razie

(4.6) I=K (% V?n)
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i ostatecznie, wobec (4.4),

4 T —
4.7 J=—=—sin|K 1 |yYm]|.
- e

Wartoéci tej funkcji zebrane sa wtablicy 2. Osigga ona maksimum
w punkcie m = 1,747, wynoszace 9 = 0,8063; przy dalszym wzrosScie sity

Tablica 2. Ugiecia pretow przy wyboczeniu sprezystym

P o P é P o
1 0,0000 1,018 0,2366 1,45 0,7785
1,001 0,0569 1,019 0,2428 1,50 0,7886
1,002 0,0803 1,020 0,2488 1,55 0,7959
1,003 0,0983 1,03 0,3011 1,60 0,8009
1,004 0,1134 1,04 0,3438 1,65 0,8040
1,005 0,1266 1,05 0,3800 1,70 0,8058
1,006 0,1385 1,06 0,4116 1,75 0,8062
1,007 0,1495 1,07 0,4397 1,80 0,8058
1,008 0,1596 1,08 0,4649 1,85 0,8045
1,009 0,1691 1,09 0,4877 1,90 0,8025
1,010 - 0,1780 1,10 0,5085 1,95 0,8000
1,011 0,1865 1,157 0,5909 2,00 0,7969
1,012 0,1946 1,20 0,6488 2,10 0,7899
1,013 0,2023 1,25 0,6912 2,20 0,7818
1,014 0,2096 1,30 0,7229 2,50 0,7544
1,015 0,2167 1,35 0,7469 3,00 0,7070
1,016 0,2236 1,40 0,7649 oo 10,0000
1,017 0,2302

ugiecie maleje. Warto tu wspomnieé, ze obrazowy szkic kolejnych potozen
preta przy wyboczeniu podaje E. P. Popow ([9], s. 106).

5. Uwagi koncowe

Praca niniejsza umozliwia obliczenie sprezystych ugie¢ preta mimo-
$rodowo $ciskanego przy schematach obcigzen przedstawionych na rysun-
kach la i 1b z dokladno$ciag wystarczajgca dla zastosowan technicznych
oraz ocene roznic ugieé przy obu schematach.

Natomiast wyniki pracy — odnoszace sie do réznic miedzy rozpatry-
wanymi schematami — mozna bedzie przenosi¢ na szczegélnie wazny dla
praktyki przypadek odksztalcen sprezysto-plastycznych jedynie w nie-
znacznym stopniu: w zakresie sprezysto-plastycznym mamy bowiem do
czynienia z pojeciem «sity krytycznej drugiego rodzaju» (S.D. Lejties,
[6]) — najwiekszego obcigzenia preta (no$noSci granicznej) — i moze
zajéé taki przypadek, ze sita dzialajaca na danym mimosrodzie, przeno-
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szona jeszcze przez pret przy jednym schemacie obcigzenia, moze juz
przewyzsza¢ nosnos¢ preta przy drugim schemacie. Réznica ta ma juz
charakter jako$ciowy i nie daje sie podciagnaé pod schemat obliczanych
przez nas réznic procentowych. Kwestia ta zdaje sie wymagaé¢ dalszych
badan. :
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Pesome

BIMAHUE YBBIBAHUA SKCIEHTPUCHTETA HA ITPOI'MBbI
OHCLHEHTPHYECKH CHATBIX CTEPHHEH

B cyliecTBYOIIMX O HACTOSIIET0 BpeMeHM paborax IO pacdery KO-
HEYHBIX IIPOTMO0B SKCUEHTPUYECKM CKATHIX CTep:KHe)M, OObB[MHO IIpu-
HMMAaJIOCh, YTO SKCIEHTPMCUTET IECTBMA CMUJIBI BO BpeMdA IIpollecca me-
dopmarpm, (9KCIIEHTPUCUTET «IIEPIEHAMKYIAPEH K CUiIe»; puc. la) ABIA-
eTcA mocToaHHbIM. Hapany ¢ Takoil cxemoii, KOTOPYIO MOZKHO peaiM30BaTh,
HaIpyMep, IIpy Harpy3Ke NPEeACTaBIEHHOM Ha puc. 2 (IOBOJIBHO abcTpakT-
HOV), Wiy, daille, TPy HE3aBJCUMOM IECTBMYM OCEBOJ CUJIBI ¥ MOMEHTa
(c TIPOTIOPLIMOHAIBEHO YBEIMYMBAIOILMMMCA 3HAYEHMAMM), BO3MOIKHBI APY-
Iyie pas3yMYHbIe CXEMbI 9KCLEHTPUYECKOV Harpy3ku crepzxkHei. Ciopa cae-
IyeT 3auMC/IMTh, IIPEeIKJe BCEro, CJaydai, IpeAcTaBJIeHHBII Ha pwue. 1b,
KOTZIa CTEpPIKEHb, CUMBOJIMBUPYIOUMI SKCHEHTPUCUTET OCTaeTCA BCerza
IIePIIEHANKY IAPHBIM - KacaTeJbHOV K Harpy:KeHHOMY CTep3KHIO («yMeHb-
LIAIOIIMICA» 9KCLEHTPUCUTET).

B macrosiueir pabore cpaBHMBaIOTCA Ipormbbl mpy obemx cxemax Ha-
Ipy3kyu. B wacTHOCTM, BBMAY TOTO, YTO QHAJMU3 BOIIPOCA HPM IIPEAIIOJO-
JKEHVM TIOCTOSHHOTO SKCIUEHTpuUeuTeTa 6osiee MpoCT, @ yMEeHbILMBAIOLINCH
9KCLEHTPMUCUTET, ITOBYUAMMOMY, 4allle BBICTYIIAeT Ha NPaKTHKe — MCCJe-
JIOBAHO, KakaA abCoJIIOTHAA ¥ NPOLIEHTHAA Pas3HMIla IOJydaeTcsa Ipu pac-
yeTe MpPormbOB, OCHOBBIBasAChH Ha 00eux cxemax, M KOIZia 9TOM DPas3HMIei
MO3KHO IpeHeOpeysb.

B pabore ncrionb30BaHbl 0003HAYEHNS, IPUHATHIE B NIPEABIAYINEH cTa-
The aBTOpa, [18]. Micosb3ya TOYHOE pelleHue YPaBHEHMUA YIPYTOi JIMHUNA
(2.1), mosyueH HanbGoOMBIIMII IPOrMDO CTEPIKHA U3 ypaBHeHMA (2.20) (B ciy-
Yae yMeHBIIMBAIOIIETOCA SKCLeHTpucuTeTa) 1 (2.21) (B ciydae IIOCTOSHHOTO
SKCLEHTPUCUTETA). OTM ypPaBHEHMA SABJIAIOTCA HEABHBIMM 3aBUCUMOCTIMMU
una f(9,0,m) =0 c memsBectHoi . ¥ = 6/, rme | AIMHA CTEpPKHS,
a ® ¥ m — COOTBETCTBEHHO Ge3pa3MepHBIN TEePBOHAYAIBHBI 9KCIEHTPN-
cureT u Oe3pasMepHas MPOAOJIBHAA CUJIA.

B m. 3 ot ypaBHeHMA IapaMeTpU30BaHbBL, YTO [JAJI0 BO3MOKHOCTH
MICYVICIMTE COOTBETCTBYIOLME APYT APYTY TPOVKM TEepeMeHHbIX ¥, & u m.
JanbHenue MCYMCIIeHs BBIMOJHEHbI rpadmyeckyu u Hymepudecku. Ta-
kuM 06pazom mocTpoeH rpacduk JmEmi @ = const B miockocTy 9m (puc. 3)
u rpamk Jumym ¢ = const B muockoctT Om (puc. 4). OcHOBBIBasACH HA
puc. 4, mocTpoeHbl rpaduky abCOMIOTHBIX M IIPOLIEHTHBIX Pa3HMUI] IPOTV-
6oB npm obenx cxemax Harpy3kru (puc. 5 u 6).

HemnaeTcs BBIBOZ, YTO Pa3HUIEN MEXAY 00eMMM cXeMaMy MOKHO .IIpe-
Hebpeub, KOIZa 9KCLIEHTPUCUTETHI AEMCTBUSA CUJIBI COCTABISIOT THICAYHBIE
YacTH JJIMHBI CTEPIKHA.
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B pabore mpmBoauTes Takike HeThIpeX3Ha4Hasa Tabimifa mnporubos
CTEPXKHA TIPM NPOAOJIBHOM u3rmbe (oceBoM CXKATUM), BBIYMCIIEHHBIX II0
TOYHOI chopmyse (4.7). Dror CIIy4ail MOXKHO pacCMAaTPMBATH Kak npe-
AeJNbHBIA A obCcy»KpaemMoit 3amaum, Tak Kak B JAHHOM CJIydae pasHuUIa
MEXJy obemMy cxemMaMy Harpys3ox, OYEBMIHO, MCUE3AET.

Summary

THE INFLUENCE OF DECREASING ECCENTRICITY ON THE DEFLECTIONS OF
A BAR SUBJECTED TO ECCENTRIC COMPRESSTON

In all investigations concerning the computation of finite deflections
of eccentrically compressed bars it has been assumed hitherto that the
eccentricity of the force remains constant («normal to the force», Fig. la)
during the deformation process. In addition to this type of load, which
can be realized, for instance, in the somewhat unusual way shown at
Fig. 2 or, more commonly, with the axial force and the moment acting
independently (the values'increasing proportionally), various other types
of eccentric load are possible. Above all, there is the case shown at Fig.1b,
where the bar representing the eccentricity remains always normal to
the tangent to the loaded bar («the decreasing eccentricity»).

The object of this paper is to compare the deflections for the two types
of load. In particular, since the analysis for constant eccentricity is simp-
ler, and the decreasing eccentricity seems to be more often encountered
in practice, the differences (absolute and relative) between these two
cases are investigated. The cases in which these differences can be dis-
regarded are indicated.

The notations used are those of the previous paper, [18], by the present
author. Using the exact equation of the deflection curve (2.1), the Egs.
(2.20) are obtained for the maximum deflection in the case of decreasing
eccentricity and (2.21) in the case of constant eccentricity. These are equa-
tions of the type f(9,0,m)=0, the unknown being 9 =4/l, where 1
denotes the length of the bar and ©, and m the dimensionless eccentricity
and dimensionless axial force, respectively.

In Art. 3 these equations are expressed in a parametric form which
makes possible a computation of the sets of variables ¥, ® and m, corres-
ponding to each other. Further calculations are performed graphically and
numerically. Thus, the diagram of the curve ©® = const in the 9 m plane
is constructed (Fig. 3), together with the diagram of the curve = const
in the plane @m (Fig. 4). On the basis of Fig. 4, are drawn diagrams of the
absolute and relative (percentage) deflection differences between the two
types of load (Figs. 5 and 6).
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In conclusion, it can be assumed that the differences between the two
types of load can be disregarded when the eccentricity of the force is of
the order of a thousandth part of the bar length.

A four-figure table of deflections of a bar under buckling (axial com-
pression), calculated from the accurate equation (4.7), is presented too.
This case can be treated as the limit case for the problem under con-
sideration, the difference between the two types of load being zero.
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