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KSZTALTOWANIE PROSTYCH USTROJOW KRATOWYCH METODA
WYZNACZANIA KONTURU CALKOWITEJ NIEJEDNOZNACZNOSCI(*)

MARIAN MARKIEWICZ (KRAKOW)

W pracy podano metode ksztaltowania optymalnego prostych kratownic z uwzglednieniem
warunku statecznosci; jako przyklad przeanalizowano kratownice dwupretowa. Metoda ta polega
na okresleniu tzw konturow catkowitej niejednoznacznosci W rozwazanym przypadku rozpatrzono
trzy postaci utraty statecznosci: niestateczne$¢ poszczegblnych pretow, tak zwana «niestateczno$e
poziomg» bez wyboczenia prgtow oraz wyboczenie w postaci przeskoku Dla wszystkich trzech
postaci utraty statecznosci wyznaczono odpowiednie sity krytyczne w zakresie sprezysto-plastycz-
nym, jak réwniez kontury catkowitej niejednoznacznosci

W roku 1974 W. PRAGER [3] podal pewien przyklad catkowitej niejednoznacz-
nosci problemu optymalnego ksztaltowania prostego ukladu kratowego opartego
na sztywnym, z géry danym konturze oporowym. Rozwazyl mianowicie kratownice
dwupretowa, ktorej zaréwno wierzcholek jak i podstawa oparte byly na okregu.
Kratownica przenosita na kontur oporowy sile rozciggajaca przylozona w wierz-
chotku. Nastepnie poszukiwat takiej kratownicy, ktora przy danym warunku ogra-
niczajacym (w tym przypadku byla to jej wytrzymatos§é) miataby minimalna objeto$é.
Prager wykazat, ze w takim przypadku nie mozna wyodrebni¢ jednoznacznego
optymalnego ksztattu kratownicy, gdyz kazda z nich oparta na tym konturze ma
przy uwzglednieniu warunku ograniczajacego jednakowa objeto$c.

Okazuje si¢ jednak, ze sformutowany przez Pragera problem ma nie tylko znacze-
nie poznawcze, ale moze stanowi¢ dogodng i prosta metode ksztaltowania w przy-
padku innych ksztattéw konturéw oporowych. Praca ta uzasadnia t¢ metode i uo-
gblnia problem na ksztattowanie przy warunkach statecznoéci w zakresie sprezysto-
-plastycznym.

Rozwazono trzy formy utraty stateczno$ci. Pierwsza polega na wyboczeniu po-
szczegblnych pretéw, druga forma zwiazana jest z nieskoriczenie matym, w przy-
blizeniu poziomym przemieszczeniem punktu przylozenia obcigzenia. Trzecia for-
ma —to utrata stateczno$ci w postaci przeskoku. Ta forma charakterystyczna jest
dla catej klasy konstrukcji, ktérych klasycznym przykladem jest kratownica Misesa.
Krzywe stanéw rownowagi (zalezno$é obcigzenia od przemieszczenia) tych kon-
strukcji posiadaja charakterystyczne maksimum, po osiagnieciu ktorego nastepuje

(*) Praca wykonana w ramach problemu weztowego 05.12—10.2.
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przeskok ukladu do nowego polozenia réwnowagi. Druga forma utraty statecz-
nosci musi byé uwzgledniona szczegélnie przy smuklych kratownicach o malym
kacie wierzchotkowym, a trzecia forma utraty statecznosci przy kratownicach
o kacie wierzcholkowym bliskim . ~ *

Kontury oporowe majace opisang przez Pragera wilasno$¢ zostaly nazwane
w obecnej pracy «konturami catkowitej niejednoznacznosci», a wzmiankowana
metoda optymalnego ksztaltowania opiera. si¢ gléwnie na odpowiednim ich wy-
znaczaniu. ‘

1. SPRECYZOWANIE POJECIA KONTURU CALKOWITEJ NIEJEDNOZNACZNOSCI

Postawmy nastgpujace zadanie: na kontur doskonale sztywnej podstawy, opi-
sany w ukladzie wspStrzednych (x0y) réwnaniem f (x, y)=0 nalezy przenie§¢ sitg P
za pomoca symetrycznej kratownicy dwupretowej o pretach pryzmatycznych (rys. 1).
Przy danym warunku ograniczajacym, ktérym jak juz wspomniano bedzie statecz-
noéé w zakresie sprezysto-plastycznym, nalezy okresli¢ takie parametry kratownicy,
aby jej objetos¢ byta minimalna.

X (o
\

%
/ Flx,g)=0, h(1,p)=0

Rys. 1 *

W zalezno$ci od ksztaltu konturu oporowego problem ten moze miec jedno,
dwa lub wigcej rozwiazan. Naszym zadaniem bedzie okreslenie takiego ksztaltu
konturu, czyli znalezienie postaci réwnania f (x, y)=0, dla ktérego istnieje nieskon-
czenie wiele rozwiazan optymalnych. Jezeli parametrami okreslajacymi ksztalt kra-
townicy sa: dlugo$é pretéw I, pole przekroju poprzecznego preta F i kat wierzchol-
kowy 2¢ (rys. 1), to warunek utraty stateczno$ci mozna opisa¢ réwnaniem g (1, o, F)=
=0, a réwnanie konturu réwnaniem w ukladzie biegunowym (I, ¢): h (I, ¢)=0.

Przy zaloZeniu symetrii kratownicy ograniczono si¢ oczywiscie tylko do odpo-
wiednio symetrycznych ksztattéw konturu podstawy. Objetos¢ uktadu V'=2Fl, po
odpowiednim wykorzystaniu warunku ograniczajagcego i réwnania konturu, mozna
przedstawi¢ jako V=V (p) i poszukiwaé takiego ¢, dla ktérego V="V, Jezeli ma
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istnie¢ nieskornczenie wiele rozwigzan optymalnych, to musi by¢ spetnione dV/dp=
=0 dla kazdego ¢. Stad wynika, ze ¥ musi by¢ stale, niezalezne od ¢ i réwne np.
9,. Poszukujemy wigc takiego ksztattu konturu oporowego, zwanego dalej kontu-
rem catkowitej niejednoznacznoSci, ze kazda kratownica oparta na nim ma obje-
to$¢ V=V, przy danym warunku utraty statecznosci g (/, ¢, F)=0.

Wzory na sity krytyczne dla wszystkich form utraty statecznos$ci wyznaczone
zostang jako funkcje parametréw (7, ) ukladu po wstepnym odksztalceniu pod
dzialaniem obciazenia, a przed utrata statecznos$ci. Oczywiscie réwnanie konturu
catkowitej niejednoznacznosci nalezy napisa¢ we wspoirzednych statego ukladu (/, ¢)
zwigzanego z kratownica nieodksztalcona. Powoduje to konieczno$¢ przetransfor-
mowania wspotrzednych (I, «) na (/, ¢). W zakresie sprezystym dla wszystkich form
utraty stateczno$ci mozna to zrobi¢ stosunkowo latwo, otrzymujac wzory na sile
krytyczna w postaci uwiklanej; natomiast w zakresie plastycznym jest to praktycznie
niemozliwe, gdyz mozna jedynie uzyska¢ nieliniowy ukiad réwnan na Py, ¢. Obli-
czenia numeryczne wykazaly jednak, ze dla tych przedzialéw katéw ¢, w ktorych
poszczegdlne formy utraty statecznosci decyduja o statecznosci kratownicy, z bar-
dzo dobrym przyblizeniem mozna przyja¢ ¢=o i I'=I, co powoduje znaczne uprosz-
czenie wielu zwiazkow. Dlatego tez w dalszej czgSci pracy, po wyprowadzeniu
wzoru na sily krytyczne w ukladzie (I, «), przyjmiemy powyzsze réwnosci do wy-
prowadzenia réwnan konturéw calkowitej niejednoznacznoéci.

Wskutek uwzglednienia trzch form utraty statecznosci w roznych zakresach,
poszukiwany ksztatt konturu oporowego nie bedzie opisany jedna krzywa, lecz
odcinkami krzywych wyznaczonych dla poszczegdlnych form utraty statecznosci
w odpowiednich zakresach. Dlatego tez w kolejnych rozdzialach zostana wyzna-
czone réownania konturu w- ukltadzie (/, ¢) dla pierwszej, drugiej i trzeciej formy
utraty stateczno$ci z osobna, nastgpnie zostana one odpowiednio zestawione w in-
teresujacy nas ksztalt. Dla wygody zapisu sily §ciskajace i naprezenia $ciskajace,
a takZze wywotane przez nie odksztalcenia—beda w pracy zdefiniowane dodatnio.

2. WYZNACZENIE KONTURU CALKOWITEJ NIEJEDNOZNACZNOSCI PRZY OGRANICZENIU
PIERWSZA FORMA UTRATY STATECZNOSCI W - ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

Rozwazany uktad w stanie przed utratg statecznosci przedstawiony jest na rys. 1.
Przerywana linig zaznaczono uklad nieodksztalcony. Material pretéw charaktery-
zuje si¢ modulem Younga FE, granica sprezystoSci o, i granica plastycznosci przy
sciskaniu g,. Ze wzgledu na symetri¢ sity w pretach maja postaé

P

2cos 0

2 D=
W przedziale naprezen o<o,, tzn. dla pretéw o smukloéci A=A, =n E , Wzor
na sil¢ krytyczng podat Euler: s

n2 EJmin
i
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Ograniczajac si¢ do takich ksztaltéw przekroju, dla ktorych J,;,,=cF", gdzie n=
=1,2,3, a c jest stala oraz dopuszczajac maksymalna sil¢ osiowa w pretach
N=N,/j, gdzie j jest pewnym wspdlczynnikiem bezpieczeristwa, uzyskuje sie wzér
na silg¢ P w postaci

2n* EcF" cos

2.2) e

Objetoéé ukladu V=2FI. Poniewaz objeto$¢ kazdej kratownicy opartej na poszu-
kiwanym konturze musi by¢ stala, niezalezna od «, wigc przyjeto ¥'=V, i po obli-
czeniu F=V,/2l i podstawieniu do (2.2) otrzymano réwnanie poszukiwanego konturu
w ukladzie biegunowym (I, p):
i 2n—- X PJ
n+2

- cEVy 3

gdzie przyjeto I'=1i a=¢ zgodnie z zalozeniami poczynionymi w rozdziale 1.
W szczegdlnosci dla preta o przekroju kotowym c¢=1/4z, n=2 réwnanie konturu
ma postac
8Pj .

(2.3 : cos 9= +2E VZ I

Problem wyboczenia w przedziale plastycznym o,<o <o, rozwigzemy zakladajac,
7e zachowanie sie materialu pretéw opisane jest w tym zakresie hipoteza John-
sona-Ostenfelda. Opierajac si¢ na tej hipotezie i przyjmujac, ze parabola (J—0)
=0 (1) ma z hiperbola Eulera punkt wspdlny o wspétrzednych (4,,, a,), otrzy-
muje sie

0, (6o—0,) F?

Nk:aOF_W i

lub po wykorzystaniu (2.1) i przyjeciu N=N,/j

. = 2 cos a [ o, (0o—0y) F? 12]
(2.9 = 7 0o o ;

min

Ograniczajac si¢ podobnie jak poprzednio do przekrojow, dla ktérych Jy,=cF"
oraz podstawiajac do wzoru (2.4) F=V,/2l, otrzymujemy w ukladzie biegunowym
(1, ¢) réwnanie konturu podstawy odpowiadajace wyboczeniu w zakresie plastycznym
_ 1

Ccos p = 7:3?‘“— .

gdzie
3% Vo - - 2"t g,(0o—0y)
s TR sy

W szczegolnosci dla przekroju kotowego

l

(2:5) cos ¢=74?BIT’
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przy czym
i Vg Vo 80, (0o—0y)
B e S -

3. WYZNACZENIE KONTURU CALKOWITE} NIEJEDNOZNACZNOSCI, PRZY
UWZGLEDNIENIU DRUGIEJ FORMY UTRATY STATECZNOSCI W ZAKRESIE
SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

Druga formg utraty statecznosci ukladu, zwiazang z nieskonczenie matym prze-
mieszczeniem poziomym punktu przylozenia sity obrazuje rys. 2. Cienka linig
zaznaczono stan ukladu przed utratg statecznosci. Roéwnanie 4 (I, 9)=0 jest poszu-
kiwanym réwnaniem konturu. Objeto$¢ uktadu podobnie jak poprzednio wynosi V.

Dhugoéci pretéw po utracie stateczno$ci wynosza
. li=1(1-¢ —de,),
3.1

: L=I(1—¢;—de,),

gdzie / jest dtugoscia preta nieodksztalconego, &, to odksztalcenie wstgpne pretéw
kratownicy przed utratg statecznosci, de; i de,—elementarne przyrosty odksztalcen
spowodowane przejéciem ukladu do sasiedniego polozenia réwnowagi.

X

Y]
Rys. 2

Na ruch punktu O nalozone sa nastgpujace ograniczenia:
l-cos-ap=1, eosin5

(3.2) : :
[, sin oy +1, sin o, =20’ sin «.

Uwzgledniajac, ze
oay=0a+do,,

ay=o+do,,
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podstawiajac (3.1) do (3.2) oraz pomijajac male wyzszego rzgdu, otrzymano

(1—¢,) sin o (do; —da,) +cos o (dey —de,)=0,
3.3
i) (1—g,) cos « (doty +da,)—sin o (de, +de;)=0.

Uktad réwnan (3.3) pozwol na wyznaczenie sity krytycznej dla tej formy utraty
stateczno$ci w obu zakresach sprezystym i plastycznym.
Dla przypadku o<o;
Py
" 2EFcosa’

&

a elementarne przyrosty odksztalcen o_kreélone sa wzorem (3.4).

_doy ;le
A TEERY

3.4
o e _da,__sz
o i semn

Sity w pretach N, i N, wyznaczone z warunkéw réwnowagi majg postaé

Py sin a,
N s
sin (ot; +05)
(3.5) :
P, sin oy
N,=

—S—i—n_(“l +ay)

Poniewaz Nl =N1 (al, az) iN2=N2 (al, az), przet0~

P “ON, " "N, |
: 3011 30(.1
3.6 = doy + do,.
(3.6) = an, 1 am, 2
3 2_ _30:2_ _30(2‘»

Obliczajac odpowiednie pochodne, podstawiajac je do (3.6), a nastgpnie (3.6) do
(3.4) i ograniczajac si¢ do malych pierwszego rzedu, otrzymuje si¢ nastgpujace wzory
na elementarne przyrosty odksztatcen:

d8 o Pk Sin o d d
1= EFsm? 2;( o, —cos 2a doty),
%) .
e P sin a i 55
&, = EF sin" 2“ ( ocl—COS o az).

Po podstawieniu (3.7) do (3.3) otrzymujemy jednorodny uklad réwnan na de, i dea;:
(2EF sin?a. cos a.— P;) (doy —do,;)=0,

(3.8)
(2EF cos®a— Py) (douy +do,)=0.
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Przyjmujac do,= —do, otrzymujemy wzor na silg krytyczng dla drugiej formy
utraty statecznosci:

P,=2EF sin? o cos o.
lub przyjmujac wspolczynnik bezpieczenstwa j=P,/P
2FF
P=——sin? a. cos a
J
Z kolei mozna juz, podobnie jak w rozdziale poprzednim, znalez¢ réwnanie konturu

podstawy w ukladzie biegunowym (/, ¢):

I—EVO =
(3.9) = P sin® p cos ¢.

Podany wyzej sposdb postgpowania wykorzystamy teraz do sznaczenia WZOrow
na sile krytyczna dla tej samej formy utraty statecznosci, lecz w zakresie plastycznym.

Jak juz wspomniano w rozdziale poprzednim, material pretéw w tym zakresie
podlega prawu Johnsona-Ostenfelda, ktore przytoczymy bez wyprowadzenia.

Modut styczny

s do Eo(0,—0)
" de o,(0—0)

Wzdr ten mozna znalezé np. w pracy [1].

Po scatkowaniu

(3.10) : ¢ (0)=

Os (60 o as) [ o (0'0 s Gs) ] Os
In st
oo E 05 (09—0) E

Wobec tego odksztalcenia wstgpne pretow przed utrata statecznosci

05 (0o—0y) [ Py (0o—0y) ] O
: = ' Er
ey % Ea, s o5 (20, F cos a—Py)

~.E_ s
gdzie wykorzystano zalezno$¢ o=P,/2F cos o.

Przy obliczaniu elementarnych przyrostéw odksztalceri nalezy wzia¢ pod uwage,
ze ta forma utraty stateczno$ci powoduje docigzenie jednego z pretow, a odciazenie
drugiego. Zakladajac, ze w precie 1 zachodzi proces bierny, a w precie 2 proces
czynny, otrzymujemy, wykorzystujac pierwszy ze zwiazkow (3.7),

Py sin o

(3.12) d81=d81=m: (do., —cos 2o doy).

Odksztalcenie de,=de? obliczymy podobnie jak dla zakresu sprezystego, podsta-
wiajac na miejsce modutu Younga E modut styczny E,:

ddz o Oy (00 e as) d0'2
E, E 0, (00—03)

g =

Rozprawy Inzynierskie — 5
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lub de?=DF dN,|N, (6, F—N,), gdzie oznaczono D=g, (6o—0,)/E oraz uwzgled-
niono, ze 6,=N,/F.
Po obliczeniu dN, mozna w koricu napisa¢

do, —cos 2a da.,

== P F-
3.43) o 0o Fsin 20— Py sin o
Po podstawieniu prawych stron wzoréw (3.11), (3.12), (3.13) do (3.3) otrzymujemy
jednorodny uklad réwnan na do, i do,:

Gi1 dog 44, douy, =0,

(3.14)
q21 Aoy +q5, doy =0,

gdzie
P2 cos 20— 2P, 0, F cos 2 cos & +4DEF? cos® o
4EF cos? o (204 F cos a—Py) g

g1 =(l—g;)cosa—

P2 —2P, 0, F cos a.+4DEF? cos 2o cos® o
4EF cos? o (20 F cos a—Py) ’

gr2=(1~¢)cosat

P2 cos 20— 2P 6, F cos 2a cos o.—4DEF? cos® o
4EF sin? « (20, F cos a—Py) %

4= —(1—¢&)cosa—

P? —2P, 0, Fcos a—4DEF? cos 2 cos? a
4EF sin? a (20, F cos a.— Py) !

g:=( —g;) cosa s

a &, wyraza si¢ wzorem (3.11).
Warunek zerowania si¢ wyznacznika gtéwnego uktadu (3.14) pozwala wyznaczy¢
wzor na site P, w postaci uwiklanej:

EF (1 —g,)? sin? 2u cos « (20, F cos a.—Py) +
(3.15)  +(1—eg,) (1—2sin? a cos? ) (P2 —2P, g, F cos «—4DEF?* cos® o) +
+P, DF sin? 2« cos a=0,

gdzie ¢, wyraza si¢ wzorem (3.11).

Réwnanie konturu podstawy, dla ktérej V nie zalezy od ¢, wyznaczamy po-
dobnie jak w przypadkach poprzednich wprowadzajac do (3.15) wielko$¢ F=V7/2l
oraz wspélczynnik bezpieczenstwa j. Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie
krzywej w ukladzie biegunowym (/, ¢):

EV, (1—¢,)? sin? 2¢ cos ¢ (oo V, cos ¢—Pjl) +
(3.16) +2 (1—¢&,) (1-2sin? ¢ cos? ¢) (P*21>=Pjo, V, | cos p—DEV g cos* ) +

+Pj DV, 1 sin* 2¢ cos p=0,
gdzie

D [ Pj(oo—ay)l ] g5
5

=—]
% Jo s (oo Vo cos o—Pjl)
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4. WYZNACZENIE KONTURU CALKOWITE] NIEJEDNOZNACZNOSCI PRZY UWZGLEDNIENIU
TRZECIEJ] FORMY UTRATY STATECZNOSCI W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

W przypadku o<o, sil¢ krytyczng dla tej formy utraty stateczno$ci wyznaczy¢
mozna z ukladu (3.8), przyjmujac do,=du,. Otrzymuje si¢
iPr= B cos™ 0]

Odpowiednie réwnanie konturu calkowitej niejednoznaczno$ci w ukladzie (I, ¢)
ma postaé

= 0
4.1) / P cos® a.

Dla >0, wzér na sile krytyczna wyznaczymy podobnie jak w rozdziale poprzed-
nim, uwzgledniajac jednak, ze oba prety sa docigzane:

doy —cos 2o doy

s P
o i oo Fsin2e.—Psin o
4.2)
dfl; —cos 2u dmz

e B0 gt 0o Fsin2e—Psina

Podstawiajac (4.2) do (3.3) otrzymujemy uklad réwnan

=0,

: 2DF sin? o
(doy +doy) | (1 —&;) cosa—

20, Fcos a—P
2DF cos® a ]_
6o Fsin2e—Psino | °

(doy —da,) [(1 B )sing =

gdzie &, wyraza si¢ wzorem (3.11)
Przyjmujac do, =do, otrzymujemy wzor na sil¢ krytyczng Py:
[ T D /5 k (0'0 = Us)

1.____._

E - iy l'n 05 (204 F cos a.— Py)

] (20, F cos o — P;) cos & —2DFsin* a=0.

Odpowiednie réwnanie konturu calkowitej niejednoznacznosci w ukladzie wspol-
rzgdnych (/, ) ma postaé

Oy D [ (GO 8 as) P .] /
In

| Selenree 3
4.3) { E g o, (0o Vo cos p—Pjl)

]} (6o Vo cos p—

—Pjl) cos p—DV, sin® ¢p=0.

5. OKRESLENIE PELNEGO KSZTALTU KONTURU PODSTAWY DLA WSZYSTKICH FORM
UTRATY STATECZNOSCI W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

Wyznaczenie pelnego ksztaltu podstawy wymaga odpowiedniego zestawienia
otrzymanych dla kazdego ptzypadku z osobna konturéw. Przyjmiemy przy tym,
Ze prety kratownicy maja przekréj kotowy. Dla lepszej ilustracji na rysunku wyrazimy
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réwnania (2.3), (2.5), (3.9), (3.16), (4.1) i (4.3) we wspotrzgdnych bezwymiarowych

: 4./ 8Pj
, 0), gdzie p=1 ]/
(2, ), gdzie p =

; ponadto wprowadzimy nastgpujace wspolczynniki
bezwymiarowe :

0

Ay I 4]/ 8E3 ﬁ
T K—ao’ 4 nP3_j—3—.
Po uwzglednieniu powyzszych oznaczen otrzymuje si¢ nastgpujace réwnania kon-

turéw: ;
1) wyboczenie w zakresie sprezystym

.1 N =cos p.
2) wyboczenie w zakresie plastycznym

— Kp .
&y =(1-x) &)’

3) statecznos$¢ pozioma w zakresie sprezystym

(5.2) cos ¢

(5.3) p=ysin? ¢ cos ¢;
4) stateczno$¢ pozioma w zakresie plastycznym
y sin? 2¢ cos ¢ (1 —¢&,)? (¢y cos p—xp) +
(5.4 +2 (1—¢g,) (1—2sin? ¢ cos? ¢) [p? k—p&y cos p—E&? 2 (1 —k) cos? ¢] +
+¢&2 y (1—k) p sin? 2¢ cos p=0,

= (1-x)p :
8‘—5{(1_@ lnl(éycos ¢—Kp)]+1}’

gdzie

5) przeskok w zakresie sprezystym
(5.5 p=y cos® ¢;

6) przeskok w zakresie plastycznym

(1-x)p

m]} (¢y cos p—xp) cos p—

o {1-5—5(1—@ ln[

—(1—=k) &% psin? p=0.

Prawidlowe zestawienie powyzszych krzywych w poszukiwany kontur podstawy
jest mozliwe na podstawie analizy naprezen w pretach kratownicy. Przeanalizujemy,
jak beda zmieniaé si¢ te naprezenia jako funkcje kata ¢, gdy kratownica bedzie
oparta na poszczegdlnych konturach oporowych

N, Pjl

oc=—=

F  Vycosp
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lub we wspotrzednych bezwymiarowych

& P

5.7 o= it

Podstawiajac do (5.7) odpowiednie réwnanie konturu, otrzymujemy co nastgpuje:
1) dla wyboczenia w zakresie sprezystym

oc=— (cos p)~?;
y( )

2) dla stateczno$ci poziomej w zakresie sprezystym
o=Esin? ¢;
3) dla przeskoku w zakresie sprezystym
o=Ecos? ¢.
W przypadku pierwszym i drugim napreZenia o wzrastaja ze wzrostem ¢, natomiast

w trzecim o maleje ze wzrostem ¢.

G Gy Os

o

oo ls

Rys. 3

Zestawienia poszczegdlnych krzywych w pelny ksztalt konturu dokonujemy za
pomoca schematu pokazanego na rys. 3. Lukami okregéw zaznaczono zakresy
napreZen, natomiast promieniami strefy odpowiadajace poszczegélnym formom
utraty stateczno$ci. Oczywiécie, takie oznaczenie stref nie jest $ciste, gdyz rozmiary

ich zalezag od parametréow &, y, k ukladu. Ma ono stuzyé jedynie do celéw ilu-
stracyjnych.

Zaznaczone krzywe moga byé interpretowane jako wykresy o=o (¢) w ukladzie
biegunowym (o, ¢). Zestawienia dokonujemy na podstawie nastgpujacych regui:
kontur calkowitej niejednoznaczno$ci sklada si¢ z krzywych wyznaczonych dla
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zakresOw, przez ktore przechodzi kolejno krzywa o=o (¢), gdy ¢ wzrasta od 0
do 7/2. Jak wida¢ moga zachodzi¢ ogdlnie cztery przypadki.

X

%) X
m““\%
W Lo
\\ 5
S

10 : &=10"
s y=4-10°

g o BF =075

Rys. 5
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Na rys. 4 przedstawiono ksztatt konturu odpowiadajacy przypadkowi (1). Dla
0< @<, kontur podstawy bedzie wyznaczony przez krzywa (5.3), dla ¢, <¢<g,
przez krzywa (5.1), a dla ¢,<@<n/2 przez krzywa (5.5).

Rysunek 5 przedstawia ksztalt konturu odpowiadajacy przypadkowi (4).

6. METODA WYZNACZANIA OPTYMALNYCH PARAMETROW KRATOWNICY ZA POMOCA
KONTURU CALKOWITEJ NIEJEDNOZNACZNOSCI

Wykorzystamy otrzymane w poprzednich rozdzialach réwnania konturu do wy--
znaczenia parametréw I, ¢ kratownicy, tak aby przy danym obciaZeniu P, danym
réwnaniu podstawy # (I, 9)=0 oraz ograniczeniu stateczno$cig, miala ona mini-
malna cbjeto$é. Przy tym aktualne jest w dalszym ciagu zatoZenie symetrii wzgledem
osi y.

Ponadto poczatek ukladu wspéirzednych przyjmujemy w wierzcholku kratow-
nicy. Zauwazmy, Ze wystgpujaca we wzorach (2.3), (2.5), (3.9), (3.16), (4.1) i (4.3)
objetosé V, mozna traktowaé jak parametr. Wraz ze zmiang V, zmieniac si¢ bedzie
wielko$é i ksztalt konturéw przedstawionych na rys. 4 i 5. W przypadku krzywych
(2.3), (3.9) i (4.1) zmiany te sa latwe do uchwycenia. Jest to po prostu przeksztaicenie
przez jednokladnosé o $rodku 0 i stosunku k= I/Vo dla krzywej 23)ik=V,dla
krzywych (3.9) i (4.1).

X
-

Rys. 6

Dla krzywych z zakresu plastycznego opisanych réwnaniami (2.5), (3.16) i (4.3)
zmiana V, powoduje zmiany ich charakteru. Jezeli bedziemy zmieniaé V, tak,
aby doprowadzi¢ do stycznosci wewnetrznej konturu catkowitej niejednoznacznosci
i danego zarysu podstawy, to warto$é ¥, odpowiadajaca pojawieniu si¢ pierwszych
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punktéw stycznosci konturéw (ze wzgledu na symetri¢ beda co najmniej dwa)
bedzie minimalng objgtoscia, jaka moze posiadaé kratownica przy mnalozonych
ograniczeniach. Punkty styczno$ci wyznacza miejsca zamocowania pretéw opty-
malnej kratownicy, a tym samym jej parametry / i ¢. Na rys. 6 przerywana linig
zaznaczono kolejne etapy zmiany konturu catkowitej niejednoznacznoéci ze wzrostem
Vo. Dla uproszczenia zalozono, Ze materiat pretow jest idealnie sprezysty o,—o0,
tzn. kontur catkowitej niejednoznacznosci bedzie skiadat si¢ z krzywych (2.3),
(3.9) i (4.1). Moze zdarzy¢ si¢ tak przy szczegélnie dobranym ksztalcie podstawy,
Ze jednoczes$nie wystapi kilka par punktoéw stycznosci. Oznacza to istnienie wigcej
niz jednego rozwigzania optymalnego.

7. WNIOSKI KONCOWE

Kazda kratownica oparta na wyznaczonym konturze calkowitej niejednoznacz-
nosci ma stala objgtoS¢ i jest zabezpieczona przed utrata stateczno$ci zalozonym
wspolczynnikiem bezpieczenistwa j. Z rys. 4 i 5 widoczne jest, ze dla smuklych kra-
townic o malym kacie ¢ decydujaca o wytrzymaloéci konstrukcji jest statecznoéé
pozioma, natomiast dla wigkszych decydujaca staje si¢ utrata statecznoéci zwigzana
z wyboczeniem poszczegolnych pretow.

Przedstawione w pracy zagadnienie wyznaczenia konturu catkowitej niejedno-
znaczno$ci oprocz aspektow czysto teoretycznych ma réwniez pewne znaczenie
praktyczne. Opisana w punkcie 6 metoda wyznaczania optymalnego ksztalttu kra-
townicy za pomoca tego konturu moze byé stosowana do przypadkéw, gdy trud-
ne byloby wyznaczenie optymalnych parametréw ukladu wprost, np. gdy kontur
podstawy dany jest zbyt skomplikowanym réwnaniem lub sklada si¢ z odcinkéw
krzywych. Metoda ta réwniez moze by¢ stosowana wygodnie jako przyblizona
metoda graficzna.

W pracy pokazano zastosowanie metody przy uwzglednieniu statecznosci kon-
strukcji. Podobnie mozna stosowaé t¢ metode przy innych warunkach ograniczaja-
cych, w szczegdlnoéci przy ograniczeniu wytrzymatosciowym. Kontur catkowitej nie-
jednoznacznoéci bedzie wéwczas okregiem o réwnaniu w ukladzie biegunowym (/, ¢)

a. Vo

I= P cos ¢,

gdzie naprezenie krytyczne o, moze byé przyjete o,=0, lub 6,=0,. Przy zmieniaja-
cym si¢ ¥, rodzina konturéw catkowitej niejednoznacznoéci jest w tym przypadku
rodzing okregéw stycznych wewnetrznie w punkcie przylozenia sily P. Jezeli réwno-
cze$nie uwzglednimy utrate statecznoéci i ograniczenie wytrzymalo$ciowe, to kontur
catkowitej niejednoznacznosci nalezy zestawié z krzywych odpowiadajacych poszcze-
gélnym formom utraty statecznosci i okregu, ktéry odpowiada ograniczeniu wy-
trzymato$ciowemu. W tym celu mozna rowniez wykorzysta¢ schemat pokazany
na rys. 3. Przyjmujac bowiem g,=0, powodujemy, Zze okrag oddzielajacy na rys. 3
strefg sprezysta od plastycznej obrazuje jednoczeénie zalezno§¢ o= (¢) dla wytrzy-
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malo§ciowego warunku ograniczajacego. Latwo juz teraz zauwazyé, ze np. dla
przypadku (1) istotna bedzie jedynie utrata statecznosci. W pozostatych przypad-
kach okrag o (¢)=o0, przecina krzywe o=0 (¢) odpowiadajace poszczegdlnym for-
mom utraty statecznos$ci. Warunek wytrzymato§ciowy nalezy wigc w tych przypad-
kach uwzglednic.

Rys. 7

Przedstawiona w pracy metoda optymalnego ksztatltowania daje si¢ fatwo uogdl-
ni¢ na inne przypadki (rys. 7) prostych kratownic w rézny sposéb podpartych
i obciazonych. Pewne dodatkowe mozliwosci wprowadzitloby réwniez odrzucenie
warunku symetrii kratownicy.
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Pesome

TIPOEKTUPOBAHMUE TIPOCTBbIX ®EPMEHHBIX KOHCTPYKIIAN
METOJOM OIIPEAEJIEHUA KOHTYPA IIOJIHOM HEOJHO3HAYHOCTH

B pabore, Ha npuMepe IBYXCTEPKHEBOM CHCTEMBI, IPEICTABICH METOJ, ONTHMAJIBLHOTO MPOEK-
THPOBAHUS NPOCTHIX (DEPMEHHBIX KOnCTPYKLMIi MEHAMAIGHOTO OObeMa TpH YCIOBHAX YCTOWYHW-
BOCTH. MeToz onrTuMH3aLi| OCHOBad Ha CBOWCTBAX TakK HA3bIBA€MBIX ,,KOHTYPOB iOJHOH HEOJHO-
3HAYHOCTH" .

PaccmarpuBarorcst Tpu pOpMBI HOTEPH YCTOMIABOCTH: BBUTYYMBAHUE, TAK Ha3bIBaeMas ,,rOpH-
30HTaJIbHAS HEYCTOMYMBOCT” M IIOTEPS YCTOWYIABOCTA B BHAE IIEPECKOKOB, XapaKTEPHCTHYECKAX
st depmbl Mnseca. [inst Bcex ¢opM IOTEpPH YCTOMYHMBOCTH ONPEAENSIOTCH KPUTHYECKHE CHITHI
B YNPYroO-IJIaCTHYECKOH OOMacTH M COOTBETCTBYIOIIME MM KOHTYDBI ITOJHOW HEOJXHO3HAYHOCTH.
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SUMMARY

OPTIMAL DESIGN OF SIMPLE TRUSSES BY DETERMINATION OF THE CONTOUR
OF COMPLETE NON-UNIQUENESS

The paper gives a method of optimal design of simple trusses under stability constraints; a two-
-bar truss is discussed as an example. The method is based on determination of the so-called “con-
tours of complete non-uniqueness”.

In the example under consideration three forms of loss of stability are discussed: buckling of
individual bars, the so-called “horizontal instability” without buckling of the bars, and the snap-
-through characteristic for a Mises truss. For all the forms of loss of stability the corresponding
critical forces in the elastic-plastic range were evaluated and the contour of complete non-uniqueness
was determined.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
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