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WYMUSZONE DRGANIA TLUMIONE POWLOKI STOZKOWEJ
Z MATERIALU SCISLIWEGO NIELINIOWO SPREZYSTEGO

TADEUSZ W E G'N ER (POZNAN)

W pracy poddano analizie ustalone, nieobrotowo-symetryczne drgania cienkosciennej powtoki
stozkowej ze §ci¢tym wierzchotkiem, swobodnie podpartej na obu krawedziach, wykonanej z ma-
teriatu jednorodnego, izotropowego, $cisliwego, nieliniowo sprezystego, o wlasnosciach thumiacych,
wymuszone obcigzeniem okresowym, prostopadtym do powierzchni srodkowej powloki, réwno-
miernie roziczonym. Ograniczajac si¢ do analizy malych drgan wszystkie zwiazki geometryczne
przyjeto w postaci liniowej. Postugujac si¢ pojeciem potencjalu sprezystosci ciata izotropowego
uzyskano nieliniowe zwiazki fizyczne dla materiatu $ci§liwego w plaskim stanie naprezen. Przyj-
mujac hipotezg E. S. Sorokina uwzgledniono wlasnosci tlumiace materialu, przy czym skladniki
wyrazajace tlumienie ograniczono do wyrazoéw liniowych. Wykorzystujac ogdlne réwnanie dynamiki
ulozono wariacyjne réwnanie ruchu cienko$ciennej powloki stozkowej. Wystgpujace w nim wiel-
kosci przedstawiono za pomoca skladowych przemieszczenia powierzchni $rodkowej powloki.
Roéwnanie to sprowadzono do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych przyjmujac sktadowe
przemieszczenia powierzchni srodkowej powloki w postaci sumy skladowych obrotowo-symetrycz-
nej i nicobrotowo-symetrycznej, przy czym kazda ze skladowych aproksymowano iloczynem nie-
znanej funkcji zaleznej od czasu oraz danej funkcji pozostatych wspoélrzednych, wyznaczajacej
zatozong postaé drgan. Otrzymany uktad rownat rozwigzano metoda matego parametru. Uzyskane
rozwigzanie, ilustrujace wplyw nieliniowosci sprezystej na drgania powloki, przedstawiono w po-
staci graficznej. .

WstgP

W._wielu pracach dotyczacych drgan powlok walcowych lub stozkowych [3, 4,
7, 8, 9, 10 i inne] analizowano drgania obrotowo-symetryczne. W przypadku cien-
kich powlok, znacznie nizszymi czgsto$ciami drgan wlasnych od czgstosci odpo-
wiadajacych drganiom obrotowo-symetrycznym charakteryzuja si¢ drgania nie-
obrotowo-symetryczne; stad mozliwe jest wystgpowanie nieobrotowo-symetrycz-
nych drgan w elementach konstrukcji powlokowych. Dokladne poznanie charak-
teru tych drgan umozliwi taki wybdr parametréw ukladu, przy ktérych drgania
te nie wystgpuja. Drgania nicobrotowo-symetryczne powlok rozpatrywano m.in.
w pracach [1, 51 6], przy czym analiza dotyczyla drgan swobodnych.

W niniejszej pracy rozpatrzymy wymuszone drgania nieobrotowo-symetryczne
cienko$ciennej powloki w ksztalcie stozka $cigtego (rys. 1), swobodnie podpartej
na obu krawedziach, wykonanej z materiatu jednorodnego, izotropowego, Scisli-
wego, nieliniowo sprezystego, o wlasnosciach thumigcych. Zakladamy, Ze na powloke
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dziata harmonicznie zmienne obciazenie o amplitudzie p i zerowej wartosci Sredniej,
réwnomiernie rozlozone na powierzchni bocznej powloki i prostopadte do niej,
o czgstodci zblizonej do najniZzszej czgstoSci wlasnej powloki.

Rys. 1

Dla obciazenia zewngtrznego, rownomiernie rozlozonego na powierzchni bocznej
powloki, praca sit zewnetrznych na nieobrotowo-symetrycznych sktadowych prze-
mieszczenia w dolnym przedziale czasu jest réwna zeru; stad (ze wzgledu na wy-
stepujaca w materiale powloki dysypacje) drgania powloki, ktorych skladowa obro-
towo-symetryczna jest rowna zeru, moga wystapi¢ tylko jako drgania gasnace. Tak
wigc ustalone skladowe nieobrotowo-symetryczne drgan moga istnie jedynie iacz-
nie ze sktadowymi obrotowo-symetrycznymi, co uwzglednimy przyjmujac w roz-
wigzaniu odpowiednie funkcje aproksymujace skladowe stanu przemieszczenia po-
wioki.

1. PODSTAWOWE ROWNANIA
Zgodnie z hipoteza Kirchhoffa-Love’a skladowe stanu odksztalcenia elementu
powloki odlegtego o z od powierzchni §rodkowej przedstawiono w postaci
&=8&; +2zK4,
(1.1) gg=8, +2iC, ,

Vap=Y12+2@132,
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gdzie sktadowe stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowej &1, &5, 75, 1 Wspolczyn-
niki k4, &, @, 5, charakteryzujace zmiang gtéwnych krzywizn oraz obrét powierzchni
$rodkowej, wyrazono za pomoca skladowych przemieszczenia u, v, w powierzchni
srodkowej wzorami

u  wsinp+v T Up
glzu,aa £2=—+—~_—— V12= ——+va+——_’
o o COS @ o o COS @
Weoe 0pSINQ—W g
12 KpSSromW Yyl ettty :
( ) 1 , 2 & ((lCOS w)z ’
ol redsmer o]
gy =1k - 19 s =W ]
2 wcosg S ok T

Wykorzystujac model ciala nieliniowo sprezystego KAUDERERA [2], potencjal
sprezystosci dla wielu waznych w zastosowaniach technicznych materialéw (np.
miedzi, aluminium, stopéw miedzi i innych) przedstawiono w postaci

13 L d.

(1.3) V—3—K0+ofae,

gdzie intensywno$¢ napreZen o i intensywno® odksztalceri & dane s3 wzorami
1

(1.4 oc=E(l—bc*)e, = 5 Yo Yo»

oraz

2 3
Yo = —3— ]/(Qz £ eﬂ)z » (Eﬂ —82)2 + (gz = lgoz)z i _2— (Y:ﬁ W ylziz % yia) ’

0=e¢,+8;+¢,,

(1.5) S =
as VO’ VO_ 2(1+v) ’ K— 3(1_2v) .

Wspdlczynnik a; jest stata materiatowa okreslajaca nieliniowe wlasnosci materiatu,
przy czym zwiazek migdzy naprezeniem o, a podiuznym odksztalceniem &, dla
jednoosiowego rozciagania-§ciskania ma postaé

1
(1.6) &g (14+as02)o,.

Modut Younga E i wspdtczynnik Poissona v sa statymi materialowymi wyznaczony-
mi przy matych odksztatceniach.

Pochodne czastkowe potencjalu sprezystosci wzgledem sktadowych stanu od-
ksztalcenia okreSlaja skladowe stanu naprezenia

a7 Canid Tl e i Yap *
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Wykorzystujac liniowe zwiazki geometryczne (1.1) skladowe stanu naprezenia przed-
stawiono w postaci rozwinieé wzgledem wspétrzednej z:

0,=E [bo+b; z—a(po+p: z2+p, 22 +p; 2%)],
(1.8) op=E [co+c1 z—a(ro+1y 241, 2% +15 2%)],
Top=E [do+d\ z—a (so+5, 2+5, 2% +53 2°)],
d=a.E>;

Wspdtezynniki b, ¢ i d oraz p, r i s sa funkcjami jednorodnymi odpowiednio stopnia
pierwszego i trzeciego skladowych stanu przemieszczenia powierzchni §rodkowej
powtoki oraz ich pochodnych wzgledem zmiennych przestrzennych.

Zwiazek pomiedzy naprezeniem i odksztalceniem dla liniowego modelu thumienia
w jednoosiowym stanie naprezenia ma wedtug hipotezy Sorokina postaé

e T
(1.9) Gu=Bey k5 Ea,,] 1 (8) S

gdzie y jest wspoéltczynnikiem tlumienia materialowego, a ¢, amplituda odksztalcenia.
Zaktadajac, ze ruch drgajacy jest w przyblizeniu harmoniczny i jego czesto$¢ wynosi
@, wzor (1.9) mozna napisa¢ w postaci :

I n
,6x=E8x e Eax, ts
[7)]
(1.10)

”=__—

2%
Przyjmujac, iz spelnione jest w przyblizeniu prawo Hooke’a mamy

(1.11) 6x=ax+-g)—ax_,.

Ta liniowa zalezno$¢ zostata wyprowadzona przez Boka dla ustalonych drgan wy-
muszonych. Przyjmiemy, ze wsp6lczynnik tlumienia materialowego jest wielkoscia
stala i nie zalezy ani od amplitudy odksztalcenia, ani od czestoSci drgan. Jest
to zalozenie przyblizone, ale zupelnie wystarczajace dla drgan o niewielkich ampli-
tudach odksztalcenia. Uwzgledniajac wlasnoéci thumigce materiatu, sktadowe stanu
naprezenia przedstawiono w postaci

L ¥ U

a,=E | b, +; bO,t+(bl +E‘ bl,r) z—a(po+py z+p; 22 +ps 23)},

=

n n
(1.12)  oz=E]|c, +E co,,+(c1 ,‘l‘-z)— cl’,)z—a(r0+r1 z4r, 2% +r; 23)],

L

n n
Top=E |d, +; do,,+(d1 +70- d,,,)z—a(sO +8 245, 22 +55 23)],
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gdzie, ze wzgledu na zlozono$¢ problemu, skladniki uwzgledniajace tlumienie we-
wnetrzne ograniczono do wyrazéw liniowych.

Wykorzystujac ogélne réwnanie dynamiki otrzymano warunek réwnowagi dy-
namicznej powltoki obrotowej w postaci

ag 200

AB
(1.13) f f {[(BN,,),,,+AS, s+H(AB )" ,,—B,aNﬂ+}TlTa—2h ABpu’,,] Su+
ap O
: AB
+|(BS), o+ AN, s +(AB7,)[" , +B  S+——T,~2h AB po,,, | b0+
2

' AB
THET) AL, st (MBe) (- ——

N, . N,—2h AB ]5
R, o R, 7 oo W, tti W=

(2h)® W, att ]

—[(BM,),,+AH,,,+(ABZraz)l"_h——ABT,—-B'aMﬂ+ e

W o

A

X

- [(BH),,+AM,,, p+(ABzt,)" , — ABT,+B , H+

(2h)3 W, ger ] ow 1
i 3 -
ol B |

do. df=0,

gdzie p jest gestoscig materiatu powloki, a sily i momenty odniesione do jednostki

dlugoscei krawedzi powierzchni §rodkowej zwiazane s3 z naprezeniami zalezno$ciami
h h h

N=— f 0,dz, Ny= f opdz, S= f Top dz,

~h —h

—h

(1.14) 1= f‘ra, dz, Ty= fr,,, oz
h . h 2 h
D fzaa dz, M= fza,, dz: ‘H= fzfa,, dz.
-h —h —h

Dla powloki obrotowej o grubosci 2h, podpartej przegubowo przesuwnie wzdtuz
krawedzi a=o, oraz o.=u,, obcigzonej na powierzchni z=/ ci$nieniem p (¢), warunki
brzegowe maja postaé

(Uz)—h=(’faz)—h=('fﬂz)-h=0 s
(az)h TRt p (t)’ (Taz)h = (Tﬂz)h =0,
(Na)ap e (v)ap = (W)a,, o (Ma)ozp = (W, ﬂ)ap =0,
(Na)ak =(v)ak = (w)ak = (Ma)ak ™ (W, ﬁ)uk =0.
Uwzgledniajac warunki brzegowe oraz fakt, iz funkcje okreslajace przemieszczenia,
obroty, sity i momenty oraz wspolczynniki Lamégo 4 i B sa okresowe wzgledem
zmiennej f§ o okresie rownym 27, calkujemy przez czesci te skladniki réwnania (1.13),

w ktorych wystepuja pochodne sit lub momentéw. W wyniku catkowania uzyskano
wariacyjne réwnanie ruchu powloki obrotowej w postaci

(1.15)

(1.16)
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o 20

(1.17) ff[—(N,,B,¢+2hpABu',,)6u—NaB<3u,a—SAJu,ﬂ+
ap O
+(SB,,—2hp ABv ) 0v—SB v, ,— Ny A 6v z—

o

( e LW ) +
p() R TR WS AB éw

A P Py

2h)® ow. (2h)° ow,
+(MpB,a—TpBw,m £

3. B((Sw,a) o (6w,ﬁ) = 6w‘,,]
M.B\—") +2HB(—5") +My A~ dodp=0.

Poniewaz naprezenia styczne w plaszczyznach prostopadlych do powierzchni $rod-
kowej sa bliskie zeru, w réwnaniu pomini¢to pracg przygotowang sit poprzecznych |
T, i T, na przemieszczeniach w kierunkach stycznych do plaszczyzny Srodkowej.
Dla powloki stozkowej wariacyjne réwnanie ruchu ma postac
ay 21

(1.18) ff [—-(N,,+2hpocu,,,)cos¢5u—Naoccos¢6u,,-—55u,,+
ap O -

+(8—2h p ov ;) cosp ov—S a cosp 6v ,— Ny dv 5+

N,t
—(p(t)+ ”a”+2hpw,,,)acos¢aw+

= (M (2h)? ) - 2h)3 ow g
B 12 p “w,am COS¢ M’,l 12 pw,ﬂ!t o COS P
ow 4 oW, gg
+ M, 0. cOSp OW, o, +2Ho My, ————| da dp=0.
,x o Cos @

Sktadowe stanu przemieszczenia powierzchni srodkowej powtoki aproksymowano
funkcjami

my 7 (o — o)

o 2
u (e, B, t)=(';—) (Uo () cos ———T

mz (0. — o)
) R T nﬁ),
a\  mm(e—a,)
(19 o, B, t)=(a—) V,,(t)sm——-—l———smnﬁ,
mgy 7 (o —atp)

w (o, B, 1) =(;is> (W0 (7) sin .

7 (u—ap)

m
+ W, (f) sin ]

cos nﬁ) -
gdzie U, (1), W, (1), U, (®), V,(t) i W, (¢) sa nieznanymi funkcjami czasu. Wzdtuz
krawedzi powloki przyjete funkcje aproksymujace spelniaja $ciSle warunki (1.16)
dotyczace przemieszczen, a warunki (1.16) dotyczace sit i momentéw spetnione sa
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w przyblizeniu. Ze wzgledu na zastosowana metodg Sciste spelnienie warunkéw

statycznych, wynikajacych ze sposobu podparcia krawedzi, nie jest konieczne.
Wykorzystujac zatozone funkcje aproksymujace oraz wprowadzajac wielkosci

bezwymiarowe czasu, sity wymuszajacej i czgstosci oraz poszukiwanych funkcji'czasu

p@ »
=0t P @)= E —'5(‘)‘,
(1.20)
U, W, Ua V., W,
Y1=_l-’ Ysz, d = 0 & 7 o= $

gdzie

bttt
(1.21) (O] =—l- '/-)' ’

wariacyjne rownanie ruchu powloki stozkowej (1.18) sprowadzono do uktadu réw-
nan rozniczkowych zwyczajnych:

@ PY, o+ PO T Y, 0-a( Y MR NT T

) Vimn
Jel, k,mynel,
) A Y Y,)=0,
kel
m, n€ly
@@ Y, o+ Y BPWtnYy)=al: Y ¥, Ve Ya Yt
Jel, k,m,nel,

PO

+ Y RN, Y)=-d?P@),

kel
m,n€lp
92 ‘x(33)Y3,1:1:+ Z BS'S) (Yj+”Yj,t)—a( 2 }’Sn)n Yk Ym Yn+
Jely k,milo
(1.22) S8
+ D ¥ Y Yu Y)=0,
kym,n€l,
o ol g & Z ﬂ(f') (Yj+’]Yj,1:)_a( Z il % N
it T il
+ 3 i Y Yo %) =0,
k,mynely,
Q@ Y ot D BT 4n¥,)—a( D 0 Yy Yo Yut
Jel, k.milo
nely,

A e i e

k,m,nely
gdzie k< m<n, I,={1, 2}, I,={3, 4, 5}.

Rozprawy Inzynierskie — 6
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Zakladamy, ze powloka poddana jest dzialaniu harmonicznie zmiennego wymu-
szenia

(1.23) P(t)=—Pcost.

Dla uktadu liniowego geometrycznie i fizycznie (a=0) skladow: drgan obroto-
wo-symetryczne Y; i Y, sa niezalezne od skladowych nieobrotowo-symetrycznych
Y;, ¥, i Ys. W tym przypadku, ze wzgledu na istniejace tlumienie (7>0), moga
wystapi¢ obok ustalonych drgan obrotowo-symetrycznych jedynie gasnace drgania
nieobrotowo-symetryczne. W ukladzie nieliniowym fizycznie (a#0) mozliwe sa
réwniez ustalone drgania nieobrotowo-symetryczne.

W uzyskanym ukladzie réwnan rézniczkowych (1.22) opisujacych mate drgania
powtoki stozkowej, wyrazy nieliniowe sa male w poréwnaniu z liniowymi. W zwigzku
z tym dany uklad traktowano jako stabo nieliniowy i do rozwigzania zastosowano
metode malego parametru. Otrzymane rozwigzanie przedstawiono ostatecznie w po-
staci

(1.24) Y;=A;cos (1—9;)+4] cos3(1—9))+4;" cos 5(z—97"), jel\J1I.

2. PRZYKLAD LICZBOWY

Uzyskane rozwiazanie zilustrujemy przyktadem liczbowym dla rodziny powlok
stozkowych o kacie przy podstawie ¢=75° i warto§ciach bezwymiarowych para-
metrow okreslajacych $redni promien stozka i grubo$§¢ powtoki:

Ry 2h
Us==——=0,5, y=—=0,004.
l /é
Przyjeto, ze powloki wykonane sa z materialu okreSlonego nastgpujacymi warto-
$ciami stalych:

v=0,349, a=0,262-10%, #»=0,0525,

odpowiadajacymi czystej miedzi. Obliczenia wykonano na komputerze Odra 1305.

Na rys. 2 przedstawiono czesto$ci wlasne drgari obrotowo-symetrycznych (n=0)
oraz nieobrotowo-symetrycznych (n>0) ukladu zlinearyzowanego (a=0). W prak-
tycznych zastosowaniach najczesciej interesuja nas najnizsze czgstosci drgan wilasnych.
Analizowana rodzina powlok stozkowych osigga minimalng czgsto§¢ drgan wilasnych
dla postaci drgan okre§lonej parametrami m=1, n=6, co odpowiada drganiom
o jednej poifali wzdtuz tworzacej stozka i szeSciu falach w przekroju poprzecznym
powloki. CzestoSci wlasne obrotowo-symetrycznych postaci drgan (r=0) sa okolo
7,7 razy wyzsze od minimalnej czestosci drgan wiasnych.

Dla parametréw odpowiadajacych najnizszej czestoéci drgan wlasnych bezwy-
miarowa skladowa przemieszczenia powierzchni $rodkowej powloki w kierunku
normalnym, zgodnie z zatozong funkcja aproksymujaca (1.19), ma postaé

w(x, B, 7)

(2'1) W(x, B, 1)= _—I-—= wo (x) Ws (ﬂ’ 7),
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gdzie bezwymiarowa zmienna

22 x=

Ze wzgledu na sposdb wymuszenia drgan przyjeto mo=1.

Funkcja w, (x) opisujaca ugigcie powtoki wzdtuz tworzacej przedstawiona jest
na rys. 3, a funkcja Wy (f, 7), wyrazajaca bezwymiarowe przemieszczenie §rodka
tworzacej stozka S w kierunku normalnym do powierzchni §rodkowej powloki,
dana jest rGwnaniem

23) Ws (B, )=Y, (1) + Y5 (r) cos 6,

przy czym skladowe obrotowo-symetryczna i nieobrotowo-symetryczna, zgodnie
z uzyskanym rozwigzaniem, majg postac

Y, (1)=A4, cos (t—39,) + A4 cos 3 (t—93) + 45" cos 5 (t—95%),
Ys (1)=4s cos (1—95) + 45 cos 3 (t—93).

Na rys. 4 przedstawiono amplitud¢ A5 drgan wlasnych o postaci odpowiadajacej
najnizszej czgstoSci. Ze wzgledu na nieliniowe wlasno$ci materialu (a#0)
czgsto$¢ drgan wlasnych zalezy od amplitudy. Ze wzrostem amplitudy réznica migdzy
pierwszym i drugim przyblizeniem wzrasta. Poniewaz w rozwigzaniu przyjgto
zwigzki geometryczne w postaci liniowej oraz postuzono si¢ metoda matego para-
metru, przeto uzyskane rozwigzanie ma charakter asymptotyczny dla matych war-
toSci amplitud. Wykresy na pozostalych rysunkach wyznaczono postugujac sig
wzorami uzyskanymi w drugim przyblizeniu.

(2.4)

~

103Ag ~
08 ~

0,7 NG
> ——— pierwsze przyblizenie
> drugie przyblizenie
~ 9

06 N Ps0
™ ¢ =75°
N 0,5
Jg= 0,
N S
X = 0,004
o8 3 v = 0349
o =0,262:10%
n=0
oh

03

02

o1

0,2385 0,2390 02395

Rys. 4
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Rysunki 5 i 6 przedstawiaja amplitudy A4, i A5 drgafi wymuszonych. Przy dzia-
taniu sit wymuszajacych o amplitudzie P<P,,;,=0,49735- 10~ wystepuja jedynie
drgania obrotowo-symetryczne (krzywe I i 2) o amplitudach 4, wzrastajacych ze
wzrostem P. Dla P>P,,,, obok drgai obrotowo-symetrycznych (krzywe 3-6),
mozliwe sa réwniez drgania nieobrotowo-symetryczne (krzywe 3'-6"). Pojawienie
sie skladowej drgan nieobrotowo-symetrycznej (linia gruba) pociaga wzrost skla-
dowej drgan obrotowo-symetryczne;j (linia cienka) w stosunku do odpowiadajacych
danym parametrom wymuszenia P, Q drgafi obrotowo-symetrycznych, tym wigkszy
im wieksza jest amplituda A45. Odpowiadajace przesunigcia fazowe 9, i 95 przed-
stawiono na rysunkach 7 i 8. Wystgpowanie skladowej nieobrotowo-symetrycznej
powoduje, Ze przesuniecie fazowe 9, jest wigksze niz przesuniecie fazowe drgan
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obrotowo-symetrycznych. Praca wykonana w jednym cyklu przez obciazenie ze-
wngtrzne w przypadku drgafi nieobrotowo-symetrycznych jest wiec wieksza niz
praca wykonana w przypadku drgan obrotowo-symetrycznych, co spowodowane
Jest zwigkszonym rozpraszaniem energii.

Parametry obciazenia zewngtrznego P i 2, przy ktérych wystepuja punkty
bifurkacji rozwiazania przedstawiono na rys . 9. Znaczny wplyw na potozenie i ksztatt
tej krzywej maja wiasno$ci thumiace materialu. Wzrost wartosci wspolczynnika
tlumienia materialowego 1 powoduje m.in. zwiekszenie minimalnej wartosci am-
plitudy sity wymuszajacej P,,,,, przy ktérej moga wystapié drgania nieobrotowo-
-symetryczne (rys. 10).

Na rysunkach 11 i 12 przedstawiono amplitudy 4, i A5 oraz przesunigcia fazowe
9, 1 95 w zaleznosci od amplitudy obciazenia wymuszajacego P przy danych war-
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Rys. 11

todciach Q. Przy P<P,;, mozliwe sa jedynie drgania obrotowo-symetryczne (krzy-
we 1,21 3). Dla P>P,_, , oprécz drgan obrotowo-symetrycznych (krzywe 1, 2 i 3),
wystepuja drgania nieobrotowo-symetryczne (krzywe 1’, 2" i 3’ oraz 1", 2”" i 3”').

Funkcje Y, (7) i Y5 (r) wyznaczajace obrotowo-symetryczna i nieobrotowo-sy-
metryczng skladowa drgan, dla okreslonych wartosci P i Q, przedstawiono na rys. 13.
Roznica migdzy funkcja Y5 () a jej pierwsza harmoniczng jest nieuchwytna ry-
sunkowo, przeto nie przedstawiono poszczegdlnych skladnikéw funkcji Y (7).

Rysunek 14 przedstawia skladowa normalng przemieszczenia srodka S tworzacej
stozka o wspdtrzednej f w dowolnej chwili. Sktadowe przemieszczenia w kierunku
normalnym punktéw powierzchni $rodkowej powloki, lezacych w przekroju po-
przecznym przechodzacym przez $rodki tworzacych stozka, dla okre§lonych 7
przedstawiono na rys. 15.
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Przedstawione w niniejszej pracy drgania nieobrotowo-symetryczne maja cha-
rakter rezonansowy: niewielkim przyrostom amplitudy sily wymuszajacej odpo-
wiadaja duze przyrosty amplitudy drgan. Opisany rezonans wystgpuje wskutek
sprzezenia nieliniowego miedzy skladowymi drgan obrotowo-symetrycznymi i nie-
obrotowo-symetrycznymi, wywolanego nieliniowo sprezystymi wlasno§ciami ma-
terialu. Dla materialu o odpowiednio niskich wlasno§ciach tlumigcych drgania
nieobrotowo-symetryczne moga wystepowaé przy dowolnie malych amplitudach
obciaZenia zewnetrznego, a wigc przy dowolnie matych drganiach obrotowo-sy-
metrycznych, pod warunkiem odpowiedniego doboru czgstosci wymuszenia. Wy-
stepujaca w materiale powloki dysypacja energii powoduje, ze dla podtrzymania
drgan konieczne jest ciagle doprowadzanie do uktadu energii mechanicznej. Zadanie
to realizuje obcigzenie zewnetrzne wykonujac prace na obrotowo-symetrycznych
skladowych przemieszczenia. Dla zalozonego modelu praca obciaZenia zewnetrz-
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Rys. 15

nego na nieobrotowo-symetrycznych skiadowych przemieszczenia w dowolnym
przedziale czasu jest réwna zeru, stad zawsze nieobrotowo-symetrycznym sklado-
wym drgan towarzysza sktadowe obrotowo-symetryczne. Pojawienie si¢ nieobro-
towo-symetrycznych sktadowych drgan zwigksza dysypacje energii, co réwnowazone
jest zwigkszong praca obcigzenia zewnetrznego, a objawia si¢ wzrostem amplitudy
i przesunigcia fazowego skiadowej obrotowo-symetrycznej.

W obszarach, w ktérych moga wystgpowac drgania nieobrotowo-symetryczne,
istnieje niebezpieczeristwo zniszczenia powloki. Wzrost wilasnoéci thumigcych ma-
terialu powoduje zwigkszenie warto§ci minimalnej amplitudy obciazenia zewnetrz-
nego, przy ktorej wystepuja badane drgania. Dobierajac odpowiednio materiat
powloki mozemy zwigkszy¢ obszar bezpiecznej pracy uktadu.
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Peszome

BbIHY)XXJIEHHBIE 3ATYXAIOMUWE KOJIEBAHUSI KOHUYECKOM OBOJIOYKU
M3 CKMMAEMOI'O HEJIMHEMHO VIIPYI'OT'O MATEPHAJIA

B pa6ore noBepruyThl aHAIM3y YCTAHOBUBILIMECS, HEBPAIIATE/IbHO-CHMMETPHYHBIE KOJIEOaHS
TOHKOCTEHHOM, YCEYEHHOU, KOHHYECKOl OOOJIOYKM, BBIHYXICHHbIE IIEPHOMHYECKOM HATPY3KOM
NEPIIEHINKYJIAPHON K CPEIMHHON IOBEPXHOCTH 00OI0YKA M paBHOMEPHO pacrpenencHuoi. TIpen-
rosiaraercs, 4To oboIouYKa SBIAETCS CBOOOIHO IOINEPTON, U3rOTOBJIEHA M3 OOHOPOJHOIrO, H30-
TPOIHOTO, CXUMAEMOT0, HEJIMHEWHO YNOpYroro marepuaia C aemudepesiMu coicreamu. Orpa-
HUYMBASICh AHAJTM30M MaJIbiX KoieGaHuii, BCE TeOMETPHYECKHE COOTHOLIEHUS NPUHATHI B IMHEHHOM
Buze. Ilomb3ysach NMOHATHEM MOTEHLKHAIA YOPYTOCTH H30TPONHOrO Teia, MOJYyYeHbI HEeIHHEHHBIE
(usnueckne COOTHOMIEHUS IS CKMMAEMOTO MaTepHalia B IUIOCKOM HAIPSIKEHHOM COCTOSTHHH.
TipunmMas Bo BHuManue runoresy E. C. Copoxuna, yuyTeHBl AeMidepHbie CBOWCTBA MaTepHuaa,
npuYeM YIeHBI, BBIPAXKAIONMINE 3aTyXaHWE, OTPAHUYCHbI K JIMHEHHBIM BbipaxeHusM. Vcmomb3ys
obmiee ypaBHEHME AMHAMUKM, COCTABIECHO BAPHAIMOHHOE YDABHEHAE [BHXKECHHS TOHKOCTEHHOM
KOHWYECKOM 060m0ukn. TTosBIAOMMECT B HEM BETAYMHBI IIPEACTABICHBI DY IOMOIIA KOMIOHEHT
IIepeMeLIeHHsl CPeANHHOM IIOBEPXHOCTH 000IOYKU. DTO yPABHEHAE CBEIEHO K CUCTEME OOLIKHOBEH-
HBIX JuddepeHurnanbHBIX YpaBHEHNH, IPHHAMAsT KOMITIOHEHTBI IIEPEMEIEHAsS. CPEIURHOM MOBEpX-
HOCTH 060JI0YKH B BHIE CyMMBI BPAaLIaTEIbHO-CHMMETPHYHBIX B HEBPAIIATEIbHO-CHAMME] PAYHBIX
KOMIIOHEHT, IIPHYEM KaxkAas W3 KOMIIOHEHT aImpOKCAMHPOBAHA HPOU3BEHNCHUEM HEHU3BECTHOM
dynKUmE, 3aBHCALICH OT BPEMEHM, M HAaHHOM (YHKUUH OCTAJIBHBIX KOOPIHMHAT, ONpeeIsromei
3amaHHyi0 hopMy xonebanuit. CHCTeMA ypaBHEHWIA PeNIeHa C IPAMEHEHHEM METOHA BO3MYIIECHMIM.
TlonyueHHOE pelIeHne, MUTIOCTPHPYIOLIEe BIASHAE YIIPYTo#l HeJIMHEUHOCTH Ha Kojebamas 000-
JIOYKM, IPEACTaBIECHO rpaduyeckn.

SUMMARY

FORCED AND DAMPED VIBRATIONS OF A CONICAL SHELL MADE OF COMPRES-
SIBLE NONLINEAR ELASTIC MATERIAL

The paper presents an analysis of stationary, rotationally asymmetric vibrations of a thin-walled
truncated conical shell. It is assumed that the shell is simply supported and made of homogeneous,
isotropic, compressible and nonlinear elastic material with damping properties. The vibrations are
forced by periodical, uniformly distributed load acting perpendiculary to the middle surface. The
considerations are limited to the small vibration analysis. Under such a restriction it is proved to
be possible to use the linear geometrical relations. Elastic potential for isotropic body is used to
derive the nonlinear physical plane stress relations for compressible material. Assuming Sorokin’s
hypothesis, the damping properties of ths material are taken into account, the components of
material damping being assumed as linear. The variational equation of a motion of a thin-walled
conical shell is based on the general dynamic equation. Components in this equation are expressed
in terms of the displacements of the middle surface. The equation is thea transformed to the set
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of ordinary differential equations in which the middle surface displacements are written in the
form of sums of rotationally symmetric and asymmetric terms. Both terms are written as products
of an unknown time-dependent function and a known function describing the assumed form of
vibration. The set of equations is solved by employing the perturbation method. The obtained
solution, describing the influence of the elastic nonlinearity on the shell vibration, is presented

graphically.
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