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K O M U N | K A T : ¢

O NIEISTNIENIU CIAGLYCH ROZKEADOW DYSKLINACJI W KL ASYCZ-
NYM CIELE SPREZYSTYM

ZOFIA MOSSAKOWSKA (WARSZAWA)

Wykazano, ze w klasycznym o$rodku sprezystym nie mozna rozwaza¢ ciagltych rozktadow
dysklinacji. Ciagle rozklady dysklinacji moga bye realizowane w cialach posiadajacych dodatkowe
obrotowe stopnie swobody (np. w osrodkach Cosseratow). Ponadto wykazano, ze w klasycznym
osrodku sprezystym tensor gestosci dyslokacji o oprocz warunku divae=0 musi speliaé takze
warunek tr,=0.

1. WsTEP

W ckresie ostatniego dziesigciolecia ukazalo si¢ wiele prac poswigconych cigglym
rozktadom' dysklinacji. Mozna je podzieli¢ na trzy grupy. Jedna obejmuje prace
traktujace zagadnienia dysklinacji czysto geometrycznie. Druga dotyczy dyskli-
nacji w o§rodkach Cosseratow. Trzecia, najliczniejsza grupa, obejmuje prace oma-
wiajace ciagle rozklady dysklinacji w klasycznym o$rodku sprezystym, gdzie kazdy
punkt ma tylko trzy stopnie swobody opisane wektorem przemieszczenia.

Zajmiemy si¢ tu omowieniem tej ostatniej grupy prac, przy czym ograniczymy
si¢ do statycznej teorii matych odksztalcen i materiatu typu Hooke’a. Te upfasz-
czajace zalozenia nie maja wplywu na ogdlno$¢ wyprowadzonych wnioskéw, sq one
takze prawidlowe dla duzych odksztalceri i materialdéw o dowolnej zaleznosci na-
prezen od odksztalcen.

2 PODSTAWOWE ROZWIAZANIA TEORII DYSKLINACJI I DYSLOKACII

Podstawowe réwnania teorii przyjmiemy zgodnie z praca R. DEWITA [1]. Polami
7rédlowymi sg tensory gestosci dyslokacji e i dysklinacji @ zdefiniowane wzorami

st o
Cp1= —Epmk (ekl, m +£qu Kmq) s

2.1) -
Op1= — Epmic Kict, m -

Musza one spelnia¢ warunki catkowalnosci, ktére maja postac

pt, p +E1pg 0pa=0,

2.2)
opq, o 0,
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gdzie e jest tensorem wstepnych (plastycznych) odksztalcen, a % tensorem wstepnych
deformacji gigtno-skretnych. Wprowadzenie do ciata pdl e i » wywoluje reakc;c:
sprezysta opisang przez tensory e i % takie, Ze

eij+ei, = ug, e

2.3) e 1
Kij +kij=—£_ Ejk1 A, ki -

Naprezenia o sa zwigzane z odksztalceniem sprezystym e wzorem
(2.4) 0:;=Cliju €

i muszg spetnia¢ réwnania réwnowagi

(2.5) V,0,=0.

Rozwiazanie ukladu réwaan (2.1)-(2.5) pozwala napisa¢ deformacje sprezyste e
i » w postaci [1]

S o '
€mn = f Cijkl Epmk Gjn,i ((Zp, —Kpl) dv I(mn) ’
2 ;

(2.6) 1
Kmn = 2 f Cisict Bnts Bpex (Gys, tm Ot +G s, 1 8qmi Ogp) AV .
v

Symbol (mn) po wzorze oznacza symetryzacje wzgledem wskaZznikéw m, n. G (x—x")
Jest tensorem Greena operatora Lamégo,

2.7 Cijin Gjs,ix+0;5 0 (x—x")=0.

Wprowadzajac tzw. tensor zZrodet niespdjnosci I, okre§lony wzorem

1 1
Imrmq (X) e Tn_— f Epmk €qs1 Cijkl Gju, is (X,) |X—-—X' dV'|(,,,,,)
14

mozna odksztalcenie sprezyste e,,, wyrazié nie poprzez a i x, lecz przez gestoéci
dyslokacji e i dysklinacji 0:

(2.8) emn (X)= f Epmk Cijit Gin, 1 (X—X') 001 (X') AV | (umy—
] Tare =X 0, (x') AV

Teorig dyslokacji mozna otrzymaé z powyzszych wzoréw, przyjmujac 6=0.
Podstawiajac we wzorze (2.1), =0 otrzymamy

o
8pmk Kkl,m=0 .

Scalkowanie tego réwnania daje
K=oy, k-

Przyporzadkowujac wektorowi wstepnego obrotu ¢ tensor sko§no-symetryczny

Wij=8&;jx Wy,
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mozna dla 8=0 réwnania (2.1)—(2.3) napisa¢ w postaci

%p1= — Epmk ﬁo'kl, ms
2.9 tp1, p=0,
Bus+Bu=u1,5,
gdzie
Pu=ei+oy,
czyli

3 6 ° i i "
Pan=e€ij  Prin=01;=Eij Ox;
Bun=ei;-

Réwnania (2.4) i (2.5) pozostaja bez zmiany.
Rozwigzania (2.7) przechodza we wzory

™ f Cijir Eomi Gin, 1 % AV
14
(2.10) 1
Kmn= '2_J Cijxi Ents Eptk st,v o S dV
ktdre sa rozwigzaniem réwnan teorii dyslokacji.
3. ANALIZA ROZWIAZAN TEORII DYSKLINACII
Oznaczmy tensor gestosci dyslokacji (gdy nie wystepuja dysklinacje), 0=0
dany wzorem (2.9), symbolem a, réznicg za§
a—o=a.
Wtedy pelny tensor a okre$lony wzorem (2.1); mozemy napisa¢ w postaci
(31) Op1= —Epmk (Z'kl, m+Ekig ’ocmq)= —Epmk (ékl, m +C?)kl, m) o
+[—&pmi{— CoD'k‘i,m +&ki1q Kpadl =20 +g€pz 0

edzie @y, jest dowolnym antysymetrycznym tensorem, a

0p1=—Epmi (ékl,m +65k1,m)= —Epmk ﬂkl,m
w o o o o
(3.2) %pl= — Epmk = W1, m+Ekig Kma) = — Epmk Exia (’Cmq_wq, .

QD’(M)=O’ 65k1=8k1s (Z’s-
Wstawiajac (3.1) do (2.6), otrzymamy
(3'3) emn=émn +émn b

gdzie é,, jest czescia odksztalcenia sprezystego zalezng jedynie od gestosci dyslokacji
a, czyli i1z

(34) emn )= [ Cigia Epm Gpn,1 X=X) 8y (X) AV |y »
i 4

Rozprawy Inzynierskie — 10
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za$ ¢, zalezy od dysklinacyjnej czgsci tensora a czyli od o i x; mozemy wiec
napisaé

(3.5 ™ f Cis1 Epmk Gin, 1 (%pr—K1p) AV’ | oumy=
= _f Cisit Gim, 1 Eomi [Eprs (— Dyt r +Es1q Krg) K1) AV | iuny=
= f Cijkl.Gjn,i Epmk [—Eprs Dst, r +(Op1 rg— g Ont) Krg FK1p] AV’ | (uny=
e f Cisi Gin,1 Eomk [ Eprs Cz)sl. s +0p "éqq"’:.lp +K1,) AV’ | mny=
= f Cisir Gjn, 1 Epmk éprs (Z)sl,r AV | iy~ f Ciskr €imk G, i lzqq.dV,l(mn)=
= f Ciski Gin, ir Omr Oks— Os Orr) g d V| mmy=
= f Ciski Gn, 1r O 651;1 — Or Ot d V'l umy=
= = [ Cua Gon,t ot AVl = [ 3106 (X=X') By (x") A" |y =iy =0,
Wykorzystalismy symetri¢ tensoréw Ciyy 1 6y, antysymetri¢ tensorow g i &

réwnanie (2.6), wlasno$é tensora Greena

a
Gu™J Gy (x—x)= S o7 Gy (x—x')

oraz—przy catkowaniu przez cz¢sci— warunek znikania w nieskonczonosci wszyst-

kich rozwazanych pol. =
Ostatecznie otrzymamy

(3.6) ¢ Con=En -

Podobnie w wyniku przeksztalcenia wzoru (2.7), otrzymamy

(3.7 K™ Rown + Kmn s

gdzie oznaczono

1
(38) Emn= _2_ f Ctjkl Ents aptk st, im apl dV’ ’

= 1 v
(39) Kmn = _i- f Cijkl Ents Eptk GJs, im [“Dl +Eqmi oqp] av:. ;

Przeksztalcajac wzory (3.8) i (3.9) analogicznie do (3.5), otrzymamy

(310) ‘ ’}mn= —’z‘mn+au)n,ma

= 1 . o
(311) Kmn™= -E_f Cljkl Enrs st, im €ki,1 av — Wy m»
stad

1 < -
(3'12) Kmn= '-7 f Cijkl Ents st, im ekl,t dV’—kmn 0
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Widaé z powyzszych wzordw, ze jezeli czgs¢ dyslokacyjna ¢ tensora a przyréwnamy
do zera, tj.

&U:‘:O 5
to
é,=0 oraz x;=0.

Jedynym Zrédlem zostanie czgéé dysklinacyjna ¢ tensora gestosci dyslokacji i tensor
gestosci dysklinacji 8. Wywoluja one w ciele odksztalcenia sprezyste ¢ i deformacje
gietno-skretna x okreslone wzorami

3.13) fuSeitlie s
Kij=Kij=—Kj+tw; ;.

A wigc ciggly rozktad dysklinacji nie wywoluje w ciele odksztalcefi sprezystych,
a tym samym napreZzenia sa réwne zeru. Ponadto ze wzoru (3.13) wynika, Ze ciato
«kasuje» nadana mu przez nas deformacje wstepng (Kypn— Oy, w). Innymi slowy,
azeby zachowac ciaglos¢ ciata (warunki (2.3)) musimy skasowac tego typu deformacije
wstepna. Cialo sprezyste nie dopuszeza nadania mu takich deformacji wstepnych.
Z powyzszych rozwazan wynika, Ze nie mozna w teorii klasycznego ciala sprezystego
moéwié o ciaglych rozkladach dysklinacji. Jest to pojecie, ktére nie moze wyste-
powaé w klasycznej teorii sprezystosci. Cialo sprezyste dopuszcza defekty w postaci
dyskretnych linii dysklinacji, ale nie mozna wprowadzi¢ ciagtych rozkladéw dyskli-
nacji. Ciagle rozklady dysklinacji sa naturalnym Zrédlem samonaprezen w ma-
teriatach typu Cosseratow.

4. CIAGLE ROZKLADY DYSLOKACII

Uklad réwnan opisujacy cialo sprezyste z dyslokacjami rozlozonymi w sposob
ciggly dany jest réwnaniami (2.9), (2.4) i (2.5), a odpowiadajace im rozwigzania
maja postac

4.1) ﬁmn=f Ciikt &omi Gyn,1 #p AV
Wstawiajac (2.9), do (4.1) otrzymamy

ﬂ(mn)=emn 7% _f Cijkl Gjm,ni ékl dV’|(mn) L
4.2) 1 : 030
ﬁ[mn]=wmn= —= | ConGrne—m 1) i AV = Do«
2
Z powyzszych wzorow widaé, ze antysymetryczna czgs¢ dystorsji wstepnej
ﬁ[mn]=d’)mn

nie ma wplywu na odksztalcenia sprezyste, a tym samym na naprezenia. Jest to
zrozumiale, gdyz klasyczny material sprezysty nie reaguje na obroty. Jezeli roz-
wazymy takie o, ze

= o
Ept= —Epmk Wkl m>
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tzn. e=0, to z (4.2) mamy

(43) el ks o
Dun=— Oy Oyyy= Oppy +wmn=0 .
A wigc czgéé tensora gestosci dyslokacji pochodzaca od antysymetrycznej czebci
dystorsji wstepnej /3 nie powoduje powstania reakcji sprezystej (e=0, o=0). Warunek
ciaglosci ciata (2.9); wymaga skasowania wstgpnie danych obrotéw o ((4.3),).
Widaé z powyzszych rozwazan, Ze tensor gestosci dyslokacji powinien byé¢
okres$lony nie wzorem (2.9),, lecz

(44) %p1= —Epmk ékl,m-

Roéwnanie to implikuje nastepujace warunki zgodnosci:

4.5) tx,,,,p=0, =0
Dla a spetniajacych réwnania (4.5) catka szczegdlna réwnania (4.4) ma postac
; : 15 O i
S = A i AV Vi it b,
gdzie
r=|x—x'|.

W literaturze podaje si¢ jedynie warunek (4.5);, ktory jest konsekwencja wzoru
(2.9),. Powoduje to rozwazanie rozkladéw dyslokacji, ktérym nie towarzyszy pole
naprezZen i ktére sg likwidowane przez materiat, co wynika ze wzoréw (4.3). MURA
[2] nazwal takie rozklady «impotent dislocations».

Powyzsze rozwazania wykazuja, ze mozna rozpatrywaé jedynie takie tensory
gestosci dyslokacji, ktére spelniaja oba warunki (4.5), oraz ze tensor gestosci dys-
lokacji musi by¢ definiowany wzorem (4.4), a nie (2.9);. :

5. CIAGLE ROZKELADY DYSLOKACJI W OSRODKACH COSSERATOW

W osrodkach sprezystych, ktérych kazdy punkt posiada sze$¢ stopni swobody
(trzy translacyjne i trzy obrotowe) deformacja ciala opisana jest przez wektor prze-
mieszczenia u i obrotu ¢. Deformacja jest okreslona przez tensory » i y:

5.1) Vtk'f')fik:uk,i—b'ikp Pp>

K TKix=0k,i>
gdzie tak jak poprzednio Y i % sa tensorami deformacji wstgpnych, a y i x—spre-
zystych.

Warunki catkowalnoéci rownan (5.1) maja postadé
Epmk (ykl,m +£lmq qu)= —%pr

(5.2)

ﬁpmk Kkl,}'i= ooy gpl =
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S to réwnania zgodnosci odksztatcen dla os$rodka Cosseratéw. W przeciwien-
stwie do klasycznej teorii sprezystosci sa to réwnania pierwszego rzedu. Tensory
o i 0 sg tensorami niespéjnosci i zwigzane s z deformacjami wst¢pnymi Y iy za-
lezno$ciami

Up1= —Epmk (ykl,m"l”elmq qu):

£5.3)

0p1= — Epmk k1, m -
Tensoréw o i @ nie mozna przyjaé dowolnie. Musza one spetnia¢ réwnania

%p1, p TE1pg opq=09

(5.4)
Hpq, »=0,

ktére s warunkami catkowalnosci réwnan (5.3).
Podczas gdy w klasycznym oérodku Hooke’a tensor niespdéjnosci n okreslony
wzorem

(5.5 Nij= —&ikm Ejin z’mn, ki :

nie ma dobrej bezposredniej interpretacji fizycznej, tensory niespdjnosci o i @ w teorii

Cosseratéw (5.3) maja interpretacje tensorow gestosci dyslokacji i dysklinacji.

Widaé stad, ze ciagte rozklady dysklinacji sa pojeciem, ktore w sposob naturalny

wehodzi do teorii o$rodkéw, w ktdrych istnieja dodatkowe obrotowe stopnie swobody.
Majac dane a i ©, mozna scatkowa¢ réwnania (5.3); przy uwzglednieniu rownan

(5.4) otrzymamy rozwigzania

1 o (x)
sz (x)= 'SkspV f z Vi

i P
(5'6) v +'4-n—81q58k,‘j Vs Vj f ” f qr, dV ’

Vo Vo

K (X) =g, V f —J‘lﬁ—)‘ v

gdzie

r=|x—x'|, r'=[x'—x

”l-
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