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DLA PLYT I POWLOK
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Wyprowadzono jeden z wariantéw rownan konstytutywnych nalezacych do nieliniowej (kwadra-
towej) teorii sprezystosci. Rozszerzono metode, podana w pracy [4], wyprowadzenia réwnan fizy-
kalnych dla matych deformacji—na przypadek ogélnigjszy. Otrzymano tym sposobem. stosunkowo
proste rownania w zakresie nieliniowym.

Podstawowym zagadnieniem nieliniowej teorii sprezystosci jest ustalenie zwigz
kéw pomiedzy skladowymi stanu naprezen i odksztalcenn. Réwnania fizyczne dla”
obszaru odksztalcert skoniczonych zostaly podane w pracach [1, 2 i 3]. W niniejszej
pracy wyprowadzono jeden z wariantéw réwnan Kkonstytutywnych nieliniowej,
kwadratowej teorii sprezystoSci przez przeniesienie za pomocg znanego Sposobu
[4] réwnan fizycznych odnoszacych si¢ do malych odksztalcen—na przypadek
duzych odksztatcer. Otrzymane réwnania konstytutywne zostaly wykorzystane do
wyprowadzenia zaleznoéci pomigdzy odksztalceniami i napre¢zeniami. Otrzymano
stosunkowo proste réwnania fizyczne.

Zwigzek pomigdzy skladowymi naprezenia o,; i skladowymi tensora odksztal-
cenia g;; przyjmujemy wg Greena w postaci

(1) UU=3F/3811,

~przy czym funkcje F dla jednorodnego, izotopowego, termosprezystego ofrodka
mozna przedstawi¢ w postaci

) F=FEli1, 5 T),

gdzie T oznacza zmiang temperatury ciala, J; niezmienniki tensora odksztalcen,
okreslone wg nastgpujacych wzoréw:

3 _ ILi=ey, ©L=1/2¢;¢; ©L=1/3¢;¢e4éy.

W wyzej podanych wzorach i dalszych, je$li nie bedzie specjalnego omdwienia, wskaz-
niki przebiegaja liczby od 1 do 3; przeprowadza si¢ sumowanie wedlug wskaznika

powtarzajacego sig.
Uwzgledniajac (2) i (3), réwnanie konstytutywne (1) przedstawiamy w postaci

4) 0;=f1 0i;+12 &1+ 13 & € »

przy czym é,; oznacza symbol Kroneckera oraz f,=0F|dl,.
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Aproksymujac F za pomoca wiclomianu wzgledem 7, oraz T, zostawiajac wyrazy
odksztalcenia drugiego i trzeciego rzedu otrzymamy

(5) F=A, 1}+A,, L+A, B4+Ay L L+A4, 1,+B,, T* +
: +B,, TI,+By, T* I, +B;; TI, +B,; TI? +B,s T*.

... Nastepnie przyjmujemy, Zze wspolczynnik A,, oraz A4,, przeznaczone sg po to,
aby wprowadzié¢ 4,;. Wprowadzamy, uwzgledniajac powyzsze przypuszczenie, (5)
do (4) i otrzymujemy nastgpujgca zalezno$¢ kwadratowa;
6) 0;=A11 840+ A1 811»‘4'(4‘21'?;?,‘ i +Azg Ekm Em 01+

+2A22 skk Sij +B12 T(Sij +B21 ]12 6” +2Bz3 8kk T(S“' +B22 Eij T.
_(')_.krés’lim'y dalej $rednie odksztalcenie &, $rednie napreZenie o, oraz intensyWnoéé
odksztalceri écinajacych ¢:
@) go=1/38u, Go=1/301, P*=&im txm—1/365; .
Wykorzystujac (6), otrzymujemy réwnanie
ts) | oo=r 6o+r, T,
przy czym :
©) ri=3A4,,494,, &0 +343; 80+ A2, ¢* 65 +6B,3 T+p,
: p=A1,+64;5,6+B,, T, r;=By,+B;, T.

sy Po.' przeksztalceniu (6) za pomoca wzoréw (7)-(9), znajdujemy
(10) _‘Su' 0o=p (€i;—9i; &) .
Zakladajqc ze w (10) i=j, mamy

011—00=p (11— %), __.

(11) 12

O3 “0'0=P bs=f).

Tu symbol 1 2 oznacza, ze pozostate wzory otrzymujemy droga przestawienia in- :
deksow 1 2.

: Wyrazajqc W pierwszych dwdch réwnaniach (11) g, przez o, zgodnie z (8) oraz
rozw1azujqc otrzymane réwnanie wzgledem o, ;, 0,,, (uwzgledniajac warunek 03 3 —-0)
otrzymujemy

(12) o1=p [2(A1=3/2m) &1 +(1=3m) 35— omT], 1,2,
przy czym

(13) m=p|/(2p +r,), ot=—3r_2/p.

. ~Pfieksztaléajé;c trzecie réwnanie (11), uwzgledniajac zalezno$¢ (8) i warunek
033=0, otrzymujemy na &3 nastgpujace wzory:

(14) e3z=m (ri/[p—1) (6,1 +&3,) +omT.
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Zgodnie z (10) i (12) zwiazek pomigdzy skladowymi naprezen i deformacji ma
nastgpujaca postac:

ou=p[2(1=32m)e+(1-3m) e, —amT], 1,2,
(15) e ey e
Gia=P iy 23 1,5
przy czym p, m i « okreflane sa wg wzoréw (9) i (13).

Nalezy podkreslié, ze we wszystkich otrzymanych wyzej rezultatach zakladano
mate odksztalcenia. Uogdlniamy nasza teori¢ na obszar duzych odksztalcen. Takie
uogdlnienic mozna osiagnaé, je§li uwzgledni¢ informacje zawarte w rozdziale III
ksiazki [4], z ktérych wynika, Ze powyzsze rezultaty pozostaja w mocy przy duzych
odksztalceniach pod warunkiem, ze bedzie uwzgledniona skoriczono$¢ przemiesz-
czef oraz skladowe naprezenia o,; beda zastapione przez wielkosci a:‘j Wg WZOrow:
8oy
$ b
s e LT
przy czym

SI/Si=[(1+2620) (1 +2859)—e%a]2, 1,2, 1,3,

17 e
E1=(1 +2811)1/2_‘1’ 11 25. 1’ 3'

Zaniedbujac w (16) (w ramach teorii kwadratowej) kwadraty odksztalcen w po-
réwnaniu z jednoscia oraz uwzgledniajac, ze objetoSciowe odksztalcenia sa male
wzgledem 4 <1, otrzymamy:

‘7:1=(1—28‘11) O115 T,E, -0I2=(1—811_322) 012>
(18) v a5 =

UT3=(1 'F'Ezz) 013, 1>§~

Wprowadzajac tu o;; zgodnie z (15), mamy dla obszaru duzych odksztalceri naste-
pujace prawo fizyczne:

(19 o7, =p[2(1=3/2m) ey, +(1—3m) &2, —4 (1-3/2m) &3, -
—2(1=3m) &y, &;,—oumT +20mey; T, 1—,5 :

: 0':2=P (e12—811 812822 €12), 0':3=P (e13+e13822), 1,2,
gdzie p, m i « sa okreslone za pomoca wzoréw (9) i (13).

W zwigzku z tym, Zze do wzoréw na naprezenia a:j wyrazonych przez p, mi «
wehodzi odksztalcenie poprzeczne &33, podamy sposéb okrelenia £33. W tym celu
otworzymy nastgpujacy proces iteracyjny.

Zalézmy w pierwszym przyblizeniu
20) rifpP=1434, m=13(1+p),
B=A11/A12, pP=A4;,, oM =—3By,[A;,.

W ten sposGb, rozwiazujac w pierwszym etapie przyblizenia liniowe zagadnienie
fizyczne, otrzymamy w pierwszym przyblizeniu odksztatcenia &{}) oraz naprezenia o).
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Odksztalcenie poprzeczne &%) zgodnie z (14) przyjmie postaé

21 &3 =m™ [(ry/p)V —1] ({2 +&53) +aOm™® T,

Wprowadzajac wielkosci &{) do wzoru (7) okreslimy $rednie odksztalcenie ¢, oraz
intensywno$¢ odksztalceri przemieszezenia w pierwszym przyblizeniu.

Podstawiajac znalezione wielkosci &f" i ¢p*) do wzoréw p, m i « zgodnie z (9)
i (13), otrzymamy wyzej wspomniane wielkosci w drugim przyblizeniu.

Wprowadzajac otrzymane p», m® i «® do wzoru (19), otrzymamy zalezno$é
pomiedzy naprezeniami i odksztatceniami w drugim etapie przyblizenia. Rozwigzujac
w drugim etapie przyblizenia przedstawione zagadnienie, znajdziemy w drugim przy-
blizeniu odksztalcenia &) oraz naprez:nia ¢{?). Przedstawiony proces przyblizenia
mozna kontynuowa¢ az do uzyskania niezbednej dokladnodci.

Wyrazimy z kolei odksztalcenia przez naprezenia. Zastepujac we wzorze (15)
wielkoé¢ afj przez o;; zgodnie z (18) i zaniedbujac kwadraty odksztalcen w poréw-
naniu z jednoécia ,otrzymujemy

oty (1+2e)=p [2 (1=3/2m) &, +(1=3m) £2,—omT), 1,2,
(22) -
oy, (1+e; +e22)=peis, 015 (1—&30)=peys, l,_z .
Rozwigzujac uklad réwnad (22) wzglegdem odksztatcen, po kolejnych prze-
ksztatceniach otrzymamy nastepujace wzory:
enn=1/y [(2 (P“U;z)_:;mp) a1, —p (1-3m) Gy
omp (p—26r1) T]’ 1; 2 >
(23) 812=1/V(P_a;1_‘7;2) (3—6m—20mT) Ufz ’
e13=11y 3 (1=2m) (p—03,) =3 (1-m) (7, +¥},) +
+6/pa:1 O.;Z_ am (p—za;Z) T], }_,_2 s
gdzie
y=3p? (1=2m)—2p (2—3m) (o}, +03,) +40}, 03, .
W tym przypadku, podobnie jak i w przypadku wzoréw (19), dla uwzglednienia
poprzecznego odksztalcenia tworzymy analogiczny proces iteracyjny.

Dla obszaru odksztalceri skoriczonych zostaly uzyskane réwnania konstytutywne
(19) oraz (23).

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. A E. GreeN and T. E. Apkins, Large elastic deformations, Oxford University Press, 1960.

2. 'W.T. KoITERr, On' the nonlinear theory of thin elastic shells, Proc. Kon. Net. Ak. Wet., 1966.

3. JI. A. TonokoHFUKOB, O C843U MENCOY HANPANCCHUAMU U Oegfopmayunmu 8 neAUHeinoi meopun
ynpyzocmu, IIMM, XX, Bom. 3, 1956.

4. B.B. HoBoxunos, Ocrogst HeauHeiinoit meopuu ynpyzocmu, TUTTII. 80, Mocksa 1948.

INSTYTUT MECHANIKI, KAZAN, ZSRR.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 czerwca 1979 r.



