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ANALIZA EWOLUCJI PROFILU ZABURZEN GESTOSCI O
SKONCZONEJ AMPLITUDZIE W PLYNIE
WYPELNIAJACYM NIEODKSZTALCALNY OSRODEK
POROWATY

MIECZYSLAW CIESZKO (POZNAN)

W pracy przeanalizowano wplyw sil dyfuzji oraz struktury poréw nieodksztalcalnego szkie-
letu na ewolucje profilu fal o skoficzonej amplitudzie w plynie przeplywajacym przez jego pory.
Analize przeprowadzono opierajac si¢ na dwuparametrowej teorii deformowalnych osrodkéw
porowatych, w ktérej struktura poréw charakteryzowana jest dwoma parametrami. Otrzymano
quasi-liniowy uktad réwnaii opisujacy ewolucje rozkladu gestoci plynu w fali. Wyznaczono wa-
runki ksztaltowania sie fali silnej nieciagloéci na froncie fali oraz parametr charakteryzujacy
intensywnoé¢ tlumienia zaburzeri o malej amplitudzie w takim oérodku.

1. WSTEP

Analiza propagacji zaburzen o skoficzonej amplitudzie w plynie wy-
peliajacym porowaty (nieodksztalcalny) szkielet ma istotne znaczenie
w zagadnieniach technicznych zwiazanych np. z izolacja akustyczna
4rédet hatasu o duzym natezeniu (hamowanie silnikéw lotniczych), z
projektowaniem wiasnoéci porowatych wykladzin przewodéw silnikow
odrzutowych, a takze z badaniem profiléw i osadéw dna morskiego
oraz geologicznych materialéw i z46z znajdujacych si¢ pod dnem. We
wszystkich tego typu przypadkach oérodek porowaty jest elementem
ukladu zanurzonym w plynie, w ktérym realizuje si¢ proces dynamiczny
o duzej intensywnosci, a nieliniowy charakter propagacji zaburzed o
skoficzonej amplitudzie zalezy nie tylko od nieliniowych wlasnosci sa-
mego plynu, ale takze powodowany jest zlozona struktura poréw osrodka
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oraz nieliniowoscig sily dyfuzyjnego oddzialywania plynu z porowatym
szkieletem.

Istnieje w literaturze szereg prac eksperymentalnych (np. [1]-[5]), w
ktérych badano dynamiczne zjawiska nieliniowe zachodzace w plynach
w obecno$ci porowatego szkieletu. Wspdlng cecha tych prac jest pod-
kredlany przez niektérych autoréw [1,2] brak wlaéciwej nieliniowej teo-
rii opisujacej przebieg badanych proceséw w takich ukladach i umozli-
wiajacej interpretacje otrzymanych wynikéw. Wyjatek stanowi praca
CuMMINSA i CHENGA [5], w ktérej ograniczono si¢ jednakze do zba-
dania wplywu nieliniowosci sily dyfuzji wywolanej przeplywem plynu
przez osrodek porowaty na propagacje zaburzen o malej amplitudzie
opisywana réwnaniami liniowymi.

Autorowi nie sa znane prace poswiecone analizie propagacji zabu-
rzen o skonczonej amplitudzie w plynie przeplywajacym przez pory nie-
odksztalcalnego osrodka. Taki stan rzeczy mozna tlumaczyé m.in. bra-
kiem zadowalajacego makroskopowego opisu dynamiki oérodka porowa-
tego wypelnionego plynem, ktéry w zakresie nieliniowym uwzglednialby
mozliwie wyczerpujaco wplyw struktury poréw szkieletu.

Niniejsza praca stanowi prébe podjecia badan nad propagacja fal
o skoniczonej amplitudzie w plynie przeplywajacym przez pory nieod-
ksztalcalnego szkieletu.

Za punkt wyjscia rozwazan przyjmiemy makroskopowsa kontynualna
teorie¢ ruchu odksztalcalnego izotropowego oérodka porowatego wypel-
nionego plynem [6] - [11], w ktérej geometryczna struktura poréw szkie-
letu scharakteryzowana jest dwoma makroparametrami: porowatoscia
objetosciows i parametrem strukturalnej przepuszczalnoéci. Bezposred-
nia konsekwencja takiej charakterystyki struktury poréw szkieletu jest,
w opisie makroskopowym osrodka, podzial fazy plynnej na dwie czesci:
stowarzyszona ze szkieletem i swobodna, wymieniajace miedzy soba,
mase. Podzial ten znajduje odzwierciedlenie w postaci réwnan bilansu
masy i pedu dwuskladnikowego oérodka porowatego. Zagadnienie ruchu
plynu w porach nieodksztalcalnego osrodka stanowi szczegélny przypa-
dek tej teorii.

W pracy otrzymano quasiliniowy uklad réwnaii opisujacych ewolucje
rozktadu gestosci plynu w fali, ktére zaleza od pedu (predkosci) plynu
jedynie poprzez sile dyfuzji. Przeprowadzono analize ewolucji krzywej
rozkladu gestoséci plynu w fali, w otoczeniu punktu jej przeciecia sie z
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krzywa rozkladu gestoéci w przeplywie stacjonarnym oraz rozwazono
dwa szczeg6lne przypadki; pierwszy dotyczy ewolucji profilu fali w oto-
czeniu jej frontu, drugi natomiast ewolucji (tlumienia) fal harmonicz-
nych o malej amplitudzie.

Analiza iloéciowa zagadnienia ewolucji profilu rozkladu gestosci ptynu
w fali zilustrowana przykladami zostanie przedstawiona w nastepnej

pracy.

2. WYJISCIOWE ROWNANIA DYNAMIKI PLYNU W PORACH
NIEODKSZTALCALNEGO O$RODKA. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Za punkt wyjécia do prowadzonych w pracy rozwazan przyjmiemy
opis izotropowego, deformowalnego osrodka porowatego wypekionego
plynem, w ktérym struktura poréw szkieletu scharakteryzowana jest
dwoma parametrami: porowatoécia objetosciows f, i parametrem struk-
turalnej przepuszczalnoéci A, [9] - [11].

Istota, powyzszej teorii dwuparametrowej jest to, Zze moze ona by¢
odniesiona zaréwno do skladnikéw fizycznych osrodka - odpowiednio cie-
czy (|f) i porowatego szkieletu (|°), jak tez do skladnikéw wirtualnych,
tzn. porowatego szkieletu ze stowarzyszonym z nim pltynem(!) (pierwszy
skladnik wirtualny (|!)) oraz plynu swobodnego (drugi skiadnik wirtu-
alny (|?)) rozréznialnych z kinematycznego punktu widzenia. Nalezy
podkresli¢, ze podzial na skladniki wirtualne jest nastgpstwem dwupa-
rametrowej charakterystyki struktury poréw i jest calkowicie okreslony
przez parametry f, i A.

W niniejszej pracy do analizy zagadnied dynamicznych wykorzy-
stamy opis dla skladnikéw wirtualnych. Wéwczas podstawowe réwnania
bilansu masy i pedu maja postaé [11]:

réwnania ciaglosci

1
ap v 1
0 /27 2
(2:2) Sp +dv(e) = —g,

(jest to odpowiednikiem znanego z hydrodynamiki efektu "masy dolaczonej ” wystepujacego
przy oplywie cial.
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gdzie g jest funkcjg intensywnoéci wymiany masy pomiedzy sktadnikami
wirtualnymi i okreélona jest wyrazeniem

1

g=ﬁ’% [(1—n)§] ,

réwnania ruchu

11
1 Dv

(2.3) p=— = div (fi‘)+}Jb+ 419 - ¥)
Dt - :
2 9
2
(2.4) B aze gy ('i‘)+/2)b+ Filid oy,
Dt 2
D _ o
k
D=5t vograd() , k=12,

gdzie wielkosci

=t +o(w - (V +9)/2), r'=F —g(w - (¥ + 9)/2)

oznaczaja calkowite wzajemne oddzialywanie skladnikéw wirtualnych,
przy czym rit (%‘: - 12') reprezentuja, te czeS¢ oddzialywan, ktére nie
zawieraja sil zwiazanych z wymiana masy. Przez w oznaczono predkoéé
wymienianej masy (?), a przez b jednostkowa sile masowa,

Gestosci }’, ?’ i tensory naprezenia ’i‘ i '%‘ skladnikéw wirtualnych
sa zwiazane z parcjalnymi gestosciami p/, p° i odpowiednio tensorami
naprezenia T i T/ dla skladnikéw fizycznych zaleznosciami, [9]

)
=p+(1-r)p , pP=xp,
%, T‘+(1—N)Tf, ’%‘=an g

H= =

przy czym
p=re, p'=Q0-f)p', K=}

gdzie pf , p* sg efektywnymi gestosciami odpowiednio cieczy i materiatu
szkieletu.

() wielkoé¢ ta napisana w postaci predkoéci wzglednej (w —v) jest wielkoscia konstytutywna,
podobnie jak to przyjeto w pracy [12], gdzie uwzgledniono wymiane masy wywoiana reakcjami
chemicznymi.
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Cecha charakterystyczna takiego opisu ruchu osrodka porowatego
jest to, ze mimo braku reakcji chemicznej w osrodku, w opisie wystepuje
efekt wymiany masy. Jego wyrazem jest funkcja intensywnosci wy-
miany masy g w réwnaniach ciagloéci (2.1) i (2.2). Charakteryzuje ona
zmiane iloéci plynu stowarzyszonego ze szkieletem w trakcie procesu de-
formacji porowatego oérodka, a jej wielko$¢ okreslona jest szybkoscia
zmian parametréw charakteryzujacych strukture geometryczna poréw
oraz szybkoécia zmian ilorazu efektywnej gestoéci plynu i materialu
szkieletu, [11].

Wymiana masy znajduje réwniez swoje odbicie w rowna.mach ruchu
(2.3) i (2.4). Wystepuja w nich sila sprzezenia masowego 1/2 - g(v - v)
oraz skladowe sil wzajemnego oddzialywania o postaci g(w— (v v) /2),
wynikajace z wymiany pedu towarzyszace] wymianie masy pomiedzy
sktadnikami wirtualnymi.

Roéwnania (2.1) - (2.2) nie tworza domknietego ukladu réwnai, nie
moga zatem stanowié¢ podstawy analizy konkretnych zagadnien brzegowo-
poczatkowych. Do ich domkniecia potrzebne sa zwiazki konstytutywne,
okreslajace wlasnoéci mechaniczne szkieletu i plynu przeplywajacego
przez jego pory oraz okre§lajace charakter oddzialywan miedzy nimi.

Analize propagacji fal o skoficzonej amplitudzie w plynie wypeiniaja-
cym oérodek porowaty oprzemy na réwnaniach (2.1) - (2.4), przyjmujac
nastepujace zalozenia:

I ) szkielet jest nieodksztalcalny o jednorodnej strukturze poréw, tj.

grad(f,) =0 , grad(A)=0,
IT ) uklad odniesienia jest zwiazany ze szkieletem

1
v=0,

111 ) stan naprezenia w plynie okreslony jest zwiazkiem takim samym
jak dla plynu barotropowego, tj.

(2.5) P =) ;
wowczas 3
T=-M/1=—pl ,
IV ) sila oddzialywania pomiedzy skladnikami wirtualnymi ma cha-
rakter czysto dyfuzyjny i jest okreslona wzorem

(2.6) F=r(b¥)
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gdzie r() jest nieliniows funkcja pedu przeptywajacego plynu,
V ) pomijamy wplyw sit masowych na ruch ptynu,
VI ) zagadnienie jest jednowymiarowe.

Bezposrednia konsekwencja zalozen I i II jest zerowanie sie lokalnych
zmian czasowych gestosci p® oraz stala warto§é parametréw A\ i f, w
calym osrodku.

Zalozenie (2.5) w odniesieniu do ptynu w porach oérodka porowatego
oznacza natomiast, Ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio-
$¢ pomiedzy czasteczkowym ciSnieniem w plynie wypelniajacym pory
a jego gestoscig efektywna. Jest to mozliwe, jesli przyjmiemy, ze szkie-
let oérodka jest albo idealnym izolatorem, albo idealnym przewodnikiem
ciepta. Wéwczas réwnanie konstytutywne (2.5) jest identyczne z funkcja,
charakteryzujaca ten plyn jako oérodek jednofazowy (brak szkieletu)
odpowiednio dla przemiany adiabatycznej i izotermicznej. Zalozenie to
przy tym nie jest réwnoznaczne z pominieciem lepkosci ptynu. Oznacza
ono tylko pominiecie wplywu lepkosci na stan jego naprezenia. Ujawnia
si¢ to w braku czesci dewiatorowej w jego zwiazku konstytutywnym.

W przypadku ruchu plynu w porach osrodka lepkoéci plynu moze
przejawia¢ si¢ w sposéb niezalezny réwniez w sitach oddzialywania ze
szkieletem. Znalazlo to odbicie w zalozeniu IV, w ktérym lepkos$é jest
zrédlem sily dyfuzji. Zwiazek konstytutywny (2.6) jest uogélnieniem
liniowego prawa oporu dyfuzyjnego przez uwzglednienie w nim zmian
gestosci plynu i rozszerzenie postaci jego zaleznoéci od pedu filtrujacego
plynu. Koniecznoé¢ wiaczania zmian gestosci do wyrazenia na opér dy-
fuzyjny mozna uzasadnié¢ na podstawie mikroskopowego sensu tarcia lep-
kiego jako wymiany pedu pomiedzy czasteczkami obu skladnikéw. W
takim ujeciu o intensywnosci wymiany (oporze) decyduje nie tylko $re-
dnia predkos¢ czastek plynu, ale réwniez ich liczba w jednostce objetoéci.

Dwa pierwsze zalozenia eliminuja z rozwazai réwnanie ciaglosci 1
réwnanie ruchu pierwszego skladnika wirtualnego i wraz z zalozeniami
III — VI pozwalaja sprowadzi¢ pozostale réwnania ukladu (2.1) - (2.4)
do postaci:

2.7 L R
e  Ar@i-a-mn)Ri@-n2-rg=0,
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L eapiit
g B
jest predkoécia propagacji zaburzen w plynie jako osrodku jednofazo-
wym, natomiast

gdzie

p=pP, vs%, wv=w, §=p.®

Nalezy przy tym podkresli¢, ze efekt wymiany masy pomiedzy plynem
swobodnym i plynem stowarzyszonym ze szkieletem zostaje zachowany,
a jej intensywnos¢ .
1 P .3

(2.9) g (; ) 1) o
jest proporcjonalna do szybkos$ci lokalnych zmian gestosci ptynu.

Réwnania (2.7) i (2.8) reprezentuja bilans masy i pedu plynu w oto-
czeniu punktéw nieruchomych wzgledem ukladu odniesienia. Opisuja
one przebieg proceséw dynamicznych w barotropowym plynie wypel-
niajacym pory nieodksztalcalnego szkieletu i moga by¢ punktem wyjscia
analizy ewolucji sprzezonych profiléw rozkladéw gestosci i pedu pltynu w
fali.

3. ROWNANIA EWOLUCJI PROFILU ZABURZENIA GESTOSCI PLYNU

Przedstawimy réwnania (2.7) i (2.8) w postaci, w ktorej sprzezenie
rozkladéw gestosci i pedu plynu w fali bedzie mialo prostsza forme
matematyczna, bardziej dogodna dla dalszych rozwazan. Postac taka
otrzymamy zapisujac réwnania (2.7) i (2.8) w otoczeniu przemieszczaja-
cych sie wraz z zaburzeniem punktéw, w ktorych gestos¢ ptynu pozostaje
stala. W tym celu wyprowadzimy zwiazki pomiedzy warto$ciami lokal-
nych zmian wielko$ci p i ¢ w punktach o stalej wartosci gestosci plynu
a zmianami tych wielko$ci w tych punktach.

Biorac pod uwage fakt, ze rozklad gestosci pltynu okreslony jest funk-
cja

p=p(z,1),

() daszkiem” oznaczaé bedziemy funkcje zmiennych z i t.
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ruch dowolnego punktu profilu rozkladu gestosci ptynu o okreslone;j stalej
wartoéci gestosci moze by¢ przedstawiony jako jego funkcja odwrotna za
pomoca wyrazenia

z=wipt).
Wéwczas w otoczeniu punktéw, dla ktérych 8p/dzx # 0 spelnione beda
tozsamosci

(3.1) 2@z 1),8) =3, P (p,t)t)=p,
a takze

(3.2) : q¢"(A(z,1),1) = §(a,1)

gdzie

¢'(p, 1) = 4(z*(p,1),t)®
okresla ped plynu w punkcie o wartosci gestosci p.
Rézniczkujac (3.1)2 i (3.2) wzgledem czasu, poszukiwane zwiazki
przyjma postac

(3.9) g;’ Zz sk
(3.4) %qt* ‘2‘;% E %’
gdzie

(3.5) V= 224 (p,1)

jest predkoscia ruchu punktu zaburzenia o stalej wartosci gestosci ptynu
w fali.

Zaleznoéci (3.3) i (3.4) umozliwiaja przedstawienie réwnan (2.7) i
(2.8) w postaci

P, 04"
(3.6) ~ VSt + gl =0,
(3.7) naaqt =[V*¥ = 2V*(v* — w*(1 — n)/2) Frvt = ¢ ]gp + &kr*
gdzie
(3.8) c = v/ka

jest predkoscia propagacji frontu fali dla malych predkosci przeptywu
plynu, [13].

(‘)”gwiazdka,” oznaczaé bedziemy funkcje zmiennych p i ¢.
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Jesli ponadto, tozsamosé (3.2) zrézniczkujemy wzgledem zmiennej
przestrzennej i wynik tej operacji uwzglednimy w réwnaniu (3.6) otrzy-
mamy

(3.9) yrod e

dp

Jest to inna posta¢ réwnania ciagloéci ptynu w osrodku porowatym.
Rézniczkujac z kolei (3.9) i (3.7) odpowiednio wzgledem zmiennych ¢

i p oraz eliminujac pochodna mieszana z réwnania ruchu ptynu, réwnanie

to przyjmie postac

aV*_i g 3 Y P ki 1 2 R ¥ ] 2_a_ﬁ

(310) o _ap[(v 2V (v* — w1 - K)[2) + w” = B)E ]+
s or*
nap.

Ostatni czlon réwnania (3.10), z uwagi na zalozenie (2.6) i réwnanie
ciagtoéci (3.9), mozemy przedstawi¢ jako

O drOr _drp,
dp dq|l 8p dg ,
Stad mamy
ov* {3 9 *2 *(, * * *2 2 aﬁ *]
(3.11) 5 _8—p[(v —2V*(v* — w*(1 - K)/2) + kv c)ax +
\ drl*s .
+d_q V™.

Réwnania (3.9) i (3.11) reprezentuja odpowiednio bilans masy i pedu
plynu swobodnego w otoczeniu punktéw zaburzenia, ktére w trakcie
propagacji zachowuja stala wartoé¢ gestosci plynu. Ze wzgledu na to, ze
przy wyprowadzeniu réwnan (3.9) i (3.11) nie dokonano zadnych upro-
szczen ograniczajacych ogélnoéé rozwazai réwnania te sa réwnowazne
wyjéciowemu ukladowi réwnan (2.7) i (2.8).

Do dalszych rozwazan przyjmiemy zalozenie, ze predkos¢ w* wymie-
nianej masy jest liniowa funkcja predkosci v* ruchu czastek plynu®, a
obie sa znacznie mniejsze od predkosci V* , tj.

wt=uvt<vt’

(5)Predkosé w* czastek wymienianej masy musi by¢ funkcja predkosci v* ruchu czastek plynu
i to taka, aby przy v* — 0, w* — 0. Tylko bowiem w takim przypadku (patrz[13]), przy
braku przeplywu plynu przez oérodek porowaty, wartosci bezwzgledne predkosci fal, np. slabej
nieciagloéci, beda niezaleine od kierunku ich propagacji.
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gdzie p jest stalym wspélczynnikiem proporcjonalnosci. Wéwczas réw-
nanie ruchu (3.11) zredukuje si¢ do postaci

AT T PR SN
(3.12) S (v —enr] - 28 +2l 7
gdzie
3.13 N = %
( % ) Y 61: ’
natomiast
(3.14) B=(1-pul-k)/2)/k.

Réwnanie (3.12) jest pierwsza zalezno$cia wiazaca predkos¢ V* z gra- |
dientem A* . Drugie réwnanie, niezalezne od (3.12), wiazace V* i A*
otrzymamy wykorzystujac tozsamos¢ (3.1), oraz definicje (3.5).
Rézniczkowanie (3.1)2 i (3.5) wzgledem zmiennej p prowadzi odpo-
wiednio do zalezno$ci o
op|*oz*

av* _ 8%x*(p, t) _ oz*
6) dp ~— 08pdt ot ( dp )

Uwzgledniajac nastepnie (3.15) i (3.13) w réwnaniu (3.6), otrzymainy

poszukiwany zwiazek
(3.17) ‘98‘/ 2.

Roéwnania (3.12), (3.17) i (3.9) tworza, domkniety uklad réwnani na wiel-
kosci V*; A*, ¢* opisujace rozchodzenie si¢ zaburzen w plynie wypeima-
jacym porowaty osrodek.

Zaleta powyzszego ukladu w poréwnaniu z ukladem (2.7) i (2.8) jest
prosta posta¢ matematyczna sprzezenia pomiedzy rozkladem gestosci
plynu w fali okreSlonym wielkoéciami V* i A* , a rozkladem pedu okre-
Slonym przez ¢* . Wyraza si¢ to w tym, ze réwnania (3.12) i (3.17), w
ogllnym przypadku, zaleza od wielkosci ¢* jedynie poprzez pochodng
sity dyfuzji wystepujaca w réwnaniu ruchu (3.12), podczas gdy w réw-
naniach (2.7) i (2.8) sprzezenie to wystepuje jako zwiazek pomiedzy
pochodnymi wielkosci g i ¢ opisujacych oba rozklady.

W przypadku liniowej zaleznosci sity dyfuzji r od pedu czastek plynu
q sprzezenie pomiedzy tymi rozkladami ulega calkowitej degradacji i
réwnanie (3.12) i (3.17) tworza niezalezny uklad opisujacy wylacznie
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ewolucje rozkladu gestoéci ptynu w fali. Wéwezas rozkiad pedu (predko-
éci) plynu jest okreslony przez réwnanie ciaglosci (3.9) i daje si¢ wyzna-
czy¢ na podstawie znajomos$ci rozkladu gestosci ptynu. Tak wigc w tym
przypadku ewolucja profilu fali, rozumianego jako rozklad gestosci i pedu
wzdluz kierunku jej przemieszczania sie, bedzie okreslona przez ewolucje
rozktadu gestosci ptynu. W tym sensie istnieje tu podobienstwo z falami
prostymi, dla ktérych znajomo$é ewolucji jednego z opisujacych je para-
metréw jest wystarczajaca dla okreélenia ewolucji profilu fali [14], [15].:
- Mankamentem przedstawionej tu postaci opisu jest ograniczenie jego
waznoéci do tych czesci zaburzenia, w ktérych rozklad gestosci plynu
ma charakter monotoniczny (A* # 0).

W dalszej czesci pracy rozwazania oprzemy na réwnaniach (3.12) i
(3.17) wykorzystujac zalety teeo opisn i omijajac jego wady.

4. EWOLUCJA PROFILU ROZKLADU GESTOSCI PLYNU W FALI W
OTOCZENIU PUNKTOW ZABURZENIA ODPOWIADAJACYCH
STACJONARNEMU TRI POZKLADOWI

Przeanalizujemy zacnowanie sie profilu rozkladu gestosci lepkiego
plynu -w fali nalozonej na stacjonarny przeplyw plynu przez osrodek
porowaty. Zalozymy, ze predkoéé plynu v, jest znacznie mniejsza od
predkosci ¢ propagacji frontu fali w oérodku (v, < c). Rozwazania ogra-
niczymy do otoczerr punktéw o zaburzenia, w ktérych profil rozkladu
gestosci w fali przecina sie z profilem w przeplywie stacjonarnym (Rys.1).

p “ ﬁ (X, t)
— p(x)
(/-0
I
~ i
£ I
x; (t) £
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Szczegblna uwage poéwiecimy analizie ewolucji profilu fali w otocze-
niu jej frontu oraz ewolucji fal harmonicznych o malej amplitudzie w
otoczeniu punktéw a.

Dla punktéw o réwnania (3.12) i (3.17) przyjmuja postaé

N2} dobdh fk ainimhais X Viirvidraia
(4.1) Bl Ty (v AN L g A
PR —
(42 o] = 5]

gdzie dla uproszczenia zapisu.wprowadzono oznaczenia

¢ |a= ¢*(p, 1) lo= ¢*(Pa(t), 1) -

Gesto$é pa(t) plynu w punkcie « jest zwiazana z rozkladem gestosci p(x)
w przeplywie stacjonarnym i polozeniem z,(t) punktu o tozsamoécia

(4.3) pa(t) = Aza(t)).©

Zachowanie sie plynu przy przeplywie stacjonarnym wyznaczymy z
réwnan (3.6) i (3.7), zadajac by V* = 0. Wéwczas dla v* < ¢, po
zamianie zmiennych, otrzymamy ;

07
(4.4) Seat 0,
(4.5) AN = «kr(q),
gdzie 5
St
A= -k

Z réwnan (4.4) i (4.5) wynika, Ze w przeplywie stacjonarnym plynu za-
réwno strumien masy § jak i sita dyfuzji pozostaja wielkosciami statymi
w kazdym punkcie osrodka.

Aproksymujac krzywa rozkladu gestosci plynu w fali, w otoczeniu
punktu o prosta styczna do niej w tym punkcie, mozemy napisac

OA =Y,

(4.6) . =

stad

(6)kreska” oznaczaé bedziemy funkcje charakteryzujace przeplyw stacjonarny plynu.
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dA; _ OA*
i B 5P

Uwzgledniajac wyrazenia (4.6) i (4.7) odpowiednio w réwnaniach (4.1)
i (4.2) otrzymamy

(4.7)

v+ v+ de A*VE dr|*
4' ___2 * #__ - Co— o Qo b 5P ES
«8 | Aa(v,, - cdpa) 2= 4l Vi,
ov* 1 dA: :
(49) : —37 & = —A;, dt .

Predkoéé V* przemieszczania sig punktu stalej wartosci gestosci plynu
w fali wzieta w punkcie o, moze by¢ zwiazana z predkoscia, przemieszcza-
nia sie punktu «

dz,
(4.10) V"f ST
za pomoca wyrazenia (patrz Dodatek)
(4.11) AV =V,AA,,
gdzie
Aly =AL— A, .

Umozliwia to wraz z réwnaniem (4.9) wyeliminowanie predkosci Vg z
réwnania (4.8). '
Nastepnie, po uwzglednieniu zaleznosci

dAa  Vazadc
- g —2caA°'dp e
réwnanie (4.8) przyjmie postac
AN, dV, dAA, arbr 186 BV2
(4.12) e + Ve 5 + (AAq) (c,, apla - 5 +
S, Vo dr —qodc g
P8 RaRata | = Bhorg ) +eahi) (1 . (c—) ) =i

Réwnanie (4.12) wiaze szybkoé¢ zmian predkosci punktu o z szyb-
koscia zmian réznicy gradientéw gestoéci plynu w tym punkcie odpo-
wiadajacych zaburzonemu i niezaburzonemu stanowi przeplywajacego
przez oérodek plynu. Réwnanie to jest niedokre$lone i nie moze by¢
rozwiazane.
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Ponizej rozwazymy dwa szczegélne przypadki, w ktérych rozwiazanie
réwnania (4.12) jest mozliwe. Pierwszy przypadek dotyczy¢ bedzie frontu
fali, ktérego predkosé jest znana i wyznaczona przez lokalna wartosc
gestoéci plynu. W drugim przypadku rozwazymy fale harmoniczne o
malej amplitudzie, wéwczas czlony réwmnania (4.12), w ktérych wystepuje
predkoéé punktu o zostana pominiete jako male wyzszego rzedu.

4.1. Ewolucja profilu fali w otoczeniu jej frontu

W przypadku gdy w punkcie a znajduje si¢ front fali nalozonej
na stacjonarny przeplyw plynu przez osrodek porowaty o predkosci v,
speliajacej warunek

v, L a,

predkoéé punktu a okreslona bedzie wyrazeniem (3.8). Wéwczas z réw-
nania (4.12), po uwzglednieniu wyrazenia

o L elplaalt)) = 3

KiCa »

otrzymamy

dAA 2 (_ dr

~ dg

ot AA, de £
+0%) + =3¢ (sRa g )=o,
Pla IBPa 2 a

“dpla
przy czym z uwagi na (4.4) i ciagloé¢ strumienia masy na froncie fali
pochodna

dr|*
dqla’
dla danej predkosci przeplywu, bedzie wielkoscia, stala.

Réwnanie (4.13) opisuje ewolucje skoku gradientu gestosci ptynu na
froncie fali nalozonej na stacjonarny przeplyw plynu przez osrodek po-
rowaty. Stanowi to dobrze znane réwnanie BERNOULLIEGO, [17], [18].

Réwnanie (4.13) dla nielepkiego plynu (r = 0) i szkieletu osrodka o
porach modelowanych wiazka, cylindrycznych réwnoleglych rurek (k = 1;
patrz [13]), redukuje sie do postaci

(4.14) d(’i\t' A _( 9|




ANALIZA EWOLUCJI PROFILU ZABURZEN GESTOSCI 231

Pokrywa sie ona z postacia réwnania amplitudy dla plaskiej fali slabej
nieciagloéci propagujacej sie w niezaburzony obszar barotropowego ptynu
jako oérodka jednofazowego (brak szkieletu) [16].

Z poréwnania (4.13) i (4.14) wynika, ze:

szkielet oérodka porowatego w sposéb istotny zmienia przebieg ewo-
lucji profilu frontu fali w plynie wypelniajacym jego pory w stosunku do
ewolucji frontu fali w samym plynie (brak szkieletu). Wplyw ten przeja-
wia sie poprzez dwa niezalezne czynniki: dysypacje energii kinetycznej
powodowang, sitami dyfuzji, a reprezentowansa wielkosciami
dr|*
dqla
oraz strukture poréw szkieletu bedaca bezposrednia przyczyna efektu
wymiany masy i zwiazanej z nia wymiany pedu pomiedzy plynem swo-
bodnym i stowarzyszonym ze szkieletem. Efekty te charakteryzowane
sa odpowiednio parametrami s i p okreslajacymi 3.

Biorac pod uwage, ze gradient A, dany przez (4.5) jest rzedu v,/a
w poréwnaniu z wielkoScig,

j_\a’

dr|* /dc|*
EI. a d_p @

i moze byé pominiety, a przyrosty wielkosci
dc Be
.‘Z" — ;1-

wynikajace z przemieszczania si¢ frontu fali po krzywej rozkladu gestosci
plynu w przeplywie stacjonarnym sa pomijalnie male w poréwnaniu
z wartosciami tych wielko$ci, wspélczynniki w réwnaniu (4.13) mozna
przyjaé jako niezalezne od czasu. Zatem réwnanie (4.13) przyjmie po-

dAA, o (dc Cro
- gl (dp s ’Bpao 2 dq
gdzie indeksem ao oznaczono wartosci wielkosci na froncie fali propagu-
jacej sie w nieruchomym plynie.
Rozwiazaniem og6lnym réwnania Bernoulliego (4.15) bedzie funkcja,
[17], [18]

(4.16) AA, =

=0,

o

(4.15) ) _AAgdr

BaAZE »

AAy . _ldr‘) "
(‘A‘N" 1)""1’( Zdglst) T1

[+

”,
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gdzie AAY, jest skokiem gradientu gestoéci plynu na froncie fali dla po-
czatkowej chwili ¢ = 0, natomiast AAJ reprezentuje wielkos¢

T
[+ dp o pao :

.

(4.17) ANy, = 3dq

Wyrazenie (4.16) opisuje zachowanie si¢ skoku gradientu gestosci ptynu
w otoczeniu frontu fali. Nietrudno zauwazyé, ze w zaleznosci od po-
czatkowej wartoéci skoku gradientu AA? , mozliwe s3 dwa jakosciowo
rézne typy zachowania si¢ profilu fali; jego pochylenie bedzie albo rosto
az do utworzenia sie fali silnej nieciagloéci, albo bedzie malalo dazac do
wartoéci gradientu w stanie niezaburzonym osrodka.

Krytyczna wartoé¢ AA2 odpowiadajaca zerowej szybkosci zmian po-
chylenia krzywej rozkladu gestosci plynu na froncie fali dana jest wyra-
zeniem (4.17). Rozdziela ona zakresy zmian wartosci AAj , dla ktérych
wystepuja odpowiednie typy zachowania sie profilu frontu fali.

Warunek ksztaltowania sie fali silnej nieciaglosci na froncie fali w
najprostszy sposéb mozemy uzyskaé przez zapewnienie istnienia skon-
czonego czasu t; niezbednego dla utworzenia sie takiej fali.

PoniewaZz skok gradientu gestosci AA, , dla niezerowych i ograniczo-
nych jego wartoéci poczatkowych AA? , przyjmuje wartos¢ nieskoriczona
jedynie w przypadku gdy mianownik wyrazenia (4.16) jest réwny zeru,
czas t; niezbedny dla powstania fali silnej nieciaglosci na froncie fali
okreslony bedzie wzorem

AN dr|*
(4.18) t,,=21n(1—A—A“g‘&) o
Biorac pod uwage, ze wielkosc
dr|*
dgla

ze wzgledu na przeciwne zwroty wektoréw sity dyfuzji r i pedu czastek
plynu g jest zawsze ujemna, wyrazenie (4.18) bedzie przyjmowalo skon-
czone wartosci dodatnie, jesli beda spelnione nieréwnosci

AAS

4.1 — K .
(4.19) 0< T <1

(42

Nieréwnoéci (4.19) stanowia jednoczeénie warunek ksztaltowania sie fali
silnej nieciagloéci na froncie fali. Dla wartos¢i AAg # AAj, niespel-
niajacych nieréwnosci (4.19), skok gradientu gestosci ptynu AA, bedzie
malal do zera w miare przemieszczania sie fali w osrodku.
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Z wyrazenia (4.17) wynika, ze:

krytyczna wartos¢ skoku gradientu gestosci na froncie fali natozone;j
na stacjonarny przeplyw plynu przez nieodksztalcalny osrodek porowaty
jest funkcja nie tylko wlasnoéci lepkich (ujawniajacych si¢ w sile dyfu-
zji) i sprezystych samego plynu, ale zalezy takze od parametréw K i p
zwiazanych ze struktura szkieletu a charakteryzujacych wymiang masy
i zwiazana z nia wymiane¢ pedu plynu swobodnego i stowarzyszonego ze
szkieletem w takim osrodku.

W przypadku nieliniowej zaleznoéci sity dyfuzji r od pedu czastek
plynu q wielkoéé ta bedzie réwniez zalezna od predkosci v, stacjonarnego
przeptywu piynu.

4.2. Ewolucja profilu fal harmonicznych o malej amplitudzie.
Thimienie zaburzeri w osrodku

Jesli przyjmiemy, ze w ofrodku propaguje sie fala harmoniczna o
malej amplitudzie nalozona na stacjonarny przeptyw plynu, wéwczas
punktem o zaburzenia bedzie dowolny wystepujacy okresowo punkt
przeciecia sie profilu rozkladu gestoéci ptynu w fali z profilem rozkladu
gestoéci w przeplywie stacjonarnym.Predko$é ruchu punktu a odpowia-
daé bedzie predkoéci fazowej rozchodzenia si¢ fal.

Biorac pod uwage, ze predkosé fazowa propagacji fal harmonicznych
ulega niewielkim zmianom (w przyblizeniu liniowym jest stala), a wiel-
kosci '

A,, AA,
sa tego samego rzedu, wyrazy pierwszy, trzeci, czwarty i sz6sty réwnania
(4.12) beda malymi wyzszego rzedu w poréwnaniu z pozostalymi jego
wyrazami. Pomijajac wyrazy wyzszych rzedéw, mamy
dAA, 1ldr|*

—=——| AA, =0.

(4.20) i

Réwnanie to okresla szybkoéé zmian odchylenia gradientu gestosci pltynu
od jego wartoéci w stanie niezaburzonym. Wielkos¢ szybkosci tych zmian
w przypadku fal harmonicznych moze by¢ interpretowana jako miara in-
tensywnoéci tlumienia tych fal w oérodku. PoniewaZz zmiana strumienia
masy (pedu) przeplywajacego plynu wywolana nalozonym nan zabu-
rzeniem jest niewielka, mozemy przyjaé, ze dla okreslonego przeptywu
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stacjonarnego
dr|*
—| = const.
dgla

Wéwczas rozwigzaniem réwnania (4.19) bedzie wyrazenie

ldr|*
4. AN, = AN —— t
( 21) Aa A aexp(2dqa) I

gdzie AAS jest odchyleniem gradientu gestosci ptynu w punkcie o od
jego wartosci w przeplywie stacjonarnym, dla poczatkowej chwili ¢ = 0.
Z wyrazenia (4.21) wynika, ze: Te
miara intensywnosci ttumienia zaburzen o malej amplitudzie w ptynie
przeplywajacym przez oérodek porowaty jest ujemna wartos¢ pochodnej
sity dyfuzyjnego oddzialywania plynu ze $ciankami szkieletu wzgledem

jego pedu, tzn. wielkosé a
i

dq’

w ogélnym przypadku nieliniowej zaleznosci sity dyfuzji r od stru-
mienia masy q intensywno$¢ tlumienia zaburzen w osrodku porowatym
jest funkcja predkosci v, stacjonarnego przeptywu plynu przez osrodek.

Ten ostatni wniosek znalazl potwierdzenie eksperymentalne w ba-
daniach przeprowadzonych przez CUMMINGSA i CHANGA, przedstawio-
nych w pracy [5]. Autorzy ci badali wplyw przeplywu powietrza przez
porowata prébke pianki polieterowej na parametry akustyczne propa-
gujacej sie w takim oérodku fali harmonicznej. Stwierdzono, ze juz
w zakresie predkoéci przeptywu plynu od 1 do 2 m/s tlumienie zabu-
rzef wzrasta od 50 do 100% w poréwnaniu z ich tlumieniem w plynie
nieruchomym, podczas gdy wplyw ten na predkos¢ propagacji fal jest
niewielki.

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozwazono zagadnienie ewolucji profilu zaburzen gestosci
o skoriczonej amplitudzie w plynie przeplywajacym przez pory nieod-
ksztalcalnego szkieletu. Analize oparto na dwuparametrowej teorii me-
chaniki deformowalnych o$rodkéw porowatych, w ktorej struktura poréw
charakteryzowana jest dwoma parametrami (porowatoscia objetosciowsa
i parametrem strukturalnej przepuszczalnosci).
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Umozliwilo to otrzymanie quasi-liniowego ukladu réwnan ewolucji
rozkladu gestosci plynu w fali, w ktérym jedynie sila dyfuzji jest funkcja
pedu (predkoéci) czastek plynu. Przeprowadzono analize ewolucji krzy-
wej rozkladu gestosci plynu w fali, w otoczeniu punktu jej przeciecia
sie z krzywa, rozkladu w przeplywie stacjonarnym oraz rozwazono dwa
szczegélne przypadki. Pierwszy dotyczy ewolucji profilu fali w otocze-
niu jej frontu, drugi natomiast ewolucji (tlumienia) fal harmonicznych
o malej amplitudzie. Wyznaczono warunki ksztaltowania sie fali silnej
nieciagloéci na froncie fali oraz parametr charakteryzujacy intensywnos¢
tlumienia zaburzeri o malej amplitudzie w takim osrodku.

Pokazano, ze przebieg ewolucji profilu fali w plynie przeplywajacym
przez nieodksztalcalny oérodek porowaty jest funkcja nie tylko wlasnosci
sprezystych samego plynu oraz sit lepkiego oddzialywania plynu ze szkie-
letem, ale takze w sposéb istotny zalezy od struktury poréw szkieletu.

Przedstawione w pracy rozwazania stanowia dogodny punkt wyjscia
do iloéciowej (numerycznej) analizy ewolucji profilu rozkladu gestosci
plynu w fali o skoficzonej amplitudzie.

6. DODATEK. ZWIAZEK PREDKOSCI V1V,

Na rys.2 przedstawiono profil rozkladu gestosci ptynu w fali, w dwéch
réznych chwilach. Ilustruje on réznice pomiedzy predkoscia V' przemie-
szczania sie punktu zaburzenia o stalej wartosci gestosci plynu wzieta w
punkcie o przeciecia sie¢ profilu rozkladu gestosci w fali z jego profilem
w przeplywie stacjonarnym, a predkoscia V, przemieszczania si¢ samego
punktu a.

Zwiazek pomiedzy tymi predkosciami otrzymamy wykorzystujac toz-
samosci
(6'1) ﬁ(xa(t)1 e pxa(t)) ’

(6.2) p(z*(p,t),t) = p = const
definiujace ruch tych punktow.
Rézniczkujac tozsamosci (6.1) i (6.2) wzgledem czasu, otrzymamy

aﬁ * o 1
(6.3) il +AVe= AV,
9p
4 = Vi=
(6 ) at e + AQVG 0 ]
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& |
| |
I ¥pty)] X
Xa(ty) Xoc(Tz) X*(P;tz)
Rys. 2

gdzie réwnanie (6.4) zostalo zapisane dla wartoéci w punkcie . Odejmujac
tozsamosci (6.3) i (6.4) stronami, poszukiwany zwiazek przyjmie postaé

ASVE = Vo (AL~ ALY,
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PeszomMme

AHAJIM3 3BOJIIOLIMA ITPOPUIIA BOBMYII[EHHF[“ IJIOTHOCTH KOHEYHOM
AMIUTMTYABI B 2)KMIKOCTH 3AIOJHAIOIIEN HEJE®OPMHUPYEMYIO
: TIOPUCTYIO CPEAY

B paboTe mpoaHaNTH3HPOBaHO BIHSHHE CHJ AH(QY3HH B CTPYKTYPH HOp Hemedopmu-
PYEMOT'O CKeJeTa Ha SBOIOLHI0 NPOQHIS BONH KOHEUHOM aMIIETY/BI B XH/IKOCTH, IPOTe-
Kalomeif yepes ero nopsl. AHaJIH3 NPOBe/ieH ONMHPaiACh Ha IByXNapaMeTPAYECKYI0 TEOPHIO
nedopMEpPYeMBIX NOPHCTHIX CpPefl, B KOTOPOM# CTPYKTYPa IIOP XapaKTepH3yeTCs ABYMS Ia-
pamerpamu. ITonyyeHa KBa3HIHHEHHAS CHCTEMa ypaBHeHHH, OTHCHIBAIONIAs SBOJIOLHIO Pa-
CIIpefieleHH S IIOTHOCTH >KHAKOCTH B BoiHe. OmpeNenensl ycioBus GOpMHEPOBaHHS BONHBI
CHJIHOrO pasphiBa Ha (POHTE BOJNHEI, a TaKXe IapaMeTpP, XapaKTepusyOmuHd HHTEHCH-
BHOCTH 3aTyXaHHS BOSMYIIEHHH Malod aMIUIHTY[ABl B TaKoll cpefe.
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SUMMARY

EVOLUTION ANALYSIS OF FINITE AMPLITUDE DENSITY PERTURBATION
PROFILE IN A FLUID FILLING A NON-DEFORMABLE POROUS MEDIA

Effect of diffusive forces and pore structure of a rigid skeleton on the finite amplitude wave
profile evolution is analyzed in the case of fluid flow through the pores. The anlysis is based on
a two-parameter theory of deformable of porous media, the pore structure being characterized
by two parameters. A quasi-linear set of equations is obtained, describing the evolution of the
fluid density distribution in the wave. Conditions of formation of strong discontinuity waves
at the wave front are determined, and a parameter is found which characterizes the damping
intensity of small amplitude perturbation in such media.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 stycznia 1989 r.



