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NUMERYCZNA ANALIZA STANOW ;
POBIFURKACYJNYCH UKLADOW Z MATERIALOW
PODLEGAJACYCH OSLABIENIU

TOMASZ LODY GO W SKI (POZNAN)

W pracy przedstawiono niektére aspekty numerycznej analizy ukladéw podlegajacych
oslabieniu. Przedstawiono dwie propozycje: 1) w jaki sposéb dokonaé wyboru éciezki po-
bifurkacyjnej oraz 2) jak ustabilizowaé proces iteracji stanéw réwnowagi. Dyskutowane pro-
blemy wynikaja z faktéw niejednoznacznoéci rozwigzafi w stanach pobifurkacyjnych oraz z
osiagania stanéw réwnowagi w punktach stacjonarnych, niekoniecznie w minimach lokalnych
funkcjonaléw energetycznych. Przedstawiona koncepcja prowadzi do wyznaczenia jednej z
mozliwych §ciezek pobifurkacyjnych. Polega ona na wymuszeniu formy pobifurkacyjnej, od-
powiadajacej najmniejszej wartosci wlasnej macierzy sztywnds'ci. Opracowana procedura nu-
meryczna jest zalaczana z chwilg pojawienia si¢ ujemnych wyrazé6w w diagonalnej macierzy
D, z rozkladu Choleskiego macierzy sztywnoéci K = LTDL. Koncepcja stabilizacji procesu
iteracyjnego polega na uzyciu macierzy przesuniecia wyprowadzonej na podstawie przyjecia
zmodyfikowanej postaci funkcjonalu calkowitej energii potencjalnej. Zamieszczone w pracy
jednowymiarowe przyktady numeryczne shuza przedstawieniu trudnoéci numerycznych i efek-

tywnoéci proponowanych rozwiazan.

1. WsTEP

Liczne badania eksperymentalne wykazuja, Ze zniszczenie probek z
niektérych materialéw spowodowane jest powstawaniem wielkiej liczby
mikropeknieé. Zwykle mikropekniecia te maja tendencje do lokalizo-
wania si¢ w pewnym charakterystycznym obszarze. Kierunki propaga-
cji tych mikrorys najcze$ciej maja charakter losowy i koncentruja sig
w miejscach o oslabionej strukturze; stad mozna méwi¢ o lokalnym
oslabieniu si¢ materialu. Zjawisko oslabienia materialowego jest typowe
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dla takich materialéw, jak: beton, skala, niektére typy gruntéw, 16d,
asfalt, kompozyty ceramiczne czy betony zbrojone (np. druto-beton, ze-
lbet). Oslabienie materialu opisywane jest w przestrzeni o — e w postaci
funkcji, ktéra po osiagnieciu maksimum intensywnosci naprezen Omax,
wykazuje nadal znaczne przyrosty odksztalcen e. Méwimy, ze mamy do
czynienia z materialem podlegajacym ostabieniu gdy zachodzi, [19]:
(1.1) oij€ij <0,
gdzie przez ”.” oznaczono pochodna wzgledem czasu.

Zaleznoé¢ fizyczna w zlinearyzowanej formie przyrostowej ma postac
zwiazku
(1.2) 0ij = Cijki€rl,
w ktérym C;ji oznacza skladowe tensora (czwartego rzedu) sztywnosci
stycznej. Z prostego podstawienia (1.2) do (1.1) wynika, ze

(1.3) Cijuigijen < 0,

czyli sztywno$¢ styczna Cjji przestaje by¢ dodatnio okreslona.

Przyjmowanie zwigzku konstytutywnego w postaci spelniajacej za-
leznoéé (1.3) powoduje czestokro¢ dyskusje, czy materialy moga w ogéle
wykazywaé wlasnoéci ostabiania sie. Rzeczywiscie, gdy analizuje si¢ za-
chowanie infinitezymalnie malego otoczenia punktu materialnego, mozna
doj$é do wniosku, iz to co obserwujemy jest wynikiem niewiele odbie-
gajacym od liniowego prawa konstytutywnego i skomplikowanej kine-
matyki zwiazanej z procesem niszczenia. To przekonanie potwierdzié
moga réwniez wyniki analiz, np. badan mikroskopowych materii. Z
drugiej jednak strony, z punktu widzenia inzynierskiego, interesujace sa
wlasnoéci materialu opisywane w skali makro. I tutaj wyniki ekspe-
rymentéw, przytoczonych np. w [9], jednoznacznie wskazuja na przy-
datnoéé opisu wykazujacego oslabienie. Miedzy innymi badania betonu
wykazaly, iz zaréwno w stanach $ciskania jak i rozciagania material ten
wykazuje oslabienie.

Nalezy zauwazyé, ze obserwowany w eksperymentach spadek napre-
zen zalezy od przyjecia baz pomiarowych stosowanych tensometréw.
Tak wyznaczony zwiazek konstytutywny nie ma charakteru obiektyw-
nego i nie dotyczy analizy ciala w punkcie, lecz raczej jest usrednieniem
odniesionym do pewnej skoriczonej objetosci. Mimo tych niedogodno-
éci, przyjmowanie zaleznosci fizycznej otrzymanej na drodze homoge-
nizacji w postaci zwiazku wyrazajacego ostabienie, moze prowadzi¢ do
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prawidlowej oceny zachowania si¢ konstrukcji. Motywacje do akceptacji
takiego wlaénie zwiazku fizycznego wspiera réwniez mozliwos¢ wykorzy-
stania wielu wyrafinowanych kodéw numerycznych, opierajacych si¢ na
technice elementéw skonczonych. Trzeba jednak wiedzie¢, ze przyjecie
do analizy zaleznosci fizycznej z ujemnie okreslonymi wspélczynnikami
tensora C;;i staje si¢ przyczyna okreslonych trudnosci numerycznych.
Wymienmy kilka podstawowych probleméw.

1. Wobec niejednoznacznosci rozwiazan, po osiagnieciu stanu bifur-
kacji, nalezy podjaé¢ decyzje o wyborze jednej z mozliwych Sciezek
réwnowagi. Problem jednoznacznosci byt dyskutowany w pracy
[19], a kryteria pozwalajace na dokonanie wyboru $ciezki przed-
stawiono miedzy innymi w pracach [2,4,10].

2. W okolicach punktu bifurkacji, a takze w stanach pokrytycznych
czesto wystepuje staba zbiezno$¢ procedur iteracyjnych. Nalezy
wiec zaproponowaé, w jaki spos6b dokonaé stabilizacji procesu
iteracyjnego oraz o ile to mozliwe, jak go przyspieszy¢.

3. Znana jest wrazliwo$¢ koricowych rezultatéw na przyjeta siatke
elementéw [3,5,12,16]. Stad potrzeba takiego sformulowania ele-
ment6éw skonficzonych, ktére ograniczaloby lub eliminowalo te nie-
dogodnosé.

W niniejszej pracy skoncentrujemy sie¢ giéwnie na problemach nu-
merycznych zwiazanych z wyborem $ciezki pobifurkacyjnej oraz zapew-
nieniem stabilnoéci i przyspieszeniem zbieznosci stosowanych procedur
iteracyjnych.

Rozwiazywane problemy o charakterze statycznym sa fizycznie nie-
liniowe. Sterowanie procesem przyrostowym, ze wzgledu na mozliwosc
wystepowania zjawiska przeskoku zaréwno przy monotonicznym wzro-
$cie wektora sit Ap, jak i przy zwiekszaniu wartosci jednej ze skladowych
wektora przemieszczenn d;, odbywa si¢ za pomocs techniki parametru
tuku. Sposéb ten, zaproponowany na poczatku lat siedemdziesiatych w
pracach RIKSA i WEMPNERA [18,20] i rozwiniety przez CRISFIELDA i
RaMMA [6 i 17], byl juz stosowany do analizy konstrukcji oslabiajacych
sie, np. w pracach [5 i 11].
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2. NIEJEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN

Formulujac model matematyczny jakiegokolwiek procesu fizycznego
prébujemy odpowiedzie¢ na nastepujace fundamentalne pytania: czy
rozwigzanie istnieje i czy jest jednoznaczne. Dla rozwazanych proble-
méw, po przyjeciu zaleznoéci konstytutywnej w postaci spelniajacej (1.3),
nie mozna wykaza¢ w ogélny sposéb, ze rozwiazanie jest jednoznaczne.
Wrecz przeciwnie, na prostych przykladach da sie zinterpretowaé na
czym polega niejednoznacznoé¢ otrzymywanych rozwiazan.
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Rys. 1. Schemat obciazenia preta podlegajacego oslabieniu. Dyskretyzacja ukladu i przyjete
prawo fizyczne dla kazdego elementu

WeZmy na przyklad prosty uklad (Rys.1), skladajacy sie z trzech
polaczonych ze soba szeregowo pretéw i obciazony sila AP na obu koti-
cach. Przyjmijmy prawo konstytutywne dla kazdego z tych elementéw w
postaci zaleznosci odcinkowo liniowej (Rys.1). Globalny obraz zachowa-
nia si¢ konstrukcji przedstawiono na rysunku 2 w przestrzeni jednopa-
rametrowego obciazenia AP i przemieszczenia d3 (calkowite wydluzenie
preta). Aby uprosci¢ ilustracje zjawiska niejednoznacznoéci przyjeto:
modut sprezystosci E = 10,0 jedn. naprezeri, modul ostabienia E, =
—10,0 jedn. naprezen, odksztalcenie dla maksimum naprezes e, =
0,01 oraz dtugos¢ kazdego z elementéw ! = 100,0 jedn. dlugosci. Jak
latwo zauwazy¢, po osiagnieciu obciazenia A = 1,0 (punkt bifurka-
cji), mozliwe jest osiaganie stanéw stacjonarnych na kilku $ciezkach.
Najwyzej polozona $ciezka (1.3) przyjmuje, ze we wszystkich elemen-
tach konstrukcji nastepuje oslabienie, podczas gdy najnizej polozona
(1.1) jest zwiazana z wystapieniem ostabienia tylko w jednym elemencie
(bez znaczenia, w ktérym). Stan réwnowagi moze byé osiagany takze
w procesie odciazania wszystkich elementéw ukladu. Wéwczas proces
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Rys. 2. Obraz pobifurkacyjnego (niejednoznacznego) zachowania sig konstrukcji podlegajacej
. oslabieniu

obciazania i odciazania przebiegalby po tej samej sciezce. Obserwujemy
wiec typowa, niejednoznacznosé zachowania sie ukladu.

Zauwazmy, ze bez wzgledu na to, czy sterowanie procesem przy-
rostowym odbywa sie za pomoca zmian mnoznika obciazenia A\, czy
tez sterowaé bedziemy przyrostami przemieszczenia Ads; natrafimy na
podobne trudnosci z wyborem Sciezki pobifurkacyjnej. I w tym drugim
przypadku dla przyjetego przemieszczenia d3 mamy réwniez mnogosé
mozliwych stanéw stacjonarnych. _

Z punktu widzenia zapisu macierzowego, wlasciwego przyjetej tech-
nice numerycznej w punkcie bifurkacji, dla ustalonego poziomu przy-
rostu obciazenia AAP, mozliwe sa przynajmniej dwa stany przyrostéw
przemieszczen ukladu Ad, przy tej samej macierzy sztywnosci K. Ozna-
cza to, ze

KAd, = AP,
(2.1)

KAd, = A)NP,
czyli
(2.2) K(Ad; — Ad;) = 0.

Poszukiwanie rozwazania nietrywialnego pociaga za sobg spelnienie
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warunku, by detK = 0. W przypadku analizy ukladu, z materialu
ostabiajacego si¢ odmiennie niz w klasycznej analizie punktéw bifurkacji
wystepujacych w zagadnieniach statecznoéci, zwykle mamy do czynienia
z wieloma éciezkami pobifurkacyjnymi i nalezy sformulowaé kryterium
wyboru jednej z nich (p. 4).

3. FUNKCIJONAL CALKOWITEJ ENERGII POTENCJALNEJ

Powszechnie znany jest wypukly ksztalt funkcjonalu calkowitej ener-
gii potencjalnej IT dla uktadéw sprezystych wykazujacych wzmocnienie.
Przez chwile zatrzymajmy uwage na problemie przedstawienia ksztaltu
powierzchni II dla specyficznego modelu materialu wykazujacego osta-
bienie, niezaleznego od historii obciagzenia. Wybdr takiego wlasnie ma-
terialu podyktowany jest mozliwo$cia latwego sformulowania wyrazen
opisujacych np. energie sprezysta elementéw ukladu. Przyjmijmy, ze
bedziemy rozwazac przypadki jednowymiarowe. Dla kazdego z elemen-
tow ukladu przyjmijmy prawo konstytutywne w nastepujacej postaci:

o = B dla € < &,

(3.1)
0 = E;+ (E— E;)g dla € > g,

gdzie E 1 E; oznaczaja, modulg' sprezystosci i oslabienia. Energie od-

ksztalcenia elementu U°¢ = ‘{, ({ odedV, gdzie V, oznacza objetosc ele-

mentu, mozna wyrazi¢ w postaci

(3.2); U*® = 3FAle? dla € < &,

(3.2);, Ue = [%E‘,e2 + (E — Ey)eeg — 3(E — E,)e%] Al dla € > g,

A il oznaczaja pole powierzchni przekroju elementu i jego dtugosé.
Funkcjonat calkowitej energii potencjalnej IT ukladu sktadajacego sie

z N elementéw wyrazony jest w postaci

(3.3) I=35U-W,

gdzie dla jednoparametrowego obciazenia praca sit zewnetrznych wynosi
W = APTd, P jest poréwnawczym wektorem sil dzialajacych w wezlach,
d oznacza wektor przemieszczeri wezléw ukladu, T za$ jest symbolem
transpozycji macierzy.
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Rys. 3. Linie ekwipotencjalne funkcjonatu catkowitej energii potencjalnej uktadu
dwuelementowego w przestrzeni skladowych wektora przemieszczei d; — dz

Rozpatrzmy przypadek preta dwuelementowego, dla ktérego dane o
wartoéciach moduléw sprezystosci i oslabienia oraz dlugosciach elemen-
téw i granicach odksztalcen ¢, przyjeto jak w przykladzie poprzednim
(dyskusja niejednoznacznoéci). Na rys.3 za pomoca linii ekwipotencjal-
nych przedstawiono ksztalt powierzchni funkcjonalu II w przestrzeni
sktadowych wektora przemieszczen d = [d,d]”, dla poziomu obciazenia
A = 0,95 (bifurkacja wystepuje dla A = 1,0). Wida¢, ze powierzchnia ta
nie jest jednowypukla.Latwo mozna zidentyfikowaé polozenie punktéw
stacjonarnych funkcjonalu. Mozna zauwazy¢, ze jedyny punkt lokalnego
minimum odpowiada sytuacji, gdy mamy do czynienia z wystapieniem
stanu sprezystego w obu elementach uktadu. We wszystkich innych
okolicznoéciach wystapienia stanéw pobifurkacyjnych (lokalizacja od-
ksztalceti w jednym badZ obu elementach) spelnienie réwnan réwno-
wagi ukladu wystepuje w punkcie lokalnego maksimum, badZ w punkcie
siodlowym funkcjonatu I7.

Rysunek 4 przedstawia obraz izolinii, dla ukladu tréjelementowego
d = [dy,d, d3)7, po przyjeciu poziomu obciazenia A = 0,95 oraz zalozeniu
catkowitego wydluzenia preta dy = 2,8 oraz d3 = 3,2. Osiagane stany
réwnowagi nie maja wiec charakteru stabilnego. Wnioskujemy z tego i
potwierdzaja to takze doéwiadczenia numeryczne, ze osiagniecie stanéw
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réwnowagi po przekroczeniu punktu bifurkacji natrafia¢ moze na zasa-
dnicze trudnosci. Mogga one polegaé¢ miedzy innymi na slabej zbieznosci
iteracji objawiajacej si¢ ”przeskakiwaniem” z okolicy jednego punktu
stacjonarnego (siodlowego) w okolice innego.

Dyskutowane dotad przyklady maja tylko ilustrowaé trudnosci, kté-
rych mozemy sie spodziewaé przy analizie numerycznej ukladéw z mate-
rialéw podlegajacych oslabieniu. Problem niejednoznacznoéci rozwiazan
implikuje przedstawienie propozycji, kryterium wyboru $ciezki pobifur-
kacyjnej. Przedstawiony za$ ksztalt funkcjonalu calkowitej energii po-
tencjalnej dla ukladu z materialu niezaleznego od historii obciazenia,
uswiadamia trudnosci zwiazane ze staba zbiezno$cia procedur numerycz-
nych i pociaga konieczno$é dyskutowania sposobu stabilizacji proceséw
iteracyjnych.

4. WYBOR SCIEZKI POBIFURKACYJNEJ I ZBIEZNOSG ITERACII

Osiagniecie w ukladzie ekstremalnej intensywnos$ci parametru sit A
dla przypadku jednoparametrowych obcigzen musi w analizie numerycz-
nej ukladéw wykazujacych ostabienie budzi¢ pytanie dotyczace wyboru
sciezki pobifurkacyjnej. W stanach pobifurkacyjnych, w szczegélnoéci
w ukladach o duzej liczbie stopni swobody, istnieje mozliwo$é poru-
szania st¢ po jednej z mozliwych Sciezek réwnowagi. Obok niej moga
przebiega¢ inne $ciezki, na ktérych réwniez spelione zostaja réwna-
nia réwnowagi. Przyjecie ktéregokolwiek sposobu sterowania procesem
przyrostowym, np. przez zmiane jednej ze sktadowych wektora przemie-
szczen d; [1] lub zaakceptowanie sterowania posredniego [6], nie poparte
analiza bifurkacyjna prowadzi do wyboru jednej z mozliwych $ciezek.
Zwykle zostaje osiagnieta réwnowaga na przypadkowo wybranej ciezce,
tej, ktéra wynika z aktualnego stanu imperfekcji.

Mozliwos¢ niejednoznacznego wyboru $ciezki pobifurkacyjnej, przy
sterowaniu procesem przyrostowym za pomoca jednej ze skladowych
wektora przemieszczen ilustruje rys.5. Przy okreslonym poziomie prze-
mieszczenia (linia pionowa przerywana) mozliwe jest ustalenie polozenia
stacjonarnego na jednej ze $ciezek. Réznia sie one w zasadniczy sposéb
liczba elementéw, w ktérych lokalizuja, sie odksztalcenia.W przypadku
gdy liczba stopni swobody jest duza, ciezki te mogg lezeé blisko siebie.
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Rys. 5. Niejednoznacznoéé pobifurkacyjnych zachowan ukladu przy sterowaniu
przemieszczeniem. Przypadkowy wybér sciezki moze zalezeé od aktualnych imperfekeji

W procesie przyrostowym, w ktérym dodatkowo nie analizuje sie sta-
néw pobifurkacyjnych, ani tez nie stosuje sie zabiegéw stabilizujacych
iteracje, mozna w sposéb nieswiadomy osiagaé polozenie stacjonarne ko-
lejno na réznych Sciezkach.

W przedstawionych na rys.5 przykladach numerycznych wykorzy-
stano 6-cio elementowy uklad przy zalozeniu odcinkowo liniowego zwiazku
fizycznego.

4.1. Wektor wilasny

Wybér jednej z mozliwych drég jest wyborem pobifurkacyjnej formy
zniszczenia ukladu. Forma ta zalezy od zasiegu strefy lokalizacji od-
ksztalcer. Problem ten byt dyskutowany w pracy [15]. Ograniczajac sie
do koncepcji tzw. elementéw rozmytych, wybér formy zniszczenia jest
jednoczesénie odpowiedzia na pytanie, ktéry z elementéw ma sie odciazy¢,
a ktory oslabi¢. Wybér Sciezki pobifurkacyjnej moze byé dokonany za
pomocy analizy wektoréw i wartoséci wlasnych macierzy sztywnosci kon-
strukeji K.

Procedura wykonujaca to zadanie jest wlaczana z chwila pojawienia
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sie w czasie dekompozycji globalnej macierzy sztywnosci K = L'DL
(np. met. Choleskiego), ujemnych wartoéci w diagonalnej macierzy
D. Jedna z mozliwych propozycji, stosowang przez analogie do analizy
zagadnien statecznosci, jest wymuszenie sciezki pobifurkacyjnej zgodnej
2z wektorem wlasnym, odpowiadajacym najmniejszej wartosci wiasnej
[5]. W pracy [13] udowodniono, ze takie wlasnie wymuszenie odpowiada
fizycznie koncepcji dyskutowanej przez BAZANTA (np.[2]) polegajacej
na wyborze éciezki odpowiadajacej minimalnej wartosci energii drugiego
rzedu.

W przedstawionym nizej przykladzie, z chwils pojawienia sie ujem-
nych wartoéci wlasnych zastosowano modyfikacje polegajaca na dodat-
kowej iteracji wartoéci wlasnych modyfikowanej macierzy K. Modyfi-
kacja ta polega na zaktualizowaniu stanu przemieszczen uktadu wedlug
nastepujacej zaleznosci:

(4.1) d*! = d9 + kdp,

gdzie din jest wektorem wiasnym odpowiadajacym najmniejszej (zwy-
kle ujemnej) wartoéci wlasnej, za§ & jest malym parametrem. Itera-
cja stanu przemieszczen w okolicy punktu bifurkacji prowadzona jest
do chwili, az liczba ujemnych wartosci wlasnych macierzy D nie ulega
zmniejszeniu. Zastosowanie takiej procedury nawet w przypadkach ma-
terialéw zaleznych od historii obciazenia okazuje sie skutecznym zabie-
giem i prowadzi do zlokalizowanych form zniszczenia. \

Wezmy na przyklad pret podzielony na trzy réwne elementy o iden-
tycznych prawach konstytutywnych wyrazonych w postaci o = Ee "¢
- dla procesu obciazania (proces aktywny) oraz w postaci zaleznoéci li-
niowej biegnacej do poczatku ukladu wspéirzednych z kazdego punktu
powyiszej krzywej - dla procesu odciazenia (proces pasywny). W za-
stosowanych oznaczeniach przez E rozumiemy poczatkowy modut spre-
zystoéci; w przykladzie E = 10,0 jedn. naprezes, v jest parametrem; w
przykladzie v = 10,0. Przyjeta tolerancja spelnienia iteracji tol> |||
nalozona jest na kazda ze skladowych wektora sit rezidualnych r; w
przykladzie tol= 0,01. Przy zastosowaniu sterowania parametrem tuku
wedlug sposobu zaproponowanego przez CRISFIELDA [6,7], przyjmujac
poczatkowy parametr obciazenia AX, = 0,03 oraz stosujac w punk-
cie bifurkacji dodatkows iteracje zgodnie z zaproponowang koncepcja,
otrzymano wyniki przedstawione na Rys.6 linia ciagla. Linia przerywana
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Rys. 6. Wybér $ciezki pobifurkacyjnej przez sterowanie wektorem wlasnym

przedstawia wyniki analizy numerycznej osiagniete bez uwzglednienia w
okolicach punktu bifurkacji dodatkowej iteracji wspomagajacej wybér
formy zniszczenia. Po kilku przyrostach nie mozna juz osiagnaé réwno-
wagi w punkcie stacjonarnym i procedura rozbiega sie.

4.2. Macierz przesuniecia

Dokonajmy modyfikacji funkcjonatu IT wzbogacajac go o dodatkowy
czion wiazany z forma kwadratows sit rezidualnych

(4.2) II* = ol + Br,r,,

gdzie v i B s przyjetymi parametrami, za$ powtarzajacy sie indeks K
oznacza sumowanie. Wektor sit rezidualnych r = Pyew—AP, Prew jest we-
ktorem wewnetrznych sit wezlowych ukladu. Zauwazmy, ze dla A = 1,0
w stanach réwnowagi, dla ktérych wartosci sil niezréwnowazonych sa
réwne zeru, warto$¢ energii potencjalnej zmodyfikowanej IT* jest réwna
wartosci funkcjonalu II. Przypadek wykorzystania wylacznie formy
kwadratowej r’r do stabilizacji procesu numerycznego zwiazanego z
przechodzeniem punktéw bifurkacyjnych przy analizie konstrukeji z ma-
terialéw oslabiajacych si¢ byt rozwazany w pracy [4].
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Opierajac sie na funkcjonale calkowitej energii potencjalnej, nie-
zréwnowazone sity wyraza sie za pomoca gradientu tegoz funkcjonatu.
Przyjmujac (4.2), zmodyfikowane sily rezidualne mozna wyrazi¢ W po-.
staci oIT*

gME
(4.3) == a
gdzie K,, oznacza skladowe globalnej macierzy sztywnosci ukladu, zas
8, jest symbolem Kroneckera. Biorac pod uwage przyrost wektora prze-
mieszczenia Ad oraz rozwijajac w szereg Taylora wyrazZenie na zmody-

fikowane sily rezidualne otrzymujemy

[ (aéur 'd 2ﬂKIK)rK’

(4.4) r*(d, + Ad,) =r}(d, )+ Ad +o(Ad?) =

jeli w nowej konfiguracji réwniez ma.ja, byé spelnione réwnania réwno-
wagi. Korzystajac z réwnania (4.3) mozemy wyprowadzi¢ wzor

or;
ad

(4'5) - 2ﬂer Tk P (015"( - . ZﬁKKI)KKJ
Tak wiec warunek réwnowagi powinien spelnia¢ nastepujace réwna-
nie:

(4.6) (b + 28K, )i + (28K ;5 + by + 28K ) Kx,]Ad, = 0

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy forme koficowa réwnania
przyrostowego w nastepujacej postaci:

(1) [B(oby +20K) Kyt + Kg)Ady = 1y,

gdzie klasycznie rozumiana macierz sztywnosci K, jest wzbogacona o
czlon zwany macierza przesuniecia, a wyrazajacy sie jako

(4'8) AKKJ = 2:3(0‘611( + 28K 1) M1 ue

Zauwazmy tylko, ze macierz K, , jest tréjwymiarowa i moze by¢
klopotliwe jej tworzenie i agregacja dla réznych elementéw skodczo-
nych. Dla analizowanych prostych przypadkéw jednoosiowych stosowa-
nie zaleznoéci (4.7) w okolicach punktéw bifurkacji w miejsce klasycznie
prowadzanych formul KAd = —r zapewnialo zbiezno$¢ procedur nume-
rycznych.
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Tablica 1.

a B Liczba iteracji Kod
przed | po | razem lokalizacji
0,050 {0,950 | 12 |20 | 32 1111111110
0,075(0,925| 12 |18| 30 1111111101
0,100{0900| 12 |52| 64 1111111100

1 - odcigzenie w danym elemencie (proces pasywny)

0 - lokalizacja odksztalceri w danym elemencie (proces aktywny)

Dla przykladu przeanalizujemy pret zdyskretyzowany za pomoca 10

elementéw. Przyjmijmy prawo fizyczne w znanej juz postaci:
o = Ee "¢, po zaloZeniu stosowanych parametréw w nastepujacych
wielkosciach: 7y = 10, modul sprezystoéci E = 10,0 jedn. naprezen,
dokiadnos¢ iteracji tol= 0,01, tol> |r,|, zaé dlugoéé pierwszego kroku w
wersji metody sterowania parametrem luku zaproponowanej przez Cri-
sfielda A\, = 0,03.

Wiyniki ilustrujace liczbe iteracji potrzebng do osiagniecia stanu réw-
nowagi oraz informujace o lokalizacji odksztalcen jako funkcji przyjetych
parametréw « i 3, przedstawiono w Tablicy 1.

W analizowanych przypadkach przyjeto, ze a + 3 = 1,0. Jak widaé,
liczba iteracji potrzebna do osiagniecia punktéw stacjonarnych przed
bifurkacja byla taka sama i wynosita 12. Za$ po osiagnieciu maksimum
liczba ta byla rézna i prowadzila do réznych form zniszczenia (lokalizacja
w jednym lub kilku elementach).

Warto podkresli¢, ze w przypadku przyjecia a = 1,0 i 8 = 0,0 (od-
powiada to dzialaniu na funkcjonale calkowitej energii potencjalnej) nie
otrzymano zbieznosci w przyjetej duzej liczbie iteracji. Zasé dla wartoéci
a = 0,0 i po uwzglednieniu wylacznie czlonu zwigzanego z reziduami
potrzebne sg dodatkowe zabiegi stabilizujace [4].

Wypowiedzmy w tym miejscu kilka uwag na temat geometrycznej
interpretacji funkcjonatu (4.2), ktéry jest podstaws przedstawionego tu-
taj sposobu stabilizacji procesu iteracyjnego. W punktach stacjonar-
nych funkcjonatu IT*, jak to juz zauwazono poprzednio, jego wartoéci sa
réwne wartosciom funkcjonatu I7, gdyz czlon r’r = 0. Ze wzgledu na to,
ze dodana kwadratowa forma reziduéw jest zawsze nieujemna, punkty
stacjonarne zmodyfikowanego funkcjonalu IT* znajduja sie w lokalnych
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Tablica 2.

Q B |1 - iteracji
0,0250 | 0,0975 53
0,0500 | 0,0950 50
10,0750 | 6,0925 46
0,1000 | 0,9000 53

minimach. Tak wiec, jeéli tylko iteracja przebiega w poblizu jednego
z punktéw stacjonarnych, bedzie si¢ zbiegala wlasnie do tego punktu.
W ten spos6b stosujac macierz przesunigcia osiagamy stabilizacje pro-
cesu iteracyjnego. Widaé wiec, ze o ile tylko potrafimy wybra¢ wlasciwa
éciezke pobifurkacyjna (np. postugujac si¢ kryterium p.4.1) uzycie ma-
cierzy przesuniecia gwarantuje polepszenie zbieznosci iteracji. Dodatko-
wych informacji o przyspieszeniu tej zbieznoéci dostarcza Tablica 2.

Dla przykladu przeanalizowano zadanie preta podzielonego na 6 ele-
mentéw o danych dotyczacych prawa fizycznego, jak w przykladzie po-
przednim i kroku A\, = 0,02.

Wszystkie przypadki prowadza do lokalizacji odksztalceri w jednym
tylko elemencie. Mozna zwrécié uwage, ze dla niektérych kombinacji
a i B osiaga sie zbieznoéé w mniejszej liczbie iteracji. Nie sposéb jed-
nak sformulowaé ogélne kryterium optymalnego wyboru parametréw,
by uzyskaé¢ najszybsza zbieznoéé procesu iteracyjnego. Stosowane war-
toéci a i B, z punktu widzenia tego wymagania, zaleza od konkretnego
zadania brzegowego. Cennym pozostaje jednak fakt, iz uzycie macierzy
przesuniecia zapewnia w ogéle zbieznoéé i stabilizuje proces iteracyjny.

5. WNIOSKI

Zaproponowana w pracy zmodyfikowana posta¢ funkcjonalu ener-
gii potencjalnej IT* pozwolila na wyprowadzenie macierzy przesunigcia
AK,,. Funkcjonal IT* skonstruowany jest w taki sposéb, by w punk-
tach stacjonarnych klasycznego funkcjonatu IT przypadaly lokalne mi-
nima, co ma gwarantowaé zbiezno$¢, o ile tylko w procesie iteracyjnym
znajdziemy sie w poblizu tego punktu. Uzycie macierzy AK,, stabili-
zuje stosowane procedury numeryczne, a takze pozwala utrzymac si¢ na
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ustalonej $ciezce pobifurkacyjnej.

Punkt bifurkacji

Obszar A mozliwych
Sciezek pobifurkacyjnych

Obcigzenie

Naysilniejsza loka-
lizacja odkszlafcen

Przemieszczene

Rys. 7. Obszar pobifurkacyjnych stanéw stacjonarnych w zaleznosci od stopnia lokalizacji
odksztalcei

Osobnej analizy wymaga wybér drogi pobifurkacyjnej. Te dyskusje
uwaza sie za szczegélnie istotna, gdy bierze si¢ pod uwage ukiady podle-
gajace oslabieniu. Na podstawie licznych eksperymentéw numerycznych
mozna dojé¢ do przekonania, ze w stanach pobifurkacyjnych istnieje
wiele $ciezek réwnowagi. Stosowng ilustracje przedstawia Rys.7. Zazna-
czono na nim obszar A, w ktérym mieszcza sie pobifurkacyjne Sciezki
rownowagi. Sciezki te réznia sie¢ np. liczba elementéw podlegajacych
oslabieniu. Zaproponowana procedura iterowania wektoréw wilasnych
odpowiadajacych najmniejszej wartoéci wlasnej prowadzi do wyboru
éciezki zwiazanej z najbardziej zlokalizowana, forma odksztalceri (loka-
lizacja odksztalceri w najmniejszej liczbie elementéw). W celu kontro-
lowania, czy w stanach pobifurkacyjnych nie nastepujg zmiany Sciezek
réwnowagi, celowym okazuje sie sprawdzenie liczby ujemnych wartosci z
diagonali macierzy D powstajacej w procesie triangularyzacji globalne;j
macierzy sztywnosci.

Przedstawione propozycje dotyczace zaréwno wyboru $ciezki pobi-
furkacyjnej, jak i stabilizacji i przyspieszenia zbieznosci proceséw ite-
racyjnych sa najbardziej wartoSciowe gdy uzywane sa jednoczesnie i
wlaczane w okolicach punktu bifurkacji. Z kolei bez uwzglednienia za-
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biegéw tego typu, obliczenia konstrukcji podlegajacych ostabieniu wi-
doczne z poziomu globalnej macierzy sztywnoséci ukladu moga, prowadzi¢
do calkowicie blednych rezultatéw.

Nalezy jednak pamietaé, ze koricowe wyniki osiagane poprzez analize
przyrostowsa, po przyjeciu koncepcji elementéw rozmytych nadal zaleza
od przyjetej siatki element6w skoriczonych. Uniknaé tej zaleznosci mozna
za pomoca, takiego sformulowania elementu skoriczonego, w ktérym w
jawny spos6b uwzgledni sie¢ obszar lokalizacji odksztalcen. Pierwsze
préby tego typu byly podjete w pracy [16], a takze w [14] i [3], lecz
nadal wymagaja one dalszych studiéw.

10.

(s =

12
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PeszomMme

YUCJIEHHBIA AHAJIU3 ITOCJIEBM®YPKAIIMOHHBIX COCTOSIHUM CUCTEM M3
MATEPHAIJIOB ITOJVIEXKAIIIUX OCJIABJIEHHMIO

B pa6oTe mpefcTaBIeHB HEKOTOPHIE ACHEKTHl YHCIEHHOrO aHANM3a CHCTEM HOJJIexa-
muax ocnabreruio. IIpeficTaRNeHs [Ba NpeANONOXKeHHN: 1/KakuM oGpasoM IPOH3BECTH
BEIGOp mOCHe6HbYPKAIHONHON JOPOXKKHE H 2/KaK CTaGHIHSHPOBaTH NPOIECC HTepanEi
cocTosHHN paBHOBecHS. OGCyxjaemble NpoGieMbl BEITEKAlOT H3 GaKTOB HEOJHO3HAYHO-
CTH pemeHHH B HOCTe6HPYPKAIMORHEIX COCTOSHHEAX, 8 TAKXKE H3 IOCTHXKEHHS COCTOSHEME
PaBHOBECHS B CTALIHOHAPHHIX TOYKaX, He 00S3aTeNbHO JOKANbHBIX MEHHMYMAX, SHepreTH-
yeckEX QyHKIEOHANOB. IIpe/UIoXKeHHAs KOHIENIES NPHBONHT K ONpeJe/NeHHI0 ONIHOH H3
BO3MOXHKIX Nocie6HypKanHOHHLIX fopoxek. OHa 3aKi04aeTcs B BRIHYX/EHHH mOCIe-
6upypxanmonHO# GopMbI, OTBeyalome# HaHMEHbIIEMY 3HAYeHHIO co6CTBEHHOH MATPHIBI
eCTKOCTH. Pa3spa6oTaHHas YHCIEHHaf NPOIENYPa BKIIOYaeTCd B MOMEHT NOSBICHHS
OTPHIATENBHBX WIEHOB B [HArOHaNbHOM MaTpENE D H3 pacmpenenenus Xoneckoro Ma-
rpumsl xectkocts K = LTDL. KoHnenmus cTa6HIHSaNEE HTepalMOHHOrO mpoiecca
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3aKJI0YaeTCH B HCIONb30OBAHHH MATDHIE! IepeMelmeHHs, BhiBe[lecHHON Ha OCHOBe IPHHS-
THS MOJE(HIEPOBARHOro BEAA QYHKIEOHANA NONHOK noreEnHanHol sHeprun. ITomMemen-
Hble OJIHOMEpPHbIe YHC/IeHHBIE NPEMEPH CIYXaT NPeACTABICHHI0 YHCIeHHBIX TpyAHOCTEHR
B 3p}eKTHBHOCTH Npe/IaraeMBIX pemeHHiH.

SUMMARY

NUMERICAL ANALYSIS OF POST-BIFURCATIONAL STATES IN MATERIALS
SUBJECT TO SOFTENING

Certain aspects of numerical analysis are presented concerning the systems subject to
softening. Solutions to two following problems are proposed: (1) Selection of the proper
post-bifurcational path, (2) Stabilization of the international procedure of the equilibrium
states. The problems follows from the fact that in the post-bifurcational states the solutions
are non-unique, and that the equilibrium states are reached at the stationary points (not
necessarily corresponding to the local minima) of the energy functionals. The concept presented
leads to the determination of one of several possible post-bifurcational states corresponding
to the minimal eigenvalue of the stiffness matrix. The numerical procedure is switched on
when negative terms appear in the diagonal matrix D corresponding to the Choleski stiffness
matrix decomposition K = LTDL. Stabilization of the iterational process consists in the
application of the translation matrix derived from the modified form of the potential energy
functional. The one-dimensional numerical examples presented demonstrate the numerical
difficulties encountered in the procedure.
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