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Praca dzieli si¢ na dwie czesci. W pierwszej podajemy przyblizone
wzory na wartoSci wlasciwe i funkcje wlasciwe dla réwnania (0.1) oraz
dzielimy przestrzen tréjwymiarowa 4, y;, y,, tzw. obiekt statecznogci dy-
namicznej, na obszary rozwigzan statecznych i niestatecznych. W czesci
drugiej na podstawie podanej teorii rozwigzujemy zagadnienie statecz-
nosci dynamicznej plaskownika, skad jako przypadek szczegblny rozwig-
zania wynikaja wnioski podane w pracy [7].

CZESCT
Wstep

Rozwazania statecznosci dynamicznej pewnych elementéw sprezy-
stych, jak réwniez wiele innych probleméw fizyki, techniki i elektro-
techniki, prowadza do koniecznosci wyznaczenia obszaréw statecznych
i niestatecznych rozwiazan liniowego réwnania rézniczkowego o okreso-
Wo zmiennym wspélczynniku typu

2
40.1) . - (Z—tg+(2+y1cost+y2cos2t)y=0.
Jesli dokonamy zmiany zmiennej niezaleznej przyjmujac
(0.2) t—29%
1 oznaczymy
(0.3) 41=@0, 2)/1:@2, 2'}’2=@4, @6=@8="'=0,
to réwnanie (0.1) mozna zapisaé w postaci
d?y -
(0.4) @—{- (@O—I— 2r:21@2,c0s2rz)y=0.

Jest to rownanie Hilla, [4].
Dla dalszych celow dogodniej jest nadaé réwnaniu (0.1) postaé

a2 :
(0.5) Gt la—2ap@)y=0,
gdzie
(0.6) a=6,, q=—2y,, y;——%, p(2)=ycos2z -+ cos4z
2 .
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Funkcja y(2) jest parzysta o okresie .

Dla réwnania (0.5) sformulujemy nastepujgce zagadnienie brzegowe,
[2]. Poszukujemy warto$ci rzeczywistych a(ys,ys) 1 odpowiadajacych im
rozwigzan okresowych réwnania (0.5) takich, aby dla pewnych a rozwia-
zania y(2) spelniaty réwnosci

D Y@y, =y0;71,7), Y (@5 y1,72) =9 (0;71,7),
za$ dla innych a réwnos$ci

(ID) Y (@91, 72) = —y(0; 71, 9a), Y (@5 90,72) = — (0594, 7),

gdzie y=dy/dz.

Rozwigzania typu pierwszego nazywaé bedziemy funkcjami wlasciwy-
mi odpowiadajacymi przypadkowi pelnej okresowosci, za§ rozwiazania
typu drugiego funkcjami wlasciwymi odpowiadajacymi przypadkowi
pélokresowosci. Analogicznie odpowiednie wartosci a nazwiemy warto-
Sciami wlaSciwymi iypu pelnej- lub pélokresowosci. Kazdemu przypad-
kowi odpowiadaja dwa rodzaje rozwigzan: parzyste i nieparzyste. Jak
okaze sie p6zniej, mieé bedg one postaé:
Czn (2591, 92) = 2 A@M cos 2z,

r=0

Son+2(2; vy, 72) = 2 B+ sin (2r 4 2)z,

r=0

(0.7)

Cont+1(2591,72) = Z APnileos(2r + 1)z,
r=0

Sens1(2;71,70) = D, BEVsin (27 + 1)z
r=0

(n=0,1,2,3, ...).

W powyzszych szeregach wspélczynniki AR", BRni2, AP i BRaih
zaleza od parametréw y, i y,. Dwie pierwsze funkcje (0.7) maja okres =
i sg typu pierwszego, a dwie pozostale 2z i s typu drugiego. Kolejnym
funkcjom (0.7), ktére przez analogie do funkcji M ath ie u mozna
nazwaé¢ dwuparametrowymi funkcjami H i1l a rzedu m?') typu sinus
lub cosinus, odpowiadaé beda zalezne od y; i y, wartosci wiasciwe aza,
boni2, Gni1, Dagytin=0:1,2.3. ) :

Niech w réwnaniu (0.5) y;=y,=0. W tym przypadku przedstawia ono
réwnanie ruchu harmonicznego
(0.8) &y +ay=0.

: dz?

1) Liczba m przyjmuje wartosci 2n, 2n + 2, 2n+1 (n =0,1,2,3,...).
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Gdy @ = m? mamy nastepujace pary rozwiazan: A cos mz, B sin mz.
Uméwimy sig, ze bedziemy uwazali w dalszym ciagu wspoéiczynniki tych
rozwigzan za réwne jedno$ci. Je§li m = 0, to rozwigzanie przyjmujemy
w postaci y = 1. We wszystkich innych przypadkach rozwiagzan réwna-
nia (0.5) wspoétczynniki przy cos mz i sin mz przyjmujemy takze za réwne
jednoéci przy dowolnej wartosci q. Umowa ta oznacza pewnego rodzaju
normowanie.

1.1. Rozwiagzania parzyste typu pelnookresowego

W celu otrzymania parzystych rozwigzan pierwszego typu (0.7) i od-
powiadajacych im wartoéci wlasciwych przyjmujemy w réwnaniu (0.5)
(1.1.1) { a=a,,=4n’+a"q+af" q> + a{" ¢* + o/ ¢* + o

(2) =Cam=cos2nz +qC" +C{* + C" ¢* + CM q* + - -,
gdzie oY, a{,.. przedstawiaja nie znane na razie parametry (zalezne
od 7), za$ C{", C{,... sa nie znanymi funkcjami zmiennej niezaleznej z oraz
parametru y. Jesli ¢ = 0, to réwnanie (0.5) sprowadza sie do réwnania
(0.8), ktére takze rozwiazuja funkcje (1.1.1) przy q = 0. Po wstawieniu
funkeji (1.1.1) w réwnanie (0.5) i uporzadkowaniu wed.lug poteg q oraz
przyréwnaniu do zera wspolczynnikéw przy réwnych potegach otrzy-
mujemy nieskoriczony uklad réwnan rézniczkowych dla wyznacze-
nia nieskoriczonej ilosci nie znanych funkeji C! (2) dla kazdego n. Para-
metry af” wyznaczamy z warunku okresowosci poszukiwanego rozwig-
zania przy kazdym ustalonym n. W dalszych rozwazaniach ograniczymy
sig do pierwszych czterech parametréw a; i pierwszych trzech funkeji C;.

Wspomniany wyzej uklad réwnan ma postaé

4n’cos2nz—4n%cos2nz =0,
6‘1") +4n*CP + o cos2nz—ypcos2(n+1)z—ypcos2(n—1)z—
—cos2(n+ 2)z—cos2(n—2)z=0,
égn) +4n°CYY + o C{" + af” cos2nz — 2y C{" cos 2z —
—2C{"cos4z=0,
C"’) + 4 n"’ C{" + o Ci" + o) C™ 4 af) cos 2nz— 2y C{" cos 22 —
—2C{"cos4z=0,
C.fi"’ + 4n°C{" + o C) + o) CI" + o C{" + a{® cos 2nz—
—2yC{Mcos2z—2C{M cos4z=0,

(1.1.2)
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Pierwsze réwnanie jest spelnione tozsamosciowo dla kazdego n. Po-
zostale réwnania mozna rozwigza¢ kolejno przy kazdym n = 0, 1, 2, Sy
Ograniczymy sie do n = 0, 1, 2, 3 dla czterech réwnan odpowiadajgcych
CinlinCodnly

Dla n = 0 pierwsze z nich daje

(1.1.3) é;‘”+a‘1°'—2yc0822—2cos4z:0.

Rozwigzaniem powyzszego réwnania jest

(1.1.4) C‘1°’=—%ycoszz—%cos‘lz——;—a‘l‘”tz.

Poniewaz szukamy rozwigzania okresowego, wiec w (1.1.4) nalezy
przyjaé af?) = 0.

Rozwigzanie (1.1.4) mozna nazwaé calkag szczegélng réwnania (1.1.3).
Do tego rozwigzania powinien doj$¢é jeszcze wyraz liniowy, kt6-
ry pomijamy z uwagi na to, ze poszukujemy rozwigzania okresowego
oraz ze po wstawieniu tak otrzymanego rozwigzania do funkeji (1.1.1)
powinniSmy otrzyma¢ jako wyraz wolny jedno$é¢, a nie liczbe stalg za-
lezng od q. Taka umowe przyjeliSmy we wstepie. Uwaga ta odnosi sie
rowniez do dalszych réwnan. Po podstawieniu rozwigzania (1.1.4) w réw-
nanie rézniczkowe dla C{ mamy warunek okresowosci

s
a‘2°’=——%-— ¥ i

Rozwigzanie ma postaé

yco.362+~cos8z

5
0) — —
C3 ycos2z+ 57 2cosdz + ——= 512

32 288

W podobny sposéb otrzymujemy

T A, B s
4(32y+9 )cos2z+ (512 9y)costlz

1 e 89 !
128( y —l— ) 9216y cosSz—mmoycolez 73728coslzz

3
d¥ =28 " G
o M+ 7

Dla tego rozwigzania z nastepnego warunku okresowosci jest

P, T

8192 144 128 v
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Uwzgledniajage otrzymane zwigzki w (1.1.1) i wykorzystujac ozna-
czenia (0.6) mamy

1 3 7 5 7 :
L s 20— rintsan—ohd+ i+,

e C— 2 A¥cos 27z,

r=0

gdzie
AP =1,
5 1t 2 ..
A£°’=71+§7172—E9’?_§?’17§+"" %
1 1 7 1
o et SR i e
5 1 9
(1.1.7) A'=mnntightagnnt

1 7
0o e 2 o0 e
4 =197 Tiisz?int

89
=600 7178
A0 — i y3+...
caie T RE :
Latwo zauwazyé, ze gdy w réwnaniu (0.5) przyjmiemy y,=0,
»1=-—14, to sprowadza sie ono do réwnania M a t h ieu
2

(1.1.8) (fl—z:z—l—(a—2qcos22)y=0

1 wzory (1.1.5) oraz (1.1.6) pokrywaja sie z odpowiednimi zwigzkami dla
tegoz réwnania. Jesli za$ przyjmiemy y; =0, y,=—2q i zatozymy, ze
X = 2z oraz a,= 4d,, to otrzymamy réwnanie rézniczkowe M athieu
(1.1.8) o zmiennej niezaleznej x. W rozwiazaniu (1.1.6) wypada A =0
(n =1, 3, ...), gdyz obecnie zmienila sie zmienna niezalezna. Pozostale
kolejne wspélczynniki rézne od zera pokrywaja sie z postacig jak w roz-
wigzaniach rownania M at hie u. Wartoéé wilasciwa @, pokrywa sie
z otrzymang poprzednio przy y, = 0. Ze wzgledu na trudno$ci otrzymania
ogolnych wyrazéw szeregéw (1.1.5) i (1.1.7) nie wiemy, czy ogélnie sa
one zbiezne. Mozna przypuszczaé, ze sa one zbiezne dla kazdej pary do-
statecznie malych wartosei y, i y,.
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Niech w réwnaniach (1.1.2) n = 1. Pierwsze z nich przyjmie postaé
(1.1.9) 6"1” +4C{" + a{l! cos2z—ycos4z—y —cos 6 z— cos 2z = 0.

Azeby otrzyma¢ rozwiagzanie okresowe, powinno byé al) =1. Calkg
szczegolng powyzszego réwnania jest
1

1 1
(1) g —
(1110) Cl Y 12‘}100842 3200862

gdyz rozwiagzanie réwnania jednorodnego (podobnie jak w przypadku
n = 0) pomijamy ze wzgledu na to, ze po wstawieniu wyrazenia (1.1.10)
do funkcji (1.1.1) mamy otrzymaé wspélczynnik przy cos 2z réwny jed-.
nosci (niezalezny od q). Warunkiem okresowo$ci rozwigzania réwnania
drugiego uktadu (1.1.2) podobnie jak poprzednio jest zwiazek

5 1
(1)—- il
Sl 33

a rozwigzanie przyjmie postaé

1 53 1K} 1
RSSO e ot ot T e e
5 T 1152yc0§4z 128( y)cost—{—

+—57—60yc0s82+ 3072cos 102.

Dla dwu réwnan nastepnych warunki okresowosci rozwigzan majg od-
powiednio postac

cuif L2 2L Sl
s = auat T 1024
oraz
763 6233 1
(1 e 4 iy e e & A
%' =—73g24” T 184320” 98304’

za$ rozwigzanie przyjmuje postaé:

1 (13 1 (43 , 1879
M= = 2 S el e
Ca 192(6 ¥ 5”) 4608( TR ”)cos il

o el e
+6144(E IG)COSGZ 960(247 480”)‘”58z

B (Bqﬁ = -i%\’ cos 10 z—
!

18432115 0ycosl2z ——l—cosl4z

103
645120 589 824
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Przy oznaczeniach (0.6) zwigzki (1.1.1) sg nastepujace:
- = L aslegs s 45
(LL1D) . ey =8 R 57— 5 7 + g Aot g — gt

L 628

N Nt )
11520712 " grag?2 T

oo

(1112)  Co= ) AP cos2rz,

r=0
gdzie pierwszych kilka wspétczynnikéw ma postaé
1 1 13 9
AP SR R Vz—ﬁ171?§+ﬂy§’ ey
A(22} p——-sg y

’ ! 53 43 1879
A= 5587 % T ags i gz0m it

1 1 1 97 1
{8) i e o g Peae 7 BRus god ket ) s
(.113) ) 46 =167 9567 T 9671 11520717 T Taame it
11 1 373
) — _—— PR PR e e 2
A =1240"7 T 38801 " sre0071 % T

1 13 1
{B) e e TR e e
A0 = 76872 T 32560717 921672 T "

103
(@) - 2 s
2 = gog400 7172 T

Przyjmujac w zwigzkach (1.1.11) i (1.1.13) y2=0, y;=—1q, otrzy-
mamy wyrazenia odpowiadajgce réwnaniu Mathieu (1.1.8), ktoére
w wyniku powyzszego zalozenia powstaje z réwnania (0.5). Jesli w tym
ostatnim przyjmiemy y;=0, y,—=—2q i dokonamy zmiany zmiennej
niezaleznej x = 2z oraz przyjmiemy a, = 4d@, to otrzymamy ze
wzoru (1.1.11)

s St SRRl
(1.1.14) am=1+q—- 644

o
1536

q4+...,

co w rownaniu Mathieu odpowiada wielkosci a,, [4]. Wspotezynniki
szeregu (1.1.12) tym razem sprowadzaja sie do A= 0dlan =0, 2, 4,6 ...,
a pozostate sg réwne

L 1 1
(2) — e e B o
i o 89 649 15369

3+...,

ki ot

A =1929"* 1i53

¢
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Odpowiadaja one pierwszym wspélczynnikom rozwigzania C, row-
nania Mathieu.
Rozwigzanie to ma postaé, [4],

Cr— Z 4_43),! sco8(2r 4 1)z,
=0

gdzie
Agr)+l == A;2()2,+1) (T = 0) 1; 2’ '")'

Podobne wyniki mozna otrzymaé dla dalszych n, tj. dla n = 23500
W zagadnieniach statecznosci istotne znaczenie maja wartosei wilasciwe
1 z tego wzgledu podamy jeszcze dwie nastepne. Odpowiednie funkcje
wiasciwe majg znaczenie drugorzedne i dlatego je pemijamy. Nalezy tyl-
ko zauwazy¢, ze zawsze, podobnie jak dla dwu poprzednich przypadkow,
gdy réwnanie (0.5) sprowadza sie do réwnania M athie u, to obecne
funkcje wlasciwe sprowadzaja sie do odpowiednich rozwigzan dla tegoz
rownania. Wspomniane warto$ci wlasciwe sa

= = A, 768, 1097 -,
(L115) =16+ 157 + 137 —18071" 552067 67200717 T
4331
*5a0007 T
= e s ol 187
(L1.16) ;=36 + 559} + 6% — 767" 128% T gvad000”i T
43673 2 2___3L 4
T 8467200717 " g10207 T
Dla y, =0 oraz y; =—%q mamy
Be O R
1.1.1%) a4—16+30q +864000q Here
e e 10T oo
(1.1.18) a6—36+70q e 45660 160 ¢ -
co istotnie odpowiada tym wartosciom wlasciwym dla réwnania (1.1.8).
Jesli y, =0, y,=—2q oraz a,=4a,, a;,= 44, to
e
g0 m L, 18
(420 G =8 e 547 50407 T

Sg to rowniez warto$ci wlasciwe réwnaniu M athie u podobnie jak
(1.1.14). Na tym zakonczymy obliczanie wartoéci wiaéciwych réwnania
(0.5) odpowiadajacych drugiej postaci rozwiazania (0.7).
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1.2. Rozwiazania nieparzyste typu pelnookresowego

Przechodzac do wyznaczenia kilku pierwszych wartoéci wlasciwych
odpowiadajacych drugiej postaci rozwiazan (0.7) przyjmijmy w réwna-
niu (0.5)

(1.2.1) a=by, =4+ 1)+ q+ 8"+ 8P+ Mg + -,
(1.2.2) y(2) =S, =>sin2(n+1)z+ 8" g+ S g+ S ¢* + S gt -

Symbole S!" oznaczajg funkcje zalezne od zmiennej z jak réwniez od
parametru y oraz f" funkcje parametru y. Po wstawieniu wyrazen (1.2.1)
oraz (1.2.2) w réwnanie (0.5) i przyréwnaniu do zera wspélczynnikéw przy
potegach g¢” (»=0, 1, 2, ...) otrzymamy nieskoficzony uktad réwnan, kté-
rego pierwsze maja postaé

4(n+1)0sin2(n+1)z—4(n+ 1)?sin2(n + 1) z=0,
.§{”’ +4(n+ 128" 4 p"sin2(n+ 1)z — ysin2nz—
—ysin2(n+ 2)z—sin2(n 4 3)z—sin2(n —1)z2=0,
S + 4 (n + 18P + B SP + BP sin 2 (n + 1)z —
—2y8{Mcos22—28{"cos4z=10

(1.2.3)

(R=10:1,2,3;...).

Pierwsze z nich jest tozsamosciowo spelnione dla kazdego n. Z powyz-
szego ukladu wyznaczymy g dla i =1,2,3,4, n=0,1, 2 oraz N
dla n=0,1 i »=1,2.

Dla n = 0 mamy

(1.24) SO+ 459 4 pYsin22z—ysindz—sin6z -+ sin2z =0,

co z uwagi na zadang okresowo$¢ daje p” =—1 oraz
. S(O’z—iysm‘lz——l—sm6z
12 32

Jest to catka szczegdlna réwnania niejednorodnego (1.2.4). Z tych sa-
mych wzgledéw jak poprzednio rozwigzanie réwnania jednorodnego po-
mijamy. Trzecie réwnanie ukladu (1.2.3) daje jako warunek okresowosci

1 1

LS 0, S

(1.2.5) A 33735
oraz rozwigzanie

(1.26) - S0= :

11 1 11 .
12007/sm4z+ 128(8 -I—?y )smﬁz—}—%ysm8z+

T 3072 sin 10 2.
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Dalsze zwigzki s3:

7
D) e
' =567 T 1022 1024’
1.2.7)

5 151 1 1 .
(0) Fre DG GRS RS UL 1 —— 2 1 =
5 (13824” 184320 V)Sm“ (98304+ 11 520”)5”162

49 . E £ 1
(230400er 230407 )Smsz“(m” +7‘§72-8)5m1°z_

—ﬁ%ysin 12z— 5351824 sin 14 z,

jak réwniez

1 167
(0) — e
(L2 T 98304 18432

ot 13824y

Dla n = 1 odpowiednie zwiazki sa nastepujace:

=0,
S“’=—lysin6z+~£ysinzz——isinSz
20 12 48 X
1 1
(1) et
2. T 5gt.T am
1.2.9 S(l)————lysinZz—-—l—ysinGz—I—iyzsin82+
(1.2.9) 2 90 320 60
- A1 smlOz—{——sml2z
201607 6144
19
() — = =% "
i =5 vaat
317 5561 5
) — 2= e 4 z
2 8640007 T 6048007 T g8a736"

Pominigto tu réwniez S{¥ oraz S{). Wstawiajac powyzsze wyrazenia
do réwnan (1.2.1) i (1.2.2) mamy przy zachowaniu oznaczen (0.6)

1 1
(1.2.10) b,=4+ 2,,2__?%_?),;_

Cer e S
3 7271727 19872

1 e 167 2
T 6144 2 11520y12+864y1+ 4

oo

(1.2.11) S,= 23‘2)+251n(2r+2)z

r=0
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gdzie
BP =1,
e = 1] 151 5
(2) — — S 3 G
B =g T 55877 T 330407 " Irzgtit
1 1 1 1 1
(2) — — 3 2 P
(1212) BG 16 V2 e 256 72 + 671 - - 12 288 V2 + 1440 Y172 ¥ 4
11 49 1
(2) — e 2 A
B’ =1420717 " 35800717 35071 T
B2 — 1 2_|_ Y2y _'_iys_f_..._
10— 76872 " 345607172 9216 2
Przyjmujac w (1.2.10) y, =0 oraz y, =—3q mamy
(1.2.13) b—4— q it

za$ dla y,=0, y,=—2q i b,= 4b, znajdziemy

1 1
(1.2.14) by=1—q—¢’ + L
Jesli we wzorach (1.2.12) przyja¢ y,=0, y,=—1q, to
1
(2) — (2) — _— 2
o e VS B
(1.2.15) i 4
(2)=__ By g
B i 13824‘1 2 o 230409 T

Wspélezynniki te odpowiadaja pierwszym wyrazom pierwszych wsp6i-
czynnikéw rozwigzania S, réwnania M a t h i e u. Gdy przyjaé przeciw-

nie y; =0, y,=-—2q, to znajdziemy
1
(2) — (2)=.____ Bl o
(1.2.16) 1 1 ‘
o) i 5 Rl (2) — = i)
SChE T e e

Sa to pierwsze wyrazy poczatkowych wspoélczynnikéw rozwigzania
réwnania Mathieu, ktéoremu odpowiada warto$¢ wiasciwa (1.2.14).
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Dla n = 1 znajdziemy, ze

Cetata B
HATH 5 i 4 127 T 1507

1 L+

540001

Z8Bl ., 4 8
T 37800717 T 5509578

Odpowiednia funkcja wynosi

(1.2.18) Si= D BY,,sin(2r+2)z,
r=0
gdzie
1 2 1 1
B§4’=—§?1—4—57172+"', B§4’=ﬁ?2+ﬁﬁ+”',
17
(L2.19) ) Bf=1, Blj=c 571t
1 1 1
d) — oo e 4) —_ 7,2
Bi=pn—ggnnt-, B =1ssen t -
Dla y, =0, y, = —}q otrzymamy
. T SIE
(1.2.20) L e

za§ gdy y, =0, y,=—2¢q, b,=4b,, to

RO __i 2 5 4
byt~ by @t

Wspélezynniki (1.2.19) przyjmuja réwniez przy powyzszych zatoze-
niach warto$ci odpowiadajace rozwigzaniu réwnania M a t h ieu. Do
podobnych wynikéw dojdziemy, gdy w ukladzie (1.2.3) przyjmiemy
n=2,3,...0graniczymy siedon = 2. W tym przypadku podamy jedynie
posta¢ warto$ci wlasciwej

Bt Lot e P i P A
(1.2.21)  b=36 + =98 + 1294 5607172 1 195 %2 + g1 990 73

43561

18
43! 2 A
8467200717 T 374200071 T
Jesli yg=oy }’1=_.%q' to
A g 2 187 &
(1.2.22) by =36 + 5 q + 2300000 ¢ T
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gdy za$ y, =0, y,=—2gq, by=4b,, to

1 B
(1.2.23) _9+16q 649 T 304807

Wracajae do réwnania wyjéciowego (0.1) przy uwzglednieniu oznaczen
(0.2), (0.3) i (0.6) otrzymamy z (0.7) postacie rozwiazan dwuparametro-
wych funkeji Hilla

oo

Con (t; 71, 72) = Z A@" cosrt,
=0

(1.2.24)

S2”+2(t 19 72) b Z 322,'122) sin (1‘ + l)t-
r=0

Podane uprzednio wartosci wlasciwe (1.1.5), (1.1.11), (1.1.15) i (1.1.16)
obecnie przyjma postaé

1 1 3 7 S
(1.2.25) lc“(Vi,Vg)=-—“2~ﬁ——8*?§—§7?7’2+2"@7’3_%737’§+
7 4
Eeh T,
e ey Segio ko o A2k, ok gte
1220 Aelmy)=1—Fn+ph—gh—gprint 5n
763 _‘523?L22 S i
—3a56"1 T 26080717 2457672 T
1 5 31 763
1.2.27 B g Ol 0o
(1220 Ao lry) =4+ 5571+ g7~ mag i gp1 1887 —
1997, , 433
~ 268800717 T 31600071 T
LRl 701642280125122
Ze wzoréw (1.2.10), (1.2.17) i (1.2.21) mamy
229 A 00 RS Ros. Lo L e o oF L,
172 272 12N 32T 9gg1ie T g Y2
1 e 167 , B
245767 " 260807172 T 35671 T
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TRIET . e 817 - .,

i 3 - & . b
(1-2'30) 182(71172)—4_‘_30'}’1 4872+ 720 717’2 216 00071+
551,
T 1512007 +221 ea”t
(1231)  ys () =9+ o= 9l + g — =2y +—1—y3+---
; s, Y1172 7071 T 6472 22407172 T H1g 72

Jak wspomniano na poczatku, zbiezno$¢ szeregéw (1.2.24) - (1.2.31)
jest prawdopodobna dla dostatecznie malych y, i y,.

Z podanych wyzej zwigzkéw wynika parzystosé wartosci wtasciwych
ze wzgledu na parametr y,; mamy wiec:

Zs‘ (7’1 ) 7’2) = lS, (= Y10 '}’2)’ z'cl (7’19 72) = 2‘6’, (= 71 72),
(1.2.32) }“52 (71 ) 72) — j-sz = Y1 72)’ )~c2 (?’1: 7’2) = z-c,2 (= Y1s '}’2)’
}'5:‘ (7’1 ’ 72) = }“sn (__ Y1 72)7 lcﬂ (Vl, '}’2) = ;“(;_: (_ Y1 '}’2)-

1.3. Rozwiazania parzyste tvpu polokresowego

Przechodzimy obecnie do trzeciej postaci rozwigzan (0.7). W celu
otrzymania ich podstawmy do réwnania (0.5)

(131) a=a, =2n+12+d""q+a"q*+a®q® + aPq* +

(1.3.2) y=C,,,,=cos(2n+1)z+C{Pqg+CPq®>+CPMq®+ Cg")q +
Stale (zalezne od parametru) o{”, af9,.. oraz funkcje zmiennej

niezaleznej z C{®, C{",.. wyznaczymy podobnie jak w dwu poprzed-

nich punktach z warunku okresowosci rozwigzania. Po podstawieniu

funkeji (1.3.1) i (1.3.2) do réwnania (0.5) i przyréwnaniu odpowiednich

wspblezynnikéw do zera mamy nieskonczony uklad réwnan:

—(@2n+1)2cos(@n+1)z+ (2n + 1)?cos(2n + 1) 2=0,

Ci + (2n 4 12 C + ol cos (2n + 1) z—ycos (2n + 3) z—
—ycos(2n—1)z—cos(2n + 5)z—cos(2n—3)z=0,

Ci™ + (2n 4 1)2CP + o C{ + af cos(2n + 1) z—

(1.3.3) —2yC{Mcos2z—2C{"cos4z=0,

Ci + (2n + 1)2C + af® CP) + ol C{ + oM cos (2n + 1) z—
—4yClcos22—4C"cos4z=0,

é&n) +(2n+1)2 C(n) + a(”’ C(n) + a(") c(n) + a"” C(n) +
+ a‘”’cos(2n+ 1)z—2yC"” cos2z2—2CMcos4z=0,

('n—O i )
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W dalszym ciggu zajmiemy sie¢ rozwigzaniami ukladu (1 3.3) dla
=01 0
Jesli n = 0, to
(1.3.4) 6‘10’ 4+ C¥ + al%cosz—ycos3z—ycosz— cos 5z — cos 3z = 0. |
Warunek rozwigzania okresowego daje

{1:3.5) all =y.

Z réwnania (1.3.4) dla (1.3.5) mamy

L 1
(e et
(1.3.6) C! 3 (14 y)cos3z 94 €08 52

Z drugiego réwnania uktadu (1.3.3) znajdziemy

1 1
(e e R 2
(1.3.7) o 8 Y
oraz
1 2 /el 1)
L1 S 2 e 2 R
18.8.8) CP= 64(y -+ 3 y)cos3z+96(2 2+ 3 y}cos5z+

1 /1 1
+§E(—3—y+ 4)cos7z—}—1920c0592

Z rozwigzania réwnania trzeciego ukladu (1.3.3) otrzymamy

1 1 1
et s s e = a8 ey
(s % 1447 487 " 6a?
oraz
L e e | £ 14
(1.3.10) CP= 1536(_ E T 7T 2)cos 3z+———1536(3 e s

1 37 L X £ 4
S 2y+90) cos5z—3072(3y Y 5 y)cos7z

1 2 598 1 :
46080( + )00592 46080( 5}’+1)cosllz—mcosl3z.
Analogicznie mamy

(1311)  af—— b ey B LD
> e 1152 6912 576 4320°
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- Po podstawieniu znalezionych wartosci do szeregow (1.3.1) 1 (1.3.2)
i uwzgledniajac oznaczenia (0.6) mamy

2 1 S
(1312) a=1—2p—on—Sh—nn+pnntgint

1 1 B 5 5 11
+tgf gt it T gt tagn it agrat .

(1.3.13) C,= Z Al conlr L 1)2

r=0
gdzie
ap =1,
1 1 1 1 19 1
(1) — — e MRy
A=gnt grn TN TN et i T gt
1 U Bl
T T g%
(13.14)

1 1 1 1 gl
Al =ht it — 1l — 15"

b o N
384”1 78072 T

1 1 1 1 it
)= T TR L W, S Deieits ey T RReTS
AT = tgg” T 155" 3eat1% T ggpni 2t

Jesli przyjmiemy we wzorach (1.3.12) i (1.3.14) y,=0, y,= —4q, to

- 1
oraz
1 1 g
() —— ety 8 et B
A BT Tt T
(1.3.16)
(l)-—__
4= +1152q .
i
7 9216
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Latwo sie przekona¢, ze wzory (1.3.15) i '(1.3.16) pokrywajg sie z od-
powiednimi wzorami dla réwnania M athie u Jesli zas§ w (1.3.12)

i (1.3.14) przyjmiemy y, =0, yo=—2q i a, =4a,, to mamy
i Al 2 ¢
(1.3.17) P q e 135 S
oraz
1 37
(1) — (1) — — —_ s a8
Al 1’ A5 6 q + 2160(1 + ’
(1.3.18) 4
(1)—___ ) —_— g2 ...
A q+ 48‘1 ;g Al 524 + e

Dla przypadkéw n = 1, 2 (do ktérych sie ograniczamy), podamy tylko
wyrazenia dla wartoéci wlasciwych. I tak, gdy n =1, to z ukladu (1.3.3)
znajdziemy

(1'.3.19) e Rk T € S T e
5 127 LT R
64 71 5 720 71 ‘}’2 50 507172 1750 Y2 :

a dla n = 2 znajdziemy

E 2__i 2 __L 2 _ll_ 4
(1'3'20) —25+ 12y1+21 72 8471 72 18y1 72+ 48384y1 +
D« 5] 1% y
T o671 T 3016717 T 15537t T
Dla y, =0, y,=—4q wzory pewyzsze przyjma postac
oraz
> 11
(1.3.22) as =251 e

48q 7ma124% T

co istotnie pokrywa sie z odpowiednimi wartosciami dla réwnania

Mathieu. Jesliza$ y,=0, y,=—2q oraz a,=4a, lub a;,=4a,, to
s R - 146 g

(1.3.23) {y = F + 5 d 876 Fan,

(1.3.24) | ——+ 9261q e
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1.4, Rozwiazania nieparzyste tyjm polokresowego
W celu obliczenia czwartej postaci rozwigzan (0.7) niech
(141 a=by, =Q@n+1P+"q+"¢" +"¢" +"q" + -,
(142) y=S,, =sin@2n+1)z+S"q+SM"q*+SPq®+ S{"q* + ---
Odpowiedni uklad réwnan jest nastepujacy:
—2n+12sin2n+1)z+ (2n+ 1)?sin(2n+ 1)2=0,
St 4+ (2n + 128" + g sin (2n + 1) z—psin (2n + 3)z—
—ysin(2n—1)z—sin(2n + 5)z—sin(2n—3)z2=0,
§‘2”) + (2n + 1280 4 M S 4+ B sin (2n + 1)z —
—2y8{Mcos22—28Mcos42=0,

S+ (2n + 1)280) 4 B S + B S™ 4 B sin (21 + 1) z—
—2ySMcos2z—28SMcos4z=0,

(1.4.3)

.........................

Dla n = 0 otrzymujemy:
(144) ==y

(1.4.5) S‘1°)=%(1——y)sm3z—-ism5z.

(146) fP——gU—p'—5y,

(1.4.7) S%"’"%(; —3~)s1n3z+ (1 —%y)smSz—!—

+916(:13 y———%)sm7z—|— 192Osm9z,

(1.4.8) g°’—~614y —-R—y + 1447/,

(1.4.9) Sg’)—7—(158(}3—4 —%yz—l ——%)sm3z—|—
—l—ﬁ(%;ﬁ—%f——i;ﬁl— )sm52+—768(1y —i—yz-—%y3)sin7z+
+§76(15y—1—16 )sm92+5:)ﬁ(1——§ )sinllz 322560 sin 13 2
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oraz

(1.4.10) 0 — Lo g s © 25

5367 1152 Ta304” 576

r 21320

Ze wzoréw (1.4.1) i (1.4.2) uwzgledniajac oznaczenia (0.6) mamy

2 1 1 1 1
(1411)  b,=12% 271"575 +7’17’2—§'}’%_“§7§+§'?’%'}’2_‘1‘§7’173—

e s D L,
96 71 72”1y‘b’+144717’2 6717 T g T

oraz

a2 S, = B“L sin ( 2r+ 1)z,
2r+1

r=0
gdzie
B =1,
gendl] 1 1 7 19
R e EaT o e Rt w v e
Bl=gn—gntighi—ghn1ghntagnint
e
Tzt gt
(1.4.13) (1)=i & =1 el S Sl
B =fantgh mnh 192”1”2+1447’1Jr 4””2
37
“1rzs0 et
1 1 1 1 1
)= o EERe S SRR e LR
Br=mnh ggtr1gp”1 "2 T gean e T st

............................

Jesli we wzorach (1.4.11) i (1.4.13) przyjmiemy y,=—%q, 7.=0, to

( L 1 4
(1.4.14) by=1—g q +64q 15369 T
oraz
B{) =
i uod %3
Bs q+64‘3‘ 1536qu

(1.4.15) s e 14,
By =190 11527 T

...............
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Wzory te pokrywaja sie z odpowiednimi wzorami dla réwnania

Mathieu. Jedliza$ przyjmiemy y, =0, y,=—2q, b, =4b,, to
otrzymamy :
= 1 2
(1.4.16) : bl_z——q e 135q o %
oraz
- (1)-—___.__ 3
Bf 1 B 0 e 2160 = ten,
(1.4.17) 1 3
) — — qg— [ P R B
bk 48q e B 249 T

Zauwazmy, ze G, =b, oraz ze

1 1 1 )
Air) 1_B£r+l A‘(lr)+3‘_—B,(4,)+3 (T—O, 1, 2,...).

Rozwigzania (1.3.13) i (1.4.12) réznig si¢ wiec fazg dla y, =0. Mamy
mianowicie S; (7/2 +2; 0,y,) =C,(+2;0,y,). Uwaga ta odnosi sie réwniez
do dalszych wartosci n.

Dla n = 1, 2 podamy tylko wyrazenia wartosci wtasciwych, mianowicie

1 2 1 3 13
(1.4.18) bs=9+~,Iy?*7172+’g?§+—7?—§57f7/2+f2707§+
5 Ag 7 73
a10) oipiegs e s e p 2 s 1 s L 1a s
" . 12V1 2172 ga”1 2 T 1g”1 2 T 4g3ga
5 3
_%71”2+2016“”2+18522”2+
Jesli y, =0, 71=—%q, to
11
— — 2 "o
(1.4.21) b, 25+ g

Wzory te istotnie pokrywaja sie z odpowiednimi wzorami dla war-
tosci wlasciwych réwnania Mathieu Gdy y,=0, y,=—2q oraz
b;=4b, i by=4b;, to

146
e
+4 59 8759

o'
w

(1.4.22) gt

=
4
=~ 25 8
(1.4.23) by=" +5 2+9261q i
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Wracajagc do réwnania wyjSciowego (0.1) i uwzgledniajac oznaczenia
(0.2), (0.3) i (0.6) otrzymamy ostatnie dwie postacie dwuparametrowych
funkecji Hill a.

1
Coni1(E71,7) = 2 Agz"“)cos ;_

=0

L,
(1.4.24)

+ 1
Synis (6 700m) 20;’ B sin 271
P

Podane w p. 3 i 4 wartosci wlasciwe (1.3.12), (1.3.19), (1.3.20), (1.4.11),
(1.4.18) i (1.4.19) odpowiadaja réwnaniu (0.1) w postaci nastepujacej:

¥ Sl

1 1
NS, i (e g el —— ANt AR
1 5 25 5

i? _!L3__4 AT | Eemidin, P | —4...
T a7t i gga i T ggg it greiva T gt qgge it

9 1 1 1 3
(1.4.26) c» vy y)) = +16 R ?1?2+I’67§—3—2?§—% %t
13 . 127 7 =
t 512071 2567172 28807172 2007172 7000 72 T
95 * 1 1 g 1
(1427) Ag, o7 =T+ Nt 31— g7t
T TR PR B R (g By
193536 /1 " 2304 172 T goga V172 74088 2 ;

Jazsod

1 1 1 1 1
(15.28)° 4, (W e+ a5l st
5

BT B . L L S e P
72 1727 gga 238”1”2+576 AN 1ag %1%

4
1080 72T

V=2 1 Py 3 ;
(1.429) 45, py) =7 +igh—gnntgnh+ 357‘;‘—8—0 Vit
13 127 i o
512071 T 256 V%" oggp Y17 T 200 M1 %2000 2T
25 1 _]L 2Mi 2 _}_ 2
1430 A, o =FH@gntpri—gprintpnit
11 5 3 _5_ & s B ST ¢ SN
+ 03536 "1 2304717 T 5062 172 T 7aogs 12 T
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Z powyzszych zwigzkow widaé, ze
}'C\/z (1 ?’2) == }'5\/, (e 715 }’2) ’
(1.4.31) ey, (¥1, va) =Asy, (— 71, 79),

]'CB/, (71 ’ Vz) = }'Ss/, (_ Y1 72)
oraz
: AC:/, (0, 7’2) = 151/, (0, 72)’

(1.4.32) ;*Ca/’ (0) 72) = zsa/, (0’ Y“?)’

AC% (0’ 7’2) == ASE/’ (Oy }’2)-

Zwiazki (1.4.31) sa stuszne bez wzgledu na znak 91 1 5. Do tych sa-
mych wynikéw dojdziemy, gdy w réwnaniu (0.5) ‘pPrzyjmiemy

g ===n2yy y=12~, p(2)=cos2z+ ycos4dz

%

i rozwiazemy je metodami zastosowanymi w calej obecnej czesci.

1.5. Obiekt statecznoéci dynamicznej dla réwnania (0.1)

Z teorii liniowych jednorodnych réwnan rézniczkowych wiadomo, ze
réwnanie (0.1) przy pewnych ustalonych wartosciach y,, y, i 4 posiada
dwa rozwigzania liniowo niezalezne, tozsamo$ciowo nieréwne zeru i takie,
ze kazde inne rozwigzanie jest ich liniowa kombinacjg. Jesli wszystkie
rozwigzania réwnania (0.1) dla t >0 sa ograniczone, to méwimy, ze réw-
nanie to okresla ruch stateczny. Jesli istniejg rozwigzania nieograniczone,
to powiemy, ze réwnanie okre§la ruch niestateczny.

Obierzmy prostokgtny uklad odniesienia Y1, Yo, A. W ukladzie tym
zwigzki (1.2.25) - (1.2.31) oraz (1.4.25) - (1.4.30) przedstawiaja powierzch-
nie Acm (y1,%2) 1 Asm(yy.95). Jesli w réwnaniu (0.1) przyjmiemy y, =0, to
wspomniane wyzej powierzchnie na plaszczyznie (y,, 1) wyznacza linie
krzywe, ktére przedstawiajg tzw. karte statecznosei Ince-Strutta
dla réwnania

(1.5.1) Y+ (A+yp,cost)y=0.

Gdy za$§ w réwnaniu (0.1) przyjmiemy y1=0, tzn. na rys. 1 rozpatrujemy
punkty plaszczyzny y,, 4, to na niej otrzymamy karte statecznoéci Ince-
Strutta dla réwnania

(1.5.2) Y+ (A+ypycos2t)y=0.
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Linie odpowiadajgce wskaznikom ulamkowym pokrywaja sie w tym
przypadku [por. (1.4.32)]. W przypadku y,# 0, y; # 0 otrzymane po-
wierzchnie dzielg przestrzen odniesiong do uktadu (y,, ys, 4) na przestrzen-
ne obszary stateczne i niestateczne. Para-

merty 9, 1y, moga by¢ zwigzane zaleznos$- A
cig funkcyjna
(1.5.3) =1 (). ‘

Otrzymane zwigzki i w tym przypad- H=2 &
ku dajg karte obszaréw statecznych i nie- =
statecznych. Gdy w szczeg6lnoSci zalez-
no$é (1.5.3) jest liniowa,

(1.5.4) y1=ays, .

znaczy to, ze obiekt statecznosci zostaje ;‘z’/’z
przeciety plaszezyzng, ktérg powierzchnie 1

graniczne dzielg na plaskie obszary sta- o ;:: o
teczne i niestateczne. Podzialu na obszary Zlee “xs—,/z_'—_*"
stateczne i niestateczne, ktére okreslimy w (Gl e

oparciu o twierdzenie O. Haupta, [2]. ' i;(ca\

Ustalmy parametry p, iy, dla uprzed-
nio otrzymanych wartosci wlasciwych.
Dla kazdej pary tych wartoSci mozna wartosci wlasciwe ustawié
w dwa ciagi niemalejace:

dla rozwigzan typu pelnookresowego

(1:5:5) oo s A — A5 < Ac,=1s, <

oraz dla rozwigzan typu po6tokresowego
(1.5.6) }-C:/2 :<: ZS:/’ < }-C:/z g 151/2 < le/z § 155/'2 < S

przy czym kolejnos$¢ As; oraz Ac, dla tego samego i zalezy od y, lub y,.
Z twierdzenia oscylacyjnego wiadomo, ze zawsze ma miejsce rozktad

€1:6.7) ro= ﬂ.c./ﬂ gls,/z A =15< Z.C%E 13,,2 < vy

Powiedzie¢ mozna inaczej, ze posuwajac sie w dodatnim kierunku osi 4
(przy ustalonych y, i ;) natrafiamy na dwie wartosci wtasciwe (z wyjat-
kiem pierwszej Ac,) typu polokresowego i nastepnie na dwie typu pelno-
okresowego. Twierdzenie Haupta w zastosowaniu do naszego przy-
padku ma sens nastepujgcy. Przy ustalonych 7, i y, prosta réwnolegla do
osi 4 i przechodzaca przez punkt (y,, y,) przebija powierzchnie graniczne
w nieskoficzonym ciggu punktéw 4; wystepujacych w ciagu (1.5.7). War-
tosci A4 lezgce miedzy punktami, nalezgcymi do réznych typoéw wartosSci
wlaéciwych, daja rozwigzania stateczne, za$§ pozostale wartosci 2
daja rozwigzania niestateczne. Wartosci 4 z przedzialu od — oo
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do Ac, daja rozwigzania niestateczne. Jesli A; jest podwdjng wartoscig
wiasciwg (co odpowiada punktowi przeciecia sie dwu powierzchni gra-

520 _ >0 >0 %<0

l

LT umu ; MW

e ..ummnumlmmu||m|||||m|||I|ll|IIII |||"I
2 ||||||I|

111k bl

%Sor=Cos um IIIII II

S

Iml lllllllllllummm
3 S ||l||||||m”" "mlmm mm l
1 i
S; =N\ C ! [ 1l||I,"'m""""""lIlllnu|.,"‘
1, 1 {Qy
5 1 iz .ul"!!!%""w .
e PR
4 4 N
Rys. 2 Rys. 3
%<0 5 <0 <0 , X51>0
Cz (73
Sz w" 2 C, l” o
S, S;
Cy 33/2
N S3p=C3, S3=C3p n L;-’é i
C ' t, G
Gy
1 1 s,
Sy S1 S
C,Q S, { S&-L‘ [g e
s 0 vz
0 (]
e I \
Rys. 4 Rys. 5

nicznych), to rozwigzanie jej odpowiadajace jest stateczne. Inne punkty
powierzchni granicznych dajg na ogél rozwigzania niestateczne..
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- Rysunki 2-5 przedstawiajg czeSci rozlozonych poiptaszczyzn dziela-
cych przestrzen y,, y,, 4 na ¢wiartki. W pierwszej éwiartce y, >0, y,>0,
w drugiej y,>0, y,<<0, w trzeciej y,<<0, y,<<0, w czwartej y,=0, y,<<0.
Z rysunkéw 2 i 3 widaé, ze powierzchnie Ac, i 4s, przecinaja si¢ wzdluz
pewnej krzywej polozonej w ¢wiartkach 1 i 2. Praktycznie wazne jest
podanie wartoéci y, i ¥, odpowiadajgcych linii przeciecia. Otrzymujemy je
z réwnania Ac,=4s,. Ograniczajagc si¢ do uprzednio wyznaczonych przy-
blizonych wartoéci wlasciwych mamy réwnanie dwukwadratowe

1 4 5 1
oSN O Wl el Al 2 T Sremed i ) R

a stad

Bl 4 £ 1 ioeol 5 )2 8 1 )]
e o i SR i o RS IR T
7‘_4[(2+9V2+3672)i]/(2+9”2+3672 9(72 256 72/

Obieramy znak dolny, gdyz dla 5
72 = 0 powierzchnie Ac, i 4s, nie &—w Lo |

przecinaja si¢ poza przypadkiem

|
¥, = 0. Dla znaku minus powinno by¢ \ g 05 //

7, =0, gdyz dla y, << 0 przy matych |y,| e
mamy y} <<0, wiec y, byloby urojone. ! /
Zalezno$é y, od v, podaje tablica 1, l 0 5

na podstawie ktérej sporzagdzono wy- -7 =05 05 U
kres przedstawiony na rys. 6. Na rys. Rys. 6
2-5 obszary stateczne zakreskowano.

Dos¢ obszerne omoéwienie zagadnienia mlalo na celu z jednej strony
nawigzaé¢ do wynikéw metody stosowanej w teorii funkcji M athie u,
z drugiej za§ — umozliwi¢ zwiekszenie dokladno$ci obliczen w zastoso-

o hlica4 waniach. Rozwazania te mogg réwniez stanowié
uzasadniong wskazéwke dotyczaca przyjmowania
postaci rozwigzan typu (0.7) przy postepowaniu
posrednim w przypadku, gdy funkcja o (2) w row-
naniu (0.5) bedzie miata okres rézny od .

Przedstawiona pierwsza cze$é niniejszej pracy
rozpatrywana by¢ moze jako oddzielna catosé.

=+0,62 vy, = 0,2
71 ==k 0,86 7, = 0,4
71 ==11,00 y2=10,6
Y1 ==+1,07 v, =0,8
==+11 y2 =10

CZESC II

Otrzymane w czeSci pierwszej wyniki zastosujemy do rozwazenia
statecznosci dynamicznej plaskownika. Statecznosé statyczna takich ele-
mentéw konstrukeyjnych zostala juz do$¢ gruntownie opracowana, [5],
natomiast problemy stateczno$ci dynamicznej tych ustrojow sg opraco-
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wane stabo. W pracy [7] autor zajmuje sie przypadkiem, gdy plaskownik
obcigzony jest na podporach momentem

(2.0.1) "M (t) = M, cos wt.

Dla takiego obcigzenia i dla warunkéw brzegowych wolnego podparcia
zagadnienie sprowadza sie do dyskusji rownania Mathieu. Praktycz-
nie wazne znaczenie przedstawiaja zagadnienia statecznosci dynamicz-
nej przy dowolnych warunkach brzegowych, je§li obcigzenie stanowi
moment okreslony wzorem

(2.0.2) M(t)=M,+ M, cos wt.
Staty skladnik momentu M, w_sposéb istotny zmienia zagadnienie. Roz-
patrywa¢ bedziemy réwniez site osiowa

(2.0.3) P =P, + P, cos wt.

2.1. Przyblizone réwnania ruchu -

Dla ptaskiej belki o malej grubosci b w poréwnaniu z wysokoscig h,

o dlugosci 1, réwnania rézniczkowe ruchu wyprowadzimy na podstawie
teorii przyblizonej stosowanej w zagadnieniach statycznych, [1].

Mit) M) Niech belka be-

e P e A3 dzie utwierdzona tak,
n ze konce jej moga
) |lla : 5" P(t)  x swobodnie obracaé

r //ﬁP ' : : i lﬁ' STEY sie. . s plas%czyénie
27 5 2 poziomej xz i piono-
| wej xy przy niemoz-
liwym obrocie okoto
Rys. 7 osi x belki (rys. 7).
: Obierzmy dwa uktla-
dy: staty x, y, z oraz ruchomy (lokalny) zwigzany z poprzecznym prze-
krojem belki x = const ¢, 9, . Osie n i pokrywaja sie z kierunkiem osi
gléwnych bezwladnosci przekrojéw. W stanie nieodksztalconym osie
gléwne bezwladnosci przekrojow leza w pleszezyznach xy i xz, a $rod-
ki tych przekrojéow leza na osi x. Niech v i w oznaczaja przemieszezenia
punktéw osi belki po odksztatceniu. Pomijamy przemieszczenia u w kie-
runku osi x. Réwnania réwnowagi statycznej odksztalconej osi belki zo-
staly wyprowadzone w pracy [1] i podane s3 réwniez w [5] (s. 210).
W przypadku obciazenia sila osiowg

Yoy

(2.1.1) P = P, = const
1 momentem
(2.1.2) M=M,= const,

202



odpowiednie réwnania rézniczkowe sa nastepujace:

do dw
o Yo 0

2

a2
(2.1.3) B, g5 + M+ Pov=0,

d2
By gz —Mep+Pow=0.

W réwnaniach tych C = GF*/40 (J, + J;) oznacza sztywno$é na
skrecanie, F pole przekroju, J, i J. odpowiednie momenty bezwtadnosci.
W przyblizeniu

h b?

b b
g e ey S\ o
(2 3 (1 0’63h)G (O<h__0,5).

Symbole By i B; oznaczaja odpowiednie sztywnosci zginania:

hb? Kb
(2.1.4) B, = <o -E, B.=—’E.

Pierwszy zwigzek (2.1.3) uwaza¢ bedziemy za prawo Ho ok € a, [6],
(tabl. 12). Rézniczkujac pierwsze z réwnan (2.1.3) jednokrotnie, a dwa
nastepne dwukrotnie wzgledem x i rugujac z ostatniego d®g/dx® znaj-
dziemy

d'v

i a?
BZ 4+ s

g " oga= "

(2.1.5)
d'w (Mg P)dzw :
- SRR R

Dolaczajac do powyzszych réwnan sily bezwladnoéci pochodzace
tylko od ruchu postepowego (pomijamy bezwladnos$é pochodzacg od obro-
tu) i zastepujac M, i P, odpowiednio przez funkcje (2.0.2) i (2.0.3) mamy

Fw  Pw

(2.1.6) B, 5L 4+( +p) T8 rmZ2 o,
4 02 62

oy TR L

Dla réwnania (2.1.6) przyjmiemy warunki brzegowe
(2.1.8) w (0, t) =w (l, t) = Wyxx (0, t) = Wgxx (l, t) S 0 ’
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zas dla réwnania (2.1.7) warunki

(2.1.9) v(0,t)=v(,t)=0
oraz z drugiego réwnania (2.1.3)
0%v
(2.1.10) [Bz "Tcz]x—o l————M.
Przyjmujac
2.1.11) v(@) =00+ 5 zl—D M@
r4

doprowadzimy réwnanie (2.1.7) do postaci

0% v, 0%v, oty
(2.1.12) B: 5z TP tmaa =f(= ),
gdzie .
7 m d*M
{2:1.13) fla: t)=E [PM—-—?x(l—x) izl

z warunkiem brzegowym (2.1.8) dla funkcji v, (x, t). Mamy wiec do dy-
skusji dwa niezalezne réwnania rézniczkowe; jedno (2.1.6) jednorodne
oraz drugie niejednorodne (2.1.12) przy tych samych warunkach brzego-

wych typu (2.1.8).
Z postaci P(t) i M(t) i ze wzgledu na to, ze

oo

e 1 nwx
(2.1.14) = — sin ——
e
mamy '
2.1:15) f(x,t) =a,+a, (x)coswt+a,cos 2 wt,
gdzie
o =1  nzx
Qo ik ;’g; = sin ——=
2
8, (&)= FolM, _IIB_ZMO L e mZMI;,w x(l—x)=
28 1, ;
e e (— 1)
(2.1.16) nn; *n
_PM,_ 2 vVA—(=1] . nax
- 232*“%,;: § 8k
_ PyM,+P,M, mM,ol
"I Bz nznng ;
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Rozwigzania réwnan (2.1.6) oraz (2.1.12) szuka¢ bedziemy w postaci
szeregow

(2.1.17) w(x, t) 2 2a (1) sml“‘—x
n=1

{2.1.18) e 1= 2 Yn(t) sm~—m
=1

ktore spelniaja podane warunki brzegowe.

Podstawiajac szeregi (2.1.17) do réwnania (2.1.6), zas (2.1.18) do (2.1.12)
otrzymamy dla kazdego n = 1, 2, 3, ... odpowiednie réwnania zwyczajne.
Jesli przyja¢ wt=17, to mamy

o2

(2.1.19) Z, + 51"+ u cost + p cos 2 7] 2a =0 n=1,%z)

) Mo
gdzie

n’a® | By n?x? M
)2 R
n mlz [ lz (C +P0)]
przedstawia kwadrat czestosci drgan wtasnych oraz gdzie
Mo = 1+ s,
(2.1.20) e 2M0M1+P1C e M%_
: s Mi(n)_M' '(2)‘ ) o 2(Mi(n)___Mg)'

Kwadrat momentu krytycznego przy ustalonym P, wynosi

g3
(2.1.21) M2 —=C ("Tjﬂ By—-Po).

Parametry u, i up nazywamy odpowiednio pierwszym i drugim wspoét-
czynnikami pulsacji.

Réwnanie zwyczajne odpowiadajace réwnaniu (2.1.12) jest nastepu-
jace:

‘e 2[1 — (—1)]
(2.1.22) e - [14-pu" cos 7] yn = “['m—azm“— lag+ ancos 7 +aycos 27]
=425

gdzie

2

7 i pin — BeB @
1 P}z") SEEN PO ’ k 12 ’

(2.1.23)

Rozprawy Inzynierskie — 3 205




zas a,, ani a; maja znaczenia podane przez wzory (2.1.16). Dla P, =M, =0
rownania (2.1.19) i (2.1.22) okre$laja drgania wlasne. Zauwazmy réwniez,

M,<U
a_——

My>0 =]

P>0

Q)'a' /‘ Apcn— =

Fp0 \Mod0 I

Pi<0

M0 M0

Rys. 8

ze prawa strona w réwnaniu (2.1.22) jest rézna
od zera dla nieparzystych n. Wtedy przedstawia
ono niejednorodne réwnanie Mathie u. Ogra-
niczamy sie do przypadku, gdy B.>B,, a
wige biorgec pod uwage wzory (2.1.4), gdy
(b/h? < 1. Jedli dodatkowo P, i P, sa
bardzo mate wobec P{"), to wspéiczynnik pul-
sacji u{™ jest bardzo maly i ze wzgledu na zaw-
sze wystepujgce ttumienie nie ma praktycznego
znaczenia ([8], s. 273). Przy u{"=0 mozliwy
jest rezonans w sensie zwyklym, gdy @,/o=1, 2.
Poniewaz jednak ze wzoréw (2.1.20) i (2.1.23)
wynika nieréwnos$é
On <Oy,

przeto przy nizszych czestoSciach katowych o
moze mie¢ miejsce jedynie ruch niestateczny
okreslony réwnaniem (2.1.19). Z tego wzgledu
w dalszym ciggu zajmiemy sie tylko réwnaniem
(2.1.19).

Rysunek 8 przedstawia rézne rodzaje wza-
jemnego dzialania na belke sity P(t) i momen-
tu M(t) przy wustalonym zwrocie P, Znaki
przerywane (dolne) odpowiadaja znakom ciagg-
tym (gérnym), gdyz w réwnaniu jest M2 Zja-
wisko zresztg musi byé symetryczne. Zawsze
jest spelniona nieré6wnosé u, <<0.

W przypadkach i (por. rys. 8) mamy odpowiednio

oraz

Stad ul = — ull.

. PC—2MM,
Hl— Mz Iw(z)
n__ 2M,M,—P,C
{4 MM

W przypadkach III i IV znajdziemy

oraz

stad wynika ' =—pu}".
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Z powodu symetrii obszaréow statecznyeh ‘i niestatecznych wzgledem
plaszczyzny (4,y,) (rys. 2 i 4) dwa pierwsze przypadki oddzielnie jak
réwniez dwa drugie oddzielnie sa réwnowazne. Jegli P;=0 lub M,=0,
albo tez M, = 0, to wszystkie cztery przypadki s réwnowazne. Przypa-
dek V sprowadza sie do III lub IV z tym zastrzezeniem, ze M,= P,e,
M,=P,e.

2.2 ‘ Priybliione okreslenie pierwszych obszaréw niestatecznych
dla brzegéw utwierdzonych przegubowo

Jesli przyjgé oznaczenia

&> (0K A2
(2.2.1) aéluozlr Eﬂl == Vay cpﬂz:}’zy

to réownanie (2.1.19) ma posta¢

(2.2.2) Z+(A+yp,cos 7+ pyc0s27) 2= 0.

W zagadnieniach statecznosci dynamicznej nie chodzi o postaé roz-
wigzania danego réwnania rézniczkowego, lecz o podanie zakresu zmiany
odpowiednich parametréow w przypadku ruchu statecznego albo niesta-
tecznego. Na wstepie stwierdzamy, ze réwnanie (2.1.19) sprowadza sie
do réwnania Mathieu, jesli y, =0, 270 lub y, %0, y,=0. Przy-
padek pierwszy ma miejsce, gdy M,= P, =0 lub gdy 2M M, +P,C =0.

Pierwszy warunek przy dodatkowym zalozeniu P,=0 jest przedmio-
tem pracy [7] 2).

Spelnienie warunku drugiego podobnie jak i pierwszego prowadzi do
wniosku, ze obszary niestatecznosci wystepujg tylko w poblizu wartosei
Glo=1238 5.

Je$li wiec w przypadku I lub II (rys. 8) dobierzemy odpowiednio M,, M,,
P, i C, to nie otrzymamy pelnego ciggu obszaréw niestatecznych.
Jesli M, = 0, to mamy klasyczne zjawisko statecznosci dynamicznej preta
przy sile pulsujacej osiowo z dodatkowym obcigzeniem w postaci state-
go momentu M,7#0. S3 tu juz wszystkie obszary niestatecznogci wyste-
pujace w poblizu wartosei /o =1/2, 1,3/2,2....

2.2.1. Pierwszy obszar rezonamsowy. Dla y,<<0, y, <0 z rys. 4 wida¢,
Ze pierwszy obszar rezonansowy jest zawarty miedzy powierzchniami Ac, .
oraz s, . Mamy wiec nastepujaca nieré6wnosé dla parametru 1:

(2.2.1.1) MpShS Aoy

%) W pracy tej podano, ze /0 =1,2, .. zamiast 6/o =1, 2, ... Niewlasciwy wy-
daje sie réwniez warunek (9) okreslajacy drugi obszar rezonansowy. s
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Ograniczymy sie do tak malych y, i y,, by powyzsze powierzchnie
mozna bylo zastapié powierzchniami drugiego stopnia. Z nieréwnosci
{2.2.1.1) otrzymamy

e 1 1 1
(221.2) 15 v 5od hop Ty A S

-

i 1 g -
A AR Y V2 g i g hih
Po wprowadzeniu oznaczen (2.2.1) i przyjeciu dalszych nastepujacych:
2

) 1 i & . 1
(2‘213) QZ—QE, B=,u()+—2—,u17 C:'-B—(ﬂ1+ﬂ2)z+2_4',u§7

prawa strone nieréwnosci zapiszemy w postact

1= Ty
(2.2.1.4) <p1(g)=—4—g"—Bg——C§_;’0.

Lewa strona (2.2.1.4) przyréwnana do zera zawsze ma pierwiastki rze-
czywiste, gdyz zawsze A = B? + C > 0. Wéréd dwu pierwiastkow o1 gg
drugi jest dodatni, a pierwszy ujemny, ktéry odrzucamy jako nie majacy
sensu. Nier6wno$é (2.2.1.4) jest spelniona dla

e
(2.2.1.5) o= @—2223(1+]/1+§§)=@2.
Lewa strona nieréwnosci (2.2.1.2) przy oznaczeniach
(2.2.1.6) B=‘u_i” C=~1‘(,u ,,_Iu)z_}_iljz
Wiy 1 0 2 1) 1 8 1 2 21 9
ma posta¢
(2.2.1.7) v =7 - C.=0.

Podobnie jak poprzednio mamy

: =T
(2.2.1.8) Q=9—§23 (1+]/1+_1)=— ,
A2 Ly B‘i Q2

gdzie p, jest pierwiastkiem dodatnim z dwu pierwiastkéw réwnania od-
powiadajacego nieréwnosci (2.2.1.7). Ligczac nieréwnos$ci (2.2.1.5) oraz
(2.2.1.8) mamy pierwszy zakres czestoSci katowej o rozwigzan niesta-
tecznych dla kazdej harmonicznej n:

5 =0s-

2
(22.1.9) [ 5‘

H/\
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Gdy M,=P;=0, to y;,=0, czyli g,=y9, i nierébwnos¢ (2.2.1.9) jest
speiniona przez jedyng warto$¢ w?®? = p,, ktéra, jak wynika z twierdze-
nia, daje rozwigzanie stateczne. Odpowiada ona podwéjnej wartosci wla-
sciwej (na rysunku linia przerywana Cy» = Si2). W przypadku tym pierw-
szy obszar rezonansowy nie istnieje. Przyjmujac w poprzednich oznacze-
niach M, = 0 nieré6wnos$é¢ (2.2.1.9) okre§la pierwszy obszar rezonansowy
dla preta przy sile osiowo pulsujgcej z dodatkowym obciazeniem stalym
momentem M, £40.

2.2.2. Drugi obszar rezomansowy. Dla wartosci y, <<0, y,<<0 z rys. 4
odczytujemy zakres zmiany 1 w drugim obszarze rezonansowym:

(2.2:2:1) A, =A=Ac,.

Nieréwnos¢ te — wobec (1.2.26) i (1.2.29) — zapiszemy w postaci

1 _]_‘_ Bres A e i 15 9
Wprowadzajgc oznaczenia (2.2.1) i przyjmujac
»? 1 1
(2.2.23) = A=py— 5 M B= 3 u

lewg strone (2.2.2.2) mozna zapisa¢ w spos6b nastepujacy:

(2.2.2.4) 92=A9——%B§0.

Wobec tego, ze zawsze 4 = A? -+ B> 0, nier6wno$¢ powyzsza spel—
niajg wartosci
(2.2.2.5) 0= (A+VETD.

Prawa strona nieréwnosci (2.2.2.2) prowadzi do warunku

(2.2.2.6) 0 —A o+ i— B, =0,
gdzie

] b
(2.2.2.7) Ay =p+ ?Hz, B,= =3 ,u%.

Zakladamy tu, ze 4= A}— B,>0. Nieréwnos$¢ (2.2.2.6) jest spelnio-
na przez ¢ z obszaru

(2.2.2.8) 0= ; (4, + VA —B,).
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Laczac (2.2:2.5) oraz (2.2.2.8) mamy

(2.2.2.9) %MAME:EﬁégémH%%m
lub
My
(2.2.2.10) (1+ - ﬂz)[ (2+3M2)2]<
-

w
Z7§E«“* ”2b+l/”*3w+wy]

Przyjmujgc w (2.2.2.10) u, =0, otrzymujemy zwigzek podany dla pierw-
szego obszaru w pracy [7]. Z rys. 5 jak réwniez z samej postaci nieréw-
nosci (2.2.2.10) wida¢, ze nier6wnosé ta jest stuszna takze w przypadku,
gdy >0 i u, <<O.

2.23. Podamy jeszcze zakresy dla dwu dalszych obszaréw rezonan-
sowych w poblizu wartosci @/w=3/2 i O/w=2. W przypadku pierw-
szym ze wzoréw (1.4.26) i (1.4.29) wynika

(2.2.3.1)

przy czym znak goérny odnosi sie do 4, a dolny do 4,. Zakladamy przy
tym, ze 412> 0, co jest mozliwe dla dostatecznie matych p, i us,.

Jesli puy >0, us <0, to znaki nieréwnosci (2.2.3.1) nalezy zmieni¢ na
przeciwne. Nier6wno$¢ powyzsza daje bardzo waski obszar niestateczny
(zaleznie od wielko$ci y,)i przy u, =0 odpada podobnie jak w przypad-
ku 2.1. Ruch jest stateczny dla wartosci bliskich »?/@®>= 4/9 przy kaz-
dym u,. :

Dla czwartego obszaru rezonansowego z (1.2.27) i (1.2.30) mamy

2
Ut VA S o= (Ut pt+ Vi),
(2.2.3.2)
o e T

Znak goérny odnosi sie do 4;, a dolny do 4,. Nieréwnosé¢ (2.2.3.2) jest
stuszna bez wzgledu na znak y,. Otrzymane warunki (2.2:2.10) - (2.2.3.2)
majq zastosowanie dla kazdej harmonicznej (n = 1,2, 3, ...). ‘Znaczenie
praktyczne maja one dla kilku pierwszych harmonicznych. Z tego wzgle-
du nie podajemy dalszych nieréwnosci.
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2.3. Inne warunki brzegowe

W celu okreslenia obszaréw ruchu niestatecznego przy dowolnych
warunkach brzegowych zastosujemy metode K. K1lottera [3],
z pewng modyfikacja polegajaca na tym, ze podobnie jak w przypadku
poprzednich warunkéw brzegowych czestosci katowe obcigzen wymusza-
jacych drgania odnosi¢ bedziemy do czestoSci drgan wiasnych, wystepu-
jacych rzeczywiScie przy obcigzeniach statych P, i M,, a nie jak w pra-
cy [3] do czestoSci wlasnych bez tych obcigzen. Takie postepowanie na-
wigzuje do rezonansu w sensie zwyklym. Wymaga to wprowadzenia in-
nych funkeji belkowych, réznych od przyjetych przez K. Klotter a,
ktére nazwiemy uogélnionymi funkcjami belkowymi.

2.3.1. Uogélnione funkcje belkowe. Wiadomo, ze drgania wiasne belki
o statej sztywnosci zginania okre§la ré6wnanie

d“ 0*u

(2.3.1.1) EJ5— = im o

=4,

gdzie EJ jest sztywno$cia zginania, m oznacza mase na jednostke
diugosci. Stosujagc metode F our i er a przyjmujemy rozwia-
zanie w postaci u = X (x) T(t), przez co réwnanie powyzsze mozna Spro-
wadzi¢ do dwu zwyczajnych:

(2.3.1.2) XYk X =0,
(2.3.1.3) T”+k4%T=0,

gdzie X(x) i T(t) sa funkcjami tylko jednej zmiennej niezaleznej, a war-
tos¢ stalg k wyznacza sie¢ w zaleznoéci od warunkéw brzegowych. Ogélna
postacig rozwigzania réwnania (2.3.1.2) jest funkcja

(2.3.1.4) X (x)=Acoskx+ Bsinkx + C cosh kx -+ Dsinh kx

przy dowolnych statych A, B, C i D. Widoczne jest, ze kazda z funkcji
cos kx, sin kx, cosh kx i sinh kx pomnozona przez dowolng staly spel-
nia réwnanie (2.3.1.2). Funkcje powyzsze zostaly zastosowane w pracy [3].
Poza tym funkcje te wykorzystuje sie w licznych zagadnieniach tak sta-
tyeznych jak i dynamicznych.

- Rozwazmy réwnanie ogélniejsze od réwnania (2.3.1.1), a mianowicie

4 2 2

(2.3.1.5) g 4+a3 =—-m (3—;;‘:0,
gdzie a = const. Ma ono posta¢ réwnania (2.1.6) lub (2.1.7) przy statych
wspéiczynnikach. Je$li w réwnaniu (2.3.1.5) przyjmiemy 0%u/0t?=0, to
otrzymane réwnanie pozwala wyznaczy¢ obciazenia krytyczne z zagad-
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nien statecznosci statycznej przy dowolnych warunkach brzegowych.
W réwnaniu (2.3.1.5) mozna dokonaé¢ podobnie jak w réwnaniu (2.3.1.1)
rozdzialu na dwa réwnania nastepujace:

a

Vo i i i s
(2.3.1.6) Xtk E] X kX=0
oraz
(2311} T + Kt »}fn—JT =10;

Jesli oznaczyé¢ nie znang czesto$é drgan wilasnych przez ©, to 0" =k* EJ/m
i rownanie (2.3.1.6) zapiszemy w postaci

a

v
(2.3.1.8) X+ E]

T s Uy e
X —E—J@ X=0.

Rownania typu (2.3:1.8) rozwigzuje sie zwykle za pomoca réwnania
charakterystycznego, ktére jest dwukwadratowe. Otrzymane cztery pier-
wiastki odpowiadajg czterem niezaleznym rozwigzaniom. Obecnie zasto-
sujemy inng, dogodniejsza posta¢ rozwigzania. Rownanie (2.3.1.8) mozna
przedstawié w postaci dwu réwnan

(2.3.1.9) X?+(§%—$>Xﬁ=m X4 X=X, (e = 0),

\

przy czym zawsze powinien by¢ speiniony warunek
e .. 0 o
(2.3.1.10) e 57 = EJ (08
Po scalkowaniu otrzymujemy rozwiazanie bedace liniowa kombina-
cja funkcji

{2.3.1.11) cos]/;x, sin]/;ac, cosh Ve —a x, sinh]/e—-aac,

gdzie a=a/EJ.
Z postaci (2.3.1.10) widaé, ze w przypadku drgan jest speiniony wa-
runek

(2.3.1.12) S
Ogéblne rozwigzanie réwnania (2.3.1.8) jest wiec
(2.31.13) X =Acosyex+Bsin)ex+Ccosh)ze—az+Dsinh}e—ax,

gdzie A, B, C i D sg dowolnymi stalymi. Funkcje (2.3.1.11) nazwiemy
uogblnionymi funkcjami belkowymi.

212



~

2.3.2. Rownania charakterystyczne dla réznych warunkéw brzegowych. Roz-
wazymy drgania wiasne belki okreslone réwnaniem (2.3.1.5) przy trzech
nastepujacych rodzajach warunkéw brzegowych:

przy przegubowym utwierdzeniu obydwu koncow
(2.3.2.1) u(0,t) =uw (0,t) =u(l,t) =u.(1,t) =0,

gdy obydwa konce s3 utwierdzone zupelnie
(2.3.2.2) u(0,t)=u,(0,t) =u(l,t)=u.(1,t)=0,

gdy jeden koniec belki utwierdzony jest przegubowo, a drugi zupelnie
(2.3.2.3) ©(0,t) =up (0, t) =u(l,t)=u.(,t) =0.

Diugosé belki oznaczono przez litere 1. W przypadku (2.3.2.1) rozwig-
zanie og6lne (2.3.1.13) prowadzi sposobem znanym do réwnania charak-
terystycznego

(2.3.2.4) TTamsieg
skad
(2.3.2.5) e n‘l;" =123

Kwadraty czestosci drgan wlasnych z warunku (2.3.1.10) s3 naste-
pujgce:

(2.3.2.6) )

2.2 [m3 o2 )
i BJ ¥'s (n 4 Po) =123, .)

e 5 W

Symbol P, = a oznacza tu sile osiowg S$ciskajgca. Jesli sita P, dziala
rozciaggajgco, to we wzorach (2.3.2.6) wystapi znak dodatni i czestosci
drgan wzrosng. Rozwigzanie (2.3.1.13) przy warunkach brzegowych
(2.3.2.2) daje rownanie charakterystyczne

(2.3.2.7) 1—cosh}/e— al cos Vel— == dn Velsinh)e—al=0.
2V e(e—a)

Przyjmujac oznaczenia
(2:3:2.8) alz=3p§, slf =y,
réwnanie (2.3.2.7) zapiszemy w postaci

(23.29) 1—cosh)/y —pcosyx ———2—'/;%—:3) sin 'z sinh ) y —f=0.
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Przy ustalonym g przyblizone wartosci pierwiastkéw powyzszego
réwnania mozna szukaé¢ sposobem graficznym; pierwiastki beds odciety-
mi punktéw przeciecia sie krzywych

y1=COSl/E,
Y= 3 4
" coshVz—B 2/2(z—h)

Widoczne jest réwniez, ze gdy g = 0, to réwnanie charakterystyczne
(2.3.2.9) pokrywa sie z odpowiednim réwnaniem dla drgan (2.3.1.1) przy
tych samych warunkach brzegowych.

W przypadku warunkéw brzegowych (2.3.2.3) réwnanie charaktery-
styczne ma postaé

(2.3.2.10) 7
——sin /7 tghV/x —

(2.3.2.11) ) x—Bsiny g cosh g —pB — Vg cosy/gsinh )y —p=0
Jub-
(2.3.2.12) tgVy _tehyy—p
V1 Vi—8
Przyblizone wartosci pierwiastkbw mozna réwniez wyznaczyé gra-

ficznie (przy ustalonym ). W obydwu powyzszych przypadkach kwa-
draty czestos$ci drgan wlasnych mamy ze wzoréw (2.3.1.10)

(2.3.2.13) ‘@’21 = % —%‘ (Ll} —-a) : (n= 1', 2,3, )

23.3. Obcigzenia krytyczne. Otrzymane w poprzednich punktach zwigz-
ki dajg rowniez réwnania charakterystyczne dla obcigzen krytycznych.
Jak podano we wstepie dla 0°u/0t*=0 réwnanie (2.3.1.5) mozna uwazaé
za zwiagzek pozwalajacy wyznaczy¢ obc1a,zen1a krytyczne. Ze wzoru.
(2.3.1.10) wida¢, ze w przypadku tym powinno by¢ e==a lub biorac pod
uwage oznaczenia z (2.3.2.8) znajdziemy

{2.3.3.1) f=1x.
Roéwnanie (2.3.2.4) daje obecnie pierwiastki
ﬂn = n2 :7t2.

Z (2.3.2.8) i oznaczenia a = P,/EJ mamy

.’/T

{2.3.3.2) P& = o

co istotnie przedstawia n-tg site krytyczng E uler a. W celu oblicze-
nia obcigzen krytycznych przy warunkach brzegowych (2.3.2.2) w réw-
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naniu charakterystycznym dla tego przypadku zas:tosusjemy regule
L'Hospitala, gdy y—§.
Poniewaz

lim S0V _

8 Vi(r—p)
1o réwnanie (2.3.2.9) przyjmie postaé

Vﬁ(smw VB oo Lﬁ')zo
=) =o.

1,

Rownanie ostatnie rozpada sie na dwa niezalezne réwnania

K2.0:3.3) sin Zz_é =9

oraz i Vi
' B_VP

{2.3.3.4) tg 5=

Pierwsze z nich daje
;3,,,=4m2n2 (m= 17 21 3"“)7
a drugie mozna rozwigza¢ sposobem graficznym lub analitycznym. Otrzy-

mane pierwiastki obydwu réwnan ustawiamy w ciag rosnacy {B.}, przy
czym wyraz pierwszy f; =42 Sily krytyczne sa wiec nastepujgce:

- 2
(2.3.3.5) P =EJ % (ng —EJ 51-’}—) ;

W podobny sposéb dla trzeciego rodzaju warunkéw brzegowych
4(2 3.2.3) z ré6wnania (2.3.2.11) mamy, gdy y — 8,

(2.3.3.6) tg VB =V8,
gdyz
lim SRV 7 sinh}/y — ﬁ
28 Vz—B
Rownanie (2.3.3.6) jest typu (2.3.3.4) i daje ciag pierwiastkéw {Ba)
oraz sity krytyczne

{2.3.3.7) PN —EJ ’%‘

Rysunek 9 przedstawia wykresy funkcji (2.3.2.10) dla parametru
$=0,24,09, 39, 44, —2 oraz dla y =4p. Odciete punktow 1 i 2 dajg dwie
pierwsze czestosci drgan wlasnych dla g = 0. Odciete punktéw przeciecia
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sgsiednich krzywych (dla B 0) wstawione do wzoru (2.3.1.10) daja
pierwsze czestosci drgan wiasnych przy odpowiednim f. Punkty I i IT
odpowiadajag dwom pierwszym wartoSciom obcigzen krytycznych. Moga
istnie¢ punkty przeciecia krzywej y, z krzywa y, dla 0 <<y <<f. Nie maja
one jednak znaczenia, gdyz w tym przypadku réwnanie (2.3.1.10) daje
urojone czestosci drgan. Dlatego tez krzywe v,(x, f) wychodza z punk-
téw lezacych na krzywej y.(x, x), ktéra w punktach przeciecia z krzywa

Rys. 9

y:(x) wyznacza obcigzenia krytyczne. Je§li oznaczyé¢ pierwiastki row-
nania charakterystycznego x (8), to z rysunku wida¢, ze

% (8)> 2(0), =0, 7(8) < x(0), B<0.

Na rysunku 10 podano odpowiednie wykresy dla réwnania charakte-
rystycznego (2.3.2.12). Odciete punktéw przecigeia krzywych
(2.3.3.8) s T

Vi Vi—b

dajg wartosci g (B). Na powyzszych wykresach krzywe odpowiadajace
= 39,44 oraz B = 20,16 odpowiadajg pierwszym obcigzeniom krytycz-
nym. Wychodza one z punktéw I.

23.4. Otrzymane w poprzednich punktach wyniki zastosujemy do
okre§lenia obszaréw niestatecznych ptaskownika przy warunkach brze-

216



gowych (2.3.2.2) i (2.3.2.3). Przypadek (2.3.2.1) rozwazono uprzednio

(punkty 1 i 2). Obecnie mamy
M;
{2.3.4.1) ] +P,.
Stosujac zmieniong metode K. Klottera przyjmujemy rozwigzanie
réwnania (2.1.6) w postaci (dla n-tej harmonicznej)
(2.34.2)  wa(x,t) =Ancos Venx T{" (t) + BasinVeax TS (t) +

+ Cncosh Y en—ax TS () + Dusinh Ve, —ax TY (¢)
gdzie A, Ba, Cn i Dy sa dowolnymi statymi, T (t), T{ (t), T (t) i T(t)
s3 nie znanymi funkcjami czasu. Przyjecie rozwigzania w postaci (2.3.4.2)

Rys. 10

odpowiada przyjeciu (2.1.17) w przypadku brzegéw wolnopodpartych.
W (2.3.4.2) e, oznacza cigg pierwiastkéw rownania charakterystycznego
drgann wilasnych (P,=M,;=0) przy odpowiednich warunkach brzego-
wych. Wstawiajac powyzsza posta¢ rozwigzania w réwnanie (2.1.6) i ozna-
czajac

(2.3.4.3) H(t)= fl;,,( +P) Sl N
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mamy (opuszczamy w dalszym ciggu wskaznik n)
(2345)  AcosVez [T, b+ (e*—eH)T,] + Bsin Vs z [T, b +
+ (62— & H) T,] + Csinh }/z —ax [T, b+ [(¢ — )2 +(e—-a)H]T3, +
+Dcosh]/e—ax{T4b+[(e—a)2+(a—a)H] T.)=0;

Réwnanie powyzsze bedzie speinione wtedy, gdy funkcje T, i T, uczy-+
nig zado$¢ jednemu réwnaniu

(2.3.46) - . T,b-{—(sz-—eH) T,=0,
za$ funkcje T, i T, spelnia¢ beda réwnanie wspélne
(2.3.4.7) Tyb+[(e— @) + (e — o) H] T, = 0.

Wykorzystujac w réwnaniach powyzszych podstawowy zwigzek
(2.3.1.10), (EJ = B,), mamy

(2.3.4.8) T, +60*[1+ q (a — H)] T, —0
oraz
(2.3.4.9) Ty+@*[1+ q, (a— H)| T, =0,

gdzie O jest odpowiednig czestoécig drgan wtasnych oraz gdzie

&€

lq:b‘@,

g =(a—¢)

(2.3.4.10) . M4 P,C
S TR ke

e’ i V.
Z przyjetych funkeji na M(t), P(t) i « wynika zwiazek

1

(2.34.11) a—H({t)=— BC[ M2+ (2M, M, +P,C )coswt+—;—M§cos2wt]_.

Wprowadzajac oznaczenie wzglednego momentu krytycznego przy
odpowiednich warunkach brzegowych

(2.3.4.12) | M2 = C (e, B,— P,)

i wykorzystﬁjac znéWu ‘zw'iazék (2.3.1.10) mamy rownania:
: T + [,u“’ pt cos 7 + ! cos 27| T, =0,
(2.3.4.13)

T3 + e [,u‘os’ + u® cos + U cos 27] T, =0,
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gdzie

=1+ .“(2”’ . : u=1 il
up— — 2M M, +P,C M(s._(l_g)zmomimc
1 . P y . — h%’
(2.3.4.14) : M2 — M2 : e M2—mz
2 / \ 2
) = ._H__M‘h 2 P = (1 E ) _~;y1 :
2(M; — M) L .81 2(ME—MD)

WE_x:owadzonp tu.réwniez zmiane zmiennej niezaleznej wt=17. War-.
tosci My nie pokrywajg sie na ogét z rzeczywistym momentem krytycz-
nym, gdyz liczby e, obliczone z réwnan charakterystycznych (2.3.2.7)
lub (2.3.2.11) zalezg za posrednictwem a od wystepujacego w danym przy-
padku M,, od ktérego moment krytyczny w sensie zwyklym nie zalezy.
Z tego powodu uzyliSmy pojecia wzglednego momentu krytycznego.

Z réwnania (2.3.1.12) mamy zawsze

(2.3.4.15) Soimpeia % ~0.

Dla warunkéw brzegowych wolnego podparcia (2.3.2.1) mamy
M, =M}

i pierwsze z rownan (2.3.4.13) pokrywa sie z rozwazonym juz uprzednio
réwnaniem (2.1.19). Gdy M,=P,=0, to P =p) =y =y =0 i réwna-
nia (2.3.4.13) sg identyczne, czyli T,=T,=T,=T,, rozwigzanie (2.3.4.2)
istotnie przedstawia drgania wiasne przy odpowiednich warunkach brze-
gowych, bowiem wartosci e, spelniaja zadane réwnania charakterystycz-
ne (tak zostaly obrane). - ;

Poniewaz réwnanie (2.1.6) jest 1iniowe, to jego rozwiagzaniem ogdl-
nym jest funkcja ke j

(2.3416)  w(x,t)= D [(Ancos enx + Busin J/en ) T (t) +
=1

+ (Cucosh | en—ax + Dy sinh J ea—a ) TV ()] -

Drgania bedg stateczne, jesli takimi bedg rozwiagzania réwnan (2.3.4.13).
Rozwiazanie‘z(2.3.4.16) nie spelnia jeszcze zgdanych warunkow brzego-
wych. State 4, B,, C, i D, (jest ich lgcznie co?) mozna wyznaczy¢ z czte-
rech warunkéw brzegowych dla kazdej chwili t. Wyznaczeniem stalych
zajmowa¢ sie nie bedziemy. W zwigzku z tym maja tu réwniez zastoso~
wanie uwagi podane w pracy [3]. AL =

219




2.4. Okreslenie obszaréw rezonansowych przy dowolnych
warunkach brzegowych

Obydwa réwnania (2.3.4.13) sa typu (0.1), ktére bylo przedmiotem roz-
wazan w czeSci pierwszej niniejszej pracy. Ré6wnanie pierwsze jest iden-
tyczne z rozwazonym juz réwnaniem (2.1.19) z t3 jednak réznica, ze za-
miast 0}, uy, py i uy z warunku (2.1.10) nalezy przyjaé @2 z warunku
(2.3.1.10) oraz plV), ) i u{) ze wzoru (2.3.4.14). Otrzymamy je po wyznacze-
niu &. Podane uprzednio warunki (2.2.1.9), (2.2.2.10), (2.2.3.1) oraz (2.2.3.2)
sg wazne i w tym przypadku.

W réwnaniu drugim (2.3.4.13) zawsze u¥ >0 (M, 5 0), za$

sgn ¥ = — sgn ull).
Oznaczmy

6* ‘ @ & :
(2.4‘1) (:02 1“})3) P A(S)’ a? ‘utl?:i = 7;3), F 'u(;” —_ 7123' .

Z poréwnania rys. 2 i 3 z rys. 4 i 5 wida¢, ze obszary rezonansowe
rozwigzan tegoz réwnania okre$laja réwniez nieréwno$ci otrzymane
uprzednio (2.2.1.9), (2.2.2.10) (2.2.3.1) i (2.2.3.2), je§li wstawimy do nich
s, 1® i p) ze wzoréw (2.3.4.14) i odpowiednio dobierzemy znaki nier6w-
no$ci tak, by nie byly sprzeczne. Wyjatek stanowi drugi obszar rezonan-
sowy. Granice tego obszaru zalezg od wzajemnego stosunku »{ i pf). Po-
wierzchnie bowiem Ac, i 4s, dla »@ > 0 przecinajg sie wzdluz krzywej,
dla ktérej wartosci parametréw y i 9{¥ podano w tablicy 1, ktérej odpo-
wiada rys. 6. Jesli ¢ i »{¥ lezg na podanej krzywej, to drugi obszar re-
zonansowy réwnania drugiego (2.3.4.13) nie istnieje. Decydujg wtedy
parametry réwnania pierwszego. Stwierdzenie to jest stuszne dla kazdej
harmonicznej.

W rozwigzywaniu zagadnienia pominieto tlumienie. Wyznaczone ob-
szary rezonansowe daja wiec ograniczenie parametréw z zapasem, bo-
wiem na skutek tlumienia obszary sie zwezaja i oddalaja sie od osi A.

2.5. Przyklad

W ceiu zilustrowania otrzymanych wynikéw rozwigzano nastepuja-
cy przyktad.

Dla ptaskownika o diugos$ci I = 500 cm, wysokosci h = 70 cm i gru-
bo$ci b =17 cm przyjeto E =2-10% kG/cm? oraz G = 7,7-105 kG/cm?.
Sztywnosci wynosza: B, = 4-10° kG/cm? oraz C = 5,774-10° kG/cm?.
Przyjeto réwniez mase na jednostke diugo$ci m = 0,001198 kG sek? cm—2
Przy warunkach przegubowego utwierdzenia na obydwu koncach pierw-
sza sila krytyczna (Eulera) P,=16-10* kG. Przyjmujemy P,=1/10 Py=
= 16-10% kG. Pierwszy moment krytyczny przy sile osiowej P, jest
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M = 2883 -10* kG cm rowniez przy warunkach wolnego pbdparcia. Obie-
ramy M, = 1/10 M; = 2883-10° kG cm. Jako warunki brzegowe przyj-
miemy (2.3.2.3). Obcigzenie zmieniajgce sie w czasie okreflimy tak, jak
to wskazuje rys. 8, przypadek V. Wtedy M,=eP, oraz M, = eP,, gdzie
mimos$réd e = 180,1 cm. Ze wzoru (2.3.2.8) mamy g = 1,1. Dwa pierwsze
pierwiastki rownania charakterystycznego (2.3.2.12) odczytujemy z rys.
11 i 12. Wynoszg one (w przyblizeniu): y; = 15,564, x, = 50,036, a odpo-
wiednie czestoSci drgan wlasnych mamy obliczone ze wzoru (2.3.1.10):

0,2850
01450 | =

! — S S
026 | :

I 0400 |

= f By 5 = | { ! X
‘ 155 15564 156 500 50036 504
Rys..1] Rys. 12

0, = 109,6 1/sek, ©,=361,6 1/sek. Wprowadzone przez nas wzgledne
momenty krytyczne wyliczyliSmy ze wzoru (2.3.4.12): M{) = 3668,0 - 10%,
MP = 6730,6 -10%. Znajdziemy nastepujace wartosci stosunkéw:

2

Mg M
M MP

Potrzebna jest réwniez wartosé

2M, -+ % = 37,825 - 10° kG cm.

Przy powyzszych danych wspélczynniki pulsacji wystepujace w row-
naniach (2.3.4.13) dla pierwszych dwu harmonicznych sg nastepujace:

uly =—1,037 9, /1(2')1————0503 %
ufl) = — 0,563 7, ull) =—0,501 2,
u = 0,963 n,, uh = - 0,467 %,
uh= 0,550 7, uh= 0,489 13,
s M1 ik M1 =58
771 T Mg) ’ 772 = Mg) e 0,544 My -

Indeks gorny (w nawiasie) podaje odpowiednie rownanie (2.3.4.13), pierw-
szy indeks dolny oznacza kolejny wspoélczynnik pulsacji w danym réw-
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naniu, a wskaznik dolny drugi — rzad harmonicznej. Zmiennym bedzie
stosunek #;, w zaleznosci od ktérego wyznaczamy obszary rezonansowe.

Oznaczmy lewe strony warunkéw (2.2.1.9) oraz (2.2.2.10) symbolami
@), a ich prawe strony symbolami v/, gdzie wskaznik j oznacza
réwnanie ruchu (2.3.4.13), i rozwazany obszar rezonansowy, a k rzad har-
monicznej. Obliczajac warto$ci wspélezynnikéw pulsacji dla 5, = 0,3, 0,7
otrzymamy nastepujace wartosei:

pii(03) =444, O} (0,6)=036, B (0,3)=4,15,
Y0 =448,  (0,3)=102, @ (0,7) =460,
o1(0.3)=322,  ¢#(0,7)=114,  {)(0,3)=10,99,
djﬂ (0,7) = 1982 ) (Dg:'l (0’3) = 1’02 ’ ,‘/)(21)2 (0’7) = 0’96 :
¥ (0,3) = 3,61, o) (0, 7) =118 24,(0,3) = 0,97,
¥ (0,7) = 3,60, Ph03) =413, o) (0,7) =087,
) (0,3) =4,74, m 1(0,7) = 4,28, ¥ (0,3)=1,01,
o) (0,7) = 6,32, “’ 1(0,3)=3,76, ‘3’ 3(0,7)=1,03,
) (0,3) = 0,98, m(07)_329 '8)(03)-—101
yil) (0,7) = 0,92, ¥ (0,3) = 3,87, P} (0,7) =1,09.
o03) =002, ¥ (0,1)—396,
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Rys. 13

Jedynie warto$¢ funkeji @f} zostata wyliczona dla 7, =10,6 ze wzgledu
na to, ze przy naszych przyblizeniach pierwiastek dla blizszych warto$ci
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przyjmuje warto$¢ urojona. Funkcje @), i yY), podano na wykresach
(rys. 13 i 14). Zauwazmy, ze w drugim obszarze rezonansowym funkcje
v 1 @F) przecinajg sie w punkcie ~ 0,3. Na osi odcietych rys. 14
przmeowano‘ warto$ci #, obliczone z zalezno$ci #, = 0,544 %),.
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\\\\\\\\\\\\\\\“\“\\\\“ \

Rys. 14

Wartosci wspoirzednych punktu lezacego w ktérymkolwiek z obsza-
réw niestatecznych (dla réwnania pierwszego lub drugiego) odpowiadaja
drgania niestateczne.
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Pesiome

JANMHAMHYECHEAA YCTOMYHBOCTL IINIOCKOM @®OPMBI H3THBA
INPHU PA3JIMYHBIX HPAEBBIX YCJIOBHUAX

Pafora coctour u3 AByx uacreir. B mepBoit — pana copmyampoBka
M pellleHye KpaeBoil 3amauu Aad ypaBHeHma (0.1). ITpum momormm Me'rozia,
QHAJIOTMYHOTO [0 NPMMEHEeHHOro B ciydae ypaBHeHuda MaTs e, [4], onpe-
mensioTca cobeTeBeHHbIe 3HaYeHUA A= A(y,, y,), a TakKXe HECKOJBKO IIep-
BBIX KO9(O(UIMEHTOB COOTBETCTBYIOIMX COBCTBEHHBIX (yHKIMii Jaee,
OCHOBBIBasiCh Ha TeopeMe I'ay T a, [2], mONydYeHHBII 00BEKT AMHAMUYEC-
KO yCTOWYMBOCTH ‘NEJINTCA Ha 30HBI YCTOMYMBOCTY M HEYCTOWYMBOCTIH.
Obnapy>keH0, YTO IpaHMYHbIE TIOBEPXHOCTU Ac, M As, IepECEKAIOTCA BIOIbL
HEKOTOPOJI KPMBOJL, YTO BJIEYET 3a coboil mpaxTuyeckue mnocyencTsus. fIpu
COOTBETCTBYIOLIEM ITOf0Ope ITapaMeTpPOB y, M Y, BTOpas 30HA PE30HAHCA He
BeIcTymaer. ITonyyenHsle pe3yabTaThl gonoaHaroTes rabammamy K. K o -
repa u I'' KoroBckoro, onybumkosanuemvu B [9]. Ypasuenme (0.1)
JOBOJIBHO 4YacTO BBICTYIIAeT B NpobiaemMax (OM3MKM M TEXHMKU M 3HAHUE
a”HaMUTHM4YecKoil copmbl pyHKImML A == A(y,, y,) obierunt obcyRaeHne co-
OTBETCTBEHHBIX BONpPCCcOB. IlosydeHHOE aHANUTUYECKOE IIpeCTaBJICHUE
MOXKHO IIPUMEHUThL TaKKe B CJydae, KOIga OAUH U3 IapaMeTPOB ¥, M Y
SIBJISETCA M3BECTHOM (PYHKILMEN BTOPOTO.

Bo BTOpOIT wacTu paboThI paccMaTpMBAETCA AMHAMUYECKAA YCTOWYM-
BOCTBH IIOJIOCHI, HArPY>KEHHO Ha KOHIaX MoMmeHTOM M (t) M OCeBOiI CHMJION
P (t), mpu TOJ 3Ke yIJi0BOi YacToTe w. PaccMOTPEHBI TaksKe KpaeBble yCIIo-
BuA cBobopgHOro ommpaums u apyrue. OxasbIBaeTcs, 4TO JJIA KPaEBBIX
yCaIoBuii cBOGOZHOTO omypaHmMsa MOxKHO moxobpats M, M,, P, u C Tax,
YTOOBI IOJIyYNTH HEIOJHYIO IIOCJIEI0BATENILHOCTE 30H pe3oHaHca, B oco-
GeHHOCTM JMCKJIIOYAeTCs OCHOBHAas PE30HAHCHAsA 30Ha. IIpM Apyrux Kpae-
BBIX ycaoBuaAx npumenserca MeTon K. KioTTepa B M3MEHEHHOM BUAE,
JOBOASA BOIPOC OO PACCMOTPEHMA IBYX HE3aBUCUMMBIX YpPaBHEHMII THNa
(0.1). AHanuTU4eckmMit Buf, 30H DPE30HAHCA, NOJYYEHHBIX B CJIydae CBO-
6ozHO omepThIX KpaeB, POPMaJbHO SBJISAETCA TAKMM Ke, KaK U IIpU Ipy-
TVX KPaeBbIX YCJIOBMAX, IPY COOTBETCTBEHHO BBIYMCJIIEHHBIX 3HAYEHUAX
KOPHEJ XapaKTePMCTUYECKMUX YPaBHEHMI COOCTBEHHBIX KoJjebaHmit. 30HBI
pe30HaHCa TPM PA3NMYHBIX KPAEBBIX YCIOBMAX ABJIAIOTCA CYMMOMA 30H
Pe30HaHca AJiA KaxKAOoTo VpaBHeHus cucteMsbl (2.3.4.13).
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Summary

DYNAMICAL STABILITY OF PLANE FORM OF BENDING WITH VARIOUS
BOUNDARY CONDITIONS

The paper is composed of two parts. In the first, the boundary
problem for Eq. (0.1) is set forth and solved. Using a method analogous
to that used for the equation of M a t h ie u, [4], the eigenvalues
A=4(yy, yo) are found as well as some first coefficients of the correspond-
ing eigenfunctions. Next, using- Haupt theorem, [2], the obtained
«body of dynamical stability» is divided into stable and unstable regions.
It is found that the boundary surfaces Ac, and 1s, intersect along a cer-
tain curve, which is of practical importance. With a suitable choice of the
parameters y, and y,, the second resonance region does not appear. The
results obtained constitute a complement of the tablesof K. Klotter
and G. Kotowski, [9]. Eq. (0.1) is often met in physical and engineer-
ing problems and the knowledge of the form of the function 2= A(y,, y»)
will make the discussion of these problems more easy. The expressions
obtained can also be used when one of the parameters y,, 7, is a known
function of the other.

The investigation of the stability of a bar of narrow rectangular cross-
section loaded at the extremities with a moment M(t) and an axial force
P(t), of the same angular frequency w, forms the subject of the second
part of the paper. Boundary conditions of simple support and other types
are considered. It is found that in the case of free support, M,, M,, P, and
C can be chosen in such a way as to obtain an incomplete sequence of
resonance regions. In particular the basic resonance region is lacking.
With other boundary conditions the method of K. Klotter isused
in a modified form, reducing the problem to the investigation of two
independent equations of the type (0.1). The analytical representation
of resonance regions obtained in the case of simply supported extremities
is formally the same as in the case of other boundary conditions, with
suitably calculated roots of the characteristic equations of free vibration.
The resonance regions for various boundary conditions are sums of re-
sonance regions for each equation of the system (2.3.4.13).

Praca zostata zlozona w Redakcji dnia 11 maja 1955 r.
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