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1. Wstep

Dwa podstawowe zagadnienia elastomechaniki, o ktérych tutaj jest
mowa, mianowicie zginanie i skrecanie pretow prostych o przekroju pet-
nym, rozwazane sg, jak wiadomo, obszernie chociaz w spos6b nie pozba-
wiony niedostatkéw, zaré6wno w nauce o wytrzymatosSci materialéw, jak
i w teorii sprezystoSci. Spos6b ujecia obu tych zagadnien jest jednakze
réozny w kazdej z wymienionych nauk, kazda z nich bowiem ma, natu-
ralnie, inne, dobrze znane cele na wzgledzie.

W teorii sprezystosci, przeprowadzajacej swoje rozwazania w sposéb
mozliwie Scisly, to znaczy zgodnie z ogélnymi aksjomatami tej nauki, za-
kres tematyki uwarunkowany jest gléwnie formalno-matematycznymi
trudno$ciami uzyskania rozwigzan. O ile chodzi o teorie skrecania i zgi-
nania, to trudnosci takie byly zapewne powodem zahamowania rozwoju
tego dziatu elastomechaniki, ktéry niewielkim ulegt zmianom w przeciggu
lat stu, jakie minely od prac Saint-Venanta. Uzyskane w tym okre-
sie nieliczne nowe rozwigzania, w ktérych to lub inne zalozenie teorii
Saint-Venanta?!) zostalo zaniechane?), nie ukladajg sie jeszcze
dotychczas w jednolita cato$é¢, ktora sktanialaby do uznania nowego do-
robku za uog6lnienie teorii Saint-Venanta. Jako pewien krok na-
przéd — aczkolwiek glownie w kierunku formalnym — uwaza¢ mozna
prace A. C. Stevensona?. W rozwazaniach Stevensona rozdzie-
lane czestokroé zjawiska «prostego» zginania i «prostego» skrecania —
czego wadliwo$é stwierdzono juz dawniej w teorii pretéw cienkosScien-
nych — przedstawione zostaly w sposéb wyrazny jako szczegdlne przy-
padki zjawiska og6lnego, czyli rownoczesnego zginania i skrecania. Ujecie
takie ulatwilo dokladniejszy wglad w pole przemieszczen i odksztalcen

1) Jak wiadomo, zalozenia teorii Saint-Venanta sprowadzaja sie do naste-
pujacych trzech: (1) pobocznica preta jest wolna od sit zewnetrznych, (2) obcigzenie
podstaw preta nastepuje przy pomocy napigé roztozonych w spos6b SciSle okreslony,
(3) przekroje ulegaja swobodnej deplanacji.

2) Por. [2]-[5]; cyt. wedlug [1]. Por. ré6wniez rozwigzania Fopplow, [7],
Timoszenki, [8], i ew. autora, [9], oraz opublikowang miedawno prace [2].

3) Por. [10] i [11]; cyt. wedlug [1].
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preta, szczeg6lnie w tych przypadkach, w ktérych przekr6j preta posiada
jedna tylko lub w ogole nie posiada osi symetrii, gdy zatem znajomosé
polozenia $Srodka Scinania staje sie sprawa istotng 4).

Inne podej$cie, zasadniczo odmienne od dopiero co przedstawionego,
cechuje elementarne teorie zginania, S$cinania i skrecania, rozwijane
w wytrzymalo$ci materialéw. Na gruncie tej nauki — z natury rzeczy
positkujgcej sie¢ mniej subtelnymi zalozeniami i rozwazaniami, a dazacej
do uzyskania rozwigzan, obojetne mniej czy wiecej $cistych, lecz prostych
i zgodnych z doswiadczeniem kazdy z wymienionych dzialéw trakto-
wany byl jako oddzielna calo$é. Niezaleznie od tego sztucznego — jak sie
wydaje — podziatu u podstaw kazdej z trzech teorii spoczywa jeszcze
w wytrzymalos$ci materiatléw uklad postulatéw cze$ciowo ze soba sprzecz-
nych; jest to, co prawda, dozwolone w teorii przyblizonej — szczegélnie
gdy uzyskane wyniki sg zgodne z do$wiadczeniem — ale, oczywiscie, nie
moze by¢ pozadane z punktu widzenia metodycznego. Znanym przykla-
dem wewnetrznej sprzecznosci zalozen jest stosowanie hipotezy Ber-
noulliego w przypadkach, w ktérych obecno§¢ naprezen stycznych
wywoluje silag rzeczy deplanacje przekrojéw. Mimo podobnych koncesji
na rzecz prostoty — a moze po czesci dzieki nim — zakres rozwigzan uzy-
skiwanych w wytrzymalto$ci materialéw nie jest — z jednej strony —
zbyt obszerny, z drugiej za$ strony klasyczny wyklad tej nauki biegnie
oddzielnymi, niekiedy zbyt stabo ze soba powigzanymi nurtami. W inte-
resujgcych nas tutaj dziedzinach zginania i skrecania wymieni¢ mozna
trudno$ci w elementarnym okre§leniu naprezen w przekrojach niesyme-
trycznych, w malto uzasadnionym rozdzieleniu teorii pretéw pelnych
i cienko$ciennych itd. :

Z przedstawionego wyzej — znanego zresztag — obrazu zdaje sie wy-
nikaé bezspornie potrzeba dalszych studiéw nad poruszonymi zagadnie-
niami zginania, $cinania i skrecania, posiadajgcymi duze znaczenie prak-
tyczne i teoretyczne, a ktére rownocze$nie sa — jak sie okazuje — tak
trudne do uogdlnienia poza swoéj obreb klasyczny. Potrzeba takich stu-
diéw zachodzi, oczywiscie, nie tylko w dziedzinie matematycznej teorii
sprezystosci, ale w r6wnej chyba mierze w zakresie elementarnej wytrzy-
mato$ci materialow ).

Artykul niniejszy ma wlasnie te ostatnia nauke na wzgledzie. For-
muluje on mianowicie pewna — jak sie wydaje do$¢ jednolita — przy-
blizong teorie zginania, $cinania i skrecania pretéw prostych o przekroju

4 O ile chodzi o prety pelne, to wypada tu wspomnieé oryginalne studia L. S.
Lejbienzona, por. [12] i [13]; por. rOwniez [1], [14] i [15].

5 Ta ostatnia ulegla zreszta ostatnio wzbogaceniu w nowe dzialy (jak chociaz-
by teorie pretéw cienko$ciennych).
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statym lecz dowolnym. Teoria ta obejmuje zatem zaréwno prety pelne,
jak i cienkoscienne %) i to niezaleznie od stopnia symetrii przekroju.

Z punktu widzenia $cislo$ci zalozen rozwinieta teoria przyblizona sta-
nowi ogniwo posrednie pomiedzy elementarnymi teoriami wytrzymatosci
materialé6w oraz matematyczng teoriag Stevensona.

O ile chodzi o zalozenia teorii przyblizonej, to w pierwszym rzedzie
ogranicza ona stosowalno$é hipotezy Bernoulliego do przypadkéw,
w ktérych przekroje pozostaja istotnie plaskie, tzn. do przypadkéw czy-
stego zginania. W ten spos6b usunieta zostaje przyczyna, ktoéra, jak sie
wydaje, zacigzyla nad oddzieleniem teorii zginania od teorii skrecania
w samym swym rozwoju historycznym. (Jak wiadomo, deplanacja prze-
krojow wywierajaca niewielki wplyw na naprezenia normalne przy zgi-
naniu pretéw posiada istotne znaczenie przy ich skrecaniu; — znana wa-
dliwa koncepcja skrecania N a vie ra). Uwzglednienie spaczenia pozwala
nie tylko na unifikacje teorii skrecania, §cinania i zginania, ale réwniez
na naturalne jak gdyby wyznaczenie np. $rodkéw s$cinania i skrecania,
do$¢ klopotliwe w teoriach elementarnych.

Niescistosci teorii przyblizonej skupiaja sie natomiast gléwnie na
dwéch zalozeniach upraszezajacych, wedtug ktérych (1) deplanacja prze-
krojéw przebiega réwnomiernie w kierunku diugosci preta, (2) przekroje
poprzeczne zachowuja sie jak sztywne w swych plaszczyznach. Pierwsze
z tych zalozen oznacza, ze zamiast zginania czystego — ktére dzieki hipo-
tezie Bernoulliego wytrzymatos¢ materialéw ekstrapoluje na zgi-
nanie ogélne — rozwaza sie zginanie nier6wnomierne, urzeczywistnione
przez obciagzenie preta wspornikowego silg dzialajagca na jego koncu
wolnym. Dochodzi si¢ w ten sposéb do pewnego stanowiska posredniego
pomiedzy brakiem deplanacji (teoria elementarna) oraz deplanacjg do-
wolnie zmienng w kierunku osi preta (nieistniejaca jeszcze teoria Scisla;
por. m. in. [21]).

Drugie zalozenie upraszczajgce zapozyczone jest, jak sie okazuje,
z elementarnej teorii zginania, gdzie jest przyjmowane milczgco. Zatoze-
nie to nie pozostaje, co prawda, w zgodzie ze (Scistg) teorig zginania
Saint-Venanta, natomiast zgodne jest z opracowang przez niego te-
orig skrecania, z ktérej, jak tfatwo sprawdzi¢, wynika zachowanie sie prze-
krojow poprzecznych takie, jakby przedstawialy one tarcze nieodksztatcal-
ne w swych plaszczyznach. W zwigzku z tym, o ile chodzi o skrecanie,
wnioski teorii przyblizonej sa Scisle (w zrozumieniu oczywiScie teorii
Saint-Venanta) Natomiast dla §cinania zalozenie, ze liczba Pois-
sona jest nader mala, prowadzi w niektérych przypadkach do dos¢
znacznych rozbiezno$ci z wynikami teorii $cislejszej i o tym nalezy pamie-
taé przy ocenie przydatno$ci teorii przyblizonej w tym przypadku.

% Por. [16] i [17].
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2. Zalozenia i wzory podstawowe

Rozpatrzmy pret prosty o stalym, lecz dowolnym (a wiec w ogole nie-
symetrycznym) przekroju pelnym. Przyjmijmy, ze jedna podstawa pre-
ta zostaje przytwierdzona do Sciany nieodksztalcalnej w sposéb swobod-
ny 7), druga za$ jest obcigzona napieciami stycznymi, ktére skladajg sie
na sile prostopadig do osi pre-
ta, polozonag zreszta dowolnie
‘w plaszezyznie tej podstawy (na
konicu wolnym), oraz napiecia-
mi normalnymi réwnomiernie
rozlozonymi. Zwigzmy z pre-
tem uktad prostokatnych wspoéi-
rzednych kartezjanskich w ten

ly gléwne Srodkowe osie bez-
wladnos$ci przekroju oporowego
i aby o$ z pokrywata sie z osig
preta (rys. 1).

Oznaczmy skladowe calko-
witego przemieszczenia czastek preta przez w, v i w. Zakladajge, ze prze-
kroje poprzeczne zachowuja sie tak, jakby byly doskonale sztywne (nie-
odksztalcalne) w swych plaszczyznach (ale tylko w tych plaszczyznach),
mamy prawo przemieszczenia u i v przekroju przedstawié tymi samymi
wzorami, co przemieszczenia bryly sztywnej pltaskiej w ruchu ptaskim.
Jezeli za biegun ruchu przyjmiemy $rodek ciezko$ci przekroju (lezacy na
osi 2), to faktyczne przemieszczenie przekroju mozna zastgpié obrotem
dokola bieguna o kat ¢(z) oraz przesunieciem postepowym bieguna (czyli
przesunieciem calego przekroju) o sktadowym u,(2) i v,(2). Ostatecznie
mamy dla u = u (y,2) i v = v (x, 2)

(2.1.1) u=1u,(2)—9(2)y,
€2:1:2) v=1,(2) + 9 (2) x.

Naturalnie, zaleznos¢ funkeji u,, v, i 9 wyltacznie od zmiennej z wypltywa
z podstawowego zalozenia o niecdksztalcalno$ci przekrojow w swych
plaszezyznach. O ile chodzi o skladowg w f)rzemieszczenia, to dla uzyska-
nia odpowiedniego wzoru zginanie preta dzielimy na dwie fazy. W pierw-

7) Przy tym typie utwierdzenia przekréj pelny (lub cienko$cienny zamkniety)
styka sie ze Sciang w trzech punktach. Warunek taki jest warunkiem czysto geome-
trycznym, gdyz oddziatlywanie Sciany na pret zachodzi nie przez punkty zetkniecia,
lecz przy pomocy napieé¢ roziozonych w sposéb ciggly na podstawie utwierdzonej
preta. Blizsze uwagi na ten temat znalez¢é mozna w pracach autora [16] i [18].
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szej z nich przyjmujemy, ze hipoteza Bernoulliego nie traci waz-
nos$ci, wobec czego otrzymujemy w ogoélnym przypadku — przy zginaniu
uko$nym — dla w wielkos§é

_du, _ du,
dz dz y

Wielko$é te uzupelniamy nastepnie funkecja przedstawiajgca spaczenie
ws =ws (x,y) oraz wyrazem liniowo zaleznym od zmiennej z (przemie-
szczenie przekrojow jako catosci w kierunku osi podiuznej). Otrzymuje-
my w ten sposéb ostatecznie

(2.1.3) w=— dd':%c du°y+w\(.7c, Y)+e,2-

Tutaj, naturalnie, jest w = w (x, y, 2) funkecjg wszystkich trzech wspol-
rzednych, ale — zgodnie z naszym zalozeniem — samo spaczenie w; jest
jednakowe dla wszystkich przekfojéw (tzn. nie zalezy od zmiennej 2).
Na podstawie zasadniczych zwigzkéw (2.1.1) - (2.1.3) tatwo obliczy¢ skla-
dowe stanu odksztalcenia. Przedstawiaja je nastepujgce wzory Cau-
chy’ego obrazujgce specyficzng w danym razie «strukture» materiatu
preta, przyjeta za podstawe rozwijanej teorii przyblizonej:

ou ov
is.\”:a;:o, yx?, oy+ ax ,
dv Ju OJw OJws d?
e {|£y=a§=0, 02+0x Ox_d_zy
1 g d* v, dv , dw_ Odws , d¥
i — e T 6z+6y 0y + B

Dla sformulowania zwigzkow H o o k €’ a pomiedzy skladowymi stanu
odksztalcenia i naprezenia zaniechamy uzycia odpowiednich zaleznosci
teorii cial izotropowych, lecz uwzglednimy szczegélng «strukture» ma-
terialu preta. Struktura ta odpowiada tzw. izotropii transwersalnej, kté-
rej o$ pokrywa sie z osig z ukladu. Jak wiadomo, w ciele obdarzonym izo-
tropig transwersalng wszystkie kierunki prostopadle do pewnej osi (osi
symetrii sprezystej rzedu nieskonczonego) sa réwnouprawnione pod
wzgledem sprezystym. W danym razie kierunki te leza w plaszczyznach
przekrojow poprzecznych. Jezeli oznaczy¢ modut Younga w kierunku
osi z przez E, a w plaszczyznach izotropii przez E’, za$ liczbe Poissona
dla przewezenia w plaszczyznie izotropii przy wydluzeniu w kierunku
osi z oraz w tejze plaszczyznie odpowiednio przez » oraz »', to zwiazki
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Hooke’a dla ciala transwersalnie izotropowego przybieraja posta¢ na-
stepujaca °):

e —L(a — Vo) ——a ———2(1_’_”’)1
' x*—E/ x Y Oy E Zy 'ny_ E Xy y
i} : v 1
(2.3) &y = (oy—» Ux)’_‘faz, Yo =G Vo
1 1
82=—%(0’x+0'y)+faz, yzy='é‘fzy,

tutaj G jest modutem odksztalcenia postaciowego w plaszezyznach pro-
stopadiych do plaszczyzny izotropii. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami
co do struktury materialu preta nalezy odrzucié mozliwosé odksztatcen
w plaszezyznach przekrojow (ktére nabieraja cech izotropii «adeforma-
cyjnej», sama za$ izotropia transwersalna staje sie izotropia transwer-
salng «adeformacyjng»). Odpowiada to przyjeciu, ze w granicy E' =oco
oraz y=(»'=)0. W granicy zatem, przy uwzglednieniu (2.2), uzyskuje-
my tozsamo$ciowe spelnienie pierwszego, drugiego i czwartego zwigzku
(2.3), a z pozostalych mamy

d? d?
(2.4.1) 0'z=E(‘_ dzug'ox_ d;oy'{'eo)a
aw.s dd
(242) =G ( 0x E )r
ows  dd
(2.4.3) Tzy == G ( a y + El‘) >

Przyjmijmy, ze wiékna podtuzne nie oddzialywaja na siebie ani normal-
nie za posrednictwem naprezen ox i oy, aniza po$rednictwem naprezen
stycznych z.,. Zalozenie takie, réwnoznaczne przyjeciu

(2.5) O'x=0'y=Txy=0,

nie jest sprzeczne z wnioskami uzyskanymi dopiero co z dyskusji zwigz-
kéw (2.3). Wobec tego z réwnan réwnowagi Naviera otrzymujemy
kolejno

26.1) %"z"— =0,

(2.6.2) aa’;’ =0,

(2.6.3) . e ¥ oa’;’ + ‘l‘;’ =0.
§) Por. [19].
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O ile uwzglednié (2.4.2) i (2.4.3), to pierwsze dwa z réwnan powyzszych
sa spelnione, gdy przyjmiemy ponadto, ze

(2.7) %9=const,

albowiem zalozyliSmy juz poprzednio, ze w; nie jest funkcjg zmiennej z.
Rowniez (2.7) wskazuje, ze jednostkowy kat skrecania jest staty, co ma
miejsce, jak wiadomo, dla skrecania stalym momentem skrecajgcym ).
Niezaleznie od réwnowagi naprezen, dzialajacych na element prostopa-
dloscienny preta, zesp6t naprezen dzialajacych w przekrojach poprzecz-
nych powinien zastepowaé dzialanie sit Q (Q«, Qy) i P, przylozonych na
konicu preta 1%). Odpowiednie réwnania rzutéw sit na osie ukladu wspét-
rzednych oraz momentéw sil wzgledem osi srodkowych réwnolegtych do
osi ukladu przybieraja mastepujaca postac:

281  [0.dF=P, [1.dF=@Q, [rydF=q,,
e j 4 F,

282 [o:ydF =M., [o:xdF=—M,, [(rsyx—1:xy)dF=DM..
F F F

Tutaj Q. i @, oznaczajg, jak powiedzieliSmy, sktadowe sily poprzecznej,
P sile podtuzng, a F pole przekroju preta.

Pierwsze z réwnan (2.8.1) jest spelnione, gdyz za osie x i y obrano
giowne Srodkowe osie bezwiladnosSci przekroju; poza tym za$ przyjmuje-
my, ze &,= P,EF. Dwa pozostale warunki (2.8.1) mozna tatwo przeksztal-
ci¢ do postaci

Vb
f {ws [y, 2 (Y)]| —ws [y, x, (¥)]} dy = Qx,
Ya
(2.9) =

[ {ws [z, 9 @] —ws [z, 9, @]} dz = Q.

*a

%) Zauwazmy, ze ze wzoru na lokalny kat obrotu w plaszczyZnie przekroju po-
przecznego
i a_v_a_q)
R T

przy uwzglednieniu wzoréw (2.1) wynika, ze w,=+¢. Oznacza to, ze — zgodnie
z przyjetymi przez nas zalozeniami — przekréj preta obraca sie w swej plaszczyz-
nie jak sztywna calo$§é.

10) Zalozone istnienie podiuznej sily obcigzajacej uogédlnia teorie przyblizona
réwniez na zjawiska rozciggania i éciskania. :

Rozprawy Inzynierskie — 11 ; 2333




Znaczenie przyjetych tutaj symboli jest zrozumiale z rys. 2. Warunki po-
wyzsze sg nieistotne dla dalszych rozwazan. Powinna je jednak spelniaé
w kazdym szczegblnym przypadku funkcja spaczenia ws, wyznaczona

z zagadnienia brzegowego, o ktérym

y dalej bedzie mowa.
Z pierwszych dwéch warunkéw
(2.8.2) otrzymujemy po prostych prze-
ksztalceniach (dla obranego uktadu
4 wspoirzednych)
x=X5(y) d*u, —.&
¢ ! X e 4
s} - (2.10) dz2 ~ EI,
oo % d? Vo e v M,
¢ dz? El:
Rys. 2 OtrzymaliSmy w ten sposéb znane

wzory na przyblizone wartosci krzy-
w12ny rzutéw osi odksztatconej na plaszezyzny ukitadu xz i yz. Jak widaé,
wzory te obowigzujg réwniez wtedy, gdy uwzglednia sie spaczenie prze-
krojow (jezeli tylko jest ono niezalezne od wspéirzednej z). Oczywiscie,
na podstawie wzoréw (2.10) mozemy rozwingé calg teorie zginania belek,
tak jak to sie czyni w wytrzymaloSci materiatow. Podobnie, podstawia-
jac wyrazenia (2.10) do (2.4.1) i uwzgledniajagc wartos¢ e, otrzymujemy
znany wzoér z elementarnej teorii zginania

M.

(2.11) oz———Ty——»—x—f——

W danym razie wzor ten zachowuje swa wazno$¢ rowniez w przypadku
zginania polaczonego ze skrecaniem.

Z ostatniego ze wzoréw (2.8.2) mozna obliczy¢ jednostkowy kat skre-
cenia, jezeli znane jest spaczenie:

(2.12) L= [M f(dw*‘x—de-‘y)dp'].

dz  L+1, 0y ox

Dla przekroju kolowego, na przyktad, ktéry, jak wiadomo, nie ulega spa-
czeniu przy czystym skrecaniu, jest z powyzszego wzoru

dd_ M,

.gdzie I, jest momentem bezwladno$ci biegunowym, zas$ M, zastapiliSmy
przez M;, gdyz, skoro mowa o czystym skreceniu, to moze istnie¢ jedynie
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moment pary sil, ktéry oznaczamy przez “M;. [Wéwczas, naturalnie,
M.,=M, dla kazdej osi 2z, réwnoleglej do 2z, a z (2.9) wynika, ze
Q:=Qy=0, jak by¢ powinno].

Zastosujmy obecnie uzyskane wzory w podstawowych szczeg6lnych
przypadkach, jakie stanowia proste skrecanie i proste zginanie. Rozumieé-
my pod tymi nazwami takie przypadki, w ktérych odpowiednio

(2-14-,1) Qx — Qy —_—‘0 i M.=M;# 0
oraz
(2.14.2) QA0 i(lub) Q,#40, za§ #=0.

Zauwazmy, ze w przypadku (2.14.2) moze by¢ zaréwno M, =40, jak
i M, = 0. Z drugiej za$ strony nie ma powodéw do przypuszczenia, ze je-
zeli M;=0, to dd/dz = 0 [por. wzér (2.12)]; innymi stowy, gdy na koniee
preta dziala sita Q (Qx, @), a nie dziala para sil (m. in. gdy sita Q prze-
bija 0§ preta), to nie nalezy wyklucza¢ powstania skrecenia preta.

3. Zginanie proste

W tym przypadku obowiazuja, jak méwiliSmy, warunki (2.14.2). Zatem
M. i (lub) M, sa rézne od zera i w przekrojach preta pojawiaja sie na-
prezenia normalne wedlug wzoru (2.11). i

Réwnoczesnie wzory dla skladowych naprezen sc1na3acych (2.4.2)
i (2.4.3) przybieraja posta¢ uproszczona .

0 w O

(3.1) T2 =G ox’

Podstawmy powyzsze wyraZenia dla naprezen oraz (2.11) . do
niezuzytkowanego dotychczas ostatniego ze wzoréw (2.6). Poniewaz
Q:=—dM,/dz i Qy=dM,/dz, wiec ostatecznie otrzymu]emy

0% ws 0% wy o Qx Qy

- 0w oy Gzﬁ—c—zy’

jest to réowmanie rézniczkowe” P'oissona " Do zblizonego réwnania
Poissona dochodzi si¢ w Scislej teorii Scinania, [8], jednakze tutaj po
prawej stronie wystepuje dodatkowa funkcja nie znana, ktéra wypada do-
biera¢ z warunku brzegowego. Réwnoczesnie ze zwigzkoéw (3.1) wynika,.ze
funkcje spaczenia ws mozna uwazaé za sui generis funkcje naprezen przy
zginaniu. Funkcja ta powinna byé dobrana w ten sposob, aby wewngtrz
pola przekroju naprezenia $cinajace (a wiec i pochodne czastkowe funk-
cji w,) posiadaly warto$é skonczona i byly funkcjami cigglymi zmiennych
x i y. Na konturze L przekroju wypadkowa naprezen $cinajacych powin-
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na byé skierowana stycznie do konturu (gdyz pobocznica preta jest z za-
lozenia nie obcigzona). Otrzymujemy w ten sposéb warunek brzegowy

0 Ws
dy__ 9y

(3.3) o na konturze L.
Jdx

Zauwazmy, ze ze wzorow (3.1) i (3.2) lub wprost z (2.6.3) mozna, na-
turalnie, przej$¢ do znanego wzoru na naprezenia Scinajgce w przekroju
prostokatnym wedlug elementarnej teorii Scinania (wzér ten nazywaja
niekiedy wzorem Zurawskiego, [20]). Przyjmijmy w tym celu, ze
sita dziala w kierunku osi y (ze zatem Q. = 0, a @, 5~ 0). Przyjmijmy po-
nadto, ze spaczenie jest funkcjg samej tylko zmiennej y, to jest ze
ws = w;s (y¥). Z (3.2) otrzymujemy wobec tego

dPws  Qy

(3'4) dyz __GIxy’

a po wykonaniu calkowania i uwzglednieniu (3.1)
y
__Q
(3.5) sz——T ydy+C.
0

Stalg calkowania wyznaczamy ze zrozumialego warunku brzegowego
[72y] y=n =0 (2h= wysokos¢ przekroju), wobec czego ostatecznie (przy
szerokosci przekroju stalej i rownej b)

h
(3.6) ‘ 'l'z_y=—g'y— ybdy, c. b. d. o.
bl
y

Niechaj sila' Q przechodzi przez punkt przekroju o wspéirzednych
xq 1 Yq; mamy woOwczas
(3.7) M,=Q,x,—Q, Y,
W przypadku zginania prostego M. musi posiada¢ taka wartosé
(3.8) MZ =Qy xsp_ Qx ysp!

aby prawa strona (2.12) byla réwna zeru. Oznacza to, ze sila Q przecho-
dzi przez pewien punkt o wspoéirzednych xsp i ysp; punkt ten przedstawia
tzw. $rodek Scinania (czyli $rodek sil poprzecznych; stad oznaczenie sym-
boliczne SP). Poniewaz zginanie rozpatruje si¢ zwykle oddzielnie dla sity
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obcigzajacej réwnolegtej do osi x i oddzielnie dla réwnolegtej do osi v,
wiec z rownania (2.12) otrzymujemy wspéirzedne §rodka S$cinania réwne

dla sity zginajacej Qy(i @.=0)

Owsde_l_f'Ows dF
s

. ox dy
(3.9-1) : Xgp= = Jw ’
—dF
dy

2l

a dla sity zginajacej @« (i @y =0)

Ows ows
f@x de+fay xdF
F F

0 ws
0x

(3.9.2) Ysp=—
dF

F

Oczywiscie, wspo6irzedne te nie zaleza od wielkos$ci obcigzenia.
Obliczymy obecnie wspéirzedne §rodka Scinania przekroju w ksztal-
cie polowy kola (rys. 3) zuzytkowujgc dalej wprowadzong dla przekroju
kotowego (przyklad 3.1) funkcje spa-

y czenia (3.1.1). Wolno tak postapié,
gdyz o ile na przekrdj kolowy dziala
1_\ sita @y w $rodku ciezkos$ci 0 (rys. 4),
. Yy
L o} sp oK g,
L 0 X
@
_/
o]
Rys. 3 Rys. 4

to pomiedzy obiema polowami kola nie ma wzajemnych oddzialywan
(12¢=0 dla x=0 z rys. 4). Wobec tego funkcja (3.1.1) spelnia warunek
brzegowy (3.3) na obwodzie pétkola i naprezenia (3.1.2) przedstawiajg na-
prezenia w przekroju rozpatrywanym (rys. 3), obcigzonym silg Q,. Aby
nie nastepowalo skrecenie preta, sila @, powinna przechodzi¢ przez $ro-
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dek: $cinania  SP - przekroju. Obliczmy wspéirzedng xg, tego punktu ze
wzoru (3.9.1) pamietajac, ze ze wzgledu na symetrie przekroju wzgledem
osi x jest ygp,=0.

Otrzymujemy po uporzadkowaniu

[z dF+5 [zy2dF
(3.10) Lop=" £

31x+1y—%na4

Biorgc pod uwage, ze x=r(cose—a), y=rsing i dF=rdrde,
a poza tym I.=0,40a" i I,=0,114a", otrzymujemy po wykonaniu pro-
stego catkowania ‘ :

(3.11) : xsp=0,12a.

Wz6r Scisty na odlegloé¢ e = ar + xg, $rodka $cinania od $rednicy pionowej
rozpatrywanego przekroju, [8], uzalezniony jest od liczby Poissona »:

8 3+4v
Dla y = 0,25 otrzymujemy z tego wzoru warto$¢ xg, rowna (z dokladno-
Scig do dwoch znakéw dziesigtnych) 0,12, czyli taka samg jak obliczong
dop1ero co wartosc (3.11).

Wspommey jeszcze o interesujagcym zwiazku taczacym funkcje spa-
czenia wy (%, y). z funkcjg @ (x,y) wprowadzong przez L. S. Lejbien-
zona, [12], dla zagadnien zgmama pretow pelnych. Sktadowe napreze-
nia ‘Scinajace przedstawiaja w zaleznoéci od tej funkeji nastepujace
wzory:

()(D
a@ ZVQx
G132 zzy_G(dy 57 & )

o ile uwzgledni¢, dla prostoty, dzialanie jednej tylko skladowej Qx
obcigzenia.

Jak widaé¢, gdy zalozymy w przyblizeniu, ze liczba » jest bardzo mala
i ze ostatni wyraz w (2.13.2) moze byé pominiety, to funkcja ® Lejbien-
z o na przeobraza sie¢ w naszg funkcje spaczenia w; (x, y). Jest oczywiste,
ze woOwczas pierwsza z tych funkcji spelnia réwnanie rézniczkowe
Poissona (3.2) zamiast wlasciwego jej réwnania Scislejszego

Qx
i 4 i

- '
ktére dla-» = 0 (czyli GG = E/2) przyjmuje wilasnie postac¢ (3.2).
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Podamy obecnie rozwigzanie kilku przykladéw i poréwnamy uzyska-
ne wyniki z rozwigzaniem Scistym.

Przyktad 3.1. Pret o przekroju kolowym zginany silg Q, (rys. 4). Row-
nanie rézniezkowe (3.2) spelnia w tym przypadku funkecja spaczenia

(3.1.1) ws = 361[3“2 x*) y —y?].

Na konturze przekroju jest x? + y®?=a® i dy/de = — x/y. Poniewaz. te
samg warto$é otrzymuje sie na konturze dla stosunku dws/0y do dws/0x,
zatem warunek brzegowy (3.3) jest speiniony.

Z (3.1) obliczamy skladowe naprezenia styczne:

v Qy Qy C g = Jeadh 2
(31.2) Tzx — 4Ixy, sz—— 81(30. XL 3y ).
Rozwiagzanie $cisle ') daje w tym przypadku
AT (1429 Qy
R T Ll
(3.1.3)
_(34+27)Qy

va i
r”_8(1+v)1(“ 3+ 2v y)

Otrzymali$my zatem wzory identyczne z rozwigzaniem $cistym, o ile
w tym ostatnim przyjaé¢ » = 0.

Najwieksze naprezenie Scinajace wypada w $rodku kola. Tutaj z roz-
wigzania $cislego (przy »==0,25) otrzymujemy warto$é [7.y]x—y—0=1,4 Q,/F,
podczas gdy dla rozwigzania przyblizonego jest [7zy|s—y—0=1,5 Q,/F (blad
okolo 7%°0). Na konicach $rednicy poziomej otrzymujemy dla rozwigzania
Scistego [Tz_y]x i,,—l 2Q,/F, dla rozwigzania przyblizonego natomiast Q,/F

(blad dosé znaczny przeszio 16%b).

Przypomnijmy, zZe elementarna teoria Jy

zginania, oparta na znanym wzorze dla

naprezen stycznych przy $cinaniu, daje Q -
w danym razie maksymalng wartosé 0 X
naprezen réwna 1,33 Q,/F, a wiec doéé @

bliska wartosci «doktadnej» (blad nieco

wiekszy niz 5%o). g

Przyktad 3.2. Pret o przekroju elip-
tyeznym zginany sila Qy (rys. 5). Szu- - Rys. 5
kamy w tym przypadku funkecji spa-
czenia w postaci wielomianu, ktéry powinien zawiera¢ parzyste potegi
zmiennej &, a nieparzyste zmiennej y (co odpowiada symetrii dzialania

11) Por. np. [8], s. 320.
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sily). Latwo stwierdzi¢, ze wielomian spelniajacy réwnanie (3.2) posiada
w danym razie postac

Qy(a®+20?)

—— P R o T
21) W= — @3, (a3+2b2xy by+3)'

Wielomian ten spelnia warunek brzegowy (3.3) na konturze przekroju

eliptycznego, dla ktoérego jest dy/dx = — b%x/a’y. v
Skladowe naprezenia styczne sa odpowiednio réwne
e
Tzx =— (02 +3 b”) T Xy,
(3.2.2)

___Q@+20) ( B
Tzy = 2(a2+3b2)1x( b2+02+2b2 xz-!—yz).

Te same wyrazenia otrzymuje si¢ ze wzoréw Scistych, jezeli w nich za-

lozy¢é »=07%). Naprezenie maksymalne w $§rodku przekroju jest réwne

Q@+ 2b)b?
T 2@+ 3P,

(3.2.3) [sz]x=y=0

i dla przekroju kolowego przybiera warto§¢ podana w przykladzie 3.1.
O ile b jest bardzo male w poréwnaniu z @, to mozemy pominaé b%a?
wobec jednosci i otrzymujemy

(3.2.4) [Tz._y]max S

Qb _,Q
21, F

w poréwnaniu z wartoscig $cislg rowna 2@Q,/F (1 + »). Zatem dla »= 0,25
jest w ostatnim przypadku tmer = 1,6 Q,/F wobec 1,34 Q,/F wedlug teorii
elementarnej. Jak widaé, warto$é rozwigzania Scistego jest tutaj zawar-
ta pomiedzy wartoSciami rozwigzania przyblizonego i elementarnego,
przy czym blad tych rozwigzan wynosi odpowiednio 25% i przeszlo 16%o.
O ile a jest bardzo male w por6wnaniu z b, to mozemy pomingé a?/b>
wobec jednos$ci i otrzymujemy

Qb 4@
(3.2.5) [ey) e = 3’Ix T —FX

tzn. warto$é Scislg, zgodng zresztg réwniez z rozwigzaniem elementarnej
teorii Scinania.

Przyktad 3.3. Przekr6j prostokatny o wysokosci 2h w kierunku osi y
zginany sila @,. Funkcja spaczenia spelniajgca réwnanie (3.2) i warunki
brzegowe jest w danym razie réwna

12) Por. np, [8], s. 320.
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__QL z_lz ;
(3.3.1) Ws = 2 GIx (h 3 ys

wobec czego dla naprezen otrzymujemy nastepujace wzory:

(3.3.2) Tx=0, Ty= % (h*— y°).
X

Sa to wzory znane z elementarnej teorii $cinania. Jak wiadomo, dla prze-
kroju prostokatnego $cista teoria $cinania prowadzi do warto$ci napre-
zen zaleznej od stosunku bokéw
przekroju. Dla prostokatow wy- a
dluzonych w plaszezyznie zgina-
nia najwieksze naprezenie S$cina-
jace w $rodku przekroju nie rézni
sie wiele 13) od wartosci przybli-
zonej rownej wedlug (3.3.2)

3 Q by
[TZy]max=_2_ ?}:‘ -

Przyktad 3.4. Przekrdj syme- b ’ q :
tryczny nader wydluzony zginany 2
sila Qy prostopadl.a do. osi sy.me‘tr.ii 0, 5 0o dse lo, x
(rys. 6). To zadanie nie da sie juz, o
naturalnie, rozwigzaé w spos6b "
elementarny; rowniez w teorii 2 7 -
sprezysto$ci nastrecza ono powaz- 3 I
ne trudnos$ci i zostalo rozwigzane Rys. 6

metodg wariacyjng w [12]. Teoria

przyblizona daje réwniez pewne wartos$ci przyblizone, do$é, jak sie wy-

daje, bliskie wartosci uzyskanych przez L. S. Lejbienzona.
Rozwazmy zatem przekréj nader wydluzony (na rys. 6a w postaci tzw.

profilu lotniczego) o osi symetrii x, obciazony sila @, przylozong w srodku

Scinania.

Niech réwnanie konturu bedzie odpowiednio

dla cze$ci gornej O, AO,, =g (x),
(3.4.1) { esci gornej O, A0, y=g(x)

dla czesci dolnej O;BO,, y= —o(x).

Przyjmiemy za Lejbienzonem, [12], ze wobec znacznego wydiu-
zenia przekroju w kierunku osi & normalna do konturu jest na wiekszej

13) Por. [8], s. 326.
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jego czesci prawie réwnolegla do osi y i ze wobec tego mozna przyjaé
w przyblizeniu na calym konturze

(3.4.2) T2y =10 dla y =1 (x).

Warunek powyzszy bedzie spelniony, jezeli przyja¢ funkcje spaczenia
w postaci

(3.43) w;s (x,y) = [y* — 3¢° ()] yf (x),

gdzie f (x) jest na razie nie znang funkcjg.
Podstawiajac (3.4.3) do (3.1) i (3.2) otrzymujemy

(3.4.4) {sz=G[-6Wf+(y —3¢%)f1y,
sz=3G [yz-—(p2] i
(3.4.5) (ng”+4¢¢'f'+2q)<p"]’+2(<p'2—1)f= Qy }

3GI:

Biorac pod uwage znaczne wydtuzenie (splaszczenie) przekroju w kie-
runku osi * mozemy pomingé warto$é kwadratu funkeji ¢" wobec 1 i poza
tym uznaé ¢’ za nader male. Przy tych zatozeniach upraszczajacych row-
nanie (3.4.5) przyjmuje postac

’ ’pr Q,V
2 —Sfar
(3.4.6) 1 odegf—df=7rr
i rozni sie od rownania Lejbienzona (o ile w tym ostatnim przyjaé¢
» rowne zeru) wspoélezynnikami liczbowymi przy pierwszej i drugiej
pochodnej poszukiwanej funkeji f (x):

1 ry Qy
- g? . e S
(3.4.7) 081 f" + 1,42 499 f —2f =5 i

Wypada zaznaczyé¢, ze rownanie L e jbien z o n a wyprowadzone zo-
stalo metodg wariacyjna.

Rozpatrzmy teraz dla skonkretyzowania rozwazan przekr6j w postaci
wydluzonego tréjkata réwnobocznego (rys. 6b).

W tym przypadku mamy

(3.4.8) ()= (:c Ee g3—b) tg a = kt,

o ile oznaczyé tg a = k oraz x + (2b/3) = t. Wobec tego, ze
(3.4.9) =il ¢’ =0,

to réwnanie rézniczkowe zagadnienia (3.4.6) przyjmuje posta¢

3 ’ 2
(3.4.10) 2§+ 4tf —?f=___3 (?Iikz'
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przy czym kreski oznaczaja tutaj rézniczkowanie wzgledem nowej zmien-
nej t. Rozwigzaniem réwnania (3.4.10) typu Euler a jest

(3.4.11) f(®)=C,t# + Cytie— 6QGy1x ,

gdzie -
3 9 2

(3.4.12) ”1.22—?iVT+F-

Poniewaz u, <0 (oczywiscie, g, > 0), to dla t— 0, czyli dla x — — 2b/3,
odpowiedni wyraz w (3.4.11) dazy do nieskonczono$ci. Aby unikngé
w tym przypadku nieograniczonego wzrostu sktadowych naprezen (3.4.4),
musimy przyja¢ C;=0. Jezeli nazwiemy wobec tego u=pu,, to mamy
w dalszym ciggu

. Q
(3.4.13) f@)=C,t*— 6GL
Pozostaje obliczenie statej C,. W tym celu zauwazmy, ze wobec przyjecia
funkecji spaczenia w postaci (3.4.3) warunek brzegowy (3.4.2) na dtuzszych
bokach konturu (tzn. na bokach 0,A" i 0,A”) jest w przyblizeniu spelnio-
ny. Réwniez w przyblizeniu spelnimy warunek brzegowy

(3.4.14) : [72:] y—ps=10

na boku krétszym A’A”, gdyz, jak wynika z pierwszego wzoru (3.4.4), $ci-
ste spelnienie warunku (3.4.14) mie jest w danym razie mozliwe. Zado-
wolimy sie zatem «ztagodzeniem» warunku brzegowego i zazgdamy, aby’

k
(3.4.15)  [72x] s_ppdy = 0.
0

Jezeli do powyzszego wzoru podstawimy (3.4.4) i wykonamy catkowa-
nie, to po odpowiednich przeksztalceniach otrzymamy

(3.4.16) PR S ==y
erb”(6+7u)

Ostatecznie zatem z (3.4.13) i (3.4.16) otrzymujemy

Q e 1
(3.4.17) f(t) = [._____ i ]
GI 5 6
*Lp* (6 s o y)
2

Zadanie jest tym samym rozwigzane, gdyz z (3.4.4) mozemy juz bez tru-
du obliczy¢ naprezenia. Sprobujmy zatem dla przykladu obliczy¢ moment
skrecajacy, jaki przenie§é moze rozpatrywany przekroj trojkatny.
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Z ostatniego ze wzoréw (2.8.2) otrzymujemy po podstawieniu (3.4.4)

b/3 @(x)
(3.4.17.1) M.=G [dz [ [3(g?—¢))fz+69¢ fy’— @ —3¢*y) f y] dy.
—263 —g(x)

Uwzglednienie (3.4.9), zamiana zmiennej i jednokrotne calkowanie do-
prowadza do nastepujacego wzoru:

b

(3.4.18) Mz=4G6[[k5 3, (f -+ %f’)— k*t? (t—%) f] dt.

Wezmy pod uwage, ze zatozone znaczne wydtuzenie przekroju w kie-
runku osi x wymaga, aby stosunek najwiekszych wymiaréw przekroju,
A’A” : 0,0,, nie byl wiekszy niz np. 1/5. Wobec tego mozna przyjaé za
Lejbienzonem, ze

= e
(3.4.19) k= 10
Jezeli tak jest, to wyrazenie zawierajace czynnik k® w funkecji podcatko-
wej (3.4.18) mozna pomingé jako male wobec wyrazenia zawierajacego
czynnik k3.

Ostatecznie zatem zamiast (3.4.18) otrzymujemy

= Aes e i p+2 . Qy

a po uwzglednieniu (3.4.16) ostatecznie

_Ere .,
(3.4.21) M, =—p7 (1 —e),
gdzie
5 360 (1 + 2)
el T3 F Y F56GrF12)

Wyrazenie wystepujace przed nawiasem okraglym w (3.4.21) przedsta-
wia wielko§é M. obliczong przez Lejbienzona, [12], jezeli pomingé
w odpowiednim wzorze wyraz zalezny od ». [Wzér Lejbienzona za-
lezy w duzym stopniu od wartosci liczby Poissona i np. dla »=1/10
trzeba by wprowadzi¢ w tym wzorze dodatkowy wspétczynnik réwny 0,8;
dla » wiekszych wspoélczynnik ten jest jeszcze mniejszy. Z tego wzgledu
nasz wzor przyblizony (3.4.21) uwaza¢ trzeba w danym razie za wzoér ra-
czej szacunkowy, o ile wzér Lejbienzona — mimo wielu poczynio-
nych zatozen upraszczajacych — uznaé nalezy za wzor $ciSlejszy].
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Dla przyjetej przez nas granicznej wartosci k = 0,1 jest p = 12,7,
wobec czego w tym przypadku &=0,08. W danym razie warto$¢ M.
wedtug (3.4.21) r6zni sie wiec od wartoSci obliczonej przez L e j b i e n-
zona (o ile, powtarzamy, przyja¢ we wzorze tego autora »=0) o okolo 8%/,.

4. Skrecanie proste

W tym przypadku szezegélnym, jak moéwiliSmy na wstepie, rozwinie-
ta tutaj teoria przyblizona nie rézni sie¢ niczym od klasycznej teorii
Saint-Venanta Miedzy innymi zamiast réwnania Poissona
(3.2), ktore otrzymalismy dla funkcji spaczenia przy zginaniu prostym,
otrzymujemy w danym przypadku znane réwnanie Laplace’a

(4.1) r2ws =0,

ktore zwykle =zapisuje sie dla tzw. funkcji skrecenia ¢(x,y)=
= w; (x, y)/(d9/dz) (tutaj, naturalnie, d¥/dz = const).

Nie ma wiec potrzeby przytaczania rozumowan, ktére znalezé mozna
w podrecznikach teorii sprezystosci.

5. Skrecanie i zginanie pretow cienkosciennych

Poniewaz zalozenie nieodksztalcalnosci przekrojow w swych pla-
szcezyznach, sformutowane przy pomocy wzoréow (2.1.1) i (2.1.2), stanowi
podstawowe zalozenie teorii pretéw cienko$ciennych, wiec postugujac sie
wyrazeniami dla skladowych przemieszczenia (2.1.1) - (2.1.3) mozna wy-
prowadzié calg teorie pretéw cienkoSciennych, zar6wno o przekroju
zamknietym, jak i o przekroju otwartym. Zwazywszy, Ze odpowiednia
teoria jest znana (por. chociazby [18] i [22]), nie bedziemy jej tutaj roz-
wijali.
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Pe3wme

O HEKOTOPOM TNPHUBJIWHEHHON TEOPHUU H3DHBA U KPYYEHHA
IMPAMBIX CTEPHHEW CINVIOIIHOI'O CEYEHHA

B pabGore paccmaTpuBaercs Npub/iKeHHas Teopua uarmba, caBura
M KPYy4YeHUA NPAMBIX CTEepKHel ITOCTOSHHOTO, HO IPOM3BOJIHHOTO CEHEHMA.
Taxum 06pa30oM OHA OXBATHLIBAET CILIOMIHBIE, PABHO KaK ¥ TOHKOCTEHHBIE
CTEpIKHY, HE3aBUCUMO OT CTEIIeHM CUMMETpum cedeHusa. HeTodHocTu Teo-
P¥M cOCpenOTOYEHBI, IJIaBHBIM 00pa3oM, B ABYX YIIPOIIAIOIMX ITPEIIO0-
xKeHuax: (1) memnaHanMsa ceYeHMI IPOTEKAaeT PaBHOMEPHO B OCEBOM Ha-
NpaBJIEHMN CTEpKH#A, (2) momepeynsle cedeHusa BexayT ceba kKak Oyaro
JKECTKME B CBOMX IUIOCKOCTAX. IlepBoe M3 9TMX TIPEAIoJoxKeHui obozHa-
Jyaer, YTO BMECTO YMCTOrO0 u3rmba (KaxK B CONPOTMBIIEHMM MaTEpuasoB)
paccMaTpuBaeTcs HepaBHOMEPHbI u3rub (13rmb cuioil Ha KOHIe KOHCOJIN).
BTopoe yIIpollaloliee IMpeAnoJioKeHne NpUMHMMAaeTCs MOJYaaMBO B COIIPO-
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TUBJICHNYM MaTE€PUaJIOB M NMPUBOAUT K HECOTJacuio ¢ Teopueit narmba C e H-
Benamna, HO cornacyerca ¢ Teopmeil KpydeHMsA TOTO-:Ke aBTopa. lIpesn-
IIOJIOKEeHMe, YTO IIpy casure umucyao Il y accoHa paBHO HYJIO, BLI3LIBAET
JOBOJIBHO OOJIbIINME IIOTPEITHOCTY B HEKOTOPHIX CJIydasX, O YeM CJeAyeT
IIOMHUTB, NPMMEHAA PacCMaTPUBAEMYIO TEOPUIO.

VI3 ocHOBHBIX opmys (2.1), mpuMHMMas CTPYKTYPY CTEpKHA TpaHC-
BepCaJbHO-M30TPONHON [hopmyasr (2.3)], mosydaroTcsd, IpexaroJaras, 4To
v=1"=0, dopmyan! fua HanpsKeHwii (2.4).

IlepByio m3 aTux ¢opMyJ JIeTKO IpuBecT K Bumy (2.11), a rTaxkxke
MOJYyYNTE (DOPMYJy JJIA E€NMHUYHOIO yrya KpydeHus (2.12). 3atem pac-
cMaTpuBaerca umerbii u3rmb (9 = 0), dyHKIMA AeriaHanyy KOTOPOTo
yaoBieTBOpAeT ypaBHeHmio IIyaccoHa (3.2). KoopanHarel LieHTpa U3-
rmba, B obuiem ciydae, maHel popmynaamu (3.9). MoKHO NpOBEPUTH, YTO
pas v =0 cysruua @, npusoguman JleiibeH3zoHOM B [12], mpeob-
pasyercA B Hauly (DYHKIMIO JeTJIaHALMM Ws. PellleHbl clepyolye Ipyu-
MEpbI IJIA CABMTA CHUJION @y: CTEpKEHL KPYIJIOTO Ce4YeHMUd, CTePIKEeHb
SJIMIITUYECKOTO CEYEHMsA, CTEP3KeHb IPAMOYTOJBLHOTO CEeYeHMSA U CTEP-
KeHb OYeHb Y/ITMHEHHOTO CHMMEeTPUYECKOTO CedeHus (puc. 6).

Summary

AN APPROXIMATE THEORY OF BENDING AND TORSION OF STRAIGHT
SOLID BARS

An approximate theory of bending, shear and torsion of straight bars
of constant arbitrary cross-sections is developed, solid bars being discuss-
ed as well as thin-walled bars, independently of the degree of symmetry
of the cross-section. The inaccuracies of the theory are chiefly due to the
following two simplifying assumptions: (1) the warping of the cross-
sections is uniform along the axis of the bar, (2) the cross-sections behave
as rigid in their planes. The first assumption signifies that bending by
terminal loads is considered instead of pure bending (treated in Strength
of Materials). The second is the tacit assumption of Strength of Materials
and leads to discrepancies with Saint-Venant’s theory of bending,
the accordance with his theory of torsion being preserved, however. The
assumption that in the theory of shear Poisson’s ratio is equal
to zero results, in some cases, in considerable errors, which should be
remembered when this theory is being applied.

Assuming the structure to be transversally-isotropic, Eqgs. (2.3), we
obtain, from the basic relations (2.1), the equations for stresses (2.4) under
the assumption of »=19"=0. The first of these equations can easily be
transformed into (2.11). The equation (2.12) for unit angle of twist can be
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obtained in an equally easy manner. Next, the problem of simple bending
(9 = 0) is discussed in the case where the warping function satisfies
Poisson’s equation (3.2). The coordinates of the centre of shear
are determined by the general equations (3.9). It can be verified that for
» = 0, the function @ proposed by L. ei b en z o n, [12], becomes our
warping function ws.

The cases of circular, elliptic and rectangular bars subjected to shear
with the force @, are considered as well as a bar of narrow, symmetrical
cross-section (Fig. 6).

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala ztozona w Redakcji dnia 25 stycznia 1956 r.
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