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W przypadku plyty izotropowej cienkiej, obcigzonej obcigzeniem cigg-
lym p(x,y), réwnanie powierzchni ugigcia ma postaé

4z dtz o, SR
® R T TR Vo

gdzie z(x,y) ugiecie plyty, n(x,y) obciazenie, N = Eh*/12(1 — %), E modul
sprezystosci, 2 grubo$¢ plyty oraz » liczba Poissona. Dla plyty orto-
tropowej modul sprezystosci wzdluz dwéch osi prostopadlych jest réiny,
np. wzdluz osi x jest £,, a wzdluz osi y E, (£, 5 E,); odpowiednie liczby
Poissona sg v, 1 v, (v, £ ,).

Dla takiej plyty réwnanie powierzchni ugiecia jest

9z dtz ez r
@ Aﬁ+239x29y2+0337‘__?’
gdzie
e o £, i £, _h’
A__l—v,v,,,’ C—_l—vl'»z’ k=g

)
1
2B — [ (B B 446

Tutaj G, jest modulem sprezystodci postaciowej. W przypadku gdy
B = —|/AC, mozna réwnanie (2) sprowadzié do postaci (1) (por. [1]).

Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna réwnanie (2) w ogélnym przypadku
przedstawié albo w postaci (1), albo w takiej postaci, aby obliczenie plyty
nie nastreczalo duzych trudnosci rachunkowych.

Wygodnym sposobem obliczania plyt jest metoda dwustopniowa, po-
dana przez H. Marcusa (por. [2]).

Zastosowanie tej metody wymaga rozlozenia réwnania powierzchni ugie-
cia plyty, np. w postaci (1), na dwa réwnania

VBM‘;—" —b
Re= _YVJ{

Aby wiec zastosowaé metode Marcusa, nalezy réwnanie (2) przedstawié
w postaci mozliwej do rozlozenia na takie lub podobne réwnania.
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W szezegélnym przypadku, mianowicie dla p =0, réwnanie (2) zostalo
przedstawione w postaci (por. [3]).

(Qy"‘ e axz) (9y3 bt ggxa #=0 (8, 4 = const).

Okazuje sie, ze réwnanie (2) mozna w ogélnym przypadku przedstawié
w postaci

' : 2 2 2 4
gdzie @, # 1 y sg stale.
Nalezy w tym celu rozréznié trzy przypadki:
@ m—a= 3B vy + Eywy + 4Go(1— vy9,)],
(II) m > §[Evy + Eyvy + 4G (1— v, y)],
ay Ve E, < 3By 9y + By, + 4G (1—»9,)].

W' przypadku I dzielac obie strony przez (1 — »,7,) otrzymamy

Z, T
l/(l _‘1}11’2) (1_,‘,]”2)— 92 [1 = ,"1,”2 (EI'V2+ E2vl) + 4G0]'

czyli zgodnie z oznaczeniami (3) mamy B = — J/AC.
W tym przypadku réwnanie (2) sprowadza si¢ do réwnania (1) przez
zastosowanie transformacji podanej przez M. T. Hubera, [1].
Rozpatrzmy przypadel II. Oznaczmy

VE=I‘17 VFZ=k37 N=E :

) _ 121 — 2,9,
VoVZ, B, — Byvy— Eyv, — AG,(1— vywy) = Ky

RozwaZmy rownanie nastepujqce:
’ 39-’1»‘3 ' 39 dy » 19!/
k ———-l—k ————2 —l—k —2
X (blang 29”3!' 89 2)z—f($,y).

Po wykonaniu dzialan otrzymamy réwnanie w postaci

94

© N B 22— Byt Byry + 4G =m0l 5 5o — By Sl = f(a,0)

ay “’9:/‘

Wistawiajac za N warto$é (4) otrzymamy, poréwnujac réwnanie (6) z réw-
naniem (2), ze f(z,y) = — p(x,y), czyli (2) mozna napisaé w postaci (5)
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. o 3 E k 9
) —-m(Enksb—;z—'kzkak:—axay'F 2 19—!ﬂ)x
92
ky a—x’+k”ﬁ3—y+k’ 5?)3= —2(x,y)
Przyjmijmy oznaczenia
i ] 1
= = — 1 e
V2kx yks‘l'kz Vkl V?kl Vlc, -—kzy-l—c:

Jezeli zastosujemy transformacje

8

4

) §=1(.z/ - xl/%), ﬂ=ﬂ(y+xl7§-—j),

to réwnanie (7) przyjmie postaé¢

S LT R T oA S

Jezeli oznaczymy

(1) a=,§2(2ks_ksl/%), ;;___”2(2,634_,64/%), Y NVE

to réwnanie (10) mozna napisa¢ w postaci

Yoo . 92 2\ o o2 Sk
-5 (o5 + 3) oo+ 05) = -
W przypadku IIT przyjmijmy oznaczenie

(13) L=3{E\vs+ Eyv,+ 4G,(1 — »,v,) +-

+ VB ve + Eyvy + 4G,(1 — w9, — 4 £, Ey)).

Wezmy pod uwage réwnanie

a4 — (£ gt Bups) (81 s+ D) o= P

Wykonujac dzialania po lewej stronie (14) sprawdzimy, ze rownanie to
przechodzi w réwnanie

@

N( & a2 L o2
4 - p(Egt B (Bt L) = — vt



Wprowadzimy zmiang zmiennej:
x v
( ) g V El b E ) ’7 V L .

Po zastosowaniu transformacji (16) otrzymamy réwnanie

N(® & Aﬁ_;_Eaﬁ) -
TI\ET g \B, m T L ap)? T P

Oznaczajac
L E. N
8= E; ’ ﬂ = f ’ . y [ p— f .
otrzymamy réwnanie
o2 9? d? * P
i (ew+om) (osp+osg) =5

W kazdym wigc przypadku mozna réwnanie (2) napisaé w postaci (2.1).
Jezeli teraz oznaczymy
o? o2
W=(ng5s+t35)
to otrzymamy uklad réwnan
9? 92 P ' 2 o2
9 Gatagi=—5 (ot

Przy rozpatrywaniu momentéw zginajacych i skrecajacych okazuje sie,
ze funkeja M jest liniowg kombinacja tych momentéw; mianowicie mo-
menty zginajgce i moment skrecajacy wyrazaja sie wzorami (por. [1])

V. — ) h® (%2 2z
R o N e 4 ”"‘QTJ""
1 h3 (P2 %z
L e Ez(ﬁ""l'a_f)’
L Rz
Moy =—26o 5 5595"
Rozwazmy funkcje M okreslona wzorem (18):
Pz %z L __E,
M—“a—gz—l‘ﬁa—ﬂgy a—f,’ ﬂ—f-

e

Po zastosowaniu transformacji odwrotnej (16) otrzymamy
Rz e
M=L 378 + £, R
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Jezeli pomnozymy M, przez 12(Lv,— E,)| E,h®, a My, przez 12(E,v,— L)|Ey k3,
to otrzymamy

12 Lv, — E. 12 Eyvy— L
ngh—a—aE—.a—"'*“May[s‘ilE-l—:M-

W praypadku II funkeja M jest okreslona wzorem
2z %z
M=a a_gg' +8 9—7]2 )

gdzie a i § sg okreslone wzorami (11), (8) i (4). Po zastosowaniu transfor-
macji odwrotnej (9) otrzymamy na M

Pz Rz Rz
M—k1a—x2 +k2—am9y+k”§?'

Jezeli pomnozymy My, przez 12(kyv, — k)] Eyh®, My, przez 12(k,v, — ky)| Ey 3,
a My, przez —12k,[2G, 7%, to otrzymamy
12 kywy —

k 12 & 12 kyv, — £

ol ~ W 26, E,

Mamy wiec analogie do réwnania belki obciazonej obciazeniem cigglym g,
tj. do réwnania

e a

7

Na te] analogii oparl swoje rozumowanie H. Marcus. Podal on metode
rozwigzywania plyt izotropowych, polegajaca na rozwigzaniu stopniowym
dwoéch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu metoda kolejnych przyblizen.

Jak zastosowaé metode H. Marcusa do plyt ortotropowych w prey-
padku ITI, wyja$nimy na przykladzie plyty prostokatnej o brzegach swo-
bodnie podpartych, obciazonej réwnomiernie na calej powierzchni.

Przyklad. Obliczenie plyty prostokatnej o brzegach swobodnie podpartych,
obcigzonej réwnomiernie na cale] powierzchni.

Wymiary plyty sa 2ax2b (rys.1). Modul sprezystosci wzdluz osi =
jest Z,, a wzdluz osi y jest E,.

Obierzmy siatke sprezysta o wymiarach oczek 4,=a/2 i 1,=b/2.

Aby wykorzysta¢ réwnanie (17), nalezy wprowadzié transformacje
z=EJE, i y=17VL—,, gdzie L jest okreslone wzorem (13). Wprowadzenie
powyzszych transformacji oznacza zmiang jednostki miary wzdluz osiziy.

Jezeli j, jest jednostka miary w ukladzie x,y (rys. 1), to nowe jednostki
beda j§=j0/VEI i jn=fo/l/f-

Wezmy pod uwage plyte zastepeza o wymiarach 2a=2a/J %, i 2b=20/JL
(rys. 2)iobierzmy siatke spreiysta o wymiarach ocaek 1e =4/} £, i ,1,7=1y/|/2.
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Rozpatrzmy pierwsze z réwnan (18) oraz réwnanie réznic skoriczonych
dla dowolnego wezla siatki II (rys.2) obciazonej w wezlach obeigzeniem
p/y. Réwnanie to ma postaé

AP | Loy
% 2 Sy’
gdzie w, oznacza przesuniecie pionowe (wzdluz osi §) wezla &, a S jest
y pewng stals. Przy tych samych wa-
J_ B runkach brzegowych dla réwnania
T ] na M i wy otrzymujemy My = Swy.
: Wyznaczymy w, dla siatki 1I
e L Z ! 7 w wezlach 1, 2, 3 i 4.
I > Réwnanie réznic skonczonych
. 3 4 3 oJf I , mozna napisa¢ w postaci
o X
A; p A
3 1 ' Aw = (M), = — ==
L. 2 L i ( h)§+lfy( Wy Sy’
! J 4o albo oznaczajac l?,’li przez x* w po-
: : staci .
—— a — e e e ] 2
y
Rys. 1 , (Awy): + #*(AP0wp)y = — Z% .
J %
Dla wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy n
uklad réwnan algebraicznych —.Afj
2 =,
2w1(1+”2)“w2_*2w3=2‘;—ly§1 k 1
o 1 2 4 gr
i 2 2 p'{g g 1 <
— 2w, + 2w,(14 #®) — = w4=§;7 PR 4 3 Jy -
2
‘—2x2w1—|—'2ws(1+u2)—w‘=ps—i;f, B ! % L ‘1
plz J el LI o
—2x2w2——2w3—|—2w4(1+x2)=8—y. Fa 23 -
Po rozwigzaniu otrzymujemy Rys. 2
e PAEB 16224 3xY
T 29(14 #2) (14 6224 x4)’
e PAEAH212 4 TaY
49 My =Rva= 29(1422)(1 4 622 4 x%) ’
2T LB PALB 42122 4 4xt)
= e = (162 F x)
ar 2p A2(1 4 Tu2 4 %)
M=t = a0t 6o fa
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Wyznaczymy ugigeie plyty I (rys.1) w punktach 1, 2, 3 1 4. W tym
celu wezmiemy siatke IT i zmienimy jednostke dlugosci wzdluz osi £ i g
tak, aby ds=A:VE[L i 2,= 4,V L[E,.

Obcigzymy tak otrzymang siatke w wezlach 1, 2, 3 i 4 obcigzeniami
wy, Wy, wy 1 w,, obliczonymi ze wzoréw (19) po podstawieniu za ;i x®
. odpowiednio 15 VL/E‘1 i ZELZ/EYEIE?

Na przesuniecie wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy réwnanie réznicowe

(20) 2w | A28k wx My

i Ay etV oSS
gdzie S, i S, sa stale.
WeZmy pod uwage réwnanie

?

L *z | E, Pz

M=z 1TT g

oraz réwnanie réznicowe (20).

Podstawmy
£, : = L
Zg—-lg Ll 1 1,,: ZWI/—E;.

Otrzymamy z réwnania (20) réwnanie

o @60 L | (400, By e My

e s 5 el v 4

Poréwnujac réwnanie (21) z réwnaniem na M przy tych samych wa-
runkach brzegowych otrzymamy
(22) 2= CpS515;.

Nalez‘y wige wyznaczyé {, z réwnania (21). Mozemy uprosci¢ obliczenie
i rozwiazaé réwnanie (20), a nastgpnie do wyniku podstawié za ¢ i 4, od-

powiednio A:JZ/L i A,V L]E,.
Dla wezléw 1, 2, 3 i 4 otrzymamy uklad réwnan

= i M, 2% M,
2L(+#8) —b—Rh=F - 26420+ —b=F5
s2 e i SR - 12
—2c1+252(1+x2>—x2c4=ﬁ%, — 20— 26+ 2L+ A= 5
gdzie g
-

'2—2'-

"
Rozwiagzujac ten uklad otrzymamy &, &y, &; 1 §,, a po podstawieniu
do (22) odpowiednio 2, 2,, 23 i 2,. W ten sposéb otrzymamy pierwsze
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przyblizenie ugiecia plyty I w punktach 1, 2, 3 i 4. Dalsze przyblizenia
otrzymamy zageszczajac siatke I przez przyjecie wymiaréw oczek (a/4, b/4),
(a/8, b/8) itd.

Obliczenie uproscl sig, jezeli quzxe wykonane na szczegdlnych war-
tosciach &, B, i L.
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Peswowme
13 TEOPHUHU OPTOTPOIIHBIX IIJIACTHHOK

B paGore mpuBejeHo TpaHCHOPMAIHI, CBOAANYH KBa3u-GHrapMOHAYECKOE YpPaB-
HEHNe MOBEPXHOCTH IPOrn6a OpTOTPONHON NMIACTHHKE K JBYM YPABHEHHAM C 9a-
CTHEIMA IIPOM3BOAHEIME BTOPOT0 IMOPHAAKA, M3 KOTOPHIX OJHO SBIAETCH IapMOHH-
gecknM. Takoe IIpeJcTaBIeHAe YPAaBHEHHT IMOBEPXHOCTH HpPOrmGa OpPTOTPOMHOMK
IIACTHHEN IO3BOJSET MCIOAL30BaTh JBYCTENEHHEIH MeTO[, IpHMeHSeMEll B pacde-
TaX WB0TPONHEIX IIACTHHOE, TAKKe W K PacieTaM OPTOTPONHBIX ILIACTHHOE. DIOT
METOZ, COCTOMT B TOCIEAYOIIAX PEMIEeHAAX JBYX YPaBHEHAH ¢ 9aCTHBIME IIPOHM3-
BOJXHBIME BTOPOr0 IMOPAAKa, BMECTO OXHOI'0 ypaBHEHHS 4YETBEpPTOr'0 IOpPAAKA.

Summary
FROM THE THEORY OF ORTHOTROPIC PLATES

The paper brings a transformation reducing the quasi-biharmonic equa-
tion of the surface of deflection of an orthotropic plate to two partial differen-
tial equations of the second order, one of which is harmonic. Such a way of
expressing the equation of the surface of deflection of an orthotropic plate
permits the use of the two-stage method as used for isotropic plates, and
which consists in a successive solution of two partial differential equations
of the second order instead of one equation of the fourth order.

Praca zostala zlodona w Redakcji dnia 28 paidziernika 1953 r.
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