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1. Myśl pl'zewodnia metody 

Wiele zagadnień matematycznej fizyki sprowadza się do rozwił\zani& 
równania różniczkowego P o i s s o n a 

(l ) 

w którym t6 jest poszukiwaną funkcją zmiennych x i y, a p daną funkcją 
tych zmiennych. Równanie (1) ma być spełnione w pewnym obszarze ogra­
niczonym krzywą G. 

Na tej krzywej funkcja u spełnia następujące warunki brzegowe: 
(a) na części krzywej G funkcja t6 przyjmuje z góry zadane wartości 

brzegowe u (gdzie u jest funkcją punktu na krzywej G), 

(b) na pozostałej części krzywej G pochodna ~u/dn w kierunku ze­
wnętrznej normalnej n przyjmuje założone z góry wartości p (gdzie p jest 
funkcją punktu na krzywej G), 

Takie równania występują np. w ruchu bezwirowym cieczy idealnej, 
w zagadnieniu przewodnictwa ciepła, w teorii skręcania prętów pryzma­
tycznych, w teorii zginania płyt, w teorii pot~ncjału i innych. 

Równanie (1) przedstawia także przesunięcia poprzeczne membrany roz­
piętej na krzywej G, obciążonej ciśnieniem p, przy sile rozciągającej mem­
branę równej 1. Brzeg membrany otrzymuje przesunięcia u, a siła, ' którą 

ten brzeg działa na membranę, wynosi p (por. [1], § 137). 
Ta ostatnia interpretacja równania P o i s s o n a, jako najbardziej obra­

zowa, służyć nam będzie przy dalszych rozważaniach. 
Istnieje wiele metod rozwiązania zagadnienia membrany. Przy prostych 

kształtach krzywej G z powodzeniem stosuje się metody analityczne, które 
jednak praktycznie zawodzą dla nieco bardziej złożonych kształtów. Naj­
bardziej uniwersalną i dogodną dla obliczeń praktycznych okazała się me­
toda różnic skończonych (por. [2], rozdz. 3). 

Według metody różnic skończonych obszar membrany pokrywamy 
siatką kwadratową o boku a (rys. 1) równolegle do osi x i y. Prowadzimy 
przekątne tej siatki (linia kreskowana, rys. 1), które utworzą drobniejszą 
siatkę ukośną. Wzdłuż tych przekątnych 'prowadzimy linię łamaną, jako 
przybliżenie linii brzegowej membrany. Znaczymy wszystkie wierzchołki 
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kwadratów siatki zasadniczej, leżące wewnątrz tej linii łamanej oraz na 
niej. Pierwsze z nich nazywamy węzłami wewnętrznymi, drugie węzłami 

brzegowymi. W ~zystkie węzły łączymy «prętami» wzdłuż zasadniczej siatki 
kwadratowej. Wszystkie pręty muszą leżeć wewnątrz obs_zaru objętego linią 
łamaną. W ten sposób niektóre sąsiednie węźły brzegowe (np. .A i B) będą 
połączone ze sobą prętem, a inne (np. C i D) nie będą. Zamiast szukać 
funkcji ze w calym obszarze membrany ogranicz.) my się jedynie do wyzna­
czema jej przybliżonej wartości w węzłach siatki. Obciążenie p ciągłe za­

y .: 

Rys. l 

stępujl3my siłami P skupionymi 
w węzłach wewnętrznych, przy­
padających na obszar kwadratu 
o boku a, którego dany węzeł 

jest środkiem (lip. w węźle E 
na rys. 1 umieszczamy wypad­
kową sił przypadających na za­
kre-kowany kwadrat). Podobnie 
siły krawędziowe p zastępujemy 
silami P skupionymi w węzłach 
brzegowych (n p. w węźle F siła P 
jest wypadkową sil krawędzio­

wych, działających na wykreśloną 
grubą linią odcinki linii łamanej). Oczywiście im siatka jest gęstsza, tym 
dokładniej możemy określić siły P i tym dokładniej przesunięcia węzłów ze 

,oddadzą przebieg ' funkcji u w całym obszarze. 
Według zasad rachunku różnic skończonych równanie (1) przeksztalca 

SIę na I , 

(2) P=nu-~us, 
s 

W któtym P i u odpowiada sile i przesunięciu jakiegoś węzła siatki, n jest 
liczbą prętów wychodzących z tego węzła, zta przesunięciami W' węzłach 

połączonych prętami z węzłem rozpatrywanym' i wreszeie sumowanie roz­
ciąga się na wszystkie tego rodzaju węzły I'ąsiednie. Tak napi~any wzór (2) 
prżepstawia wartość sit nie tylko w wl1złach wewnętrznych; ale również 
W węzłacł,l. brzegowych. Dla każdego węzła możemy zatem napi,"ać po jednym 
równaniu (2). Rówuań będzie ty If· , ile jest węzłów. Rozwiąźanie postawio­
nego ~a wstę(Jie równania różniczkowego sprowadza -się teraz do zadania. 
następującego: ' 

(a) w niektórych węzłach (będziemy je nazywali stałymi) podane są prze. 
,SUnIęCIa u, 

,(b) w pozostałych węzłach (które nazywać będziemy ruchomymi) zało­
żone są siły P. 
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Należy obliczyć przesunięcia u węzłów ruchomych i siły P w węzłach 
stałych tak, aby były spełnione równania (2) dla każdego węzła. 

Główną truduość stanowi pierwsza część tego zadania, to znaczy okre~ 
ślenie przesunięć węzłów ruchomych. Trudność polega na rozwiązaniu układu 
równań typu (2), których jest tyle, ile jest węzłów ruchomych. Trudność 

jest natury rachunkowej, spowodowanej dużą ilością niewiadomych. Jedną 
z licznych metod rozwiązywania nkładów równań tego rodzaju jest znana 
iteracyjna metoda S e i d e l a, [3]. S o u t h w e 11, [4], nadal jej interpretację fi­
zyczną i rozpowszechnił pod nazwą «relaksacji» (tzn. odciążania). 

Idea metody relaksacji jest następująca. Wyobraźmy sobie. że membrana 
została obciążona w węzłach silami danymi P. Nadajemy dowolne przesu­
nięcia u' ruchomym węzłom siatki, podpierając je (w myśli) na podnośni­
kach. Jeśliby przesunięcia te były takie, jak tego wymaga rozwiązanie, to 
siły obciążające P zostałyby całkowicie zrównoważone siłami rozciągającymi 
membranę i podnośniki nie przenosiłyby żadnej siły. Właściwe położenie 

podnośników (a t.ym samym przesunięcia Zt ) poznamy więc po tym, że 

reakcje podnośników będą równe zeru. W dowolnym przypadku reakcje te 
me będą jednak równe zeru i na ogól wYlliosą 

(3) LlP= P - nz/ + ~1t~. 
s 

Reakcje powstają bowiem jako nadwyżka siły P nad siłą P' = nu'- 2u~ 
s 

wyliczoną z (2) dla przesunięć tt'. Proces relaksacji polega na przyjęciu 

pewnego dowolnego położenia podnośnikow i następnego takiego ich prze­
suwania, aby malały reakeje LIP. Najprościej uzyskamy to w ten sposób, 
że przesuniemy pojedynczy węzeł, w którym występuje największa reakcja, 
o pewną wielkość LI u, pozostawiając iune węzły nieruchome. Przesu­
nięcie to dobieramy tak, aby towarzyszył mu w przesuwanym węźle spa­
dek wartości siły o nLlu do możliwie małej wielkości. Z (2) wynika, że 

temu spadkowi towarzyszyć będzie jednoczesny wzrost reakcji w węzłach 
sąsiednich o wartości Llu. Wygląda to tak, jakby z węzła poruszonego prze­
sunięto wzdłuż prętów siłę Llzt do każdego węzła sąsiedniego. Można do­
wieść, że przesuwając za pomocą tej metody coraz to inne węzły, możemy 
uzyskać spadek sił LI P we wszystkich węzłach poniżej założonej dowolnej 
wartości. Innymi słowy, możemy znaleźć rozwiązanie układu równań (2) 
z dowolną, z góry założoną ddkładnością. ' 

'ren tok postępowania znalazł swój wyraz w rozmaitych sposobach ta­
belarycznego prowadzenia rachunków i ich zapisywania. Proponowana przez 
nas metoda, którą nazwać można metodą «szachów relaksacyjnych", zastę­
puje zapisy łatwiejszymi i szybszymi od nich ruchami pionków po odpo­
wiedniej tablicy. 
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Wyobraźmy sobie, że tablica ta ma ksztaU siatki z rys. 1 i że obliczono 
według (3) wielkości J P, które należy «wygasić». Połóżmy na każdym wę­
źle taką ilość «kamieni3, która (według pewnej umówionej wartości, przy­
pisywanej pojedynczemu kamieniowi) obrazować będzie siły JP. 

W ówczas nadając jakiemuś węzłowi dodatnie przesuuięcie Ju, równe 
wartości pojedynczego kamienia, będziemy musieli przesu~ąć z tego węzła. 
po jednym kamieniu do węzłów sąsiednich, wzdłuż prętów siatki (według 
rys. 2, na którym węzeł poruszany zaznaczono puuktem pogrubionym, a prze­
sunięcia kamieni - strzałkami). 

Reguła ta słuszna będzie dla wS7.ystkich węzłów ruchomych siatki, na­
wet dla brzegowych, które połączone są z innymi węzłami mniejszą ilości~ 
prętów (rys. 2 b, 2 c i 2 d). 

Jeżeli nadamy jakiemuś węzłowi 

jednostkowe przesunięcie ujemne, to 
(CI-::;::- ruch pionków będzie przeciwny. 

Z tego zasadniczego przesunięcia 
d. . pojedynczpgo węzła o jednostkę wy­

prowadzamy przesunięcie «blokowe. 
calej grupy węzłów ruchomych o jed­

nostkę. Niech na rys. 3 linia kreskowana, przechodząca przez środki prę­
tów, wydziela z siatki zakreskowany obszar, w którym wszystkie węzły 
'doznają równoczesnego przesunięcia jednostkowego dodatniego. Wówczas 
wszystkie ruchy kamieni wewnątrz tego obszaru ' znoszą się nawzajem i, w re­

c 
Rys. 2 

zultacie, należy z rozpatrywanego ob­
szaru «zsunąć» tylko po jednym ka­
mieniu poprzez każdy pręt przecięty 

linią ograniczającą obszar. 
Widzimy, że przesuwając kamienie 

według tych zasad i notując odpo­
wiednio przesunięcia węzłów mogli­
byśmy proces prowadzić tak długo, 

aż znikną wszystkie kamienie z sza­
chownicy, co oznaczałoby całkowite 

wygaszenie sił JP. Powstają jednakże 
następujące zastrzeżenia: 

Rys. 3 

1) aby proces doprowadzał do dokładnego wygaszenia sił, jednostka od­
powiad'ająca jednemu kamieniowi powinna być mała i, co za tym idzie, ilość 
kamieni duża; 

2) opisany sposób nie uwzględnia możliwości powstania w węzłach ujem­
nych sił. 

Obydwie trudności zostały pokonane. 
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Pierwszą udało się pokonać w ten sposób, że początkowo przyjmuje się 
dużą wartość jednostki kamienia i proces relaksacji prowadzi się dotąd, aż 
siły LI P zmniejszą się o połowę swej poprzedniej wartości. Wtedy nastę­
puje zamiana wartości kamienia na dwukrotnie mniejszą, ilość kamieni zo­
staje podwojona i relaksację prowadzi się znowu aż do zmiejszenia sił LIP 
o połowę. W ten sposób, zmniejszając stopniowo wartość "pionów», mo­
żemy osiągnąć dowolną dokładność wygaszenia sit Podobne postępowanie 
przyśpiesza również proces relaksacji, gdyż początkowo, gdy sily LIP są 
duże, ruchy pojedynczego kamienia wygaszają je szybciej; pod koniec, gdy 
siły LIP są małe, wygaszanie jest bardziej precyzyjne. 

Tablica 1 

Wielkość pojedynczego kamienia 

Ilość kamieni 5. lOn I 2. lOn I 1 . lOn 
na szachownicy 

Wielkość siły, którą reprezentują 

kRmienie na szachownicy 

O -20 . lOn - 8. lOn -4. lOn 

1 - 15·10" - 6·10" -3 ·10" 

2 - 10. lOn - 4 . lOn -2 ·10" 

3 - 5. lOn - 2·10" -1 . lOn 

4 O· lOn O. lOn O. lOn 

5 + fi·10 n + 2· lOn + 1·10" 

6 +10·10" + 4 ·lOn + 2. lOn 

7 + 15·10" + 6. lOn + 3. lOn 

8 + 20 . lOn .t- 8. lOn + 4 . lOn 

\} + 25 ·lOn + 10. lOn +."i . lOn 

l 

Drugą trudność opanowano w ten sposób, że do ilości kamieni, obrazu­
jących wielkość siły LIP, dodaje się liczbę stalą (-1 sztuki). 

W ten sposób powstaje tablica 1, w której, dla prostoty rachunków, 
stosuje się stopniowanie wielkości kamienia według szeregu: 500, 200, 100, 
50, 20, 10, 5, 2, 1, ... , wygodniejszego w rachunkach od ścisłego polowie­
wienia tych wartości. Łatwo za,uważyć, że jeżeli .we wszystkich węzłach, 
w toku przesuwania kamieni, pozostaną ilości kamieni odpowiadające siłom 
LlP=(-l, 0, +1, +2), to dalsze przesuwanie kamieni nie zmniejszy tych sił. 

Na podstawie tej zasady można łatwo udowodnić, że przy pomocy dzie­
więciu kamieni daje się uzyskać wszystkie możliwości wyrażenia si! LIP 
przez kamienie, a po zakończonej relaksacji można przejść do następnej 
ich wartości. . 
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2. TecllDika rozwiązywania zadań metodą szachów relaksacyjnych 

W tym rozdziale postaramy się w możliwie zwięzły sposób przedstawić 
praktyczną stronę rachunku. Podamy ją w formie pewnego rodzaju «regu­
laminu gry», który ułożony zostal z tą myślą, aby zasady wyłożone w po­
przednim rozdziale ująć w możliwie prosty i jasny schemat. Według tego 
schematu zadanie może być rozwiązane również przez kogoś, kto nie zna 
założeó. teoretycznych, jeżeli następujące punkty 1, 3, 4 i 5 zostaną uło­

żone przez stawiającego zfłgadnienie. 
(1) Mając do rozwiązania równanie (1 ) z warunkami brzegowymi (a) i (b) 

trzeba zdecydować się na wybór gęstości siatki i narysować ją według 

rys. 1, zaznaczając wyraźnie węzły i pręty. Następnie należy odróżnić węzły 
stale od ruchomych za pomocą różnych oznaczeń (np. czerwonym kolorem). 

(2) Narysować tuszem lub atramentem siatkę w takiej skali, aby jej bok 
wynosił około 8 cm (rysunek może nie być bardzo staranny). Środki 
prętów połączyć tak, aby utworzyła się szachownica ukośna, pokazana na 
rys. 4. Zacieniować szaro pola szachownicy odpowiadające węzłom rucho­
mym, a czarno - węzłom stałym. Szare i czarne pola będą służyły dla 
układania i przesuwania kamieni. Każdemu szaremu i czarnemu polu odpo­

Rys. 4 

wiada pole białe, usytuowane wzglę­
dem niego jak na rys. 5, w którym 

Rys. 5 

prowadzić będziemy zapi!'lY. W polu tym będzie kolumna zapisów sił P, 
kolumna zapisów przesunięć u oraz reszta pola do rejestracji ruchów ka­

mlenl. 
(3) Dane przesunięcia węzłów stałych wpisać atramentem na czele ko­

lumny u w białym polu. Na czele kolumny P wpisać atramentem dane siły P 
w węzłach ruchomych i podkreślić. Dalsze zapisy będą prowadzone ołówkiem. 

(4) Wpisać oszacowane z gruba (np. równe zeru) początkowe wartości 
przesunięć na czele kolumny u węzłów ruchomych. 

(5) Obliczyć (najlepiej na arytmometrze) siły LIP według wzoru (3) dla 
węzłów ruchomych. Siły te wpisujemy w kolumnie P, w podziale na sumy 
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algebraiczne, złożone ze skladników w postaci 5·10n, ~.10n, 1·IOn (n = liczba 
całkowita) tak, aby każdy składnik powtarzał się najwyżej jeden raz. Na 
przykład zamiast 3783 wypisujemy kolumnę jak niżej z lewej strony: 

+5000 
-2000 
+ 500 
+ 200 
+ 100 

+ 
20 
5 
2 

(6) Na polach zakreskowanych kładziemy po 4 kamienie. Na 
polach czarnych dowolną ilość kamieni można dokładać lub zbie­
rać w czasie «gry". 

(7) Przyjmujemy, że początkową wartością kamienia jest naj­
wyższa liczba występująca wśród podziałów LiP na składniki 

(według p. 6). Liczby te przekreślamy i 
(a) dodajemy na polu szarym jeden kamień, jeśli była ona 

dodatnia, 
(b) zabieramy z tego pola l kamień, jeśli była ona njemna. 

(8) Przystępujemy do przesunięć relaksacyjnych. Będą na nie się skła­

dały następujące przesunięcia zasadnicze: 
(a) przesunięcie pojedyncze dodatnie (rys. 6a); jest to przesunięcie 

po jednym kamieniu z rozpatrywanego pola zacieniowanego na sąsiednie 
pola zacieniowane (ruchome albo stałe), przy jednoczesnym nakreśleniu 

w prawym górnym sąsiednim polu pionowej kreseczki I, rejestrującej to 
przesunięcie (na rysunku 6a występują cztery pola są!iliednie, ala może ich 
być na brzegu mniej); 

a b 

Rys. 6 

(b) przesunięcie pojedyncze ujemne (rys. 6b), przeciwne do poprzed­
niego ; piony mają przeciwny ruch, a kreseczka rejestrująca jest pozioma-j 

(c) przesunięcie grupowe dodatnie; wykonujemy je w trzech fazach. 
Faza pierwsza. Zsuwamy z pól zacieniowanych na brzegu pewnego ob­

szaru po jednym kamieniu wzdłuż prętów, wykonując połowę przesunięcia, 
tzn. pozostawiając kamień w narożniku na granicy pomiędzy polem, z któ­
rego go zsuwamy, a polem, na które go nasuwamy (rys. 7a). 

Faza druga. Kamienie zatrzymane w pół drogi wyraźnie wydzielają pe­
wien obszar z całości siatki. W białych polach, odpowiadających polom 
zacieniowanym (z prawej strony u góry), objętych tym obszarem, wpisujemy 
po jednej kreseczce pionowej 1 rejestrującej to przesunięcie (rys. 7 b). 
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Faza trzecia. Kończymy przesunięcie zapoczątkowane w pierwszej fazie. 
Rozbicie tego pr:tesunięcia na trzy fazy ma na celiI zapobieżenie omyłkom 

przy zaznaczaniu kreseczek rejestrujących. 
(d) Przesunięcie grupowe ujemne. Ruch pionków jest przeciwny 

w stosunku do poprzedniego przypadku. Kreseczki rejestrujące są poziome 
zamiast pionowych. 

(9) Proces ' relaksacyjny prowadzimy tak długo, aż 
(a) przeciętna ilość kamieni w większych częściach szachownicy wy­

UleSIe dla jednego węzła ruchomego cztery, 
(b) ilość kamieni w każdym węźle ruchomym wynosić będzie od 3 

do 6 włącznie. 
(LO) Po zakończeniu relaksacji przystępujemy do zapisania rejestrowanych 

przesunięć. Każdej kreseczce pionowej odpowiada przesunięcie dodatnie, 

a D c 

Rys. 7 

równe wartości jednego kamienia, a każdej kre>:eczce poziomej - przesu­
nięcie ujemne. Kreseczki pionowe znoszą się z poziomymi i dlatego możemy 
zapisywać je jedna na drugiej (rys. 5), tak że powstanie krzyżyk +. W ra­
chunku bierzemy pod uwagę kreseczki nieprzekreślone. Wnrtość tych kre­
seczek dodajemy do stojącej wyżej wartości przesunięcia Zt' i zapisujemy 
pod nią (w kolumnie Zt) jako nowe przybliżenie przesunięcia u. 

(11) Zmieniamy wielkość pozostałych na sza.chowniC'y kamieni na na­
stępną niższą wielkość z szeregu l, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, ... 

Postępujemy tu według tablicy 2. 
(12) Dodajemy dodatkowe kamienie tak jak w p. 7, skreślając z zapisu 

rozwinięcia LiP, otrzymanego na początku, równoważną wartość. 
(13) Prowadzimy znowu relaksację według p. 8 i 9, obliczamy zarejestro­

wane kre~eczki 'według p. 10 i przeprowadzamy wymianę według p. 11 i 12. 
(14) W rezultacie otrzymujemy ciąg wartości przesunięć, zapisywanych 

w kolumnie u, i jednocześl11e skreślamy kolejne lIczby podziału LiP. Proces 
zatrzymnjemy wówcza~, gdy osiągniemy już żądaną dokładność . 

• (15) W czasie rachunków, po kilku zmi~nach wielkości kamieni, spraw­
dzamy na arytmometrze w.Yniki. Sprawdzenie polega na tym, że biorąc za 
podstawę ostatnie wart0ści 11 obliczamy według (3) wartości LiP, które po-
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winny być równe sumie wielkości, reprezentowanej przez kamienie leżące 
na polu szarym, i wielkości nieprzekreślonych f'lkladników podziału P. Spraw­
dzenie to należy przeprowadzać po zakończeniu relaksacji, gdy wszystkie 
~reski rejestrujące są przekreślone i ani jeden kamień nie leży na polu białym. 

Pozostało 

kamieni z po-
----

przedniej 
relaksacji 10·10n -+ 5· lO" I 

3 odjąć 1 bmień 

4 bez zmian 

5 dodać l kamień 

6 
dodać 

2 kamien:e 

Tllhlica 2 

Z amiana 

5·lOn -+ 2·10n 

odjąć l kamień oraz 
przesunąć 1 l;amień 

na pole białe 

bez zmian 

dołożyć 1 kamień na 
pole węzła (zaciem­
nione) i jeszcze 1 ka-
mień na pole białe 

dodać 3 kamienie 

I 2·10n -+ 1·10n 

odjąć .~ d El 
~ . - ol 

1 kamień .~ ,.o ...,;I 

E:O <l) 
olp.,~~ 
" o 

bez zmian 

dodać 

1 kamień 

dodać 2 kamienie 

.leżeli stwierdzimy błąd, to należy poprawić liczbę kamieni (lub wymazać 
błędny podział JP i wpisać nuwy). Po zakOliczeniu rachunków sprawdzenie 
takie jest koniec:me. 

3. Przykład zastosowania metody 

Pręt pryzmatyczny o przekroju prostokątnym o wymiarach 7 X 9 pod­
dano skręcalJiu. Wyzllaczyć linie naprężeń stycznych 'w przekroju. 

łY !I 

<>--&--&--.. 

L-____________ __ 

X 

Rys. 8 Rys. 9 

W rozwiązaniu opieramy f'lię na. analogii membranowej, według której 
linie naprężeń stycznych są warstwicami membrany rozpiętej . na ·brzegu 
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konturu przekroju, obciążonej równomiernie i o przesunięciach na brzegu 
równych zeru. Membranę zastępujemy siatką według rys. 8. 

W obec symetrii wystarczy rozpatrywać jedną ćwiartkę prostokąta. Przy 
przesunięciach punkty A i B przesuwają się stale jednakowo, a więc ani jeden 

Rys. 10 

kamień . nie przejdzie wzdłuż pręta łączącego te punkty. Zatem wszystkie 
pręty przecięte osiami symetrii należy opuścić. Dla ćwiartki otrzymamy 
łY ' zatem siatkę z rys. 9, na której węzły nieruchome 
i o o o o oznaczono kolorem czarnym, a ruchome - białym. 

Na rysunku 10 widzimy odpowiednią szachownicę 
z zapisami. Siły obciążające przyjęto jako równe 
liczbie 1000. Przesunięcia kamieni prowadzono tak 
długo, aż siły zawierały się w granicach od - 1 
do + 2. Dokonano tego przy 10 zmianach wielkości 
kamieni. Czas rachUIiku wraz z narysowaniem sza­
chownicy i trzykrotnym jego sprawdzeniem na aryt­
mometrze wynosił gddzinę i 50 minut. Dla porów­
nania przeprowadzono rachunki innymi sposobami. 

Rys. 11 Okazało się, że najszybciej osiągnięto wynik metodą 
«szachów relaksacyjnych:.. Ponadto okaza~o się, że metoda powyższa wymaga. 
od rachująccego;.,na,jmniejszej uwagi i wysiłku. 
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Znając przesnnięcia różnych pnnktów membrany łatwo można nakreślić 
jej warstwice (rys. 11). 
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PeaIOMe 

PElllEHME llPOBJIEMbI MEMBP AHbI METO~OM ltOHE'IHbIX P A3HOCTEH 
llPM llPMMEHEHlIlI CllEIIlIAJIbHbIX G'lETOB 

YpaBHeHlle MeM6paHhl (1 ), B KOTOpOM U 060SHa'laeT nepeMern;eHlle, a p Ha­

rpysKY, saMem;eHO CllcTeMo:li ypaBHeHllit (~), no llSBecTHoMy MeTOlJ;y KOHe'lHhlX 

pasHocTeit. YpaBHeHlle HanllcaHO lJ;.lL!I ItBalJ;paTHoit perneTKll (qlllr. 1), npll'leM lJ;aeT 

COOTHOrneRIIH MeiRlJ;y CIIJIOit P RarpysKII, npHXOlJ;Hm;eitcH Ha lJ;aRRhlit yse.lI perneTKll, 

nepeMem;eHHeM 2t B aTOM yS.lIe, aTaKiRe nepeMem;eHHHMII U s B COCelJ;RHX yS.lIax. 

PerneHHe CHCTeMhl aTIIX ypaBHeRHit npOIlSBOlJ;HTCH MeTOlJ;OM nOC.lIelJ;OBaTe.lIóRhlX 

npH6.lIHJKeRHit, HaSBaHRhlM P. B. C a y c B e.lI.lI O M «MeTOlJ;OM pe.JIaKCaU;IIH». BMeCTO 

Toro, 'lTo6hl npOHSBOlJ;HTb BhlqfIC.lIeHBH Ta6.lIH'lRO, ynoTpe6.lIeHO «rnaXMaTRyIO lJ;OCKy" 

(<pHr. 4) B <popMe perneTKII, Ha KaJRlJ;OM y3.lIe KOTOpOit nOMem;eHO HeKOTopoe KO.lIH­

qeCTBO KaMHeit, COOTBeTcTUyIOrn;ee SHa'leHlUO yS.lIOBOit CH.lIhl P, COr.lIaCRO Ta6.lIHu;e 1. 
llpou;ecc pasrpysKll yS.lIOB COCTOHT B nepelJ;BHraRHH aTHX KaMHeit B cocelJ;HlIe yS.lIhl, 

COr.lIaCHO <pHr. 6. B Ha'la.lIe C'leTa npHlJ;aIOT KaMHSThl Bhlcrnee SRa'leHHe H c 60.lIb­

rnHM n[lH6.lIHJKeHHeM noramaIOT yS.lIOBhle CII.lIhl. B nOC.lIelJ;yIOm;HX CTalJ;HHX nplllJ;aIOT 

KaMHHM Bce MeHbrnlle SRa'leRHH, norarnaH OCTaTKH yS.lIOBhlX CII.lI c Bce 60.lIbrne:lt 

TO'lHOCTbIO. 9TOT npHeM npelJ;CTaB.lIeR B <popMe «npaBH.lI Hrphl» , KOTophle Ha CTO.lIóKO 

npOCThl, 'lTO perneIIlIe salJ;aqfI MOiReT 6hlTb nopy'leHO HeKBa.lIH<pIIU;lIpOBaHHoMy 

BCIIOMOraTe.lIbRoMy nepCOHa.lIy. B KOHKpeTHhlx c.lIj'laHX OKaSa.lIOCb, 'lTO 9TOT MeTOJl; 

ropaslJ;o MeHee TpylJ;OeMKllit II Tpe6yeT OT C'leT'lIlKa ropaSlJ;O MeHbrne yCll.lIll:lt. 

Summary 

SOLUTION OF THE MEMBRANE PROBLEM BY MEANS OF THE METHOD 
OF FINITE DIFFERENCES WITH THE USE OF A SPECIAL COMPUTATIOlf 

DEVICE 

The membrane eqnation, (1), where u denotes the displacement and p 
the load, is replaced by the system of equations, (2), nsing the well known 
method of finite differences. This eqnation was estahlished for a square net 
(fig. 1), and expresses the relation between the lo ad P, correRponding to the 
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given no dal point or tha net, and the displacements of the neighbouring 
points, U S • 

The solution is obtained by means of the method of successive appro­
ximations ca,lIed by R. V. S o u t h w e 11 the «relaxation method» , Instead 
of computations arranged in tabIe form, a kind of «chess board » (fig. 4) 
in tho form of a net is used. 

On each nodal point of the net a certain number of ~stones. is laid, 
corresponding to the nodal force P (table 1). 

The process of relieving the nodal points consists in shifting the «sto­
nes» to the neighbouring points (fig. 6). At the beginning of the computation 
higher values are assumed for the «stones» and the nodal forces are sup­
pressed roughly. The values assumed in subsequent stages are progressively 
lower, the suppressing of forces becoming more and more accurate. This 
procedure is regulated in the form of a kind of «play rules », which are 
simple enough to permit the solution of the problem to be passed over to 
unqualified personnel. 

This method in numerical examples proved to be more rapid than other 
methods and at the same time less tedious for the calclllator. 

Praca została złożona w Redakcji dnia 30 paździe1'nika 1953 r. 
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