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1. Mysl przewodnia metody

Wiele zagadnien matematycznej fizyki sprowadza sig do rozwigzania
réwnania rézniczkowego Poissona
Ru  Pu

(1) a—xz+@§=—%

w ktérym = jest poszukiwang funkcja zmiennych z i y, a p dang funkcjs
tych zmiennych. Réwnanie (1) ma byé spelnione w pewnym obszarze ogra-
niczonym krzyws G.

Na tej krzywej funkcja u spelnia nastepujace warunki brzegowe:

(a) na czeSci krzywej G funkecja « przyjmuje z géry zadane wartosci
brzegowe % (gdzie % jest funkcja punktu na krzywej @),

(b) na pozostale] czesci krzywej G pochodna Jw/dn w kierunku ze-
wnetrzne] normalnej # przyjmuje zalozone z géry wartosci p (gdzie p jest
funkejg punktu na krzywej G).

Takie réwnania wystgpuja np. w ruchu bezwirowym cieczy idealnej,
w zagadnieniu przewodnictwa ciepla, w teorii skrecania pretéw pryzma-
tycznych, w teorii zginania plyt, w teorii potencjalu i innych.

Roéwnanie (1) przedstawia takze przesunigcia poprzeczne membrany roz-
piete] na krzywej G, obciazonej ci$nieniem p, przy sile rozciggajacej mem-
brang réwnej 1. Brzeg membrany otrzymuje przesuniecia %, a sila,- ktéra
ten brzeg dziala na membrane, wynosi P (por. [1], § 137).

Ta ostatnia interpretacja réwnania Poissona, jako najbardziej obra-
zowa, sluzyé nam bedzie przy dalszych rozwazaniach.

Istnieje wiele metod rozwiazania zagadnienia membrany. Przy prostych
ksztaltach krzywej G z powodzeniem stosuje si¢ metody analityczne, ktére
jednak praktycznie zawodzs dla nieco bardziej zlozonych ksztaltéw. Naj-
bardziej uniwersalng i dogodng dla obliczenn praktycznych okazala si¢ me-
toda réznic skoneczonych (por. [2], rozdz. 3).

Wedlug metody réznic skonczonych obszar membrany pokrywamy
siatka kwadratowa o boku @ (rys. 1) réwnolegle do osi # i . Prowadzimy
przekatne tej siatki (linia kreskowana, rys.1), ktére utworza drobniejsza
siatke uko$na. Wzdluz tych przekatnych prowadzimy linig lamans, jako
przyblizenie linii brzegowej membrany. Znaczymy wszystkie wierzcholki
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kwadratéw siatki zasadniczej, lezace wewnatrz tej linii lamanej oraz na
niej. Pierwsze z nich nazywamy wezlami wewnetrznymi, drugie wezlami
brzegowymi. Wszystkie wezly laczymy «pretami» wzdluz zasadniczej siatki
kwadratowej. Wszystkie prety muszg lezeé wewnatrz obszaru objetego linig
lamana. W ten sposéb niektére sasiednie wezly brzegowe (np. 4 i B) beds
polaczone ze soba pretem, a inne (np. C i D) nie beda. Zamiast szukaé
funkeji # w calym obszarze membrany ograniczymy sie jedynie do wyzna-
czenia jej przyblizone] wartosci w wezlach siatki. Obciazenie p ciagle za-
stepujemy silami P skupionymi
w wezlach wewnetrznych, przy-
padajacych na obszar kwadratu
o ‘boku @, ktérego dany wezel
jest $rodkiem (np. w wezle E
na rys. 1 umieszczamy wypad-
kowa sil przypadajacych na za-
kre-kowany kwadrat). Podobnie
sily krawedziowe p zastepujemy
silami P skupionymi w wezlach
v brzegowych (np. w wezle ¥ sila P
Rys. 1 jest wypadkows sil krawedzio-
wych, dzialajacych na wykreslong
grubg linig odcinki linii lamanej). Oczywiscie im siatka jest gestsza, tym
dokladniej mozemy okresli¢ sily P i tym dokladniej przesuniecia wezléw
oddadzg przebieg funkeji u w calym obszarze.
Wedlug zasad rachunku réznic skonczonych réwnanie (1) przeksztalca
sie na :

2" . ‘ =nu ——Zus,

w ktérym P i » odpowiada sile i przesunigciu jakiego$ wezla siatki, n jest
liczbg pretéw wychodzgcych z tego wezla, u, przesunigeciami w wezlach
polaczonych pretami z wezlem rozpatrywanym i wreszcie sumowanie roz-
ciaga sig na wszystkie tego rodzaju wezly sasiednie. Tak napisany wzér(2)
przedstawia wartosé sil nie tylko w wezlach wewnetrznych, ale réwniez
w wezlach brzegowych. Dla kazdego wezla mozemy zatem napixaé po jednym
réwnaniu (2). Rownan bedzie tyle, ile jest wezléw. Rozwigzanie postawio-
nego na wstepie réwnania rézniczkowego sprowadza sig teraz do zadania
nastepujacego:

(a) w niektérych wezlach (bedziemy je nazywali stalymi) podane 88 prze-
suniecia u,

(b) w pozostalych wezlach (ktére nazywaé bedziemy ruchomyml) zalo-
#one sy sily 2. ‘ , e i
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Nalezy obliczyé przesunigeia # wezléw ruchomych i sily P w qulach
stalych tak, aby byly spelnione réwnania (2) dla kazdego wezla.

Gléwna trudno$é stanowi pierwsza cze$é tego zadania, to znaczy okre-
glenie przesunie¢ wezléw ruchomych. Trudnos$é polega na rozwigzaniu ukladu
réwnan typu (2), ktérych jest tyle, ile jest wezléw ruchomych. Trudnosé
jest natury rachunkowej, spowodowanej duza ilo$cia niewiadomych. Jedna
z licznych metod rozwigzywania ukladow réwnan tego rodzaju jest znana
iteracyjna metoda Seidela, |3]. Southwell, [4], nadal jej interpretacje fi-
zyczng 1 rozpowszechnil pod nazwsa «relaksacji» (tzn. odcigzania).

Idea metody relaksacji jest nastepujaca. Wyobrazmy sobie, ze membrana
zostala obciazona w wezlach silami danymi 2. Nadajemy dowolne przesu-
niecia %’ ruchomym wezlom siatki, podpierajac je (w mysli) na podno$ni-
kach. Jesliby przesuniecia te byly takie, jak tego wymaga rozwiazanie, to
sily obciazajace P zostalyby calkowicie zréwnowazone silami rozciagajacymi -
membrane i podnosniki nie przenosilyby zadnej sily. Wlasciwe polozenie
podnosnikéw (a tym samym przesuni¢cia u) poznamy wiec po tym, Ze
reakcje podnosnikéw beda réwne zeru. W dowolnym przypadku reakcje te
nie beda jednak réwne zeru i na ogél wyniosg

3) AP=P — nu' +2u;.

Reakcje powstaja bowiem jako nadwyzka sily P nad sila P'==nu'— Yu

wyliczong z (2) dla przesunieé «'. Proces relaksacji polega na przyjeciu
pewnego dowolnego polozenia podnosnikéw i nastepnego takiego ich prze-
suwania, aby malaly reakeje AP. Najprosciej uzyskamy to w ten sposéb,
ze przesuniemy pojedynczy wezel, w ktérym wystepuje najwieksza reakcja,
o pewna wielkosé Au, pozostawiajac inne wezly nieruchome. Przesu-
nigcie to dobieramy tak, aby towarzyszyl mu w przesuwanym wezle spa-
dek wartodei sily o ndu do mozliwie malej wielko$ei. Z (2) wynika, Ze
temu spadkowi towarzyszyé bedzie jednoczesny wzrost reakeji w wezlach
sasiednich o wartosci Au. Wyglada to tak, jakby z wezla poruszonego prze-
sunieto wzdluz pretéw sile A do kazdego wezla sgsiedniego. Mozna do-
wiesé, ze przesuwajac za pomocy tej metody coraz to inne wezly, mozemy
uzyskaé spadek sil 4P we wszystkich wezlach ponizej zalozonej dowolnej
wartosci. Innymi slowy, mozemy znalezé rozwiazanie ukladu réwnan (2)
z dowolna, z géry zalozona ddkladnoscia.

Ten tok postgpowania znalazl swéj wyraz w rozmaitych sposobach ta-
belarycznego prowadzenia rachunkéw iich zapisywania. Proponowana przez
nas metoda, ktéra nazwaé¢ mozna metoda «szachéw relaksacyjnych», zaste-
puje zapisy latwiejszymi i szybszymi od nich ruchami pionkéw po odpo-
wiedniej tablicy.
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Wyobrazmy sobie, ze tablica ta ma ksztalt siatki z rys. 1 i ze obliczono
wedlug (3) wielkosci AP, ktére nalezy «wygasié». Polézmy na kazdym we-
zle taka ilo$é «kamieni», ktora (wedlug pewnej uméwionej wartosci, przy-
pisywane] pojedynczemu kamieniowi) obrazowaé bedzie sily AP.

Wéwezas nadajac jakiemus wezlowi dodatnie przesuniecie Aw, réwne
wartosci pojedynczego kamienia, bedziemy musieli przesunaé z tego wezla
po jednym kamieniu do wezléw sasiednich, wzdluz prqté.w siatki (wedlug
rys. 2, na ktérym wezel poruszany zaznaczono punktem pogrubionym, a prze-
suniecia kamieni — strzalkami).

Regula ta sluszna bedzie dla wszystkich wezléw ruchomych siatki, na-
wet dla brzegowych, ktére polaczone sg z innymi wezlami mniejszg iloScig
pretéw (rys.25, 2¢ 1 2d).

Jezeli nadamy jakiemus$ wezlowi
L Tl jednostkowe przesuniecie ujemne, to

- e 6&——+ @ ruch pionkéw bedzie przeciwny.
il i ‘ 7 tego zasadniczego przesuniecia
a d- . pojedynczego wezla o jednostke wy-
Rys. 2 prowadzamy przesunigcie <«blokowes»
calej grupy wezléw ruchomych o jed-
nostke. Niech na rys.3 linia kreskowana, przechodzaca przez srodki pre-
téw, wydziela z siatki zakreskowany obszar, w ktérym wszystkie wezly
doznaja réwnoczesnego przesuniecia jednostkowego dodatniego. Wowezas
wszystkie ruchy kamieni wewnatrz tego obszaru znosza sie nawzajem i, w re-
zultacie, nalezy z rozpatrywanego ob-
szaru <zsunaé» tylko po jednym ka-
mieniu poprzez kazdy pret przeciety

linia ograniczajaca obszar.

Widzimy, ze przesuwajac kamienie
wedlug tych zasad i notujac odpo-
wiednio przesuniecia wezléw mogli-
bysmy proces prowadzi¢ tak dlugo,
az znikna wszystkie kamienie z sza-
chownicy, co oznaczaloby calkowite :
Wygasz?nie sil AP. P0.W3taja, jednakze Rys. 3
nastgpujace zastrzezenia:

1) aby proces doprowadzal do dokladnego wygaszenia sil, jednostka od-
powiadajaca jednemu kamieniowi powinna byé mala i, co za tym idzie, ilo§é

kamieni duza;

2) opisany sposéb nie uwzglednia mozliwosci powstania w wezlach ujem-
nych sil.

Obydwie trudno$ci zostaly pokonane.
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Pierwsza udalo si¢ pokonaé¢ w ten sposéb, ze poczatkowo przyjmuje sie
duzg warto$é jednostki kamienia i proces relaksacji prowadzi sig dotad, az
sily AP zmniejsza si¢ o polowe swe] poprzedniej wartosci. Wtedy naste-
puje zamiana wartosci kamienia na dwukrotnie mniejsza, ilo$§é kamieni zo-
staje podwojona i relaksacje prowadzi si¢ znowu az do zmiejszenia sil AP
o polowg. W ten sposéb, zmniejszajac stopniowo wartos$é «pionéw», mo-
zemy osiagnaé¢ dowolng dokladno$é wygaszenia sil. Podobne postepowanie
przyspiesza réwniez proces relaksacji, gdyz poczatkowo, gdy sily AP sa
duze, ruchy pojedynczego kamienia wygaszaja je szybciej; pod’ koniec, gdy
sily AP sa male, wygaszanie jest bardziej precyzyjne.

Tablica 1
Wielkosé pojedynczego kamienia
Ilog¢é kamieni srofaddbs o | 1108
na szachownicy Wielkosé sily, ktora reprezentujg
kamienie na szachownicy
0 —20- 10" — 8.107 —4.10"
1 —15-10~ — 26 S10" =3v10%
2 —10 . 107 — 4 .40 =2 . 10=
3 ~— b+ 10% — 2+ 10~ — el 0=
4 ( 0-10”7 0-10~ 0.107
5 + H-10 + 2.107 +1.10”
6 +10 - 10~ + 4.10% +2.107
7 +15- 107 + 6.107 +8-102
8 +20 - 107 + 8.10n +4 .10
9 + 25 - 107 +10 - 107 +5.107

r

Drugg trudno$é opanowano w ten sposéb, ze do ilosci kamieni, obrazu-
jacych wielkosé sily AP, dodaje sie liczbe staly (4 sztuki).

W ten sposéb powstaje tablica 1, w ktérej, dla prostoty rachunkéw,
stosuje si¢ stopniowanie wielkodci kamienia wedlug szeregu: 500, 200, 100,
50, 20, 10, 5, 2, 1,..., wygodniejszego w rachunkach od scislego polowie-
wienia tych warto$ci. Latwo zauwazyé, ze jezeli we wszystkich wezlach,
w toku przesuwania kamieni, pozostang iloci kamieni odpowiadajace silom
AP=(—1,0, 41, +2), to dalsze przesuwanie kamieni nie zmniejszy tych sil.

Na podstawie tej zasady mozna latwo udowodnié, ze przy pomocy dzie-
wieciu kamieni daje sie uzyskaé wszystkie mozliwosci wyrazenia sil AP
przez kamienie, a po zakoiiczone] relaksacji mozna przej$é do nastepnej
ich wartosei.
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2. Technika rozwiazywania zadan metoda szachéw relaksacyjnych

W tym rozdziale postaramy si¢ w mozliwie zwiezly sposéb przedstawié
praktyczng strone rachunku. Podamy ja w formie pewnego rodzaju «regu-
laminu gry», ktéry ulozony zostal z ta mysla, aby zasady wylozone w po-
przednim rozdziale ujyé w mozliwie prosty i jasny schemat. Wedlug tego
schematu zadanie moze byé rozwiazane réwniez przez kogo$, kto nie zna
zalozen teoretycznych, jezeli nastepujace punkty 1, 3, 4 i 5 zostang ulo-
Zone przez stawiajacego zagadnienie. ‘

(1) Majac do rozwigzania réwnanie (1) z warunkami brzegowymi (a)1 (b)
trzeba zdecydowaé sie¢ na wybdr gestosci siatki i narysowaé ja wedlug
rys. 1, zaznaczajac wyraznie wezly i prety. Nastepnie nalezy odrézni¢ wezly
stale od ruchomych za pomoca réznych oznaczen (np. czerwonym kolorem).

(2) Narysowaé tuszem lub atramentem siatke w takiej skali, aby jej bok
wynosil okolo 8 cm (rysunek moze nie byé bardzo staranny). Srodki
pretéw polaczyé tak, aby utworzyla sig szachownica ukos$na, pokazana na
rys. 4. Zacieniowaé szaro pola szachownicy odpowiadajace wezlom rucho-
mym, a czarno — wezlom stalym. Szare i czarne pola beda sluzyly dla
ukladania i przesuwania kamieni. Kazdemu szaremu i czarnemu polu odpo-
wiada pole biale, usytuowane wzgle-
dem niego jak na rys. D, w ktérym

rejestracfa ruchow
kamieni

2

7

y
\ & 4

Rys. 4 Rys. 5

prowadzié bedziemy zapisy. W polu tym bedzie kolumna zapiséw sil P,
kolumna zapiséw przesunigé w oraz reszta pola do rejestracji ruchéw ka-
mieni. :
(3) Dane przesunigeia wezléw stalych wpisaé atramentem na czele ko-
lumny « w bialym polu. Na czele kolumny P wpisa¢ atramentem dane sity P
w wezlach ruchomych i podkreslié. Dalsze zapisy beda prowadzone oléwkiem:
(4) Wpisaé oszacowane z gruba (np. réwne zeru) poczatkowe wartoscl
przesunieé na czele kolumny » wezléw ruchomych.
(5) Obliczyé (majlepiej na arytmometrze) sily 4P wedlug wzoru (8) dla
wezléw ruchomych. Sily te wpisujemy w kolumnie P, w podziale na sumy
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algebraiczne, zlozone ze skladnikéw w postaci 5107, 2-107, 1-107 (n = liczba
catkowita) tak, aby kazdy skladnik powtarzal si¢ najwyzej jeden raz. Na
przyklad zamiast 3783 wypisujemy kolumne jak nizej z lewej strony:

(6) Na polach zakreskowanych kladziemy po 4 kamienie. Na

+ 5000 polach czarnych dowolng ilo$é kamieni mozna dokladaé lub zbie-
— 2000 raé w czasie «gry».
+ 500

(7) Przyjmujemy, ze poczatkowa wartodciag kamienia jest naj-
i 100 wyzsza liczba wystgpujaca wsréd podzialéw AP na skladniki
— 90 (wedlug p. 6). Liczby te przekreslamy i
<8 Beb (a) dodajemy na polu szarym jeden kamien, jesli byla ona
e 2 dodatnia,
(b) zabieramy z tego pola 1 kamien, jesli byla ona ujemna.

(8) Przystepujemy do przesunigé relaksacyjnych. Beda na nie sig¢ skla-
daly nastepujace przesuniecia zasadnicze :

(a) przesunigcie pojedyncze dodatnie (rys. 6a); jest to przesuniecie
po jednym kamieniu z rozpatrywanego pola zacieniowanego na sasiednie
pola zacieniowane (ruchome albo stale), przy jednoczesnym nakresleniu
w prawym gérnym sgsiednim polu pionowej kreseczki |, rejestrujacej to
przesunigcie (na rysunku 6a wystepujg cztery pola sasiednie, ale moze ich
byé na brzegu mniej);

Rys. 6

(b) przesuniecie pojedyncze ujemne (rys. 64), przeciwne do poprzed-
niego; piony majg przeciwny ruch, a kreseczka rejestrujaca jest pozioma —;
(c) przesunigcie grupowe dodatnie; wykonujemy je w trzech fazach.

Faza pierwsza. Zsuwamy z pél zacieniowanych na brzegu pewnego ob-
szaru po jednym kamieniu wzdluz pretéw, wykonujac poloweg przesunigcia,
tzn. pozostawiajac kamien w narozniku na granicy pomiedzy polem, z ktd-
rego go zsuwamy, a polem, na ktére go nasuwamy (rys. Ta).

Faza druga. Kamienie zatrzymane w pél drogi wyraznie wydzielaja pe-
wien obszar z calosei siatki. W bialych polach, odpowiadajacych polom
zacieniowanym (z prawej strony u gory), objetych tym obszarem, wpisujemy
po jedne] kreseczce pionowej | rejestrujacej to przesunigcie (rys, 7b).
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Faza trzecia. Kolczymy przesuniecie zapoczatkowane w pierwszej fazie,
Rozbicie tego przesuniecia na trzy fazy ma na celu zapobiezenie omylkom
przy zaznaczaniu kreseczek rejestrujacych.
(d) Przesunigcie grupowe njemne. Ruch pionkéw jest przeciwny
w stosunku do poprzedniego przypadku. Kreseczki rejestrujace sg poziome
zamiast pionowych. '
(9) Proces relaksacyjny prowadzimy tak dlugo, az
(a) przecigtna ilo$é kamieni w wigkszych cze$ciach szachownicy wy-
niesie dla jednego wezla ruchomego caztery, .
(b) ilos¢ kamieni w kazdym wezle ruchomym wynosié bedzie od 3
do 6 wlacznie. |
(10) Po zakonczeniu relaksacji przystepujemy do zapisania rejestrowanych
przesunigé. Kazdej kreseczce pionowej odpowiada przesuniecie dodatnie,

réwne wartodci jednego kamienia, a kazdej kreseczce poziomej — przesu-
nigcie ujemne. Kreseczki pionowe znosza sie z poziomymi i dlatego mozemy
zapisywaé je jedna na drugiej (rys. b), tak ze powstanie krzyzyk -. W ra-
chunku bierzemy pod uwage kreseczki nieprzekre§lone. Wartosé tych kre-
seczek dodajemy do stojace] wyzej wartosci przesuniecia »’ i zapisujemy
pod nig (w kolumnie %) jako nowe przyblizenie przesuniecia .

(11) Zmieniamy wielko$¢ pozostalych na szachownicy kamieni na na-
stepng nizsza wielko$é z szeregu 1, 2, b, 10, 20, 50, 100, 200, 500,..

Postepujemy tu wedlug tablicy 2.

(12) Dodajemy dodatkowe kamienie tak jak w p. 7, skreslajac z zapisu
rozwiniecia AP, otrzymanego na poczatku, réwnowazng wartosé.

(13) Prowadzimy znowu relaksacje wedlug p. 8 i 9, obliczamy zarejestro-
wane kreseczki wedlug p. 10 i przeprowadzamy wymiang wedlug p. 11 i 12.

(14) W rezultacie otrzymujemy ciag wartosci przesunieé, zapisywanych
w kolumnie %, i jednocze$nie skreslamy kolejne liczby podzialu AP. Proces
zatrzymujemy wowczas, gdy osiggniemy juz zagdang dokladnosé.

.(15) W czasie rachunkéw, po kilku zmianach wielkosci kamieni, spraw-
dzamy na arytmometrze wyniki. Sprawdzenie polega na tym, ze biorac za
podstawe ostatnie wartosci # obliczamy wedlug (3) wartosei AP, ktére po-
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winny byé réwne sumie wielkosci, reprezentowane] przez kamienie lezgce
na polu szarym, i wielko$ci nieprzekreslonych skladnikéw podzialu P. Spraw-
dzenie to nalezy przeprowadzaé po zakonczeniu relaksacji, gdy wszystkie
kreski rejestrujace sg przekres$lone i ani jeden kamien nie lezy na polu bialym.

Tablica 2
Pozostalo Zamiana
kamieni z po-
przedniej
yeliksagji 10-10" - 5- 10" 5-10" > 2.10" 2.10" - 1-10"
odja¢ 1 kamien oraz diad oLy
3 odjaé 1 kamien przesungé¢ 1 kamien ;’{ ac  HE g
na pole biale Pramien  Ses
ety 2 = g =
4 bez zmian bez zmian bez zmian S o=
— EE0F
[
dotozyé 1 kamien na 7-2= 8
1 1 i dodaé 2§o
5 dodaé 1 kamien L s Mmpclents - Faa S
nione) i jeszcze 1 ka- 1 kamien £33
, mien na pole biale 2Ry
dodaé s " 2 bt
6 O doda¢ 3 kamienie dodaé¢ 2 kamienie
2 kamien'e

Jezeli stwierdzimy blad, to nalezy poprawié liczbg kamieni (lub wymazaé
bledny podzial AP i wpisaé nowy). Po zakoiiczeniu rachunkéw sprawdzenie

takie jest konieczne.

3. Przyklad zastosowania metody

Pret pryzmatyezny o przekroju prostokatnym o wymiarach 7X9 pod-
dano skrecaniu. Wyznaczyé linie naprezen stycznych w przekroju. -

Ay

V///%/%
Vi B AR
Y.
V1 / %/ //4

W/ﬂ
g//%

7
7774
/%.7. 7

" Rys. 8

y

Rys. 9

W rozwigzaniu opieramy si¢ na analogii membranowej, wedlug ktérej
linie naprezen stycznych sg warstwicami membrany rozpigtej na brzegu
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konturu przekroju, obcigzonej réwnomiernie i o przesunigciach na brzegu
réwnych zeru. Membrane zastepujemy siatkg wedlug rys. 8.

Wobec symetrii wystarczy rozpatrywaé jedng éwiartke prostokata. Przy
przesunigciach punkty A i B przesuwaja sie stale jednakowo, a wiec ani jeden

Rys. 10

kamieri nie przejdzie wzdluz preta laczacego te punkty. Zatem wszystkie
prety pszeciqte osiami symetrii nalezy opuscié. Dla éwiartki otrzymamy

Yy

2o v

1985

13239

3967

4363

1716 ~\1114 |

2765\, 11741

33632086 |

(%)
4
N
2
S

100
000}
500

Rys. 11

zatem siatke z rys. 9, na ktérej wezly nieruchome
oznaczono kolorem czarnym, a ruchome — bialym.

Na rysunku 10 widzimy odpowiednig szachownice
z zapisami. Sily obciazajace przyjeto jako réwne
liczbie 1000. Przesuniecia kamieni prowadzono tak
dlugo, az sily zawieraly si¢ w granicach od —1
do + 2. Dokonano tego przy 10 zmianach wielkosei
kamieni. Czas rachunku wraz z narysowaniem sza-
chownicy i trzykrotnym jego sprawdzeniem na aryt-
mometrze wynosil gddzing i 50 minut. Dla poréw-
nania przeprowadzono rachunki innymi sposobami.

' Okazalo sie, ze najszybciej osiggnigto wynik metods

«szachéw relaksacyjnych. Ponadto okazalo sig, ze metoda powyzsza wymaga
od rachujacego najmniejszej uwagi i wysilku.
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Znajac przesunigeia réznych punktéw membrany latwo mozna nakreslié
je] warstwice (rys. 11).
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Peswowme

PEIIEHUE TPOBJEMBI MEMBPAHBI METOZ{OM KOHEYHBIX PA3HOCTEH
TP TPUMEHEHUN CIEIIMAJIBHBIX CYETOB

VpaBHeHne MeMmOpaHEl (1), B KoTopoM # 0603Ha4aeT IlepeMemieHme, a p Ha-
T'PYSKy, BaMeImieHo cmeTeMoil ypaBHeHHWil (2), m0 H3BeCTHOMY MeTOAY KOHEUHKIX
pasHocTeil. YpaBHeHue HAIMCAHO AL KBajpaTHoil pemerknm ((ur. 1), mpmueMm gaer
COOTHOIIEHUS MEEIY cuaoii P Harpyskm, IpaAxojdmelica Ha JAHHBINE y3el pemeTEH:,
mepeMeInenieM « B DTOM y3Ie, a Takike IepeMelmeHHAMH %, B COCeJHHX Y3Iax.
Pemenne cumcreMel 5Tux ypaBHEeHH IIPOMBBOAMTCS METOZOM IOCIeZ0BaTEIbHEIX
mpubanxkennit, HasBaHHEIM P. B. CaycBeaIIoM «MeToZoM pelakcamuu». BMecro
TOr0, YT06Hl IPOHSBOAUTE BEIYHCICHHSA TAGINIHO, YIOTPEOIeHO «IMAXMATHYI JOCKY>»
(¢ur. 4) B popMe pemieTEH, Ha KaiKIOM y3Ie KOTOpOH IOMENIeHO HeK0TOpoe KOXH-
9ecTBO KaMuell, COOTBETCTBYIee BHAYCHHI0 Y3I0Bol cuasl P, corzacno Tafiume 1.
Tlponece pasTpySkl Y3I0B COCIOWT B IepeJBATAHHA HTUX KaMHell B COCejHHE YSIEHI,
corzacHo ¢ur. 6. B Hauaze cuera mpHJAT KaMHAM BEcIIee 3HaYeHHe H ¢ G0Xb-
muM TpubInKeHneM MOraniaoT y3I0BEe CHIR. B IocIeylomux CTaAndx IpHAAT
KAMHSM BCe MEHBIIHEe SHAYEHHS, IOTamad OCTATEA Y3IOBHIX CHI ¢ Bee Goxbmei
TOYHOCTHI0. JTOT IIpHeM Ipe/CTaBIeH B (opMe «IIPABHI MI'PHI», KOTOPEE HA CTOILEO
IpOCTHI, YTO peIIeHHe B8ajJayl MoxkeT OBITh IOPYYeHO HeKBAIM(HIHPOBAHHOMY
BCIOMOTATeIBHOMY IIepcoHAIy. B KOHEDeTHBIX CIydYadXx OKa3aldoch, 4TO 9TOT METOX
ropasjio MeHee TpyZoeMEmit W TpelGyeT OT cU4eTIMEA Iopasjo MeHBINe YCHImil.

Summary

SOLUTION OF THE MEMBRANE PROBLEM BY MEANS OF THE METHOD
OF FINITE DIFFERENCES WITH THE USE OF A SPECIAL COMPUTATION
DEVICE

The membrane equation, (1), where » denotes the displacement and p
the load, is replaced by the system of equations, (2), using the well known
method of finite differences. This equation was established for a square net
(fig. 1), and expresses the relation between the load P, corresponding to the
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given nodal point of the net, and the displacements of the neighbouring
points, 2.

The solution is obtained by means of the method of successive appro-
ximations called by R. V. Southwell the «relaxation method». Instead
of computations arranged in table form, a kind of «chess board» (fig. 4)
in tho form of a net is used.

On each nodal point of the net a certain number of «stones» is laid,
corresponding to the nodal force 2 (table 1).

The process of relieving the nodal points consists in shifting the «sto-
nes» to the neighbouring points (fig. 6). At the beginning of the computation
higher values are assumed for the «stones» and the nodal forces are sup-
pressed roughly. The values assumed in subsequent stages are progressively
lower, the suppressing of forces becoming more and more accurate. This
procedure is regulated in the form of a kind of «play rules», which are
simple enough to permit the solution of the problem to be passed over to
unqualified personnel.

This method in numerical examples proved to be more rapid than other
methods and at the same time less tedious for the calculator.

Praca zostala ztoZona w Redakcji dwia 30 paidziernika 1953 r.
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