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1. Wstep

Stosowanie w prakiyce pretéw niepryzmatycznych, narazonych na wy-
boczenie, jest podyktowane réznymi wzgledami. Z jednej strony latwo prze-
widzie¢, ze material obliczonego na wyboczenie preta pryzmatycznego nie
jest nalezycie wykorzystany, ze wiec zastosowanie pretow niepryzmatycz-
nych pozwoli dokonaé pewnych oszczednosci na materiale, a tym samym
i na ciezarze konstrukcji. W innych przypadkach stosowanie pretéw nie-
pryzmatycznych narzuca konstrukeja (korbowody silnikéw spalinowych,
sprezarek, wiertla krete walcowe i stozkowe itp.).

Obliczaniem sily krytyezne] dla réznych- rodzajéw pretéw niepryzma-
tycznych przy zalozeniu prawa Hooke’a, a wiec sprezystosci odksztalcen
zajmowalo si¢ wielu badaczy; szczegdlne zaslugi polozyl na tym polu
A.N.Dinnik,[1], zestawiajac miedzy innymi wyniki obliczesi w tablice, nada-
jace sie¢ do bezpodredniego wykorzystania w praktyce konstruktorskiej. Sto-
sowalnosé tablic tych jest jednak ograniczona, bowiem naprezenie krytyczne
W najmniejszym z przekrojéw preta nie moze przekraczaé granicy propor-
cjonalnosci. Praca niniejsza stawia sobie za cel rozszerzenie zagadnienia,
mianowicie okreslenie sil krytycznych dla niektérych wazniejszych pretéw
niepryzmatycznych, podlegajacych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu.

2. Klasyfikacja pretow afinicznych

Obierzmy pewien przekrdj poprzeezny nieodksztalconego preta prostego
za podstawowy i przyjmijmy w jego srodku ciezkosci poczatek prostokat-
nego ukladu wspélrzednych. O§ x skierowujemy zgodnie z osig preta, osie
Y 1z zgodnie z gléwnymi $srodkowymi osiami bezwladnosei przekroju pod-
stawowego. Przekrd] podstawowy bedzie wiec posiadal odcietg 2= 0. Wiel-
kosci, charakteryzujace go, jak powierzchnig #, momenty bezwladnosci 7, i 7,
itp., bedziemy oznaczali wskaznikami 0. Przekr6] podstawowy mozemy uwa-
zaé za pewien obszar D w plaszezyZnie yz, spelniajagcy z zalozenia warunki

2.1) [ [var= [ [zar = [ [year = 0.
D D D

Przekroje koncowe preta beda posiadaly odcigte @ i f, przy czym albo
a=01ip8>0,albo a<0ipg=0.

233




Przez plaszezyzng %z bedziemy rozumieli przesunieta rownolegle o
(w kierunku tej osi) plaszczyzne yz.

Kazdy przekrdj preta mozemy uwaza¢ za pewne przeksztalcenie prze-
kroju podstawowego, czyli obszaru D. Jezeli przeksztalcenie to bedzie dla
kazdego » z przedzialu {a,8> okreslone zwigzkami

(2.2)

Il

w <
Il

|
1
to bedziemy mieli do czynienia z pretem pryzmatycznym; w przeciwnym
razie pret bedzie na ogél niepryzmatyczny (jako wyjatek mozna tu podaé
np. rézne od (2.2) przeksztalcenie, powodujace obrét obszaru D, bedacego
kolem, wokdl jego $rodka).

Ogélnie bioragc mozemy przeksztalcenie przekroju podstawowego zapisaé
w postaci (na ogo6l réznej dla réznych x) :

’ y=Ffi(v,2),
=8 {2 ==f:(y,2)-

. Dla znacznej wigkszosci stosowanych w praktyce pretéw przeksztalcenie
(2.3) jest dla kazdego x z przedzialu {a, ) przeksztalceniem afinicznym (po-
krewielistwem); prety te wyodrebnimy sposréd wszystkich mozliwych pre-
t6w mniepryzmatycznych i nazwiemy krétko pretami afinicznymi. Przeksztal-
cenie zlozone z kilku przeksztalcen afinicznych oraz odwrotne do afinicznego
jest réwniez afiniczne, wige przyjecie przekroju podstawowego nie odgrywa
tu zadne] roli.
Jak wiadomo, przeksztalcenie (2.3) jest afiniczne, gdy

(§=ay+ b2+,
\Z2=a,y 4 b2 + ¢,

Cecha istotna przeksztalcenia afinicznego Jest zachowanie réwnoleglosei
prostych.

Zwiazki (2.4) przeksztalcajs plaszczyzne yz na JZz, a wraz z nig i obszar
D na pewien obszar D. Poniewaz $rodek ciezkosci obszaru D ma z zalo-
zenia lezeé¢ na osi x, to musza byé spelnione warunki

(2.5) ffng =ffzdF =0,
D 7

z ktérych wynika ¢, = ¢, =0. Zatem pret nazywamy afinicznym, gdy kazdy
jego przekrd] mozna otrzymaé z przekroju podstawowego przez przeksztal-
cenie

Y= ay+ bz,
e {5 = ayy + b3z,

(2.4) przy czym

a, b1
a; b

| #0.
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Wspdlezynniki a,,ay, by i by sa na ogol funkcjami zmiennej z. Funkcje
te spelniaja z zalozenia warunki

(2.7)

ay(0) = 0y(0) =1,

{ag(O) — 5,(0) = 0.

Jezeli wszystkie one. sa funkcjami ciaglymi w przedziale {a,8), to pret
bedziemy nazywali ciqgle afinicznym, w przeciwnym razie — mnieciggle
afinicznym.

Sposréd pretéw afinicznych wyodrebnimy te, dla ktérych kierunki gléwne
wszystkich przekrojéw poprzecznych beda do siebie odpowiednio réwno-
legle i nazwiemy je pretami afinicznymi o stalych kierunkach gléwnych.
Kierunki te beda kierunkami osi 7 1 Z: zatem dla pretéw tych

(2.8 [ [gzaF =o.
D
Oznaczajgc

[frarmto [ [sir=1,
D D

i wykorzystujge warunek (2.1), po postawieniu (2.6) do (2.8) otrzymujemy
(ay ag Lo + by by Iyg) (ay by — a4 by) = 0,

czyli, poniewaz a, b, — a, b, 0, wiec

(2.9) ! ay ay Lo + by by Ly = 0.

Poniewaz nie moze zachodzi¢ réwnoczeénie a;, —b,=0 lub a,=05b,=0
[sprzeczne z (2.6)], oraz a,=10,=0 [sprzeczne z (2.7)], to réwnanie (2.9)
bedzie spelnione, gdy

(1) ay=10b, =0,

(2) wszystkie wspolezynniki «,, a,, b, 1 b, sg rézne od zera, lecz

aydy {”_0
by by Lo

dla kazdego x z przedzialu <{a,f).

Zajmiemy sie szczeg6lowo jedynie pierwszg z tych mozliwosei, poniewaz
druga z reguly nie znajduje zastosowania w praktyce. Przeksztalcenie (2.6)
przybierze tu wiec postac

ly =419,
(2.10) \z ’z.
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Rozpatrzymy najpierw przypadki szczegélne tego przeksztalcenia
(a) a, = 1)2 =1.

W tym przypadku mamy do czyniénia. z pretem pryzmatycznym. Pret
pryzmatyczny mozemy wiec réwniez zaliczyé do afinicznych.

(b) . [ a, = »(x),
: | b, = const =1,
lub
a; = const =1,
{bg = %(2).

Przez odpowiednie przyjecie ukladu osi mozemy zawsze drugi z tych przy-
padkow sprowadzié do pierwszego, totez tylko tym przypadkiem bedziemy
sig zajmowali. Przeksztalcenie (2.10) staje sig powinowactwem prostokatnym:

@.11) 4

2w 2
prety takie bedziemy zwali plasko afinicznymi, poniewaz zmiana wymiaréw
przekroju wystepuje tylko w jednej plaszczyzuie (xy). Gdy z(x) jest funkcjg
ciagly w przedziale <{@,@> to dany pret bedzie ciqgle plasko afiniczny
Oznaczajgc powierzchnie przekrojéw przez F, momenty bezwladnosci przez 7
promienie bezwladnosci przez ¢ oraz wspélezynniki ksztaltu przekroju
F/1* = ¢, mozemy latwo wyprowadzié nastepujace zwiazki dla pretéw plasko
afinicznych:

F(x) - x(x)FO’ iz(x) - x(x)iz%
Iy(x) = %(x) Iy, @, (x) = ”(x)‘PyO;
g L) = @)L
iy(Z) = iy = const, 9:(®) = u(x) o
(C) a; = bz = n(x)

Przeksztalcenie (2.10) staje si¢ w tym przypadku homotetia:

(2.13) { y = x@y,

2= x(x)z.

Mamy zatem do czynienia z podobierstwem geometrycznym wszystkich
przekrojéw. Prety takie bedziemy zwali przestrzenmie réwnomiernie afinicz-
nymi z uwag na to, ze zmiana ich wymiaréw w kierunku obu osi jest
jednakowa. Beda to prety o stalym ksztalcie, a zmiennej wielkosci prze-
kroju. Jezeli funkcja »/w) jest ciagla w przedziale {a,@>, to dany pret bedzie
ciagle przestrzennie réwnomiernie afmlczny

Dla pretéw przestrzennie réwnomiernie afinicznych beds obow1qzywac

zwigzki:
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(¥) = «*(@)Fy,
Iy(x) = #*(2) 1y,
L(z) = #(x) 1,
(2.14) Y ig(x) = n(x)iy,
() = #(X)ix,
@y() = @y = const,
@.(x) = @0 = const.

Dwa ostatnie zwiazki sa oczywiste z uwagl na staly ksztalt przekroju preta.
W przypadku ogélnym przeksztalcenie (2.10) nie da sie sprowadzié ani
do (2.11), ani do (2.13), Odpowiednie prety bedziemy zwali przestrzennie
nieréwnomiernie afinicznymi.
Prety przestrzennie réwnomiernie lub plasko afiniczne, dla ktérych
funkecja #(x) jest funkeja liniowa, a zatem z nwagi na (2.7) ma postaé

(2.1D) #x) =14 %y,

gdzie %, jest pewna liczba stala, bedziemy zwali przestrzennie réwnomiernie
Iub plasko zbieinymi. Krawedzie pretéw zbieznych beds, oczywiscie, liniami
prostymi. Szczegdlnie czeste zastosowanie znajduja prety przestrzennie réow-
nomiernie zbiezne, do ktérych naleza ostroslupy i stozki proste (ewentualnie
Sciete).

M

11213 1122 1

a4 ; 7 /7
| \/

Rys. 1. Prety afiniczne

Prety zlozone z dwéch jednakowych pretéw zbieznych (plasko lub prze-
strzennie réwnomiernie), zlgczonych odpowiednimi podstawami, bedziemy
zwali pretami dwuzbieinymi. W przypadkn gdy miedzy tymi podstawami
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znajduje sie cze§é pryzmatyczna, pret mozna by nazwaé pryzmatyczno-
dwuzbieénym. Wyboczenie sprezyste takich wlasnie pretéw (zbieznych, dwu-
zbieznych i pryzmatyczno - dwuzbieznych) opracowal juz szczegélowo
A. N. Dinnik. : i

W podobny sposéb mozna réwniez przeprowadzi¢ podzial pretéw afi-
nicznych o zmiennych kierunkach gléwnych, czym jednak nie bedziemy
sig tutaj zajmowali.

Usystematyzujemy teraz prety afiniczne tworzac klasyfikacje dziesietng
wazniejszych typéw. Przyklady klasyfikowanych pretéw podaje rys. 1.

Tablica 1. Klasyfikacja pretow afinicznych

1. Prety afiniczne
11. Prety afiniczne o stalych kierunkach gléwnych
111. Prety plasko afiniczne
1111. Prety ciagle plasko afiniczne: g
11111, ktérych krawedzie sa liniami prostymi — prety plasko zbiezne
11112, ktérych krawedzie sa liniami Iamanymi, np. prety plasko dwuzbiezne
11113, ktérych krawedzie sg liniami krzywymi
1112. Prety nieciagle plasko afiniczne
112. Prety przestrzennie réwnomiernie afiniczne
1121. Prety ciagle przestrzennie réwnomiernie afiniczne:
11211, ktérych krawedzie sg liniami prostymi — prety przestrzennie rownomiernie
zbiezne
11212, ktérych krawedzie sa liniami lamanymi, np. prety przestrzennie réwnomiernie
dwuzbiezne
11213, ktérych krawedzie sg liniami krzywymi .
1122. Prety nieciagle przestrzennie réwnomiernie afiniczne
113. Prety przestrzenn e nieréwnomiernie afiniczne
12. Prety afiniczne o zmiennych kierunkach gléwnych

3. Metoda <zalozenia réwnania Scilsego» w zastosowaniu do zagadnien statecznosei
pretow miepryzmatycznych

3.1. Opis metody <zaloZenia rownania Scislego». Rozwiazanie Scisle zagad-
nienia statecznosci polega z reguly na scalkowaniu odpowiedniego réwnania
rézniczkowego i obliczeniu wartosci wlasciwych tego réwnania przy uwzgled-
nieniu pewnych warunkéw brzegowych. W wielu przypadkach rozwiazanie
to natrafia jednak na znaczne trudnosci natury matematycznej; dla ominie-
cia ich podano caly szereg metod przyblizonych, ktére na ogél z dostateczng
dokladnoscig pozwalajy rozwigzaé zagadnienie, a wiec obliczyé silg kry-
tyczng dla danego elementu. Stosujac je ograniczamy sig zwykle do obliczenia
pierwszej tylko sily krytycznej, co z reguly jest dla zastosowan zupelnie
wystarczajace.
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Zastanéwmy si¢ nad mozliwosciami obliczenia sily krytycznej dla pretéw
niepryzmatycznych poddanych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. Ograni-
czymy si¢ do rozpatrywania pretéw o stalych kierunkach gléwnych, dla
ktérych mozna przyjaé, ze linia ugiecia bedzie krzyws plasks, polozong
w plaszezyinie xy lub zz.

Przez E* oznaczymy modul wyboczenia. Zalezy on od naprezenia i od
ksztaltu przekroju, przy czym dla przekrojéw symetrycznych wedlug badan
Jezeka, [B], Urbana, [20], Ylinena, [21], i innych te ostatnig zaleznosé
mozna pomingé. Naprezenie zalezy od sily $ciskajacej P i od powierzehni
przekroju F = F(x), zatem E*= E*(P,z). Jezeli przyjmiemy najprostszy
przypadek zamocowania koncéw i obcigzenia preta (pret dwuprzegubowy
lub jednostronnie utwierdzony, Sciskany skupiong silg osiows), to sila kry-
tyczna bedzie okreslona mniejsza z najmniejszych wartosci wlasciwych
réwnan

W Py
V'Y o r oL

o Pz
A E* P 58 I,,(x)

=0,
3.1.1)

Poniewaz zaleznosé E* = E*(0) jest z reguly do$é skomplikowana, to wi-
doki na scalkowanie tych réwnan nawet dla najprostszych zaleznosci 7= I(x)
wydaja si¢ byé nikle, tym bardziej, ze nawet po znalezienin ich calki ogél-
nej i uwzglednieniu warunkéw brzegowych spore trudnosei moglyby po-
wstaé przy obliczenin wartosci wlasciwych: sila P wystepuje bowiem w réw-
naniach dwukrotnie i to w sposéb zlozony.

Réwniez zastosowanie wzoru Ritza-Timoszenki, ktéry (po zasty-
pieniu w nim £ przez E*) przyjmie postaé

y jz EE Ty da
(3.1.2) Pp="—
[y%dx
0
(lub analogiczna dla wyboczenia w plaszezyznie xz), nie doprowadzi bez-
posrednio do celu z uwagi na to, ze modul wyboczenia £* jako zalezny od
P nie jest znany. Trudno$é te mozna by ominaé za pomoca metody kolej-
nych przyblizei. Poniewaz jednak obliczenie calek wysteppjacych w tym wzo-
rze z reguly daje sig przeprowadzié jedynie w sposéb przyblizony, to biorge
pod uwage, ze sam wzér (3.1.2) w przypadku nieznajomosci Scislego réw-
nania linii ugiecia jest réwniez wzorem przyblizonym, nie mozemy sie spo-
dziewaé dobrych wynikéw przy stosowaniu tak duzej ilosci przyblizen.
Réwniez inne znane metody przyblizone, jak Galerkina i Trefftza,
wydaje sie, ze nie prowadzg do celu. Wieksze moze nadzieje rokowalaby
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metoda roznic skonczonych, cho¢ i tu przy kilkakrotnej iteracji naklad pracy
bylby niewatpliwie duzy, a ocena wielkosci bledu — stosunkowo trudna.

Zagadnienie rozwiazemy zatem inng metods, ktéra nazwiemy «metods za-
lozenia réwnania Scislego». Dla uproszczenia zajmiemy si¢ jedynie wybocze-
niem w plaszezyZnie x y, co nie ogranicza ogélnosci rozwazan. Punkt wyjsciowy
tej metody jest podobny jak w metodach Ritza i Galerkina. Obieramy,
mianowicie, funkcje ¥ = y(a,, @y, ..., @, ) o kilkn chwilowo nieoznaczonych
parametrach «,, @,,..., @,, spelniajaca SciSle warunki brzegowe, a na ogé!
nie spelniajacg danego réwnania, ktére w najprostszym przypadku po-
siada postaé

(3.1.3) y"+£y &R
Bq

Przez B, oznaczyliSmy sztywnosé wyboczenia danego preta. Zalozymy na
razie, ze mamy do czynienia z wyboczeniem sprezystym, wiec funkeja

By = By(w) = El(x)

jest funkeja znana; przystosowaniem tej metody do zagadnienn wyboczenia
sprezysto-plastycznego zajmiemy sie pézniej.
Zalozona funkecja y spelnia jednak na ogél jakies inne réwnanie

(3.1.4) ¥+ %y =%

z ktérego bedziemy mogli otrzymaé zaleznos¢ B= B(a,, @y, ..., @,, ¥), czyli
ksztalt preta, ktérego wyboczenie nastapi wedlug obranej linii ugiecia, oraz
sile krytyczng dla tego preta. Ksztalt ten jest jednak uzalezniony od war-
tosel parametrow @, @,, ..., @,; dobierajac je odpowiednio mozemy uzyskac
w przyblizeniu z géry zadany ksztalt preta B, = B,(x). Teoretycznie, opty-
malne wartosci parametréw mozemy obliczyé z warunku

1
(3.1.5) /[B(,(x) — B(ay, @, ..., @y, )]*dx = minimum,
0

choé¢ praktycznie spelnienie tego warnuku jest z reguly wskutek trudnosei
rachunkowych bardzo klopotliwe i wobec tego bedziemy postepowali nieco
inaczej.

Istotna réznica miedzy metody <zalozenia réwnania $cislego» 1 metodami
Ritza i Galerkina polega na tym, ze w tych ostatnich metodach obrana
funkcja spelnia réwnanie w przyblizeniu i wartosé sily krytycznej jest
wartoscia przyblizong, natomiast w metodzie «zalozenia réwnania $cislego»
rownanie [np. (3.1.4)] jest spelnione sci§le i wartos¢ sily krytycznej jest
Scisla, a jedyne przyblizenie kryje sie w tym, ze pret, dla ktérego prze-
prowadzamy obliczenia, jest tylko zblizony do preta danego. Ksztalt otrzy-
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manego preta rozni sig bowiem nieco od ksztaltu preta, dla jakiego cheie-
lismy sile krytyczna obliczyé.

Metoda zaproponowana pozwala na bardzo latwa ocene bledéw, pozo-
stajacych % sScislym zwiazku z tolerancjy wykonania danego preta, i czesto
bledy wymiarowe, okreslone réznica funkeyj Bg(x) i B(x), beda lezaly
w granicach bledéw obrébki. Wtedy z technicznego punktu widzenia obli-
czenie bedzie mozna uzna¢ nawet za scisle. Przy stosowaniu metody «zalo-
zenia réwnania Scislego» nie jest istotne posiadanie analitycznej zaleznosei
I— I(x); wystarczy znajomos$é sztywnosci preta w kilku punktach (mozliwie
réwnomiernie rozlozonych na dlugosci preta), poniewaz wartosci parametrow
mozna dobra¢ przez bezposrednie poréwnanie otrzymanej i zalozone] sztyw-
nosci w tych punktach.

Gléwna zaleta metody polega¢ jednak bedzie na stosunkowo lat;vym
zastapieniu stalego modulu Younga £ zmiennym modulem wyboczenia £%, co
umozliwi rozwiazanie zagadnienia wyboczenia sprezysto-plastycznego pretéw
niepryzmatycznych. Précz tego omawiana metoda moze oddaé pewne uslugi
przy stosowaniu metod Galerkina i Ritza, poniewaz obliczajac rzeczy-
wisty ksztalt preta, dla ktérego zalozone réwnanie linii ugigcia jest réw-
naniem’ $cislym, mozna latwo zdaé sobie sprawe z rzedu popelnianych bledéw.

32. Wyprowadzenie wzorow na sile krytyczna i sztywnos¢ preta. Rozwazymy
wyboczenie preta w plaszezyznie zy i dla czterech podstawowych przypadkéw
wyboczenia przyjmiemy uklady odniesienia jak na rys. 2. Zgodnie z oznacze-
niami, przyjetymi w p. 2, uklad osi narzuca nam wybér przekroju podsta-
wowego: jest to przekréj, ktoremu odpowiada x =0. We wszystkich czterech
przypadkach przyjeliSmy wiec «=0 1 f=1 Nalezy jednak pamietaé, ze
rozwigzanie tych przypadkéw jest zarazem rozwigzaniem kilku innych. Na
przyklad latwo wykazaé, ze sila krytyczna dla preta jednostronnie utwier-
dzonego jest zarazem sila krytyczna dla preta dwuprzegubowego, zlozonego
z dwoch takich pretéw, zlaczonych odpowiednimi podstawami, a wiec dla
preta, dla ktérego e = —17 i § =1 W ten sposéb obliczymy np. sile kry-
tyczng dla dwuprzegubowego preta dwuzbieznego. ;

Dla uproszezenia obliczei wprowadzimy nowe zmienne bezwymiarowe.
Oznaczymy mianowicie

(3:2.1)

29¢ Bx) _ B@) _

gdzie B, jest sztywnoscig preta na wyboczenie w przekroju podstawowym.
Po wprowadzeniu tych oznaczeri réwnanie zasadnicze zginania

e M dy
o3.2.5} _ﬁ — d;"-’
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przybierze postaé

M 1ady
6B, I ar’
: { L d""'y L
czyli, oznaczajgc dla skrécenia —= przez y”,
M2
(3.2.4 y' ——=0.
) bB,
Zajmiemy sie najpierw pierwszym przypadkiem wyboczenia. Poniewaz
mamy tu M = — Py, wiec po wstawieniu jest
P2
(3.2.5) ¥ '+ y=0.
+bBo

Zalozymy teraz z géry réwnanie linii ugiecia w postaci
(3.2.6) y = 0/f(t)

— na og6l z pewng iloscia parametréw, ktérych dla skrécenia zapisu nie be-
dziemy wyszczegélniali — okredlimy ksztalt preta, dla ktérego réwnanie to

1@ e B S

=

L

f——— (=051

‘“:

Rys. 2. Przyjete uklady odmesienia

bedzie $cisle obowigzywaé, oraz obliczymy sile krytyczng dla tego preta.
Przez 6 oznaczymy tu strzalke ugiecia preta; zdazanie jej do zera zapewni
zdgzanie sily do wartosci krytycznej. Réwnanie (3.2.6) musi spelnia¢ warunki
brzegowe, wiec f(1)=0 i f'(0) = 0; poza tym f(0)=1, a jezeli zalozymy,
Ze szbywnoéé w przekroju /=1 (swobodny koniec preta) ma byé rézna od
zera, to musi byé ponadto spelniony warunek f”(1)=0, co jest widoczne
z réwnania (3.2.5). Po podstawieniu mamy

3.27) of 0+ oor o =0
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Réwnanie to ma by¢ spelnione'dia kazdej wartosci ¢ w przedziale 0=7=1;
wstawiajac do réwnania ¢ =0 [zatem b=1, jak widaé z (3.2.2)], otrzymujemy

Par?
(3.2.8) of"(0)+ 3 = 0.
0
Stad wartos¢ sily krytyczne)
g iyt ByOf"O0)| _ _ Bo,,
329 py=lim|— 220 — —Zer0)

Oczywiscie, w przypadku prawidlowego wyboru funkeji f(f) wartosé ta
wypadnie dodatnia, poniewaz z rys. 2 jest rzeczg widoczng, ze f”(0)<<O.
Wprowadzajac, jak si¢ to zazwyczaj czyni, wspélczynnik statecznosci ,
okreslony dla pierwszego przypadku wyboczenia réwnaniem

E
(3.2.10) szaETib:'&‘l—f‘?,

gdzie przez L oznaczyliémy dlugo$é zredukowang preta L = 21, otrzymujemy
ze wzoru (3.2.9) w przypadku wyboczenia sprezystego wprost

(3.2.11) = —4/"(0),

natomiast w przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego
*
(3.2.12) = — 4f"(0)%,

gdzie Ej jest modulem wyboczenia w przekroju podstawowym?!). W tym
ostatnim przypadku nie mozemy na razie obliczyé konkretnej wartosci 3,
poniewaz nie znamy Zj. Posluzymy si¢ wiec tylko wzorem (3.2.11) ozna-
czajac wynik przez &; bedzie to pozorny wspélezynnik statecznosci.

Wprowadzimy réwniez pojecia naprezen krytycznych: w przekroju pod-
stawowym (utwierdzonym)

2
(3.2.13) Opo = I—_:
oraz w przekroju swobodnym
: P,
(5.2.14) Op = F:’

gdzie F, jest powierzchnig przekroju dla t=1. Z (3.2.10) otrzymujemy na
naprezenie o wzér analogiczny do wzoru.Eulera

(32.15) il e i %,

w ktérym oznaczylismy .

(3.2.16) 2y ai LogncBl
Y.t

1) Przypominamy, ze kazdy pret bedzie mial na ogél rézne wartosci E¥, zaleznie od
rozpatrywanego kierunku wyboczenia,
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Wielkos¢ te bedziemy nazywali smuklosciq dolng preta niepryzmatycz-
nego. Z jednej howiem strony obrany przez nas przekréj podstawowy preta
w wigkszosci konstrukeyj bedzie sig znajdowal na dole, z drugiej zas strony
sposréd wszystkich mozliwych smuklosei preta, okreslonych jako stosunek
LJi, 2, posiadaé¢ bedzie z reguly warto$é najmniejsza, inaczej wartos¢ dolna.
Przypomnimy tu, ze kazdy pret niepryzmatyczny o stalych kierunkach
gléwnych posiada dwie smuklosci dolne, poniewaz oprécz rozpatrywanego
przez nas wyboczenia w plaszczyznie xy jest réwniez mozliwe wyboczenie
w. plaszezyZnie zz.

Podstawiajac (3.2.11) do (3.2.15) otrzymujemy w przypadku wyboczenia
sprezystego

(3.2.17) g — f”(O')ZEz.
0

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego bedzie to wartos¢ pozorna
ktéra oznaczymy przez gp. Rzeczywiste naprezenie wyniesie

’ - Ef
(5.2.18) Opo = Ukoz(,)- ‘

Okreélilismy juz wartos¢ sily krytycznej i naprezenia krytycznego dla
preta, choé nie wiemy jeszcze, jaki jest jego ksztalt — jak zmienia sie
sztywno$¢ wzdluz osi. Wstawiajac (3.2.9) do (3.2.7) i zakladajac, ze 60,
otrzymamy

(3.2.19) b=b(t)= f,”(o__)f(,t_,’,

co przy przyjeciu sztywnosci przekroju podstawowego rownej B, okresla
poszukiwany ksztalt preta.

Poniewaz jednym z warunkéw, ktore spelnia funkeja f(2), jest f(1)==0,
wiec ze wzoru (3.2.19) widzimy, ze b&(1), oznaczone dalej krétko przez 2,,
moze byé¢ tylko wtedy rézne od zera, gdy f'’(1) =0, co podkreslalismy
juz wyzej: wtedy
29¢ _ 1w FOFE  F0)F (1)

g e el W

zgodnie z reguly de 'Hospitala.

Analogiczne wzory wyprowadzimy bez trudu dla drugiego przypadku
wyboczenia. Po wprowadzeniu oznaczen (3.2.1) i (3.2.2) otrzymujemy tu
takze réwnanie (3.2.5). Réwnanie linii ugiecia zalozymy w postaci (3.2.6),
zmienig sie jedynie warunki brzegowe: mamy tu f(0)=0 i f(1)=0, a jezeli
zalozymy, ze sztywnos$é w przekrojach =0 i =1 ma by¢ rézna od zera,
to musza byé réwniez spelnione warunki f(0)=0 i f”(1)=0, co jest wi-
doczne z réwnania (3.2.5). Po podstawieniu otrzymujemy réwnanie (3.2.7).
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Wstawiajac =10 mamy
3 2
81"(0) 4 288 567 =0,
BO
skad

24 " )
Pk=“m[_ B, of (U)l By 0)
A0

2OAF@) - B 6'{

Z warunkow brzegowych wynika, ze f”'(0) = f(0) = 0, wiec sile krytyezna
znajdziemy jako granice

(3.2.21) P, —lim [—

Bof”(t)] B
50

() IR
Wspélezynnik statecznosei & i naprezenie krytyczne 6, beda tu okreslone
wzorami

’ 0)
3.2.22 r A o

( ) 710)

25 9 fl ’(0
(3.2.23) Fioy p .

W przypadku wyboczenia sprezystego beda to wartosci rzeczywiste,
w przypadka wyboczenia sprezysto-plastycznego — pozorne, ktére oznaczymy,
jak poprzednio, kreska u gory.

Funkeje b =5b(t), okreslajgca ksztalt preta, otrzymamy z réwnania (3.2.7)
wstawiajac wartosé sily krytycznej (3.2.21) i zakladajac, ze d —0:

1710 1)
Oy

Podobnie, jak w poprzednim przypadku, #(1) =5, znajdziemy jako granice

i ZQV7@) _ FO) (1)
o OO~ FOF7)

korzystajac z reguly de 'Hospitala.

W trzecim i czwartym przypadku wyboczenia wyprowadzenie analogicz-
nych wzoréw jest nieco trudniejsze. Nie zajmujac sie nimi szczegélowo po-
kazemy jedynie, w jaki sposéb mozna otrzymaé wzoér na sile krytyczna dla
preta dwustronnie utwierdzonego, zakladajac odpowiednie réwnanie linii
ugiecia. Moment gnacy jest tu okreslony wzorem M = — Py -+ M, — R4lt,
gdzie M, i R, sa reakcjami statycznie niewyznaczalnymi. Zakladajac réw-

(3.2.24) B by ==

(3.2.25) b, =

nanie linii ugiecia w postaci (3.2.6) z odpowiednimi warunkami brzegowymi, .

po wstawieniu do (3.2.4) otrzymujemy

(3.2.26) do Bo

F(t) + POf(t) = M, — R, 1t.

245



Zanim przejdziemy do okreslenia sily krytycznej, musimy najpierw ob-
liczyé reakcje M, i R4. Zalozona przez nas linia ugiecia musi posiadaé dwa
punkty przegiecia; oznaczmy ich odciete przez ¢, i #,,. Mamy wiec
f(tp) = f"(tp) = 0, a po wstawieniu do (3.2.26) otrzymujemy uklad dwéch
réwnan, z ktérego obliczymy M, 1 R,:

, POf(ty) = M, — Ralty,
(3.2.27 e by o
: ) | POf(ty) = My— Ryltys.

Po wstawieniu obliczonych wartosci do (3.2.26) i podstawienin /=0 oraz
0—0 otrzymujemy ostatecznie

By (b —ta)f"(0)

3.2.28) P55 707 ®.2)
( ) k 73 fpg/(,pl)— ’pl/(tPZ)

Ksztalt preta mozna teraz okreslié z réwnania (3.2.26).

3.3. Prawo Ylinena. Przypadek wyboczenia sprezysto-plastyeznego. Za pomocs
wyprowadzonych wyzej wzoréw mozemy obliczyé efektywnie sile krytyczng
i ksztalt preta tylko w przypadku wyboczenia sprezystego, a wiec stalego
modulu wyboczenia £*= E. Przypadek wyboczenia sprezysto-plastycznego
mozemy rozwiaza¢ dopiero po przyjeciu zaleznosci £* = L*(0), a wiec zalez-
nosci modulu wyboczenia od naprezenia, uwzgledniajacej wlasnosci plastyczne
materialu. Wyboczenie preta niepryzmatycznego bedzie wyboczeniem spre-
zystym tylko wtedy, gdy naprezenie krytyczne w najmniejszym z przekrojéow
preta nie przekroczy granicy sprezystosci. Latwo przewidzied, ze dzigki
nieréwnomiernemu rozkladowi naprezen bedziemy tu mieli znacznie czescie]
do czynienia z wyboczeniem sprezysto-plastycznym niz w przypadku pretéw
pryzmatycznych. Tak, na przyklad, dla stozka S$cietego, ktérego srednica
podstawy goérnej jest dwa razy mniejsza od S$rednicy podstawy dolnej
(0py = 4 049), czyli nawet gdy 0,9 jest znacznie mniejsze od granicy spre-
zystosei, oy moze ja juz przekroczyé.

Oprzemy sig tu na prawie, ktére sformulowal badacz firiski A. Ylinen, [21].
Podobnie jak prawo H ooke’a ujmuje zaleznosé miedzy odksztalceniami i na-
prezeniami we wzor
(3.3.1) Z—‘; = E = const,
tak (dla materialéw plastycznych o rzeczywiste] granicy plastycznosei a)
prawo Ylinena mozna wyrazié wzorem

(332 gi: =F [1 5 (ai,,,)"] :

przy czym wykladnik » jest traktowany jako stala materialowa. Wartosci
tej stalej dla réznych materialéw wyznaczyli Gehler, Ro§ Ylinen i inni.
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Wzér Ylinena réznisig od wzoru Hooke’a o czynnik [1— (0/0,)"]; czyn-
nik ten mozna by nazwaé poprawks Ylinena lub poprawka na plastycz-
nosé. Poniewaz wykladnik # jest stosunkowo duzy (dla stali » =6 do 18), to
przy niewielkich naprezeniach czynnik ten jako bliski jednosci nie posiada
wplywu i prawo Ylinena sprowadza sig do prawa Hooke’a. Przy wick-
szych naprezeniach obniza on wartosé pochodnej da/de, co jest zgadne z wy-
nikami doswiadczen. Dlatego tez prawo Ylinena mozna uwazaé za uogol-
nienie prawa Hooke'a: podczas gdy prawo Hooke'a jest wazne tylko
wtedy, gdy naprezenie nie przekracza granicy proporcjonalnosci zaréwno
przy sSciskaniu, jak i przy rozciaganiu (granicy tej nie da sie okreslié,
zreszta, Scisle na podstawie doswiadczen), to prawo Ylinena jest wazne
az do granicy plastycznosci. We wzorze (3.3.2) przez o nalezy rozumieé
bezwzgledna warto$¢ naprezenia (jezeli wykladnik # jest parzysty, to nie
odgrywa to roli).

Stosujac teorig wyboczenia sprezysto-plastycznego Kédrméana, Ylinen
wyprowadza podobny wzér na modul wyboczenia:
(33.3) B — E[l & (ﬂ)m],

Opl

przy czym w przyblizeniu m=13n Wzorem tym, ktéry Ylinen zasto-
sowal do obliczenia sily krytycznej dla pretéw pryzmatycznych, postuzymy
sig teraz przy rozwiyzywaniu zagadnienia wyboczenia sprezysto-plastycznego
pretéw niepryzmatycznych metods «zalozenia réwnania $cislego».

Obliczymy najpierw warto$é sily krytyczne] dla preta, ktérego linie

ugiecia zalozyliSmy. W tym celu wystarczy obliczy¢ naprezenie krytyczne oy;
jest ono okreslone wzorem (3.2.18) (ogélnie waznym dla wszystkich przy-

padkéw wyboczenia), w ktéorym wystepuje niewiadoma dotad wartosé £g. Po-
niewaz ze wzoru (3.3.3)

(3.3.4) EJ=[1+ (1@ '"] E,
Gpl
to po wstawieniu do (3.2.18)

- Tro i
(3.3.5) 0w —|1—(=—) |ow=0.
Opl
Jest to zaleznos$é uwiklana, z ktére] mamy wyznaczyé oz, = flor). Wobec
wysokie] wartosci wykladnika m, a wigc wysokiego stopnia réwnania, roz-
wigzanie ogélne jest tu niemozliwe; mozemy jednak latwo okresli¢ funkeje
odwrotna o, = f(0k), mianowicie

(3.3.6) B T

o'ko__.______’
g m

o el

Opl

wartosci jej zestawi¢ w formie tablicy 1 przez interpolacje otrzymac oy dla
danego 4. W réwnaniu (3.3.6) wystepuja jako parametry dwie stale ma-
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terialowe, 6,, 1 m; dla kazdego materialu musimy zatem sporzadzi¢ osobna
tablice funkcji oy = f(ok,). W mnaszych rozwazaniach ograniczymy sie¢ do
stali St37, odpowiadajacej dosé dokladnie polskiej stali 015: dla stali tej
wedlug Ylinena g, =2370kG/cm? oraz m =13. Wprowadzimy wygodne
w dalszych obliczeniach oznaczenie bezwymiarowego stosunku

Q ak() 4
BBy — =
(3.3.7) 3
wtedy
. i S
(3.3.8) Oro = 17— gm o+l
a wiec dla stali 015
(3.3.9) Oy = l—:_—‘S@ 2370 kG /em?2

Wartosci tej funkeji zebrane sa w tablicy 2. Dla § < 05 mozna z dosta-
teczng dokladnoscia przyjaé o= 0.

Zakres tablicy 2, mianowicie ()= S =1, obejmuje wszystkie mozliwe
przypadki, poniewaz naprezenie krytyczne nie moze nigdy przekroczyc
rzeczywistej granicy plastycznosci o,, na co zwraca uwage wielu autoréw,
np. [3], [6] i [11] (aczkolwiek technicznie wazne naprezenie niszczace dla
pretéw o bardzo malej smuklosci moze byé znacznie wyzsze od granicy
plastycznosei). '

Obliczenie sily krytycznej dla preta o zalozonej linii ugiecia w przy-
padku wyboczenia sprezysto-plastycznego nie przedstawia juz teraz zadnych
trudnosci; ze wzoréw (3.2.17), (3.2.23) lub podobnych obliczamy naprezenie
pozorne g, , a z tablicy 2 dla stali 015 lub z analogicznych tablic dla in-
nych materialéw odczytujemy rzeczywiste naprezenie krytyczne oy, ktére
mnozone przez powierzchnie przekroju podstawowego F, daje w wyniku
sile krytyczna.

Przejdziemy teraz do okreslenia wymiaréw preta. W tym celu musimy
zalozyé pewne prawo zmiany przekroju preta wzdluz jego osi. Rozwazymy
tu, technicznie najwazniejsze, prety przestrzennie réwnomiernie i plasko
afiniczne. Jak widaé¢ z wzoréw (2.12) i (2.14), wymiary takich pretéw beda
w zupelnosci okreslone dowolnie, zreszta, przyjetymi wymiarami przekroju
podstawowego i funkecja »(x), ktorg dzieki oznaczeniu (3.2.1) zastapimy te-
raz przez x(f). Wymiary liniowe przekroju pretéw przestrzennie réwno-
miernie afinicznych (np. srednice, bok, przekatna itp.) mozna przedstawié
jako iloczyn odpowiednich wymiaréw przekroju podstawowego przez x:
wymiary liniowe przekroju pretéw plasko afinicznych w kierunku osi 2
beds stale, a w kierunku osi y beda iloczynami odpowiednich wymiaréw
przekroju podstawowego przez x. Celem naszym bedzie zatem okreslenie
funkeji %= x(7).
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Dla pretow przestrzennie réownomiernie afinicznych obowiazuja zwiazki
(2.14). Zalézmy, ze I, =< 1I,,,zawsze bowiem mozna obra¢ uklad osi w ten
sposéb, aby powyzszy warunek byl spelniony. W takim razie dla pretow
tych mamy stale 7, = /,, z uwagi na stalo$¢ wspolezynnikéw ksztaltu prze-

Tablica 2. Wartosci funkeji o, = /(g;,) dla stali 015

S L Gro S ko Gro
050 | 118 | 118 076 | 1778 1821
3 |1 1909 . liny 1209 6 1801 1854
2 1232 1232 7 1825 1888
3 1256 1256 8 1849 1925
4 1980 1280 9 1872 1964
055 1304 1304 0,80 1896 | 2006
6 1827 1328 1 1920 2052
7 1351 1852 2 1943 2103
8 1375 1376 3 1967 | 2159
9 1398 1400 4 1991 2991
060 | 1422 1424 0,85 2015 9299
1 1446 1448 6 2038 9379
2 1469 1472 7 2062 2465
3| 1498 1497 8 2086 2574
4 | 1517 1521 9 2109 2704
0,65 i 1541 1546 0,90 2133 9860
6 1564 1571 1 2157 3052
7| 1588 1597 2 2180 3295
8 | 1612 1622 3 2904 3609
9 .| 1635 1649 4 2298 40531
0,70 1659 1675 0,95 9252 1626
1 1683 1703 6 2975 5525
2 1706 1731 7 2299 7031
3 | 1780 1760 8 9323 10056
4| 1o 1790 9 2346 | 19157
075 | 118 | 1821 1,00 20 | o

kroju @. Kierunkiem niebezpiecznym ze wzgledu na wyboczenie bedzie za-
tem kierunek y 1 mozemy rozpatrywaé wyboczenie jedynie w plaszezy-
znie zy.

W przypadku wyboczenia sprezystego

(33.10) el

4

B,
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wiec wWprost
4

przy czym funkecja &="5(t) jest okreslona wzorami (3.2.19),(3.2.24) lub ana-
logicznymi dla innych przypadkéw wyboczenia.
W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego

(3.8.12) =%=u4%’

a po podstawieniu wzoru Ylinena (3.3.3)
o (ﬂ)m

(3.3.13) R pa—.V

O\ A
e (ﬂ)
. apl

ezyli po wprowadzeniu oznaczenia (3.3.7) i po podstawieniu

ﬂ_ Pk Pk S

0p1 ﬁ'OpI Zzpoﬂp[ P

(3.3.14)

otrzymujemy do obliczenia » réwnanie

(3.3.15) x4 [1--(15)"]—1)(1—3:"»:0.

% .

Jest to réwnanie algebraiczne stopnia 2m ze wzgledu na x Rozwigza-
nie ogélne tego rdéwnania i otrzymanie stad poszukiwane] zaleznosci
x=f(b,m,S) jest niemozliwe [podobnie jak réwnania (3.3.5)]. Dla danych
b, m 1 S mozna jednak réwnanie to rozwiazaé ze wzgledu na » jedng z me-
tod przyblizonych. Podobnie jak poprzednio ograniczymy sie tu do stali 015.
Wtedy wedlug Ylinena m=13 1 iloé¢ parametréw réownania (3.3.15) zre-
dukujemy do dwéch:

S 13
(3.3.16) u4[1—(—2) ]—b(l_sls)=(),
b4

Rozwigzujac to rownanie dwudziestego szdstego stopnia przy réznych
warto$ciach parametréw b i S i zestawiajac wyniki otrzymujemy tablicowe
przedstawienie funkeji x=/f(b,S). Podaje je tablica 3, ktéra mozemy po-
slugiwaé sie w przypadku pretéw ze stali 015 lub z innych materialéow
posiadajacych wykladnik Ylinena m =13 (na przyklad ze stali St 52). Ta-
blica ta ogranicza si¢ do 4=1, poniewaz w praktyce z reguly przekroj
podstawowy jest przekrojem najwiekszym i dalsze jej rozszerzanie, nieco
zmudne, wydaje sie niecelowe.

Dla pretéw plasko afinicznych nie mozemy na ogél okreslié z goéry kie-
runkn niebezpiecznego, musimy wiec rozpatrzy¢ wyboczenie zaréwno w pla-
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Tablica 3. Drdatnie pierwiastki rownania (3.3.16) przy roznych o i

0 [02/025]03|035|04|045]|05 (05506 |0,65]0,7

0,75

0,8

0,85

0 |0,000|447| 500 | 548 | 592 |632| 671 | 707 | 742 | 775| 806 | 837
0,020,376 | 459 | 507 | 553 | 596 |636 | 674 |T09 | 74} |776| 808 | 838
0,04| 0,447 | 474 | 516 [559 | 600 |639 | 676 | 712 | 746 778 | 809 | 839
0,060,494 | 501 | 529 | 566 605 |643| 679 [ 714 748 | 780 811 | 841
0,080,532 | 533 | 546 [575| 611 |647| 683 | 717| 750 | 782 812 | 842
0,100,562 | 563 | 565 | 587 | 618 (652 | 686 |720| 752 | 784 | 814 |844
0,120,538 | 588 | 590 | 602 | 627 | 658 | 690 [723| 755 |786| 816 | 845
0,140,611 | 611 | 612 | 619 | 637 664 | 695 | 726 | 758 | 788 | 818 | 847
0,160,632 | 632 | 633 | 636 | 648 | 671 | 700 | 730 | 760 [790| 820 | 849
0,180,651 | 651 | 651 |653| 660 |680| 705 |734 | 763 |793| 822 | 850
0,200,668 | 668 | 668 |670( 674 | 689 | 711 |738| 767 [795| 824 | 852
0,250,707 | 707 | 707 [707| 709 | 715 | 729 |750| 776 |803 | 830 | 857
0,300,740 | 740 | 740 | 740 | 741 |743| 750 {766 | T86 | 811 836 | 862
0.85( 0,770 770 | 770 770 770 | 771 | 774 |783| 799 | 820| 844 | 868
0,40 | 0,795 | 795 | 795 (795 795 | 795 | 797 (803 | 814 |831 | 832 |874
0450819 819 | 819 | 819 | 819 |819 | 820 | 823| 830 | 843 | 861 | 881
0,50 | 0,841 | 841 | 841 {841 | 841 |841| 841 843 | 848 | 857 | 871 | 889
0,550,861 | 861 | 861 |861| 861 [861| 861 |62 | 865 |871| 883 | 898
0,60 | 0,820 | 880 | 880 [880| 880 [880 | 880 | 880 | 882 887 | 895 907
0,650,898 | 898 | 898 | 298| 898 | 898 | 898 | 898 | 899 |902| 907 918
0,700,915 | 915 | 915 |915] 915 [915] 915 |915| 916 [918 | 921 | 928
0,75 10,951 | 931| 931 [931 931 [931] 931 | 931 931 [932| 934 | 940
0,800,916 | 946 | 916 | 946 | 916 | 946 | 916 | 946 | 946 947 | 948 | 952
0,850,960 1 950 | 960 1960 | 960 1960 | 960 ' 960| 960 961 | 962|964
0,900,974 | 974 | 974 | 974 | 974 | 974 | 974 {974 | 974 | 975 | 975 | 97T
0,95 | 0,987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 987 | 957 | 987 | 987 | 988
1,00 | 1,000 000 | 000 {000 | 000 | 000 | 000 {900 | 000 |000 | 000 | 000

1

866
867
868
870
871

- 872

874
875
877
879
881
884
888
892
897
903
909
915
oae
930
939
948
958
968
979
990
000

894
895
897
898
899
900
901
902
903
904
906
909
912
916
920
924
929
934
940
946
953
960
9617
974
982
991
000

922
923
924
925
926
926
927
928
929
930
931
934
937
910
943
946
950
954
958
962
966
971
976
981
987
993
000

949
949
950
951
951
952
952
953
954
955
956
958
960
962
964
966
969
972
974
977
980
983
986
989
993
996
000

szczyznie zy, jak 1 w plaszczyinie zz. Wobec tego, ze wymiary przekroju
preta plasko afinicznego zmieniajy sie tylko w plaszczyznie zy (rys.3), to

wyboczenie w plaszezyZnie xy nazwiemy wyboczeniem
w plaszczyZnie zbieznosci, a wyboczenie w plaszezy-
7nie xz — wyboczeniem z plaszezyzny zbieznosci.

W przypadku wyboczenia sprezysiego w plaszezyznie
zbieznosci

. s EIZ £ ]
(3.3.17) b—Ejzo-—-u,
wige wprost

; 3
(3.3.18) x = /5.

W przypadku wyboczenia . sprezysto - plastycznego
w plaszezyinie zbieznosci jest natomiast

X




(3.3.19)

b

E*I,

=m=

E*

3

* )

a poniewaz dla pretéw plasko afinicznych

(3.3.20)

or . Py

Py

Opi FO'p[ nFoa,,,

i
"

wige korzystajac ze wzoru (3.3.3) Ylinena otrzymujemy do obliczenia x

réwnanie
(3.3.21)

o [1 = (é')"] —h(1— Sm =0,
V4

Ograniczajac sie do stali 015 i podstawiajac m ==13 mamy

(3.3.22)

S

|-

Pierwiastki tego réwnania podaje tablica 4.

13
) ]_b“*sm,:..,

Tablica 4. Dodatnie pierwiastki rownania (3.3.22) przy réznych b i S

\Nﬂo

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0,55

0,6

0,65

0,7

0,75

0,8 [ 0,845 ’0,9

0 [0,000
0,02 0,271
0,04 0,342
0,06 { 0,391
0,080,431
0,10 | 0,464
0,120,493
0,14 0,519
0,16 0,543
0,18 0,565
0,20 | 0,585
0,25 0,630
0,30 | 0,669
0,350,705
0,40 0,737
0,45 | 0,766
0,50 | 0,794
0,55 | 0,819
0,60 | 0,843
0,65 | 0,866
0,70 0,888
0,75 | 0,909
0,80 | 0,928
0,85 | 0,947
0,90 | 0,965
0,95 | 0,983
1,00 1,000

200
213
342
391
431
464
493
519
543
565
585
630
669
705
737
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

250
288
344
391
431
464
493
519
543
565
585
630
669
705
737
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

300
322
356
395
432
464
493
519
543
565
585
630
669
705
37
766
94
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

350
365
385
410
439
467
495
520
544
565
585
630
669
705
737
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

400
412
424
440
459
480
502
524
546
567
586
630
669
705
37
766
794
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

450
459
469
479
191
505
521
538
555
573
591
633
671
706
7317
766
794
819
843
866
888
909
998
917
965
983
000

500

506
514
522
531
540
551
563
a76
590
604
639
674
707
738
767
94
819
843
866
888
909
928
947
965
983
000

550
505
561
H68
574
581
589
598
607
617
627
€H4
683
713
742
770
796
820
844
566
8188
909
928
947
965
983
000

600
604
609
614
619
625
631
637
644
651
608
679
702
726
751
76
800
824
847
869
890
910
928
947
965
983
000

650
654
658
662
666
670
675
680
685
690
696
712
729
47
67
88
809
830
851
872
892
912
930
948
965
983
000

700
703
706
710
714
17
121
725
729
33
738
750
762
716
792
808
825
842
860
879
897
915
933
950
967
984
000

750
753
756
759
762
765
768
771
174
18
82
791
801
812
824
836
849
863
871
892
907
923
939
954
970
985
000

800
802
805
807
810
812
815
817
820
823
826
833
811
850
859
868
878
888
899
910
922
935
948
961
974
987
000

850
852
854
856
858
860
862
864
866
868
871
876
882
889
896
903
910
917
925
933
942
951
960
970
980
990
000

900
901
903
904
906
907
909
910
912
913
915
919
924
928
932
937
942
947
952
958
963
969
975
981
987
993




W przypadku wyboczenia sprezystego z plaszezyzny zbieznosci

(3.3.23)

X=—0:

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego z plasiczyzny zbieznosei

otrzymujemy natomiast do rozwigzania réwnanie

(3.3.24)

(3.3.25)

. [1— (§)m] — Bl — Sm) =0,
xl

ktore dla stali 015, przy zalozeniu m = 13, sprowadza si¢ do postaci

% [1— (§)15] —(1— 8"%) =0,
: %

Dodatnie pierwiastki tego réwnania trzynastego stopnia ze wzgledu na =z
podaje tablica .

-

Tablica 5. Dodatnie pierwiastki réwnania (3.3.25) przy roznyeh b i S

S
AN

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

05

0,55

0,6

0,65

0,7

0,75

0,8

0,85

0.9

0

0,02
0,04
0,06
0,08
0,10
0,12
0,14
0,16
0,18
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
045
0,50
0.55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

0,000
0,020
0,040
0,060
0,080
0,100
0,120
0,140
0,160
0,180
0,200
0,250
0,300
0 350
0,400
0,450
0,500
0,550
0,600
0,650
0,700
0,750
0,800
0,850
0,900
0,950
1,000

200
202
203
205
207
210
213
217
222
221
234
260
302
351
400
450
500
550
600
650
700
750
800
850
900
950
000

250
252
2568
255
257
260
262
265
268
208
277
201
316
354
401
450
500
550
600
650
700
50
800
850
900
950
000

300
301

303
305
307
309
312
314
317
320
324
334
350
372
408
452
501
550
600
650
700
750
800
850
900
950
000

350
351
353
355
357
359
361
364
366
369
ar2
380
392
408
430
462
505
552
601
650
700
750
800
850
900
950
000

400
401
403
405
407
109
411
413
416
418
420
428
438
450
466
488
520
559
603
651
700
750
800
850
900
950
000

450
451
453
455
457
45H9
461
463
465
467
470
477
485
495
508
525

500
501
503
505
507
509
511
513
515
517
519
526
534
542
553
566
582
604
632
667
708
754
802
851
901
950
000

550
551
553
555
557
559
560
562
565
567
569
575
582
590
600
611
624
641
662
688
722
762
807
853
901
951
000

600
601
603
605
607
608
610
612
614
617
619
625
631
638
647
657
668
682
699
720
746
78
816
858
904
951
000

650
651
653
655
657
658
660
662
664
666
668
674
680
687
695
704
714
726
740
756
776
801
831
868
909
954
000

700
701
703
705
07
708
710
712
714
716
718
723
729
736
743
51
760
770
781
796
813
832
856
885
919
958
000

50

751
753
755
756
758
760
762
764
766
768
72
778
784
91
798
806
815
825
838
851
867
856
908
934
965
000

800
801
803
805
806
808
809
811
813
815
817
821
826
832
838
844
851
859
868
878
889
902
916
932
951
974
000

850
851
852
854
856
857
859
860
862
864
865
869
874
879
884
889
895
902

909 |

917
925
934
944
956
969
984
000

900
901
902
904
905
906
907
908
910
911
913
916
920
924
928
932
936
941
916
951
957
963
969
976
984
492
000

Rozpr. Inz, 5
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- Dzieki tablicom od 2 do b mozemy z latwoscig obliczyé sile krytyczna
i wymiary preta przestrzennie réwnomiernie lub plasko afinicznego, wyko-
nanego ze stali 015 i.poddanego wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. W przy-
padku pretéw wykonanych z innych materlalow nalezaloby sporzadzié ta-
blice analogiczne. .

3.4. Przyklady stosowania wyprowadzonych wzoréw i tablic. Zanim przej-
dziemy do zasadniczego zastosowania metody «zalozenia réwnania Scislego>,
jakim jest obliczenie sily krytycznej dla pretéw niepryzmatyeznych, pod-
danych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu, podamy kilka przykladéw «po-
bocznego» zastosowania te] metody. Sprawdzimy, mianowicie, kilka réwnari
linii ugigeia, stosowanych najezesciej przy postugiwaniu sie metoda Ritza-
Timoszenki.

Zalézmy najpierw dla pierwszego przypadku wyboczenia (rys. 2)

: 7
(34.1) //-—dcos 37 _écos§t.

Jak wiadomo, jest to réwnanie linii ugigcia preta pryzmatycznego, scisle

w przypadku ugieé nieskoriczenie malych, jakimi wylacznie sie zajmujemy.
Ze wzoru (3.2.6) wynika wiec, ze

n
(3.4.2) f(t)=cos 5 ¢

Korzystajac ze wzoréw (3.2.9 1 (3.2.19) otrzymujemy

. )5 3 n® B,
(3.4.3) Pp=— 2 (— 7 08 O) =ah
¥ cos 2t
3 o Beed, ol
(3.4.4) b=—— e ] 1.
iy cos ;t

Agodnle z przewidywaniami otrzymaliSmy w wyniku pret pryzmatyczny
i wzér Eulera-Kdarména.

WeZmiemy teraz pod uwage funkeje, ktérej druga pochodna zmienia
sig liniowo,

(3.4.5) § = 0(1 LY lf) =C(1— ),

i zalézmy, ze przedstawia ona réwnanie linii ugigcia pewnego preta. Jest
to jedno z najcze$ciej uzywanych réwnan przyblizonych dla pierwszego
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przypadku wyboczenia. Po scalkowaniu i uwzglednienin warunkéw brze-
gowych

: WRE TR W
(3.4.6) y= c(— s¥r o g)’
a poniewaz y(0) =4, wige C= — 34, i ostatecznie
T ’ S A

Ze wzordow (3.2.9) 1 (3.2.19) otrzymamy teraz sile krytyczng i wymiary
preta: :

—— BO 2 __3‘80
3 Pk——T_,“f (0)—72—-
(3.4.8) b__2““3ti+t3
e At
lub po uproszezeniu
(3.49) b=141—7.

Przyjmijmy, ze pret jest pretem przestrzennie rownomiernie afinicznym
o przekroju kolowym. Przy zalozeniu wyboczenia sprezystego obowiazuje
wzor (3.3.11). Przyjmujac » za stosunek srednicy biezgcego przekroju preta
do s$rednicy przekroju podstawowego (utwierdzonego) otrzymujemy

4
Tyl A
(3.4.10) d==d°|/1 v

Wymiary preta przy zalozeniu d,=1 podaje tablica 6. Jest to wiec pret,
ktérego najmniejszy przekréj jest przekrojem utwierdzonym. Najwigksze
odchylenie od wymiaréw preta pryzmatycznego o $rednicy d=1 wynosi
10,7%,, jest wige dosé duze. Blad, jaki popelniamy przy podstawieniu réw-
nania (3.4.7), jako przyblizonego réwnania linii ugiecia preta pryzmatycz-
nego, do wzoru Ritza-Timoszenki (3.1.2), wynosi 1,329, .

Tablica 6. Wymiary preta o rownaniu linii ugiecia (8.4.7) przy wyboczenin

i 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1

i
b 1 1,095 | 1,180 | 1,255 | 1,320 | 1,375 | 1,420 | 1,455 | 1,480 | 1,495 | 1,500

11,023 | 1,042 | 1,058 | 1,072 | 1,083 | 1,092 | 1,098 | 1,103 | 1,106 | 1,107

Przy zalozeniu wyboczenia sprezysto-plastycznego wymiary preta beda
mniejsze od podanych w tablicy 6 z nieznacznymi réznicami. Wymiaréw tych
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nie mozna otrzymaé bezposrednio z tablicy 3, poniewaz nie obejmuje one
zakresu & > 1. Jednak pretéw takich (o najmniejszym przekroju utwierdzo-
nym) w praktyce na ogél sie nie stosuje i rozbudowanie tablicy 3 jest
wladciwie niepotrzebne, jak to stwierdziliémy poprzednio.

Dla pretéw dwuprzegubowych czesto zaklada si¢ réwnanie linii ugiecia
w postaci wielomianu trygonometrycznego, na przyklad
(3.4.11) Y = @, sin J-Elf + a,sin ?%c
Potraktujemy réwnosé (3.4.11) za S$cisly i obliczymy wymiary preta oraz
sile krytyczna. Po sprowadzeniu do postaci (3.2.6) bedzie to réwnanie z jed-
nym parametrem. Przyjmujac na przyklad @, =d i a,=ad i stosujac ozna-
czenie (3.2.1) mamy

(3.4.12) y=0(sin 7w¢ + asin 27n?).
Ze wzoru (3.2.21) otrzymujemy

; __14-8a 2*B,
(3.4.13) Pp= 1_}_—2; i

a ze wzoru (3.2.24) okreslamy sztywnos$é preta

__ (14 8a)(sinnt 4 a sin 2at)
" (14 2a)(sinnt + 4asin 2nt)’

(3.4.14)

Przyjmijmy «=—0,5 i podstawmy ¢=0,75:

{3}

Boyibyekt fe 4o L0400,

3fiders)

2

Sztywnos$é preta, dla ktérego zalozyliSmy réwnanie linii ugiecia w postaci
(3.4.12), przy przyjeciu wartosci parametru a= 0,5 musialaby byé zatem
w pewnych przedzialach ujemna. Jest to, oczywiscie, pozbawione fizycznego
sensu, zatem poslugiwanie sie réwnaniem (3.4.12) przy tej wartosei para-
metru nie moze prowadzi¢ do prawidlowych wynikéw.

Dla ustalenia przedzialu, z ktérego mozna wybiera¢ wartosci parametru a
w réownaniu (3.4.12), aby sens fizyczny metody Ritza-Timoszenki byl
zachowany, musimy rozwiaza¢ nieréwnosé b > 0, przy czym b jest okres-
lone wzorem (3.4.14). Nieréwnos$é ta ma obowiazywaé dla kazdego ¢ z prze-
dzialu <0, 1>. W wyniku otrzymujemy — 1/8 < a <1/8, przeto stosowalnosé
wzoru (3.4.12) jest ograniczona do takiego zakresu zmienno$ei parametru a.
Przy poslugiwaniu sie wielomianami trygonometrycznymi, jako przyblizo-
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nymi rownaniami linii ugiecia, nalezy zatem zachowac szczegdlng ostroz-
no$¢, by nie zatracié fizycznego sensu metody. ;

Bardzo interesujacy przyklad zastosowania metody Ritza-Timo-
szenki podaje Mutermilch, [8]. Dla obliczenia ugigé skonczonych jed-
nostronnie utwierdzonego idealnie sprezystego preta pryzmatycznego, $ci-
skanego osiowo i mimosrodowo sily skupiona, za-
Iozono tam luk kola jako przybliZona postaé linii
ugiecia. Zajmiemy sie teraz okresleniem ksztaltu
preta, dla ktérego réwnanie luku kola byloby
$cislym réwnaniem linii ugiecia.

Poniewaz zajmiemy sie ugigciami skorczo-
nymi, to wzory wyprowadzone w p. 3.2 przy za-
lozeniu ugieé¢ nieskoniczenie malych nie moga
znalezé zastosowania. Jednak wyprowadzenie ana-
logicznych wzoréw dla ugieé skonczonych nie
sprawi trudnoci, jezeli linia ugiecia ma byé¢ luk kola o promieniu r. Za-
miast réwnania (3.2.5) begdziemy tu mieli

Rys. 4

e = 1 P :
1\5.4.12)) . am 7—+ b—B—y = O,
0

a jezeli przez s oznaczymy zmienng mierzong po luku kola, to z rys. 4
widaé, ze

(3.4.16) 6=7r—1cos }—I .

(3.4.17) y=0—1r-+r cos’f_ = r(cos?_ —'cos ;) 3
Po wstawieniu (3.4.17) do (3.4.15) otrzymujemy

(3.4.18) %(cos;—cos ’—l_)z e,

Réwnanie to ma by¢ spelnione dla kazdej wartosci zmiennej s. Zakladajac
s==0 otrzymujemy stad zalezno$é P = f(r):

B,

rz(l —Cos -{)
>

Wartosé sily krysycznej obliczymy z warunku r— oo:

(3.4.19) ' ek

(3.4.20) PO MR 0

. - )
""°°r3(1—'cos—l) \

~
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natomiast ksztalt preta, okreslony tym razem funkcjs &= b(s), otrzymamy
przez podstawienie (3.4.19) do (34 18):

. cos ; =='C0O8 ;l
(3.4.21) SRR, ORI E

l——cos—l
7

Wzér ten obowiazuje dla ugie¢ skoriczonych, natomiast dla ugieé niesko-
czenie malych, gdy » —> oo i s—z, otrzymujemy w granicy

cosf——cos—% £\2
(3.4.22) b=lim——~r—————lr= s (—) il

i ST
r

Podstawiajgc do réwnania (3.4.21) rézne wartosci » otrzymujemy w wyniku
rézne zaleznosci b===(s). Rézne prety ugna sie po lukach kél o réznych
promieniach, zatem réwnania (3.4.19) nie mozna traktowaé¢ jako zaleznosci
miedzy sila i promieniem krzywizny dla tego samego preta. Zakladajac
pewne 7 otrzymujemy z (3.4.19) warto$é sily P, ktéra spowoduje ugiecie po
luku kola o tym promieniu, ale tylko w przypadku preta, ktérego sztyw-
nosé okredla wzor (3.4.21), po podstawieniu dori tej samej wartosci r. Zau-
wazmy wreszcie, ze dla omawianych pretéw nie znamy sily krytycznej
[z wyjatkiem preta (3.4.22)], ale znamy jedynie sile, ktéra wywola ugiecie
preta po laku kola.

Wezmy pod uwage liczbowe dane. Zalézmy, ze rozpatrywane prety sg
prqtami przestrzennie réwnomiernie afinicznymi o dlugosei 7=25cm
1 o przekrojach kolowych; niech d,=2cm. Jako material przyjmiemy stal
o module Younga £==21-10°kG/cm? Zalézmy dalej, ze prety ‘wybaczaja
sig po tukach kél o promieniach » = 25/z cm (pélkole), 12,5 cm, 25 cm i, w gra-
nicy, oo. Przy przyjeciu idealuej sprezystosci stali odpowiednie wartosci
sil obliczymy ze wzoréw (3.4.19) i (3.4.20), a poszczegélne Srednice pretéw
ze wzoréw (3.4.21) i (3.4.22) oraz (3.3.11). Rysunek O przedstawia ksztalty
trzech spoéréd tych pretéw oraz podaje schematy wszystkich czterech pre-
téw, poddanych dzialaniu sily P wywolujace] ugigcie po luku kola.

Jezeli materialem preta ma byé stal «rzeczywista», na przyklad stal 015,
to bedzie mozna rozwazyé jedynie przypadek ugieé nieskoniczenie malych,
czyli przypadek r— co. Podstawiajac tym razem do wzoru (3.4.20) B, = EI,
otrzymamy tylko pozorna wartosé sily krytycznej, ktérs oznaczymy przez Py;
dla obliczenia wartosci rzeczywiste] bedziemy musieli skorzystaé z tablicy 2.
Mamy, mianowicie, P, = 5278 kG, a poniewaz F,=mcm?, wiec g = Py/F,=
=1680kG/cm? Z tablicy 2 otrzymujemy, interpolujac, o4 = 1663 kG/cm?,
stad rzeczywista warto$é sily krytycznej P, = 1663 n= 5230kG. Sila kry-
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tyezna jest tu wige nieco nizsza niz w przypadku preta idealnie sprezystego,
sam pret natomiast, jak zobaczymy zaraz, wypadme grubszy.

.Wymiary preta okreslimy poslugujac sie tablica 3. W tym celu obli-
czamy S==1663:2370=0,702 (lub interpolujemy te wartos¢ z tablicy 2)
i dla obliczonych ze wzoru (3.4.22) wartosci 4 odezytujemy z tablicy 3 od-
powiednie wartosci ». Na przyklad dla £=0,8 ze wzoru (3.4.22) b =0,36;

- 168 =

——slal (dealnie sprezysta
——stal 015
P=5278 kG

|

tt —— =co

P=5741kG

v
_180°.\|P=13023kG
s S

Rys. 5. Prety. ktérych linia ugiecia przy wyboczeniu :
jest lukiem kola

z tablicy 3 odezytujemy (dwukrotnie interpolujac) #=0,870, a wiec sred-
nica preta dla tej wartosci # wyniesie d = xd,=0,870-2=1,740cm. W ten
sposéb uzyskany zarys preta zostal oznaczony na rys.D linia przerywang.

Rysunek ) wskazuje wyraznie, ze prety, dla ktorych luk kola bedzie
linig ugiecia przy wyboczeniu, odbiegaja znacznie swymi ksztaltami od
pryzmatycznych. Stosunkowo dokladne wyniki, jakie otrzymal w swej pracy

Mutermileh, [8), osiagnigto jedynie dzieki umiejetnemn wprowadzeniu
pewne] poprawki w obliczeniach.



4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne pretow zbieznych

4.1. Wyboczenie sprqiysto-plastyczne jednostronnie utwlerdzonych pretow prze-
strzennie rownomiernie zbieznych. Zastosujemy teraz metode <«zalozenia réw-
nania Scislego» do obliczenia sily krytycznej dla pretéw przestrzennie réw-
nomiernie zbieZnych, podlegajacych wyboczeniu sprezysto-plastycznemu. Jak
zwykle przyjmiemy uklad osi w ten sposéb (rys.2), aby I, =1I,, co po-
zwoli rozpatrywaé wyboczenie wylgcznie w plaszczyZnie xy. Momenty bez-
wladno$ci 7, i promienie bezwladnosei i, bedziemy dla krétkosei oznaczaé
przez I oraz i. Posluzymy sie oznaczeniami p. 3 oraz oznaczeniem

(4.1.1) b= x(1):

1y

przez i; rozumiemy tu promien bezwladnosci przekroju /=1, tzn. na swo-
bodnym koiicu preta. Bezwymiarowy stosunek % bedzie zatem miarg zbiez-
nosci preta. Poniewaz w praktyce zasadniczo nie stosuje sie pretéw o zbiez-
nosci £ >1 (najmniejszy przekré] utwierdzony), to zajmiemy sie jedynie
przypadkiem % <C 1, podobnie, jak to uczynil Dinnik pr7v rozpatrywaniu
wyboczenia sprezystego.

Metodg «zalozenia réwnania $cislego» mozemy doj§¢ do dobrych wyni-
kéw w dwojaki sposéb: albo dobierajac réwnanie linii ugiecia o duze] ilosci
nieoznaczonych parametréw i znajdujac nastepnie optymalne ich wartosci,
albo przyjmujac stosunkowo mala ilo§¢ parametréw, lecz przewidujac z géry
ksztalt linii ugiecia w sposéb dod$é precyzyjny. Postaramy sie obraé druga
z tych mozliwosei, gdyz dobdér odpowiedniej wartosci duzej liczby para-
metréw bylby zmudny. W tym celu udowodnimy najplerw nastepujace
twierdzenie. = B

Twierdzenie 1. Jezeli funkeja #(2), okreéiajqca‘ wymiary 'preta *przestrzen-
nie réwnomiernie lub plasko afinicznego, ucwxerdzonega jednym korncem
i,obcigzonego na drugim, swobodnym, sila osiows P (I przyp. wyboczenia)
jest klasy €O w przedziale 0 =#=1 i spelnia warunek »'(0)<C0, to krzy-
wizna osi preta ugigtego osigga warto$é maksymalna w pewnym punkcie 7,
lezacym wewnatrz przedziaiu (0, 1).

Droéd. 7 réownai (3.3.10), (3.3.21) 1 (3.3.24) mozna wyrazi¢ b w postaci
ogodlnej

e P! S \m
(4.1.2) b_l—_ﬁsz[l——(x—":) ]

gdzie #,=4,3,1 oraz n,=2,1,1 odpowiednio dla pretéw przestrzennie
réwnomiernie afinicznych oraz dla pretéw plasko afinicznych przy wyboeze-

niu w plaszezyZnie i z plaszezyzny zbieznosci. ‘Rézniczkujac réwnanie (4.1.2)
wzgledem # i oznaczajac dla skrécenia db/di—=10" oraz dz/dt=1u', otrzymujemy
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skad jest rzecza widoczng, ze pochodne &’ i %’ sa tego samego znaku. Z za-

o

sadniczego réwnania zginania (3.2.5), napisanego w postaci $cislej

5 : =, UL
(4.1.4) | K= B,
gdzie przez K oznaczylismy krzywizne linii ugiecia piszac dla krétkosci
dK|dt = K' otrzymujemy

Rl . PE[, by
(4.1.5) K _bBo(/_ ) )

Do réwnania tego podstawimy #=0 i ¢=1:

Por2
(4.1.6’ I{I(U) == — T bI(O)7
0
o, e
(4.1.7) Ix(l)——blBOy(l)-

Z przyjetego ukladu osi (rys. 2) widaé, ze y'(1) < 0: z zalozenia i z (4.1.3)
wynika 4'(0) < 0. W takim razie pochoduna krzywizny jest dodatnia dla
t=0, a ujemna dla £=1. Wobec zalozone] ciaglosci krzywizny twierdze-
nie jest zatem udowodnione. :

Przy dowodzie postuzylismy sie prawem Ylinena. Pozostaje on jed-
nak w mocy dla kazdej innej zaleznosci E* — £*(s), przedstawionej funkeja
nierosnaca, a wiee, na przyklad, przy zalozeniu prawa Hooke'a.

: Z twierdzenia powyzszego skorzystamy przy doborze réwnania linii
ugiecia dla jednostronnie utwierdzonych pretéw przestrzennie réwnomiernie
zbieznych. Mamy tu bowiem

(4.1.8) x(t)=1—(1 — &)z,
(4.1.9) : #(0)= — (1— &),

wiee, z uwagi na ograniczenie naszych rozwazaii do przypadku % <1, za-
lozenia twierdzenia 1 sa spelnione.

~ Dobér bezposredni odpowiedniego réwnania linii ugiecia bylby trudny
z uwagi na stosunkowo duzg ilo§é narzuconych warunkéw. Dobierzemy
wiec najpierw druga pochodna (krzywizne), a nastepnie przez scalkowanie
uzyskamy sama linie ugiecia. Krzywizna musi spelnia¢ warunki wynika-
jace z twierdzenia 1, mianowicie K’(0) >0 oraz K'(1)< 0. Wiadomo réw-
niez, ze K(0)5£0, a K(1)=0, gdy chcemy otrzymac pret o réznej od zera
sztywnosei przekroju swobodnego. Nie wiemy natomiast, w jakim punkcie
wystapi maksimum krzywizny, o ktérym moéwi twierdzenie 1, i musimy
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dobra¢ taks funkcje, aby przy odpowiednim doborze wartosci parametréw
mogla osiggaé maksimum w calym przedziale (0, 1). Funkeja taka bedzie,
na przyklad, funkeja

(4.1.10) K =C(1+at)(1— )

o dwéch nieoznaczonych parametrach « i1 », spelniajacych warunki «> 0
oraz » >1; dodatnia stals C' wyznaczymy z warunkéw brzegowych. Ponie-
waz z przyjetego ukladu osi wynika, ze K= —y" (przy zalozeniu ugieé
nieskonczenie malych), wiec calkowaniu ulega réwnanie

(4.1.11) ¥’ =—C(14 at)(1— tn),

Po scatkowaniu i uwzglednieniu warunkéw »'(0)=0 oraz y(0)=4d mamy

A1 19 L o ¢nt2 atnts P
e Loton "(§+F“(n+1>(n+2)_<n+2>(n+3>)+’

a z warunku y(1)=0 obliczymy stalg C:

41.13) Cc= 6d(n+-1) (n+2) (n+ 3)
¥ < (a+3)(n+l)(n-|—2) (n__|—3)_6a(n _{_ 1) iy 6(%-—-*—3).

Wstawiajac (4.1.13) do (4.1.12) otrzymujemy ostatecznie rdéwnanie linii
ugiecia w postaci (3.2.6), mianowicie

(4.1.14) I/=6[1_(at—|—3)(n—}—1)(n+2) (n+3)—6at"+1(rz+1)—6t"(n—|-3)t2]
i @+3)(n+1)(n+2)(n+3)—6aln+1)—6(n+3) |

Warto$¢é pozornego wspélezynnika statecznosei otrzymamy teraz ze
wzoru (3.2.11):
(4115)  F= 24 +41)(n+2)(n-+3) '
‘ (a+3)n+1)n+2)(n+3)—6an-+1)— 6(n-+3)

Pozorna wartosé naprezenia krytycznego w przekroju podstawowym wy-
niesie

(4.1.16) Tr=">

Korzystajae z tablicy 2 w przypadku pretéw ze stali 015 lub z analogicz-
nych tablic opracowanych dla innych materialéw, mozemy juz bez trudm
znalezé rzeczywistg warto$¢ naprezenia krytycznego oy, a wigc réwniez
sile krytyczna.
Podstawiajac (4.1.14) do (3.2.19) otrzymujemy
ik (at43)(n41)(n+ 2)(n + 3) — batrt(n +])—-6/"('n+3_)t2

Gl e (14 at) (1— )
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Wzoér ten okresla & dla kazdej wartosci # réznej od 1: &, obliczymy ze
wzoru (3.2.20); po wstawieniu i uproszczeniu

@118) b=t a2 mt1) (0t 2)—2a(nt1)—2(n+ 2))
WA, 1 )l(a+1)[(a+3)(7l+l)(n+2)(n+3)_6a(n+1)_6(n+3)]

Znajac b dla poszczegélnych wartosci zmiennej # mozemy dla tych samych ¢
odezytaé z tablicy 3 odpowiednie wartosci #, a tym samym okresli¢ ksztalt
preta.

Wobec posiadania gotowych tablic 2 do 5 ograniczymy nasze rozwaza-
nia do pretéw ze stali 015, co nie przeszkadza rozszerzeniu tych rozwazan
réwniez na inne materialy po opracowaniu, oczywiscie, odpowiednich tablic.

~ Dochodzimy teraz do nastepujacego zagadnienia: dany jest pret prze-
strzennie réwnomiernie zbiezny (znamy wiec charakteryzujace go wielkosei %
i 4p). Czy mozna si¢ posluzyé wyprowadzonymi réwnaniami do okreslenia
sily krytycznej dla tego preta, a jesli tak, to w jaki sposéb dobraé odpo-
wiednie wartosci parametréw « i »? Inaczej méwiac, w jaki sposéb dobraé
a i n, aby wyznaczony z réwnan (4.1.17), (4.1.18) i z tablicy 3 ksztalt
preta mozliwie najmniej odbiegal od ksztaltu preta danego ?

OdpowiedZ na tak postawione pytania bylaby trudna, a obliczenie opty-
malnej wartosci parametréw bezposrednio z warunku (3.1.5) jest nawet teo-
retycznie niemozliwe, poniewaz przy wyboczeniu sprezysto-plastycznym nie
mozna okreslié sztywnosci preta B, dopdki nie jest znana sila krytyczna.
Dobér tych wartosci méglby nastapié przy pomocy préb, ale nalezy watpié,
czy w ten sposéb uzyskane rozwiazanie mogloby byé calkowicie wykorzy-
stane w praktyce inzynierskie].

Obierzemy zatem inng droge, wymagajaca wiekszego jednorazowego na-
kladu pracy, ale prowadzacag do wynikéw, ktére dadza sie bezposrednio
stosowa¢ w praktyce. Bedziemy, mianowicie, zakladali z géry pewne war-
tosci parametréw a i », a nastepnie dobierali 4, i # w ten sposéb, aby uzy-
skany pret mozliwie najmniej odbiegal od preta przestrzennie réwnomier-
nie zbieznego. Takie postgpowanie bedzie znacznie latwiejsze od po-
przedniego. W ten sposéb uzyskamy wartosci naprezeni krytycznych oy
1 wspélezynnikéw statecznosei &, tzn. réwniez sil krytycznych, dla szeregu
pretow przestrzennie réwnomiernie zbieznych (w przyblizeniu), o zupelnie,
zreszta, przypadkowych wartosciach 4, i k. Po dokonaniu odpowiednio du-
ze] liczby przeliczen bedziemy mogli droga interpolacji otrzymaé oy, oraz &
réwniez dla innych, posrednich, wartosci 4, i 4. Uzyskane wyniki mozna
zebra¢ w tablice 1 wykresy, aby umozliwi¢ korzystanie z nich w kazdym
przypadku bez dodatkowych przeliczen.

Postegpowanie uwidoczni sie najlepiej na przykladzie. Zalézmy wartosci
parametréw n=>5, oraz a=1. Ze wzoréw (4.1.17) i (4.1.18) obliczamy
5(0,5) = 0,627 oraz b(1)=0,191; pamietamy réwniez, ze 5(0)=1, co jest
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oczywiste wedlug oznaczen (3.2.1) i (3.2.2). Przyjmujac warto$¢ S mogli-
by$my teraz z tablicy 3 odczytaé odpowiednie warto$ei %(0,5) i #%(1). Dla
preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego wartosci te powinny spelniaé
réwnanie '

(4.1.19) #(0,5) = ”(0);‘%(1) ¥ 1+:(1) :

Wybierzemy jednak droge odwrotna: zalozymy, mianowicie, ze ma by¢
spelniony warunek (4.1.19) i z tablicy 3 dobierzemy wartos¢ S, dla ktérej
warunek ten zachodzi. Liatwo przekonaé sie, ze w danym przypadku war-
tosciag taka jest S=0,441, bowiem przy tej wartosci S i przy podanych
wyze] b mozemy — stosujac dwukrotna interpolacje — odezytaé z tablicy 3
%(1,5) = 0,852 oraz »(1) =0,704. W istocie zatem warunek (4.1.19) jest spel-
niony. Nasuwa sie jednak pytanie, w jaki sposéb mozna szybko znalezé S
o takiej wlasnosci. Jest to latwe o tyle, ze, jak wynika z tablicy 3, dla
wigkszych wartosci & a malych S, % zalezy jedynie od 6. Tak, na przyklad,
dla 4=0527 otrzymujemy przez interpolacje » =0,852 dla wszystkich S
mniejszych od okolo 0.,5. Zakladajac »(0,5) =0,852 mozemy obliczyé z wa-
runku (4.1.19) ; ‘

(4.1.20) %(1) =2x(0,5) —1,

ezyli w naszym przypadku (1) =0,704. Poniewaz znamy 4(1) = 0,191, wiec
z tablicy 3 mozna odezytaé odpowiednia wartosé S, mianowicie S=0,441.
Otrzymalismy S < 0,5, wiec dla & =0,527 w istocie » =0,852, jak przewi-
dywalidmy. Gdyby natomiast %(0,5) uleglo pewne] zmianie, co si¢ zresztya
zdarza rzadko, to nalezaloby réwniez nieco zmienié¢ (powiekszy¢) S, aby
warunek (4.1.19) by! spelniony.

Dla upewnienia si¢ dodatkowo, o ile otrzymany pret zbliza sie ksztaltem
do przestrzennie réwnomiernie zbieznego, obliczmy jeszcze #(0,25) i %(0,75).
Poniewaz zmiana » powinna by¢ liniowa, to powinniSmy otrzymac

#(0)+#(0,5) 140,852
5} 354 3

2(0725) L 2 =0,926,
7 TN sl ISR b i S

2 2

Ze wzoru (4.1.17) mamy 5(0,25) = 0,757 oraz 5(0,75) =0,333; z tablicy 3
przy zalozeniu § = 0,441 odezytujemy #(0,25)=0,933 oraz #(0,75) = 0,765.
Réznice wynosza 0,007 jako nadmiar dla =025 i 0,013 jako niedomiar
dla t=0,75 — sa wiec nieznaczne, jak na jedyne bledy w obliczeniu. Od-
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chylenia takie moze zreszty posiada¢ rowniez sam pret wskutek pewnych
niedokladnosei obrébki. Poza tym sa to 'odchylenia o znakach przeciwnych,
a wiee w pewnym stopniu nawzajem si¢ znoszace. Yiatwo sie przekonad,
iz dla innych wartosei ¢ odchylenia nie bedg wigksze.

Nalezy jednak zbadad, jakie odchylenia zwiekszaja bezpieczenstwo, a jakie
je zmniejszajg. Jezeli dla preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego ma x
przy pewnym f przybraé okreslong wartos¢, gdy tymeczasem pret, ktérego
sile krytyczna obliczyliémy, ma mniejszg wartosé » dla tej samej wartosci 7
blad przez niedomiar), to oznacza to, ze w rzeczywistosci sila krytyczna
dla preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego jako grubszego jest nie
mniejsza niz sila obliczona dla preta ciefiszego; bledy zwiekszajg zatem
bezpieczenstwo. Stad. oczywiscie, wynika, ze bledy popelniane wskutek nad-
miaréw zmniejszaja bezpieczenstwo.

Obliczymy jeszcze naprezenie krytyczne oy, wspélezynnik statecznosei &
1'smuklo$é «dolng» dla rozpatrywanego preta. Z (3.3.7) otrzymujemy wprost
Opo =S80, =10,441-2370 = 1045 kG/cm? Z (4.1.15) obliczamy teraz pozorny
wspélezynnik stateczmo$ei uzyskujac & = 6,40. Rzeczywisty wspélezynnik
statecznosci uzyskamy najlatwiej ze wzoru '

(4.121) —§k,

Wartosé o, dla danego g4 znajdziemy w tablicy 2; w danym przypadku
Gro= O = 1046 kG/cm?, wiec takze & =9=0640. Z odwréconego wzoru
(3.2.10) obliczamy ostatecznie !
(4.1.22) PRCE .1

Oko
otrzymujac w danym przypadku 4,=—113,.

Wiyniki obliczen sg nastepujace: dla jednostronnie utwierdzonego preta
przestrzennie réwnomiernie zbieznego, wykonanego ze stali 015, o zbiez-
nosci %k =1/ip==x(1)=0,704 oraz o smukloéci dolnej 4,=1135, napre-
zenie krytyczne w przekroju podstawowym (utwierdzonym) jest réwne
0 = 1045 kG/cm? a wspélezynnik statecznosci wynosi &= 6,40.

Wyniki powyzsze otrzymaliSmy przyjmujac warto§é parametréw w réw-
naniu (4.1.14) =295 oraz a=1. Podobnie przyjmujac =4 oraz =105
otrzymujemy pret, dla ktérego £=0,791, 1,=108,5, o= 1325 kG /cm?
4 =144 itd. Wyniki obliczeri naniesiemy na wykres o osiach 4, i %,
a po uzyskaniu kilkudziesigciu punktéw przeprowadzimy bez trudu linie
stalych naprezen krytycznych oy i stalych wspélezynnikéw statecznosei .
Sporzadzenie tych wykreséw przyjdzie tym latwiej, ze ich «brzegi» sa

znane. Mianowicie w przypadku malych smuklosci 4, mamy do czynienia
"z wyboczeniem czysto plastycznym i praktycznie oy = 6,, Wiec o= k*0y:
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w przypadkach duzych smuklosci wyboczenie bedzie sprezyste, zatem roz-
patrzone przez Dinnika; wreszcie przypadek preta pryzmatycznego (k=1)
7zostal rozwigzany przez Ylinena. Nalezy pamietad, ze w przypadku wybo-
czenia sprezystego wspélezynnik statecznosei & zalezy tylko od & (Dinnik).

Sporzadzone w ten sposéb wykresy zamieszczone sg na rysunkach 6 i 7.
Dla pewnych zastosowan korzystniejsze jest przedstawienie funkeji jak na
tablicach 7 1 82).

Obliczenie sily krytyczne] dla danego preta przestrzennie réwnomiernie
zbieznego, jednostronnie utwierdzonego nie przedstawia juz teraz zadnych
trudnosei. Znajgc, mianowicie, £ i 4, odczytujemy z wykresu na rys. 6 lub 7
albo z tablicy 7 lub 8 odpowiedniy warto$é & lub gy i obliczamy sile kry-
tyczna za pomoca wzoru (3.2.10) lub (3.2.13).

Poniewaz sila krytyczna dla jednostronmie utwierdzonego preta zbiez-
nego jest zarazem silg krytyczna dla odpowiedniego dwuprzegubowego preta
dwuzbieznego, to rozwigzalismy réwnoczesnie zagadnienie wyboczenia spre-
zysto-plastycznego dwuprzegubowych pretéw przestrzennie réwnomiernie
dwuzbieznych (rys. 1, pret 11212).

42. Wyboczenie sprezysto-plastyczne dwuprzegubowo zamocowanych pretéw
przestrzennie réownomiernie zbieznych. Obierzemy uklad osi w ten sposéb, aby
przekrd) podstawowy byl przekrojem najwiekszym. Bedziemy zatem zakla-
dali k=1 nie ograniczajac ogélnosci rozwazain. Podobnie jak w przypadku
poprzednim bedziemy zajmowali si¢ tylko wyboczeniem w plaszezyznie xy,
gdyz zawsze mozna obraé osie y i z w ten sposéb, aby kierunek osi y byl
kierunkiem niebezpiecznym przy wyboczeniu.

Aby nalezycie dobra¢ réwnanie linii ugigcia skorzystamy z twierdzenia 2,
ktérego dowéd pominiemy jako analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja (/) okreslajaca wymiary preta przestrzen-
nie réwnomiernie lub plasko afinicznego, zamocowanego dwuprzegubowo
(IL przyp. wyboczenia), jest klasy C® w przedziale 0 =<¢=1 i spelnia wa-
runek #'(0):%'(1) >0, to istnieje wewnatrz przedzialu (0, 1) taki punkt Z,,
w ktérym druga pochodna krzywizny osi preta ugietego (a wige czwarta
pochodna ugiecia) w punkcie zero zmienia znak (krzywizna posiada punkt
przegiecia). . :

W przypadku pretéw przestrzennie réwnomiernie zbieznych (7)==
= — (1 — %) =-const, wiec gdy wylaczymy mozliwos¢ ~=1 (pret pryzma-
tyczny), to zalozenia twierdzenia 2 sa spelnione. Podobnie jak poprzednio,
zamiast dobiera¢ bezposrednio réwnanie linii ugiecia, dobierzemy naj-
pierw réwnanie krzywizny; mamy tu jedynie do spelnienia warunki

__*) Ograniczymy si¢ przy tym do zakresu 0,5=/k=1 z dwéch powodéw: z jednej
strony prety o £ <05 s rzadko stosowane w praktyce, z drugiej — réwnanie (4.1.14)
daje tu mniej dokladne wyniki.
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Tablica 7. Wartosci wspolezynnika statecznosci ¢ dla jednostronnie utwierdzonych

pretow przestrzennie rownomiernie zbieznych ze stali 015

x 05 |05 | 06 | 065 | 07 | 075 | 08 [08 | 09 [09 |1

60 | 1,02 | 1,23 | 146 | 1,72 | 1,99 | 2,28 | 260 | 293 | 329 | 3,65 | 3,01
65 | 1,19 | 1,44 | 1,72 | 201 | 2,33 | 267 | 3,06 | 344 | 3,86 | 4,98 | 4,53
70 | 1,38 | 1,67 | 1,99 | 233 | 2,71 | 3,10 | 354 | 39¢ | 448 | 4,94 | 5,21
5 1,69 | 192 | 238 | 967 | 310 | 357 | 4,06 | 458 | 514 | 562 | 591
80 | 181 | 218 | 260 | 305 | 354 | 4,06 | 4,63 | 522 | 58 | 631 | 6,63
85 | 204 | 246 | 2,93 | 344 | 3,99 | 458 | 522 | 588 | 6,64 | 42 | 7,35
9 | 229 | 276 | 329 | 386 | 448 | 514 | 58 | 656 | 7,25 | 7,67 | 8,08
9 | 256 | 3,08 | 367 | 430 | 4,98 | 5,72 | 649 | 7,22 | 7,82 | 825 | 865
100 | 282 | 341 | 406 | 4,76 | 551 | 628 | 7,08 | 7,71 | 824 | 871 | 918
105 | 3,12 | 8,75 | 4,47 | 522 | 598 | 673 | 71,38 | 7,99 | 856 | 9,08 | 9,54
110 | 339 | 407 | 4,79 | 552 | 628 | 691 | 7,49 | 808 | 869 | 927 | 974
115 | 365 | 4,36 | 506 | 572 | 638 | 693 | 7,51 | 810 | 870 | 9,28 | 984
120 | 383 | 4,50 | 513 | 575 | 635 | 694 | 7,52 | 811 | 870 | 9,28 | 9,87
125 | 3,97 | 457 | 518 | 577 | 636 | 695 | 7,58 | 8,12 | 870 | 9,28 | 9,87
130 | 4,05 | 462 | 521 | 58 | 637 | 696 | 7,53 | 812 | 870 | 9,28 | 9,87
185 | 4.08 | 4,656 | 523 | 581 | 638 | 696 | 7,53 | 812 | 70 | 928 | 9,57
140 | 410 | 466 | 524 | 581 | 638 | 696 | 7,58 | 812 | 870 | 9,28 | 9,87

Tablica 8. Wartosci naprezen krytycznych o, (kG/em?) dla jednostronnie utwier-
dzonych pretow przestrzennie rownomiernie zbieznych ze stali 015

X 05 | 055 | 06 [065 | 07 |07 | 08 |08 | 09 |09 | 1
0

60 | 598 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2130 | 2280
65| 598 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2130 | 2260
70! 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2120 | 2240
75| 598 | 717 | 858 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2100 | 2210
80| 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2070 | 2180
85| 598 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1900 | 2040 | 2130
90 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1700 | 1880 | 1940 | 2080
951 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1510 | 16%0 | 1820 | 1920 | 2010
100 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1320 | 1480 | 1620 | 1730 | 1830 | 1930
105 | 592 | 714 | 850 | 994 | 1140 | 1280 | 1400 | 1520 | 1630 ' 1730 | 1820
110 | 588 | 706 | 831 | 959 | 1090 | 1200 | 1300 | 1400 | 1500 | 1600 | 1690
115 | 780 | 692 | 803 | 908 | 1010 | 1100 | 1190 | 1290 | 1380 | 1470 | 1560
120 | 558 | 657 | 749 | 839 | 927 | 1010 | 1100 | 1180 | 1270 | 1350 | 1440
125 | 583 | 614 | 695 | 775 | 855 | 931 | 1010 | 1090 | 1170 | 1250 | 1330
130 | 503 | 575 | 648 | 20 | 792 | 864 | 936 | 1010 | 1080 | 1160 | 1230
135 | 470 | 536 | 602 | 668 | 734 | %01 | 868 | 935 | 1000 | 1070 | 1140
140 | 438 | 500 | 561 | 622 | 683 | 745 | 808 | 70 | 933 | 995 | 1060

[268]



K(0)=K(1)=0 oraz wynikajacy z twierdzenia 2 warunek istnienia
punktu 7,, w ktorym K"(¢,)=0. Réwnaniem takim bedzie, na przyklad,
rownanie

(42.1) : K=6(14 at) (t — tv)

o dwéch nieoznaczonych parametra.ch ain, bpelnlajacycll wa1unk1 >0
oraz n > 1. Scalkowaniu ulega wiec tutaj réwnanie

(4.2.2) g = < O(1 at)t — ).

Po wykonaniu calkowania i uwzglednieniu warunkéw brzegowych
#(0)=w»(1)=0 otrzymujemy réwnanie linii ugiecia w postaci (3.2.6), mia-
nowicie '

j g 1 — ot 1— 8 1— o2

2.3 =4 7 S O il G S Sy S AT ST

b 6'[ 6 mEDmEH T 12 T ‘mt) (n+3)}

Wartosé pozornego wspélezynnika statecznosci otrzymamy feraz ze
wzoru (3.2.22):
i 6(71 +2)
4.2.4 = .
+ 17 2(=F3)

a pozorna wartos¢ naprezenia krytycznego w przekroju podstawowym okre-

S wzor (4.1.16). Korzystajac z tablicy 2 mozemy bez trudu znalezé rze-

czywists wartos¢ naprezenia krytycznego oy 1 tym samym sile krytyczna.
Podstawiajac (4.2.3) do (3.2.24) otrzymujemy

Jesugnid | g

(n-}-2)[(1 £2) 4= l—f’)]——b[ il +“(”_P%)}
n+4 a(n -+ 6)]
"(%+3)]

Wzor ten okresla & dla kazdej wartosei ¢ réznej od 1: 4, obliczymy ze
wzoru (3.2.25). Po wstawieniu i uproszczeniu

9 3 n—|—2

2% n—+3

=0 )

Zmajac b dla poszczegélnych wartosei zmienne) # mozemy dla tych samych # od-
czytaé z tablicy 3 odpowiednie wartosei #, , a tym samym okreslic¢ ksztalt prete.

Aby otrzymac tablice i wykresy podajace zaleznosci & 1 oy od & 1 4,
bedziemy postepowali tak samo, jak w przypadku poprzednim. Obierajac -
zatem rézne wartosei pa.ra,metyréwla i n otrzymamy w wyniku prety o réz-

(425) b=

(n—1)( l—f—ut)(l—t" 1)[

(4.2.6) li——

Rozpr. Inz, 6 269
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Rys. 8. Wartosci wspélezynnika statecznodei ¢ dla dwu-
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Tablica 9. Wartosci wspolezynnika statecznosci ¢ dla dwuprzegubowo zamocowa-
nych pretow przestrzennie réwnomiernie zbieznych ze stali 015

x 05 | 055 | 06 | 065 | 07 [07 [ 08 |08 | 09 |09 | 1
60| 1,02 | 1,23 | 1,46 | 1,72 | 1,99 | 228 | 2,60 | 293 | 329 | 362 | 391
65| 1,19 | 144 | 1,72 | 201 | 233 | 267 | 8,05 | 344 | 38 | 423 | 453
70| 1,88 | 1,67 | 1,99 | 233 | 271 | 3,10 | 354 | 399 | 448 | 485 | 521
| 1,59 | 1,92 | 2,28 | 267 | 3,10 | 357 | 406 | 456 | 509 | 551 | 591
80| 1,80 | 217 | 259 | 3,04 | 852 | 4,03 | 458 | 518 | 573 | 622 | 6,63
85| 202 | 244 | 290 | 340 | 392 | 449 | 509 | 575 | 636 | 692 | 7,35
90 | 222 | 2,67 | 318 | 372 | 429 | 492 | 559 | 629 | 698 | 7,58 | 8,08
9 | 236 | 285 | 338 |39 |45 |52 |59 | 611 | 7,44 | 812 | 865
100 | 245 | 296 | 851 | 411 | 475 | 543 | 6,17 | 695 | 7,77 | 852 | 9.18
105 | 246 | 298 | 353 | 415 | 481 | 552 | 6,27 | 7,06 | 791 | 874 | 954

110 | 246 | 298 | 354 | 4,16 | 482 | 554 | 630 | 7,00 | 7,96 | 882 | 9,74
15| 246 | 298 | 354 | 416 | 4,83 | 554 | 631 | 711 | 7,98 | 858 | 9,84

120 | 247 | 299 | 855 | 4,17 | 484 | 555 | 632 | 713 | 7,99 | 891 | 9,87
125 | 247 | 299 | 355 | 417 | 484 | 555 | 632 | 7,18 | 7,99 | 8901 | 9,87
130 | 247 | 299 | 855 | 4,17 | 4,84 | 555 | 632 | 7,13 | 7,99 | 8,91 | 9,87

135 | 247 | 299 | 855 | 417 | 481 | 555 | 632 | 7,13 | 799 | 891 | 987
140 | 247 | 299 | 355 | 4,17 | 4,8¢ | 555 | 632 | 7,03 | 7,99 | 891 | 9,87

Tablica 10. Wartosci naprezen krytyeznych o,, (kG/cm?) dla dwuprzegubowo zamo-
cowanych pretow przestrzennie rownomiernie zbiezaych ze stali 015

X 05 | 055 | o6 (065 [ 07 |075 | 08 |08 | 09 |09 | 1

60 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1380 | 1520 | 1710 | 1920 | 2110 | 2280
.65 | 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1920 | 2100 | 2260
70| 593 | 717 | 853 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1710 | 1910 | 2080 | 2240
75| 598 | 717 | 833 | 1000 | 1160 | 1330 | 1520 | 1700 | 1900 | 2060 | 2210
80| 591 | 714 | 850 | 997 | 1150 | 1320 | 1500 | 1690 | 1880 | 2040 | 2180
85| 587 | 710 | 842 | 989 | 1140 | 1310 | 1480 | 1670 | 1850 | 2010 | 2130
90 | 575 | 693 | 824 | ‘963 | 1110 | 1280 | 1450 | 1630 | 1810 | 1960 | 2080
95| 550 | 663 | 786 | 921 | 1070 | 1220 | 1390 | 1560 | 1730 | 1890 | 2010
100 515 | 621 | 787 | 862 | 998 | 1140 | 1300 , 1460 | 1630 | 1790 | 1930
105| 470 | 568 | 678 | 790 | 915 | 1050 | 1190 | 1350 | 1510 | 1670 | 1820
110 | 430 | 521 | 616 | 722 | 837 | 955 | 1090 | 1230 | 1380 | 1530 | 1690
115 | 392 | 475 | 565 | 663 | 768 | 880 | 1000 | 1130 | 1270 | 1410 | 1560
120 | 360 | 435 | 518 | 608 | 705 | 810 | 920 | 1040 | 1170 | 1300 | 1440
125| 831 | 401 | 477 | 560 | 650 | 746 | 848 | 958 | 1070 | 1200 | 1330
130 | 306 | 871 | 441 | 518 | 600 | 690 | 785 | 886 | 994 | 1110 | 1230
135 | 284 | 344 | 409 | 480 | 556 | 640 | 727 | 821 | 921 | 1030 | 1140
140 | 264 | 320 | 380 | 446 | 518 | 505 | 676 | 763 | 856 | 9556 | 1060
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nych % i 4,, nieznacznie odbiegajace od pretdw przestrzennie réwnomiernie
zbieznych, i odpowiednie wartoSci ¥ i 4. Na przyklad, obierajac n=71
i a=2 otrzymamy pret o £=0586 i 2,=99)5, przy czym dla tego preta
$=2336 oraz oy = T11kG[em?® Przeliczajac odpowiednio duzo takich pre-
téw i postgpujac podobnie, jak w przypadku poprzednim, mozemy otrzymaé
wykresy i tablice do obliczenia & i oy. Beda to wykresy przedstawione na
rysunkach 8 i 9 oraz tablice 9 i 10, za pomoca ktérych mozna juz bez
trudu znalezé wartos¢é sily krytycznej dla dowolnego dwuprzegubowego
preta przestrzennie réwnomiernie zbieznego, ktéry zostal wykonany ze
stali 015 3).

4.3. Wyboczenie sprezysto-plastyczne jednostronnie utwierdzonyeh pretow plasko
zbieznych. Musimy tu rozpatrzyé zaréwno wyboczenie w plaszezyimie, jak
iz plaszezyzny zbieznosci. Dla rozréznienia bedziemy wszystkie wielkosei,
odnoszace si¢ bezposrednio do wyboczenia w plaszezyZnie zbieznosei, ozna-
czali jedna, a przy wyboczeniu z plaszczyzny zbieznosci dwiema kreskami
u gory. W takim razie przy przyjecin ukladu osi jak na rys. 2 i 3 ozna-
ezymy i,==1', iy=1i"; i” = const, natomiast i’ dla pretéw plasko zbieznych
zmienia sie liniowo. Analogicznie do (4.1.1) oznaczymy tu

(4.3.1) R g T
ty
Przypadek .i=1 jest przypadkiem preta pryzmatycznego.

Zaréwno do wyboczenia w plaszezysmie, jak i do wyboczenia z pla-
szezyzny zbieznosci pretéw plasko zbieznyeh odnosi sie twierdzenie 1, wiee
nic nie stoi na przeszkodzie do zastosowania réowniez i tutaj réwnania linii
ugiecia (4.1.14). Poniewaz tym razem bedziemy korzystali z tablic 4 i 5
zamiast tablicy 3, to otrzymamy inne wyniki: tak, na przyklad, przyjmujac
n=>5 oraz a=1 otrzymujemy przy zalozenin wyboczenia w plaszczyznie
zbieznosci pret o danych /= 0,619 oraz 15— 102; dla preta tego & = 6,40
oraz oj= 1290kG/cm? Natomiast zakladajac powstanie wyboczenia z pla-
szezyzny zbieznosei nie mozemy w ogdle, przy powyzszych wartosciach
parametréw, otrzymacé preta zblizonego ksztaltem do zbieznego; okazuje
sie, ze réwnamie (4.1.14) daje sie tu réwmniez zastosowaé, ale nalezy dobie-
ra¢ male wartosci parametru » (na przyklad »=2 lub »=3).

Wyniki obliczeri nwidaczniaja wykresy 10-13 oraz tablice 11-14.

Powyzsze wykresy i tablice znajduja bezposrednie zastosowanie réwniez
przy obliczanin sily krytyeznej dla dwuprzegubowych pretow plasko dwu-
zbieznych. Pretami takimi sa, na przyklad, korbowody niektérych parowozéw

3) Przy zalozeniu 0,5 -— /% =1, podobnie jak w przypadku I
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Tablica 11. Wartosci wspolezynnika statecznosci & (wyboezenie w plaszezyzZnie
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretéw plasko zbieznych ze stali 0156

X 05 | 05 | 06 | 065 | 07 [075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
0 '
60| 204 | 2,24 | 244 | 264 | 285 | 3,05 | 325 | 345 | 3,65 | 3,81 | 391
65| 239 | 262 | 286 | 810 | 3,34 | 358 | 3,82 | 405 | 428 | 444 | 453
70| 277 | 8,04 | 8,32 | 859 | 887 | 4,15 | 442 | 4,69 | 493 | 510 | 521
75| 817 | 349 | 381 ! 413 | 444 | 476 | 506 | 533 | 560 | 578 | 591
80| 361 | 897 | 4,38 | 4,69 | 506 | 541 | 573 | 6,01 | 628 | 6,40 | 6,63
8| 408 | 447 | 486 | 527 | 568 | 6,04 | 637 | 6,66 | 695 | 7,17 | 7,85
90 | 455 | 497 | 540 | 582 | 6,23 | 660 | 694 | 7,25 | 755 | 7,83 | 8,08
9| 498 | 541 | 584 | 621 | 670 | 708 | 7,43 | 7,77 | 811 | 842 | 8,65
100 | 526 | 572 ! 615 | 658 | 7,02 | 7,44 | 7,82 | 8,18 | 853 | 887 | 9,18
105 | 530 | 578 | 624 | 669 | 7,05 | 7,60 | 801 | 839 | 877 | 9,06 | 9,54
10| 53¢ | 581 | 628 | 673 | 7,09 | 7,64 | 807 | 851 | 892 | 9,34 | 9,714
115 | 53 | 581 | 628 | 674 | 7,09 | 7,64 | 808 | 853 | 896 | 9,40 | 9,84
120 | 535 | 581 | 628 | 674 | 7,19 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 9,43 | 9,87
125 | 535 | 581 | 6,28 | 674 | 7,09 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 943 | 9,87
130 | 535 | 581 | 628 | 6,74 | 7,19 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 943 | 987
155 | 535 | 581 | 628 | 674 | 1,09 | 7,64 | 809 | 854 | 899 | 9,43 | 9,87
140 | 535 | 581 | 628 | 6,74 | 7,19 | 7.64 | 809 | 854 | 899 | 943 | 9,87

Tablica 12. Wartosci naprezen krytycznych o}, (kG/em?) (wyboczenie w plaszezyznie
zbieznosci) dla jed nostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznych ze stali 015

\‘< 05 | 05 | 06 | 065 | 07 | 075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
A%

60 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220 | 2280
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2210 | 2260
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2190 | 2240
75 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1890 | 1990 | 2090 | 2160 | 2210
80 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1770 | 1880 | 1970 | 2060 | 2130 | 2180
85 | 1190 | 1300 | 1410 | 1530 | 1650 | 1750 | 1850 | 1940 | 2020 | 2080 | 2130
90 | 1180 | 1290 | 1400 | 1510 | 1620 | 1710 | 1800 | 1880 | 1960 | 2030 | 2080
95 | 1160 | 1260 | 1360 | 1460 | 1560 | 1650 | 1730 | 1810 | 1890 | 1960 | 2010
100 | 1100 | 1200 | 1290 | 1380 | 1470 | 1560 | 1640 | 1720 | 1790 | 1860 | 1930
105 | 1010 | 1100 | 1190 | 1270 | 1360 | 1450 | 1520 | 1600 | 1670 | 1740 | 1820
110 | 924 | 1010 | 1090 | 1170 | 1250 | 1330 | 1400 | 1480 | 1550 | 1620 | 1690
115 | 847 | 922 | 997 | 1070 | 1140 | 1210 | 1280 | 1350 | 1420 | 1490 | 1560
120, 779 | 848 | 915 | 981 | 1050 | 1120 | 1180 | 1250 | 1310 | 1380 | 1440
125 | 719 | 781 | 843 | 905 | 966 | 1030 | 1090 | 1150 | 1210 | 1270 | 1330
130 | 664 | 722 | 780 | 837 | 893 | 950 | 1010 | 1060 | 1120 | 1170 | 1230
135 | 616 | 670 | 723 | 776 | 829 | 881 | 933 | 984 | 1040 | 1090 | 1140
140 | 573 | 623 | er2 | 72 | 770 | 819 | 867 | 915 | 963 | 1010 | 1060
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Tablica 13. Wartosci wspélclzynika statecznosci 4’ (wyboczenie z plaszezyzny
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznych ze stali 015

x 05 (055 | 06 065 | 07 | 075 | 08 | 085 | 09 } 09 | 1
0

60| 204 | 224 | 244 | 264 | 28 | 305 | 82 | 345 | 3,65 | 3,82 | 391
65| 239 | 262 | 28 | 310 | 334 | 858 | 382 | 4,06 | 427 | 444 | 453
70| 277 | 304 | 332 | 359 | 387 | 415 | 4,42 | 470 | 49¢ | 512 | 5,21
75| 8,17 | 349 | 381 | 418 | 444 | 476 | 508 | 537 | 562 | 581 | 591
S0 | 361 | 397 | 433 | 469 | 506 | 542 | 576 | 6,06 | 632 | 651 | 663
85| 4,08 | 448 | 480 | 530 | 571 | 611 | 647 | 678 | 7,08 | 720 | 7,35
90 | 457 | 503 | 548 | 594 | 640 | 6582 | 717 | 747 | 7,71 | 788 | 803
95| 509 | 560 | 611 | 661 | 7,00 | 7,52 | 7,86 | 812 | 834 | 851 | 865
100 | 563 | 619 | €78 | 724 | 771 | 813 | 844 | 867 | 888 | 905 | 918
105 | 6,19 | 677 | 7,3¢ | 7,82 | 824 | 861 | 887 | 908 | 928 | 944 | 954
10| 6,74 | 782 | 7,88 | 824 | 860 | 888 | 912 | 932 | 949 | 9,63 | 9,74
115 | 7,24 | 7,74 | 8,18 | 850 | 876 | 9,01 | 924 | 941 | 9,56 | 9,711 | 9,84
120 | 7,68 | 8,02 | 836 | 862 | 885 | 906 | 926 | 942 | 957 | 9,72 | 9,87
125 | 7,98 | 825 | 848 | 870 | 890 | 9,08 | 9,26 | 942 | 957 | 9,72 | 9,87
130 | 812 | 835 | 856 | 875 | 893 | 9,10 | 926 | 942 | 957 | 9,72 | 9,87
185 | 821 | 841 | 859 | 877 | 894 | 9,10 | 926 | 942 | 957 | 972 | 9,87
140 | 823 | 8,42 | 860 | 877 | 894 | 9,10 | 9,26 | 942 | 957 | 972 | 987

Tablica 14. Wartosci naprezen krytycinych opy (KG/em?*) (wyboczenie z plaszczyzny
zbieznosci) dla jednostronnie utwierdzonych pretow plasko zbieznych ze stali 015

x 05 | 055 | 06 | 065 | 07 | 075 | 08 |08 | 09 | 095 | 1
0

60 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220 | 9980
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2210 | 2260
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2110 | 2190 | 2240
75 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2100 | 2170 | 2210
80 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1890 | 1990 | 2070 | 2130 | 2180
85 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1880 | 1970 | 2040 | 2090 | 2130
90 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1770 | 1860 | 1940 | 2000 | 2040 | 2080
95 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1650 | 1750 | 1830 | 1890 | 1940 | 1980 | 2010
100 | 1180 | 1300 | 1410 | 1520 | 1620 | 1710 | 1770 | 1820 | 1860 | 1900 | 1930
105 | 1180 | 1290 | 1400 | 1490 | 1570 | 1640 | 1690 | 1730 | 1770 | 1800 | 1820
110 | 1170 | 1270 | 1360 | 1430 | 1490 | 1540 | 1580 | 1620 | 1650 | 1670 | 1690
115 | 1150 | 1280 | 1300 | 1350 | 1890. | 1430 | 1470 | 1500 | 1520 | 1540 | 1560
120 | 1120 | 1170 | 1220 | 1260 | 1290 | 1320 | 1350 | 1870 | 1400 | 1420 | 1440
125 | 1070 | 1110 | 1140 | 1170 | 1200 | 1220 | 1240 | 1260 | 1290 | 1310 | 1330
180 | 1010 | 1040 | 1060 | 1090 | 1110 | 1130 | 1150 | 1170 | 1190 | 1210 | 1230
135 | 946 | 969 | 990 | 1010 | 1030 | 1050 | 1070 | 1090 | 1100 | 1120 | 1140
140 | 881 | 902 | 922 | 940 | 958 | 975 | 992 | 1010 | 1030 | 1040 | 1060
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4.4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne dwuprzegubowo zamocowanych pretow pla-

sko zbieznych. Podobnie jak w przypadku poprzednim musimy tu réwniez roz-
patrzyé wyboczenie w plaszczyznie i z plaszczyzny zbieznosci. Przyjmiemy
oznaczenie (4.3.1) 1 inne oznaczenia p.4.3. Zaréwno do wyboczenia w pla-
szczyznie, jak 1 z plaszezyzny zbieznosei dwuprzegubowych pretéw plasko
zbieznych odnosi sie twierdzenie 2, wieec posluzymy sie 1 tutaj réwnaniem
Iinii ugigcia (4.2.3). Jednak tym razem bedziemy korzystali z tablic 4 i b,
zamiast z tablicy 3, wigc otrzymamy inne wyniki niz w p. 4.2.
Wyniki obliczenn podaja wykresy 14-17 oraz tablice 15-18.

4.5; Okreslenie kierunku niebezpiecznego dla pretow plasko zbieznych. Znajac
juz wartosei sil krytycznych dla pretéw plasko zbieznych, zaré6wno w przy-
padku wyboczenia w plaszezyznie, jak 1 z plaszezyzny zbieznodei, mozemy
dla pretéw tych okredli¢ kierunek niebezpieczny ze wzgledu na wybocze-
nie. W przypadku granicznym (réwnych sil krytyeznych dla obu mozli-
wych kierunkéw wyboczenia) mozemy napisa¢ réwnosé

s El§ EIy
4.5.1 ¥ — =9
o) & I:
lub po uproszezeniu
(452) Fig =942

Oznaczymy teraz charakterystyczna dla kazdego preta wartosé

'I”
Ly

Srp

w takim razie w przypadku granicznym

)

. AN
‘911_'5'

Przy wyboczeniu sprezystym w@polezynniki statecznosci 9 zaleza tylko
od &, wobec czego réwnanie (4.5.4) przedstawia pewna linig¢ w plaszezy-
snie k§, dzielaca plaszezyzng te na dwa obszary: w jednym z nich mniej-
szg Jest sila, powodujgca wyboczenie w plaszezyznie zbiezno$ei, w drugim —
sila, powodujgca wyboczenie z plaszezyzny zbieznosei. Dla dwéeh typowych
przypadkéw zamocowan koneéw preta linie takie przedstawione sa na
rys. 18.

W przypadku wyboczenia sprezysto-plastycznego & = & (k, A) oraz 9 =
=3"(k, 2q), a poniewaz z (4.5.3) wynika, ze o= EA], wiec réwnanie (4.5.4)
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Rys. 14. Wartosci wspélezynnika statecznodei & (wybo-
czenie w plaszezyZnie zbieinodei) dla dwuprzegubowo za-

mocowanych prgtéw plasko zbieznych ze stali 015
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Rys. 15. Wartodci naprezen krytycznych o}, (kG/cm?)
(wyboczenie w plaszezyznie zbieznosei) dla dwuprzegu-
bowo zamocowanych_prgtéw plasko zbieznych ze stali 015
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Rys. 16. Wartosci wspélezynnika statecznosei & (wy=

boczenie z plaszczyzny zbieznosci) dla dwuprzegubowo
zamocowanych pretéw plasko zbieznych ze stali 015
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Rys. 17. Wartosci naprezen krytycznych of, (kG/em?) (wy- 1
boczenie z plaszezyzny zbieznosei) dla dwuprzegubowo

zamocowanych prgtéw plasko zbieznych ze stali 015




Tablica 15. Wartosci wspolezynnika stateczmosci ' (wyboczenie w plaszczyznie
zbieznosci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretow plasko zbieznych ze stali 015

}\,\k 05 {05 | 06 |065 | 07 |075 | 08 |08 | 09 | 095 | 1

‘0
60 | 204 | 224 | 244 | 264 | 285 | 305 | 325 | 346 | 365 | 3,81 | 391
65 | 239 | 262 | 286 | 3,10 | 334 | 858 | 882 | 4,05 | 426 | 443 | 453
70 | 277 | 304 | 331 | 359 | 386 | 4,13 | 440 | 466 | 490 | 508 | 521
75 | 313 | 3456 | 3,77 | 4,09 | 440 | 471 | 501 | 529 | 555 | 5,6 | 591
80 | 3,38 | 378 | 418 | 456 | 491 | 52 | 558 | 589 | 618 | 643 | 6,63
85 | 347 | 899 | 447 | 490 | 529 | 568 | 607 | 644 | 6,78 | 7,08 | 735
90 | 3,51 | 4,06 | 460 | 513 | 559 | 6,04 | 649 | 692 | 7,34 | 1,011 | 8,03
9 | 356 | 4,09 | 4,65 | 521 | 574 | 624 | 6,75 | 7,26 | 7,17 | 825 | 8,65
100 | 359 | 4,12 | 4,67 | 524 | 581 | 638 | 696 | 7,54 | 811 | 868 | 9,18
105 | 362 | 4,14 | 468 | 525 | 588 | 642 | 7,08 | 7,66 | 829 | 892 | 9,54
110 | 3,63 | 4,14 | 4,69 | 525 | 584 | 645 | 7,09 | 7,74 | 841 | 9,09 | 9,74
115 | 363 | 4,14 | 469 | 525 | 580 | 645 | 7,00 | 775 | 843 | 9,13 | 9,84
120 | 3,63 | 4,14 | 469 | 525 | 584 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
125 | 363 | 4,14 | 4,69 | 5,25 | 588 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
130 | 8,63 | 4,04 | 4,69 | 5,25 | 584 | 645 | 7,00 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87
135 | 363 | 4,14 | 469 | 525 | 584 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 9,87

140 | 3,63 | 4,04 | 469 | 525 | 58 | 645 | 7,09 | 7,75 | 843 | 9,14 | 987

Tablica 16. Wartosci naprezen krytycznych oy, (kG/em?) (wyboczenie w plaszezyZnie
zbiezno&ci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretow plasko zbieznych ze stali 015

}‘\k 05 '| 055 | 06 | 065 |- 07.] 075 | 08 | 085 | 09 | 09
2 :
60 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2220
65 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2200
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1650 | 1770 | 1890 | 2000 | 2100 | 2180
75 | 1170 | 1290 | 1410 | 1530 | 1640 | 1760 | 1870 | 1970 | 2070 | 2150
80 | 1110 | 1240 | 1370 | 1500 | 1610 | 1720 | 1830 |.1930 | 2030 | 2110
85 | 1010 | 1160 | 1800 | 1430 | 1540 | 1650 | 1760 | 1870 | 1970 | 2060
90 | 911 | 1050 | 1190 | 1330 | 1450 | 1570 | 1680 | 1790 | 1900 | 2000
95| 828 | 952 | 1080 | 1210 | 1830 | 1450 | 1570 | 1690 | 1810 | 1920
100 | 756 | 865 | 979 | 1100 | 1220 | 1340 | 1460 | 1580 | 1700 | 1820
105 | 691 | 789 | 893 | 1000 | 1110 | 1220 | 1340 | 1460 | 1580 | 1700
10| 630 | 719 | 813 | 911 | 1010 | 1120 | 1230 | 1340 | 1460 | 1580
115 | 576 | 658 | 744 | 834 | 927 | 1030 | 1130 | 1230 | 1340 | 1450
120 529 | 604 | 683 | 766 | 852 | 941 | 1030 | 1130 | 1230 | 1830
125 | 488 | 557 | 630 | 706 | 785 | 867 | 953 | 1040 | 1130 | 1230
130 | 451 | 515 | 582 | 652 | 726 | 802 | 881 | 963 | 1050 | 1140
135 | 418 | 478 | 540 | 605 | 673 | 744 | 817 | 893 | 972 | 1050
140 | 389 | 444 | 502 | 563 | 626 | 691 | 760 | ‘830 | 904 | 979

1

2280
2260
2240
2210
2180
2130
2080
2010
1930
1820
1690

“ 1560

1440
1330
1230 .
1140
1060
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Tablica 17. Wartosci wspolczynnika statecznosei §''
zbiezno$ci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretéow plasko zbieznych ze stali 015

(wyboczenie z plaszezyzny

}”\k 0,5 0,55 0,6 ! 0,65 0,7 0,75 1 0,8 0,85 09 109 | 1
1 !

60| 204 | 224 | 244 | 264 | 285 ! 305 | 825 | 345 | 865 | 3,82 | 3,91
633289 | 262 '| 286 | 3,10 | 334 | 858 | 382 {7405 | 4 EEAN| AR
7044 277 | 8,04 |-3382 (| 3,59 | 8,87 | 4,15 | 442 .} 4,68 | 494" {'5,12" | 521
T5.( 3,17 | 34912881 4,18 | 444 | 4,16 1| 5,07 | 535 | 562 581 591
80 [:361 | 397 | 4,33 | 469 | 506 |.542 | 5,74 | 608 | 631 | 652 | 6,63
85 | 4,08 | 4,48 | 4,89 | 529 | 569 | 607 | 641 | 671 | 6,98 | 7,20 | 7,35
80" T A ETRIED 08 | 5,48/ . 5007 11 682" | 6,71 7,06 | 7,36 | 7,62 | 7,84 | 803
95 |/ 508 | 5,58 | 606 | 658 | 696 | 7,35 | 7,68 | 7.95 | 820 | 843 | 865
100 {1557 | 6,14 | 667 | 7,04 | 54 | 7,88 | 817 | 843 | 868 | 893 | 91&
105 | 6,05 6,61 7,14 7,06 1392 8,22 8,50 8,76 9,02 | 9,28 [ 9,54
110 | 6,52 7,03 1,48 7,83 8,13. | 841 8,69 896 | 923 | 949 | 9,74
115116,85 | 725 | 7,62 | 7,95 | 82 .| 853 | 880 | 906 | 9,32 | 9,58 | 9.84
120 |:7,00 | 7,36 | 7,69 | 801 | 830 ' 857 | 88+ | 911 | 937 | 962 | 987
125 |1 7,11 T SR B.05% | 838 1 8,60 | 886 | 9,12 | 937 |9.62 | 9,87
180 | . 7,18 | 749 | 7,99 | 808 | 834 ! 861 8,86 | 9,12 | 937 | 962 | 9,87
135 |.7,28 | 752 | 7,81 | 8,08 | 834 | 861 | 886 | 9,12 | 937 | 9,62 | 9,87
HGRETes | 753 | 7,81 8,08 | 831 | 861 8,86 | 9,12 | 937 1962 | 9,87

Tablica 18. Wartosci naprezen krytyeznych o, (kG/cm?) (wyboczenie z plaszezyzny
zbieznosci) dla dwuprzegubowo zamocowanych pretow plasko zbieznych ze stali 015

- ] I
}/ 05 055 | 06 | 065 ! 0,7 Il 075 | 08 |08 | 09 |09 | 1
2\
} | i |
60| 1190 | 1300 | 1420 | 1510 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2290 | 2280
65 1 1190 | 1300 f 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2130 | 2210 | 2260
70 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2010 | 2120 | 2190 | 2240
5| 1190 | 1300 } 1420 | 1540 | 1660 | 1780 | 1900 | 2000 | 2100 | 2170 | 2210
80 | 1190 | 1300 | 1420 | 170 | 1660 | 1780 | 1880 | 1980 | 2070 | 2140 | 2180
85 | 1190 | 1300 | 1420 | 1540 | 1630 | 1760 | 1860 | 1950 | 2030 | 2090 | 2130
90 | 1190 | 1300 | 1420 | 1530 | 1640 | 1740 | 1830 | 1910 | 1980 | 2030 | 2080
95 | 1180 | 1300 | 1410 | 1520 | 1620 | 1710 | 1790 | 1850 | 1910 | 1960 | 2010
100 | 1170 | 1290 | 1400 | 1500 | 1580 | 1660 | 1720 | 1770 | 1820 | 1870 | 1930
105 | 1150 | 1260 | 1360 | 1440 | 1510 | 1570 | 1620 | 1670 | 1720 | 1770 | 1820
110 | 1130 | 1220 [ 1300 | 1360 | 1410 | 1460 | 1510 | 1550 | 1600 | 1640 | 1690
115 | 1090 | 1150 | 1210 | 1260 | 1310 | 1360 | 1400 | 1440 | 1480 | 1520 | 1560
120 | 1020 | 1070 | 1120 | 1170 | 1210 | 1250 | 1290 | 1330 | 1370 | 1400 | 1440
125 | 956 | 1000 | 1040 | 1080 | 1120 | 1160 | 1190 | 1230 | 1260 | 1290 | 1330
130 | 893 | 931 | 968 | 1000 | 1040 | 1070 | 1100 | 1130 -| 1160 | 1200 | 1230
135 838 | 867 | 900 | 931 | 961 | 992 | 1020 | 1050 | 1080 | 1110 | 1140
140 | 777 | 807 | 837 l 865 | 894 | 922 | 950 | 977 | 1000 | 1030 | 1060
1 {
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przedstawia dosé skomplikowang zaleznos¢ migdzy trzema zmiennymi, na
przyklad ki Ay. Latwo jednak przekonaé si¢ na konkretnych przykla-
dach, iz Wplyw A¢ jest tak nieznaczny, ze wykresy na rys. 18 mozna i tu
uwazaé za obowiazujace.
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Rys 18. Okredlenie kierunku wyboczenia pretéw plasko zbieznych: ¢ — prety jedno-
stronnie utwierdzone, » — prety zamocowane dwuprzegubowo

46. Obliczenie sily krytycznej dla pretéw zbieznych metodami przyblizonymi
Dokonane przez nas obliczenie sily krytycznej dla pretéw zbieznych mozna
uwazaé w pewnym sensie za $cisle, poniewaz bledy nie przekraczajace 17,
sa zasadniczo w technice pomijane, a podane tablice i wykresy niewatpli-
wie wykazujg ten stopieni dokladnosci (wobec nieznacznych i nawzajem sig
znoszacych bledéw wymiarowych, wynikajacych ze stosowania metody «za-
lozenia réwnania Scislego»). Czasami jednak, dla uzyskania najdalej idacej
prostoty obliczen, dopuszcza sie bledy nawet rzedu kilku procent: oblicze-
nia takie bedziemy nazywali dalej przyblizonymi.

Najczesciej stosowany przyblizony sposéb obliczenia pretéw zblezuych
polega na tym, Ze prety te traktujemy jako pryzmatyczne, o przekroju
réwnym najmniejszemu przekrojowi danego preta zbieiznego. W ten sposéb
uzyskujemy pewnosé, ze bledy obliczenia podwyzszaja bezpieczenstwo bez
wzgledu na to, czy wyboczenie bedzie sprezyste, czy tez sprezysto-plastyczne.
Bledy te, zwlaszcza przy malych wartosciach stosunku #, dochodzg jednak
do kilkudziesieciu procent, co znacznie obniza lub czesto przekresla wartosé
obliczer.
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Przygladajac si¢ wykresom 6-17 zauwazymy mozliwosé przyblizonego
obliczenia sily krytycznej w inny sposéb. Wyboczenie pretéw o duzych
smuklo$ciach odbiega bowiem nieznacznie od wyboczenia sprezystego i, w sto-
sunkowo duzym zakresie smuklodci (zaleznym od zbieznoseci k), réznice nie
przekraczaja 1°/,. Zakres ten nazwiemy zakresem sprezystym. Lini¢ ogra-
niczajaca go mozna nazwac linia smuklosei sprezysto-granicznej; mozna
przyja¢, ze dla pretéw pryzmatycznych smuklosé¢ ta przechodzi w ogdlnie
znang smuklo$é graniczna. Wyboczenie pretéw o malych smuklosciach od-
biega natomiast nieznacznie od wyboczenia plastycznego: sila krytyczna jest
w przyblizeniu réwna iloczynowi powierzchni najmniejszego przekroju preta
przez granice plastyczno$ci 6, Zakres, w ktérym roéznice te nie przekra-
czaja 1°/,, bedziemy nazywali zakresem plastycznym, a ograniczajaca go
linig¢ — linia smuklodci plastyczno-graniczne].

Tak wiec w pewnych zakresach smuklosci mozemy zakladaé idealna
sprezystosé, a w innych — idealna plastycznosé wyboczenia. Zajmiemy sie
teraz okresleniem linii dzielacej plaszczyzne 4,4 na dwa obszary: w jednym
z nich popelnimy mniejszy blad traktujac wyboczenie jako sprezyste, w dru-
gim za$§ — jako plastyczne. Linia ta bedzie zatem linia réwnych bledéw;
nazwiemy jg linia smuklosci sprezysto-plastyczne], poniewaz wplyw zaréwno
wlasnosei sprezystych, jak i plastycznych materialu mozna tu uwazaé za
jednakowy.

Dla okreslenia przebiegu linii smuklo$ci sprezysto-plastyczne) zauwazymy, .
ze w obu dopiero co wspomnianych sposobach obliczen przyblizonych po-
pelniamy bledy na niekorzys$é¢ bezpieczenstwa; sila krytyczna jest bowiem
w rzeczywistosci mniejsza od obliczonej. Stanowi to niewatpliwa wade obli-
czeni (podobnie jak metody Ritza-Timoszenki). W istocie, jezeli zwiek-
szamy smuklo§¢ poczawszy od wartosci najmniejszych, to naprezenie kry-
tyezne w najmniejszym przekroju (a wiec 6 przy zalozeniu k= 1), réwne
op przy wyboczeniu plastycznym, stale maleje; zakladajac oy = 0, przece-
niamy wytrzymalos¢ preta. Podobnie jest w drugim przypadku: gdy zmniej-
szamy smuklo$é poczawszy od jej duzych wartosei, to wlasnosci plastyczne
materialu obnizaja wielko$¢ naprezen krytycznych; zakladajac zatem, ze
wyboczenie preta bedzie sprezyste, podczas gdy w istocie tak nie jest,
przeceniamy réwniez jego wytrzymalo$é. Oba bledy zréwnowaza sie, gdy
naprezenie krytyczne w najmniejszym przekroju gy, obliczone przy zalo-
zeniu sprezystosci odksztalcer, bedzie réwne granicy plastycznosci o,

W przypadku preta pryzmatycznego (k=1)

3 e 5
(4-6.1) le“_—nzﬁ,

zatem smuklodé sprezysto-plastyczna
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o

(4.6.2) tp=alf =

\

Jest stala materialows oczywiscie nizsza od smuklo$ci granicznej (sprezy-
sto-granicznej). Na przyklad dla stali 015 (St 37) podstawiajac dane wedlug
Ylinena otrzymujemy 4,, = 93,.

W przypadku pretéw przestrzennie réwnomiernie /bleznych

46.3 E I
=50 = 5.
(4.6.3) ’ =750k 7 lé

Przez § = & (k) oznaczylismy tu, jak zwykle, wspélezynnik statecznosei obli-
czony przy zalozenii prawa Hooke'a. Linie dolnej smuklosci sprezysto-
plastycznej, ktora oznaczymy przez Ao, okresli réwnanie

. 3!‘
(4.6.4) e
14

W przypadku pretéw plasko zbieznych otrzymamy natomiast

(4.6.5) ey = l/ =
14

Rysunek 19 uwidacznia linie smuklosci dolnej plastyczno-granicznej, spre-
zysto-graniczne] i sprezysto-plastycznej dla pretéw zbieznych ze stali 015, je-
dnostronnie utwierdzonych i opartych dwuprzegubowo. Obok linii smuklosei
sprezysto-plastycznej jako linii réwnych bledéow w obu sposobach obliczefi
podano procentowe wartoéci tych bledéw. Jedynie dla bledéw pryzmatycz-
nych bledy dochodzs do 16,4°,; w przypadku pretéw o mniejszych warto-
sciach zbieznosci % mozemy w przyblizeniu traktowaé wyboczenie jako
idealnie sprezyste lub idealnie plastyczne, nie popelniajac bledu wiekszego
od kilku procent.

Przy obliczaniu sily krytycznej dla pretéw zbieznych podanym wyzej
sposobem przyblizonym odpada konieczno$é poslugiwania sie duzg liczbg
tablic lub wykreséw. Przebiegi linii, podanych na rys. 19 dla stali 015 lub
analogicznych dla innych materialéw, mozna bowiem zapamieta¢ w ogol-
nej formie i od razu z tych danych zorientowaé sie, czy wyboczenie preta
bedzie bardziej zblizone do wyboczenia sprezystego, czy do wyboeczenia
plastycznego. Obliczenie jednak za pomocg tablic 7-18 lub podobnych dla
innych materialéw nie wymaga jednak wiece] pracy, a jest znacznie do-
kladniejsze.

284



1. Prety jednostronnie utwierdzone 2. Prety zamocowane dwuprzegubowo
a. Prety przestrzennie réwnomiernie zbiezne

ke 2t ?k=h

Lo 16,4 % Lo 16,4 % \
3 151 ] i 120 T
09 3 09 A

178 AN

e M7/ WIS N
07120 A4 07¢ N

V07 70 778
08 NN, = - = N AeE
WA, AN, 10 05 | 63% 5
60 80 100 120 140 60 80 100 120 140

b. Prety plasko zbiezne, wyboczenie w plaszczyznie zbieznosei
; o

k== i
Lt 164% Slde 164%
EIANY s
7 M8 A 13,
o N A
190 14
08¢ 77 = Ha3 /S
07 07 ,/,7,7
Zi
06 TR ,\;,_(-7 06 z\j,’l%
05 2 b 05 72% NNNRN iy

60 80 100 120 140 60 80 10 120 140

c. Prety plasko zbieine, wyboczenie z plaszezyzny zbieznosei

P =
Lk=2 k=5t
g 16,4% e 2 164%
ol \\14,4 o V;;.Z
715 172,
% \100 & 7703 NN
08 N 08 VAINNN
\72 \ 5;7.:1‘ \R
&8 74}
A = s
70 4
0 NN NN -4
05 ) 05 8,6 %\ wE
60 80 - 100 120 140 ; 60 80 100 120 140

Zakres plastyczny: blad mniejszx.r od 19/, przy obliczeniu przyjmujacym napreze-
% nia krytyczne ox réwne granicy plastycznosci op

Zakres sprezysty: blad mniejszy od 19/, przy obliezeniu przyjmujacym sprezy-
@ stosé odksztalcen

——  Linia’ réwnych bledéw przy obu sposobach obliczer przyblizonych (smuklogé
sprezysto-plastyczna). Wiclkosei tych bledow sa podane w procentach

Rys. 19. Zakres stosowalnosci przyb'izonych obliczeni sit krytycznych
dla pretéw zbieznych ze stali 015
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4.7. Przyklad liczbowy. Obliczymy silg krytyczng dla preta zamocowanego
dwuprzegubowo, plasko zbieznego, o przekrojach prostokatnych; wymiary
jednej z podstaw wynoszg 5X4 cm, a drugiej odpowiednio 3 X4 cm; dlu-
gosé preta /=120 cm. Zalozymy, ze materialem preta jest stal 015.

Wigkszg z podstaw przyjmiemy za przekrd] podstawowy; w takim razie
i6=>0 )12 = 1,443 cm, i{=3/J12 =066 cm, 7§ =1i!=4/J12=1,155 cm,
a charakteryzujace pret parametry wyniosa: k=14;/ip==0,600, &=1(/i;=0,800,
Ady= Lliy = l]ic=283,2, Ay = L/ig = 1Jig = 103,9. Z wykresu 18 wnosimy, ze
pret ulegnie wyboczeniu w plaszezyznie zbieznosci; poslugujac sig zatem
tablicg 16 lub wykresem 15 odeczytujemy ok)= 1330 kG/cm?, skad =
=P, =26600 kG. Dla sprawdzenia obliczymy jeszcze sile krytyczns, po-
wodujaca wyboczen'e z plaszczyzny zbieznosei: dla %= 0.600 i Z5 =103,9
odezytujemy z tablicy 18 lub z wykresu 17 oz = 1370 kG/cm?; sila kry-
tyczna Pp=27400 kG jest wiec istotnie wigksza od F}. Réznica miedzy
tymi wartoSciami jest jednak nieznaczna, poniewaz odpowiadajacy rozpatry-
wanemu pretowi punkt o wspélrzednych %= 0,600 oraz §= 0,800 lezy na
rys. 18 blisko linii granicznej. Wyniki te mozemy réwniez otrzymaé poslu-
gujac ~ig wspolczynnikami statecznosci 9.

Dla poréwnania przeprowadzimy jeszcze obliczenie sposobem przyblizo-
nym, opisanym w p. 46. Rozpatrzymy wyboczenie w plaszczyznie zbiez-
nosci. Punkt o wspélrzednych A5 = 83,2 oraz £=0,600 lezy na wykresie 25
rysunku 19 na linii smuklo$ci sprezysto- plastycznej; zakladajac wiec sprezy-
sto$é lub plastyczno$é wyboczenia popelniamy réwne bledy. W istocie, gdyby
wyboczenie bylo idealnie plastyczne, to Pp=0, F; =2370-3-4 = 28400 kG;
gdyby natomiast wyboczenie bylo idealnie sprezyste, to & =4.68; stosujac
wzor (3.2.10) otrzymnjemy w tym przypadku réwniez P, = 28400 kG. Bledy
obu obliczen przyblizonych sg wige réwne i wynoszsg okolo 7%,.

Potraktnjemy wreszcie pret jako pryzmatyczny o przekroju ¥, réwnym
najmniejszemu przekrojowi danego preta zbieznego, ;=12 cm? Smuklosé
takiego preta wyniesie 138,6; mozemy zatem zastosowaé wzér Eulera,
otrzymujac P, =13000 kG. Blyd obliczenia wynosi tu 1%, i jest, oczywi-
$cie, niedopuszezalny w ogélnym przypadku.

b. Uwagi koincowe i wnioski

Metoda «zalozenia réwnania $cislego» pozwolila rozwiazaé zagadnienie
wyboczenia sprezysto-plastycznego pretéw przestrzennie réwnomiernie i pla-
sko zbieznych w gléwnej mierze dzigki ominieciu calkowan, wystepujacych
zar6wno przy rozwigzywaniu odpowiednich réwnan rézniczkowych zginania,
jak 1 przy zastosowanin metod przyblizonych Ritza, Galerkina i in-
nych. Poslugiwanie sig rozwazang metods moze napotykaé na trudnosci przy
bezposrednim obliczaniu sily krytycznej dla danego preta niepryzmatycz-
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nego, jednak metoda ta dobrze nadaje si¢ do sporzqdzenia zbiorczych
wykreséw i tablic, z ktérych korzystanie w praktyce inzynierskiej nie przed-
stawia zadnych trudnoseci.
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