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1. Wstep

Celem pracy jest podanie metody ksztaltowania belek z betonu sprgzonego
znajdujacych si¢ pod dzialaniem obciaZen ruchomych. W wielu publikacjach podano
rozwigzania réznych przypadkow ksztaltowania belek stalowych oraz betonowych
pod dzialaniem obciaZenia stalego. Obszerny spis bibliograficzny tych prac oraz
najwazniejsze wnioski z nich wyplywajace zestawiono w pracy [1].

Ksztaltowaniem 2z uwzglednieniem obciaZzenia ruchomego zajmowali sig
W. PRAGER, O. Gross i M. SAVE w Stanach Zjednoczonych oraz Ju. A. RADCIG
i A. 1. WINOGRADOW w Zwiazku Radzieckim. O. GrRoss i W. PRAGER [3] na przy-
kladzie belki utwierdzonej na jednym koncu i swobodnie podpartej na drugim
pokazali metode postgpowania przy poszukiwaniu ksztaltu belek hiperstatycznych
0 minimalnym cigzarze pod dzialaniem sily skupionej, ktéra mogta by¢ przy-
kladana kolejno w réznych punktach belki. Zadanie to autorzy ci rozwiazali na
podstawie zalozen teorii plastycznoéci. Na podstawie otrzymanych wynikéw podali
réwniez rozwiazanie dla takiej belki w przypadku sily przesuwanej po belce w sposoéb
ciagly. W. PRAGER i M. SAVE [4] na podstawie pracy [3] podali kilka przykladéw
rozwigzan belek hiperstatycznych obciaZonych pojedyncza sita skupiona przesu-
wang wzdtuz belki na gruncie teorii plastycznoéci. Ju. A. RADCIG [5] przedstawil
zagadnienie ksztaltowania kratownic hiperstatycznych obciazonych sitami stale
dziatajacymi oraz pojedyncza sita, ktéra moze dodatkowo dziataé na rézne wezlty
kratownicy. Jako kryterium ksztaltowania przyjeto minimalny cigzar konstrukcji.

A. 1. WINOGRADOW [6] rozpatrzyt ustroje poddane dziataniu dowolnej kombinacji
wielu niezaleznych obciazen, dziatajacych w okreSlonych punktach konstrukcji.
Ksztalt przekrojéow autor wyznaczal z warunku minimum objgtosci materiatu
jednorodnego przy przyjetych naprezeniach dopuszczalnych. Podat on wzory na
momenty zginajace i sily normalne, wg ktérych trzeba ksztattowaé poszczegdlne
przekroje, oraz sformutowat stwierdzenie, ze objeto$¢ konstrukcji, poddanej zgina-
niu pochodzacemu od obciaZenia stalego i niezaleznych obciazefn dzialajacych
chwilowo, jest réwna objetosci przy pelnym obciagzeniu i polowie sumy objetosci
potrzebnych do przeniesienia poszczegdlnych obciazen.

W niniejszej pracy sformutowano kryterium ksztaltowania belek przy obciaZeniu
ruchomym, oparte na wyréwnywaniu maksymalnych potencjatléw jednostkowych
w mozliwie wielu punktach belki. Nastgpnie zanalizowano poloZenie obciaZenia
ruchomego, ktére wywoluje w danym przekroju belki izostatycznej powstanie

Rozprawy Inzynierskie — 4



50 WOJCIECH MARKS

maksymalnych wartoéci potencjatu jednostkowego i wyznaczono funkcje g (u, y),
okreflajaca grubo$¢ przekroju belki, zmienna wzdluz rozpigtosci i wysokosci.
Otrzymane zalezno$ci wykorzystano w przykladzie liczbowym, w ktérym wyzna-
czono ksztalt przesta mostu kolejowego sprezonego.

Przyjeto, ze spetnione sa nastgpujace zaloZenia:

1. Odksztalcenia sa sprezyste i moga by¢ uwazane za dostatecznie mate; materiat
belki podlega prawu Hooke’a.

2. Rozklad naprezen i odksztalcern moze by¢ wyznaczony z dostateczng doklad-
no$cia na podstawie wzoréw wytrzymato$ci materialéw.

3. Wplyw tarcia kabli i odksztalceri belek na sily sprezajace moze byé pominigty.

4. ObciazZenia skladaja si¢ z grupy sit skupionych oraz obciazenia ciaglego,
réwnomiernie roztozonego. Sily skupione maja okreSlone wielkosci i znajduja
si¢ zawsze w stalych odleglo$ciach od siebie. Jezeli liczba sit jest wieksza niz dwie,
to sa one réwne. ObciaZenie ciggle moze by¢ co najwyzej raz przerwane na dtugosci
belki.

Przyjecie takich zalozen dotyczacych obcigzen wynika z tego, Ze na belki mostowe,
ktére sa przedmiotem niniejszego opracowania, moze dziata¢ bardzo wiele réznych
rodzajéw obcigzenia, ktérych $ciste okreélenie nie jest mozliwe. Dlatego tez wszelkie
konstrukcje mostowe sa obliczane i projektowane na obciazenia normowe. Obcia-
Zenia te sg rézne w roznych krajach i ulegaja zmianom w miar¢ pojawienia sie
coraz cigzszych pojazdéw. Wszystkie one jednak sprowadzaja obciazenia rzeczy-
wiste dzialajace na konstrukcje do sit skupionych i obciazenia ciagtego rownomiernie
roztoZzonego. Przyjete w pracy obciazenia pozwalaja ksztattowaé belki na obcigze-
nia drogowe i kolejowe przewidziane w polskich normach.

W pracy przyjeto nastgpujace oznaczenia:

a wysoko$¢ belki,

b szeroko$¢ poiki,

¢ grubo$¢ polek,
g (u,y) grubosci belki,

I rozpieto$¢ belki,
wspblrzedne przekrojéw poprzecznych belki,
odleglo$¢ obciazenia ciaglego od lewej podpory belki,
rzedne $rodkéw cigzkosci uzbrojenia sprezajacego,
obciazenie ruchome réwnomiernie rozlozone (jednostkowe),
pole przekroju poprzecznego,
moment bezwladnosci przekroju poprzecznego,
moment Statyczny,
modut sprezystosci liniowej,
modul sprezystoéci postaciowe,
sita sprezajaca,
moment zginajacy,
sila styczna,
M;, T, maksymalny moment zginajacy i odpowiadajaca temu momentowi

sita styczna w przekroju o odcigtej u,
To, My maksymalna sila styczna i odpowiadajacy tej sile moment zginajacy
w przekroju o odcigtej u,
¥ jednostkowy potencjal odksztalcenia sprezystego,

&
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o naprezenie normalne,
T naprezenie styczne,
v wspolczynnik Poissona,

i
%55
x =120+).

Indeks dolny p oznacza obcigzenie ruchome, kreska nad (pod)symbolem oznacza najwigksza
(najmniejsza) warto$¢ dozwolona.

2. Kryterium ksztaltowania

Rézne kryteria ksztattowania, a w szczegdlnosci kryterium minimum poten-
cjatu oméwiono szczegétowo w wielu pracach, m.in. w [1 i 2]. Stanowi ono warunek
wyréwnania catkowitego potencjatu jednostkowego przy stalej objetosci tworzywa.
Jest ono réwnowazne warunkowi minimum catkowitej energii odksztalcen sprezy-
stych przy zachowaniu danej objetosci tworzywa. Wyréwnywanie dotyczy wszyst-
kich punktéw konstrukeji, w ktorych jest to mozliwe ze wzgledu na warunki ogra-
niczajace ksztatt. Jezeli przyja¢ za miare sztywnosci konstrukcji odwrotnoéé energii
odksztalcen sprezystych, to sformutowane kryterium jest rownowazne ksztattowaniu
na najwigksza sztywnos¢ [2].

W przypadku ksztaltowania na obciazenia ruchome kazdemu ustawieniu obcia-
zenia odpowiada inna warto$¢ potencjatu U, w calej belce oraz ¥, w poszcze-
golnych jej punktach. Poniewaz nie mozemy zmienia¢ parametréw ksztattu belki
wraz ze zmiana obciaZenia, przeto postapimy w sposdb nastgpujacy. Podzielimy
myslowo belkg¢ na n dostatecznie malych elementéw o objetosci A%;. W kazdym
takim elemencie potencjal pochodzacy od obciazen ruchomych bedzie réwny
Upswi = Ppi 4 W;. Potencjal jednostkowy ¥y bedzie funkcja polozenia obcigZen
i przy pewnym ich ustawieniu osiagnie warto$§¢ maksymalna. Utworzymy sumg
maksymalnych potencjatow .U, 4.4, jakie moga wystapi¢ we wszystkich elementach
A4V; belki:

n n
@.1) Up= D) Upan= D = Pp= A,
i=1 i=1
Nadamy belce taki ksztalt, aby ta suma przybierala warto$¢ minimalng. Zmniej-
szajac wymiary elementéw A%; otrzymujemy w granicy calke i wzor (1.1) przybiera
postaé

22 Uy =[ Pp=dn.
v

Na podstawie twierdzen udowodnionych w pracy [2] moZemy powiedzieé, ze
minimum catki (1.2) wystapi wtedy, kiedy w kazdym punkcie belki maksymalne
potencjaly jednostkowe ¥, beda wyréwnane. Dochodzimy w ten sposéb do na-
stepujacego warunku ksztattowania:

@3) pmex 7,
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Przyjete kryterium okresla taki ksztalt belki, przy ktérym maksymalne wartodci
potencjaléw jednostkowych od obcigzef ruchomych, jakie moga powstaé we wszyst-
kich jej punktach P (rys. 1), sa réwne stalej wartosci 7.

p Na podstawie powyzszego kryterium
wyznaczamy ksztalty belek z doklad-
X T noscia do jednej stalej. Ta stala okres-
= P st e ~ lamy przyjmujac warto$¢ liczbowg .
e Warto$¢ t¢ mozemy okresli¢ z wa-
Rys. 1 runkéw  wytrzymatosciowych, np.
z warunku nie przekroczenia naprezen

dozwolonych na krawedzi belki badZz tez na osi obojetnej.

Ksztalty belek sprezonych wyznaczone z warunku wyréwnania skrajnych poten-
cjatéw jednostkowych pod dzialaniem obciaZen ruchomych nie sa jednak zbiezne
z ksztaltami belek, wyznaczonymi z warunkéw wytrzymato$ciowych, ktére
dobrze opisuja wytgZzenie w betonie (np. hipotezy Mohra, Caquota). Stad tez
nie jest mozliwe takie dobranie wartosci potencjalu jednostkowego ¥, przy
ktérej warunki wytrzymatosciowe w betonie bylyby spetione zaréwno na osi belki,
jak i na krawedziach. Oznacza to, Ze jezeli warto$¢ potencjalu ¥ obierzemy ze
wzgledu na naprezenia normalne na krawedzi belki, to na osi obojgtnej wystapia

napreZenia styczne 7p = 0p l/ 2 (1-+v) a zatem dosy¢ duze; jezeli natomiast warto$é
potencjatu ¥ obierzemy ze wzgledu na napreZenia na osi obojgtnej, to naprezenia
normalne ¢, na krawedziach wypadna za male.

Ksztalt belki otrzymany z warunku wyréwnania potencjaléw jednostkowych
pokazuje, jak nalezy rozlozyé material ze wzgledu na sztywno$¢. Ksztalt ten
W nastepnym etapie (Wymiarowanie) musi by¢ poprawiony dla spetnienia warunkéw
wytrzymato$ciowych, statecznosci, warunkéw konstrukcyjnych itp. Dlatego w nie-
ktérych przekrojach belek nalezy doda¢ materialu zwigkszajac grubo$¢ Srodnika
lub poiki.

W niniejszej pracy obrano jako kryterium ksztaltowania wyréwnanie poten-
cjaléw obcigzenn ruchomych, decydujacych o rzeczywistej odksztalcalnoéci kon-
strukcji, gdyz odksztalcenia wywolane obciazeniem wlasnym, obciazeniem statym
i sprezeniem mozna sprowadzi¢ do wielkosci dowolnie malych przez odpowiedni
dobdr parametréw sprezania i przez znane sposoby zwierania konstrukcji.

Gdyby jako kryterium ksztaltowania obra¢ wyrdwnanie skrajnych potencjatow
jednostkowych powstajacych pod dzialaniem wszystkich obcigZen, to rozwiazanie
byloby analogiczne.

3. Wyznaczenie ustawienia obciazenia ruchomego, ktére wywoluje w danym punkcie belki maksymalny
potencjal jednostkowy ¥

Pierwszym zagadnieniem, ktére trzeba rozwigzaé przy ksztaltowaniu belek
wedtug podanego kryterium, jest okreslenie ustawienia obciazenia, ktére w danym
punkcie 2 wywola powstanie najwigkszego potencjalu jednostkowego. Zdawaé
by si¢ moglo, ze kazdemu punktowi 2 przekroju normalnego belki odpowiada inne
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ustawienie obciazenia. Okazuje si¢ jednak, ze w belkach izostatycznych kazdemu
przekrojowi odpowiadaja jedynie dwa ustawienia obciaZenia, wywolujace maksy-
malne potencjaly jednostkowe. Mozna to sformulowaé w sposdb nastepujacy:

W kazdym punkcie 7 belki izostatycznej o dowolnym przekroju maksymalna
warto$¢ potencjatu jednostkowego ¥,, wywolanego dzialaniem obciazen opisa-
nych w p. 1 (zaloZenie 4), wystepuje tylko przy takim ustawieniu tego obciaZenia,
ktore wywotuje w przekroju normalnym belki przechodzacym przez punkt 2 maksy-
malny moment zginajacy lub maksymalna site styczna.

W kazdym przekroju normalnym belki izostatycznej istnieje przeto obszar,
w ktérym maksymalne wartoSci ¥, wystepuja przy ustawieniu obcigZenia odpo-
wiadajacemu maksymalnemu momentowi zginajacemu oraz obszar, w ktorym
maksymalne wartoéci ¥, wystepuja przy ustawieniu obciaZenia odpowiadajacemu
maksymalnej sile stycznej. Przy innych ustawieniach obciazenia ruchomego, przy
ktorych nie wystepuje w rozpatrywanym przekroju Mmax ani Tmax W kazdym
punkcie przekroju ¥, osiaga mniejsze wartosci.

-
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Rys. 2

Istotnie, ustawienie obciaZen opisanych w p. 1 mozemy jednoznacznie okresli¢
przez pig¢ niezaleznych parametréw (rys. 2). Okre$laja one poloZenie pierwszej
sity Py z grupy sit (x;) oraz punkty poczatkowe i koncowe obydwdch odcinkéw
obcigzenia ciaglego (x3, X3, X4 1 Xs).

Potencjat jednostkowy ¥, w danym punkcie belki 2, traktowany jako funkcja
ustawienia obcigZenia, moZe osiagnaé warto$¢ maksymalng woéwczas, gdy

0¥y
0x¢

3.1 =05 f=1,2,3:4,:5
albo gdy parametry x; przybiora warto$ci odpowiadajace punktom granicznym
przedziatéw ich zmiennoéci, albo punktom nieciagtosci funkcji ¥, badz jej pochod-
nych 0¥ p/0x;.

Roézniczkujac wyrazenie

1
(32 Yo=7F [03+2 (149) 73]

wzglegdem op i 7, widzimy, ze warunek konieczny, aby funkcja ¥, osiagata ekstre-
mum jest spetniony tylko w punkcie op = 0, 75 = 0. Wowczas jednak ¥, osiaga
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minimum i jest réwne zeru. Na tej podstawie, uwzgledniajac symetri¢ funkcji ¥,
wzgledem o i 7p mozemy powiedzieé, Ze przesunigcie obcigZeri powoduje wzrost
¥,, gdy wywoluje wzrost op i 7p lub zmniejszenie ¥p, gdy wywoluje zmniejszenie
op 1 7p. Jezeli przesunigcie obciazenn wywoluje wzrost o i zmniejszenie 7, lub od-
wrotnie, to nie wiemy, czy powoduje ono wzrost, czy zmniejszenie ¥,. W dalszym
ciagu nalezy zatem rozpatrzeé takie zmiany ustawienia obciaZen, przy ktorych rosna
naprezenia normalne, a maleja styczne lub odwrotnie.

Zauwazmy dalej, ze funkcja ¥p (x1, X2, X3, X4, X5) mozZe przybieraé warto$é
maksymalna w punkcie xj, X3, X3, X4, X5, W ktorym 0%¥,/0x; = 0 tylko wtedy,
gdy zadna z pochodnych 92 ¥,/dx? nie jest w tym punkcie dodatnia. Gdyby bowiem
chociaz jedna z tych pochodnych, np. 02 ¥,/0x? byla dodatnia, to ¥, traktowana
jako funkcja x; przy zaloZeniu Xj,3,4,5 = X3,3,4,5 Osiagnelaby w tym punkcie mini-
mum, a zatem w punktach x;+40 przybieralaby wartosci wigksze, co wyklucza
istnienie maksimum ¥, w punkcie xy, X2, X3, X4, Xs.

Wypisujac pierwsze i drugie pochodne wyrazenia (3.2) wzglegdem poszczegol-
nych parametréw x; otrzymujemy

o,
0x;¢

(3.3) = 2057 +4 (I+7) 7

oraz

02Tp 020' 02T o 2
(9 o = oa HU) BT +2( ) +4(1+v)( )

W belkach izostatycznych ze wzgledu na to, Ze linie wplywu moment6w zginaja-
cych i sil stycznych skladaja si¢ wylacznie z odcinkéw linii prostych — przyrosty
naprezen normalnych i stycznych, spowodowane przesunigciem obciazen opisanych
w p. 1, sa liniowe. MoZemy przeto napisaé

afp OO'p
(3.5) TER ad_x¢
oraz
02 Tp ()2 Op
3.6) T X

Uwzgledniajac zaleznodci (3.5) i (3.6) w wyraZeniach (3.3) i (3.4) otrzymujemy

oY,

3.7 ? = 4a (1 0
3.7 rvatey [20p+4a( _H)T?']b—x;

oraz
»Y, (a ) (ar,,)z
(3.8) o —[20‘p+4a(1+v)1:p] ax2 = 42 +41+9)al =),

Z wyrazenia (3.8) wynika, ze w punktach, w ktérych 0¥p/ox; =0, 02 ¥y/ox2
jest zawsze dodatnie. Wynika stad wniosek, ze w punktach tych funkcja ¥p nie
‘mozZe przybiera¢ warto$ci maksymalnych. Najwigksze wartosci funkcji ¥, moga
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wigc wystapi¢ jedynie wtedy, gdy parametry x; przybieraja wartosci odpowiadajace
punktom granicznym przedzialéw ich zmiennoéci albo punktom nieciaglosei funkcji
¥, lub jej pochodnych. Z tych szczegdlnych polozeni obcigZei moZemy na pod-
stawie powyzszych rozwazan wybra¢ dla kazdego przekroju normalnego belki
takie dwa ustawienia, przy ktérych w réznych punktach rozpatrywanego prze-
kroju wystapia najwigksze wartosci potencjatéw jednostkowych. Beda to zawsze
takie pofozenia, ktére powoduja w danym przekroju belki najwigkszy moment
zginajacy lub najwigksza sile styczna. W niektorych przekrojach (przekroje na
wspornikach lub nad podporami belek swobodnie podpartych) maksymalne po-
tencjaly jednostkowe wystepuja we wszystkich punktach pod jednym obciazeniem.

Granice obszaréw, w ktérych wystepuja najwigksze ¥, przy jednym lub drugim

ustawieniu, otrzymujemy pordwnujac potencjaly odpowiadajace obydwom usta-
wieniom:

) T
3.9 ( T = L :
= 7 " % 7 A
Z réwnania (3.9) wynika

A 2 g2
(3.10) kor = — =+ |/ Mo Mop

9y Top P Tlp

W przekroju uksztaltowanym warunek (3.10) przybiera postaé
i
Typ
A
Tip Mip
Rozklad obu obszaréw w belce wykre§lono na rys. 3.

Caly obszar zewngtrzny zakreskowany (rys. 3) nalezy uksztaltowaé na obcigZenia
wywolujace w belce maksymalne momenty zginajace, a wigc w przypadku belki
swobodnie podpartej na obciazenie
ustawione na calej rozpigtosci belki, Y
natomiast obszar wewngtrzny na-
lezy wuksztaltowa¢ na obcigZenia
wywohijace maksymalne sity stycz-
ne, a wi¢c kazdy przekrdj na obcia-

WI”’ e """""”’III//////"
",/////,IIIIIII'.----—-.--—---n.”’l’,////A
Zenie ustawione na odcinku od tego

przekroju do dalszego korica belki. Rys. 3

(3.11) ’ Nor =

4. Wyznaczenie gruboSci belki

Znajac obciazenia, ze wzgledu na ktére nalezy ksztaltowaé poszczegdlne obszary
belki, mozna wyznaczaé ksztalt przekrojéw poprzecznych z warunku (3.1) analo-
gicznie jak w pracy [2]. Podstawiajac na ¥, wyrazenie (3.2) oraz przyjmujac o2=
= 2EY, otrzymujemy
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4.1) (M”y)2+( m)z 7
S A e 5 x—| =a2.
ﬁ ( 7 7
1 5 Stad po przeksztalceniach znajdujemy
b & s P
‘E L ) 2 KVa— 2,
Rys. 4 gdzie K = M/xT.

a
Obliczajac & = f gy dy otrzymujemy po podstawieniu do réwnania (4.2)
v

a
[ ey dy
(4.3) S AR =K l/a2 L y2.
: g
Réwnanie (4.3) przeksztalcamy przyjmujac
a 1
(4.4) [eydy=F(), g=— 5 F ')
v
W ten sposéb otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
y
4.5 FO)+ =———= F() =0,

“.5) Ot grmTEEo)
ktérego ogélne rozwigzanie ma postaé

1 —_—

—Vai—y?
4.6) F@y) =DeX' "
Rézniczkujac funkcje (4.4) i dzielac wynik przez — y otrzymujemy

D L ya—gw
4.7 e e K

@7 e Kympt

Jesli y —a, to g — oo, czyli szeroko$¢ przekroju przy krawedziach dazy do nie-’
skoniczonoéci. Przekroje takie nie moga mieé¢ zastosowania w praktyce, dlatego
modyfikujemy zadanie wprowadzajac péiki prostokatne o danej szerokosci b
i stalej w przekroju, ale z géry nie okres§lonej grubosci ¢ (rys. 5). W tym przypadku
mozemy spelni¢ warunek wyréwnania potencjatéw jednostkowych w przedziale
[— (@ — ¢), (a— ¢)]. Moment statyczny w tym przypadku wynosi

= ¢ 15
4.8) 8= f gy dy+bc (a —E) [ o3
v

Postepujac analogicznie jak poprzednio znajdujemy
szeroko$¢ $rodnika:

D VIR o

(4_9) g‘ =00 ’
K ]/ 12— y2 Rys. §
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gdzie

L2=(a—c)+ =

by

Granicg przedzialdw belki, ktére nalezy ksztaltowaé na obciaZenie wywotujace
maksymalne momenty zginajace i maksymalne sily styczne, okresla w tym przypadku

rownanie
T 2
( 017) it
(4.10) a4 Ty
g Koy = (@)2 (M()p)z 8
Tipl — \ My

Szeroko$¢ belki w poszczegblnych przedziatach przybiera postaé

Dy VO :
(4.11) go=K—VI;7~——28K° b Jezeli —yor <y < yor;
0 =23
Dl —}/L’ u? ! ]
(4 12) 5 m e K1 5 _]eZCll y < = Yoy lub Y = gor-
Yy

Stale Dy i D; wyznaczamy z warunkow:
g = &1, Jezel  y = yygr,
gy =105 Sjegelt- —y'=/a —C.

Przybieraja one wartosci:

C e ¥ .4
Dl—bc(a——) c(a )
(4.13)
Mop
[, Kz ] Mw
(;op xw c L. —wc(a—*)
D0=D1e = O ———bc(a—i)eVI
gdzie
| =)
s _HoENy

(T0p)2 (M()p )2 :

Tip Miyp

Znalezione funkcje powinny spelniaé jeszcze jeden warunek: moment bezwladnosci
przekroju musi odpowiadaé momentowi zginajacemu i przyjetej wartoéci potencja-

tu ¥. Wartoé¢ ¥ obieramy taka, aby w przekroju §rodkowym belki skrajne na-
prezenia pochodzace od obcigzen ruchomych byly réwne o. Jedli na krawedzi belki
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wystapia pod dziataniem obcigzenia ruchomego napreZenia o, to w punkcie y =
= a — ¢ potencjal przybierze warto$¢:

1 1 Mm (a o C) f
(4.15) VYoo= E [U:—'c'l'z (1+v) rg-"] = —E{[—] b

s
o= 3) [+=3)
prcl\a—=)q2 1 | Mo \2 eta s==q
2 1 2
2o [1= 207 fo-or [ 22 -
+2(1+4) = g -+ |
1 (Mm L )2 s
=3F 7 =,
Stad moment bezwladnosci belki w przekroju $rodkowym powinien byé réwny
Ml/2 Ll/2
4.1 S
e = VEw
Poniewaz
12 1,2
gl/2 i _M_y to ]/ZEY’ = O.L_
o a
Dla innych przekrojow belki mamy
@.17) go =MLl _ qin Moidsoy Miuks
: V2EP MyiLy oL
Zatem funkcje go i g, musza spelniaé warunek
Y a—c
4.18) 7" el b . 2dy +2 24 +2[b ( C)z bc3]
g = - — 1@ — — e
( s L 0fgoy y + fgly y s
1/"

Wprowadzajac do réwnania (4.18) wartosci funkcji gy i g; otrzymujemy zalezno$é
pomigdzy wielko$ciami b i c:

Mpia L ( c\) yLl-———c a__)f y2e
4.19) —— e d 2
( ) % L;/z = bc\a ) Ko]/Lz y .
a—c¢
I
—_— — 1 — — — —_—
c\a 2e Kl]/Lf—yZ ly+bcla 5 T

ar
Po rozwinigciu calek w szeregi i po przeksztalceniach warunek ten przyjmuje postaé

1aL“ bc? —I&ﬂ—L
—2§L—’/21=_6—(3a_c)_D°aLlng 1+
1

DL%I 2L} a4L1(1 1) ]+
e 6K Ly AOK L2 \L, Kol T

(4.20)
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B L a—c)? a—c)H(1 R
+Dq aLleK1 Ll-f-Dl(a— c)e"l[l— ( ) ( ) (———) —{—...]_—

6KyLy - 40K; L2 \L¢ . K

& a2 & EY 1 1
_Dl aLle o & il

Akl  WEDL B
przy czym
B
e 1o 4 i
Bt Y
Ty My Tip My

W przykladzie liczbowym do obliczen przyjeto trzy pierwsze wyrazy szeregéw,
co juz daje dostatecznag dokladno$é.

W rozwigzaniu zadania jedng z wielkosci b lub ¢ mozemy przyjaé dowolnie,
a drugg trzeba wyznaczy¢é z réwnania (4.20). Réwnanie to znacznie latwiej roz-
wigza¢ wzgledem b niz ¢, jednak zwykle szeroko$¢ belki jest ograniczona wzgledami
uzytkowymi i musimy ja przyjmowacé jako dang, a rdwnanie rozwigzywaé wzgledem c.
W tak uksztaltowanej belce nalezy okreSli¢ sil¢ sprezajaca oraz sprawdzié napreze-
nia wystepujace pod dzialaniem wszystkich obciazen. W rozpatrywanym przypadku
~ belki symetrycznej sile sprezajaca oraz trase¢ kabla obieramy tak, aby moment
pochodzacy od sprezenia byl rowny momentowi od cigzaru wlasnego oraz polowie
momentu od obcigzenia ruchomego

1
(4.21) Pe= M+ - Mp.

W tym przypadku znany uklad czterech nieréwnosci [7], okreSlajacy warunki nie-
przekroczenia naprezen dozwolonych w belce sprezonej w dwoch stanach obcigze-
nia, sprowadza si¢ do nastgpujacych dwéch nieréwnosci:
)2 Mpa _ V4 Mpa

4.22) 0g=§+ 27 < o, O'd‘—“—%— 27 =
przy czym w stanie bezuzytkowym pierwsza z tych nieréwnoéci musi by¢ spetniona
na krawedzi dolnej, a druga na krawedzi gbérnej, poniewaz M, jest rowne maksy-
malnemu momentowi pochodzacemu od obcigzen ruchomych z przeciwnym znakiem.
Mimo#$rdd i site sprezajaca w przekroju Srodkowym belki wyznaczamy zamieniajac
nierownoéci (4.22) na réwnania wykorzystujac warunek (4.21). Otrzymujemy wtedy

o
P

1 _ ;
(4.23) P2= ~ (0+9) A2
oraz

1
l ]
M,,/2+—2—M'2

(4.24) &= PR
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W innych przekrojach otrzymujemy:
w przypadku statej sily sprezajacej

My + % My,

(4.25) el = s i
w przypadku zmiennej sily sprezajacej

i L'?
(4.26) PY= £) (0+0) A" v
oraz

1

M ,’1‘ + 2 M;l

4.27) |

P

Jezeli mimos$réd wyznaczony ze wzoru (4.21) w przekroju Srodkowym jest wigkszy
od a — d, gdzie d oznacza minimalng odlegto$¢ od krawedzi belki do §rodka cigz-

kosci kabla sprezajacego, to przyjmujemy e'?

czamy z warunku
1
y 1
: M2+ E M ﬁ
{1 s () &
(4.28) P e .
W innych przekrojach otrzymujemy zaleznoSci:
w przypadku statej sily sprezajacej
1
) (ki ematisiiiiant g
(4.29) e 7 ;

w przypadku zmiennej sily sprezajacej

1

(4.30) e
M;Iz-l— ) M;,/f
oraz
u 1 u
Mq + 5 Mpl
4.31) L e .

eu

Wprowadzenie zmiennej sily spreZajacej pozwala na zmniejszenie ilosci
w belce, nie ma natomiast wplywu na warto§¢ potencjalu powstajacego
dziataniem obcigZenn ruchomych, a wigc i na ksztatt belki.

= a — d, a sile sprezajaca wyzna-

stali
pod
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5. Wyznaczenie grubosci belki w przekroju podporowym

Wszystkie wyprowadzone poprzednio wzory tracg sens, gdy momenty zginajace
znikaja. Z tego powodu przekrdj podporowy trzeba uksztaltowaé oddzielnie.

Wyréwnanie potencjatéw jednostkowych we wszystkich punktach przekroju
écinanego jest niemozliwe, bowiem napreZenia $cinajace na krawedziach sa zerami,
niezaleznie od ksztaltu przekroju. Konieczne jest wigc utworzenie na krawedziach
przedziatéw przejsciowych, w ktérych potencjat wzrastalby stopniowo od zera
do wartosci . Przyjmujemy, Ze czeéci przejéciowe maja ksztalt prostokatéw o szero-
kosci b i wysokosci c.

Postgpujac analogicznie jak w pracy [2] przekréj bedziemy tak ksztattowad,
aby potencjal jednostkowy byt wyréwnany we wszystkich punktach przekroju
zawartych w przedziale [— (@ — ¢), (¢ — ¢)]. Ze wzgledu na to, Ze chcemy, aby
szeroko$¢ polki b w przekroju podporowym byla réwna szerokosci pétki w prze-
krojach przgstowych dopuszczamy powstanie w odleglosci 4-(@ — ¢) od osi belki
uskokéw z szerokoSci potki b do szeroko$ci $rodnika g.

Ze wzgledu na zerowa warto$¢ naprezen normalnych potencjal jednostkowy
wynosi

2
6.1 Yy = Erz
i wyréwnanie potencjaléw sprowadza si¢ do wyrdwnania napreZen S$cinajacych.
NaprezZenia te w odlegloéci @ — ¢ od osi obojetnej i w odleglosci y od tej osi okres-
lone sa za pomoca wzoréw

(5
(5.2) Tpbc (a = E)
L= imime
oraz
a—c
5 waent-3)
. Ty-= == eAad — = -
Y o7 gyay 2
Y
Stad otrzymujemy réwnanie
c
(5.4) bc(a_z) lafc dr ( ")
: e = el
" e gyay P 2
y
Podstawiajac
a—c 1
(5.5) f gydy=F(y), g=— 7F’(y),
y

przeksztalcamy znalezione réwnanie caltkowe na réwnanie rézniczkowe

(5.6) F() + -
be (a S

Lis S bty ez A
)
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ktérego rozwiazanie ogdlne ma postacé:
gys

(5.7) F(y) = De 2“(“_%) =the (a—- %)

Ze wzoru (5.5) po podstawieniu (5.7) znajdujemy
gy?
i Dy —e 2bc(a—-;-).
be (a " ?)

Stata D wyznaczamy z warunku, aby krawedz $rodnika przechodzita przez punkt
[(@—c), g):

(5.8)

g(a—c)?
(5.9) 1=Pe (a A= —g—) & (a_ %) A
Stad
————[(a—¢—yB]
(5.10) g =g (“ 3)

Stala ¢ wyznaczamy z warunku, aby moment bezwladnosci przekroju odpowiadat
sile stycznej i wartosci potencjatu jednostkowego ¥. Warunek ten przybiera postaé

c
Tpx bc (a = ?) a—c 2bc (a_ _) [(@—c)2—y2]
G1)  F==fp —~—= zgf Py

0

c\?2 1
—d Bl
+2bc(a 2) =+ 6 bc3.

Tabli
u
—1" M, M, T, To M, c 8(y=0) &min
Tm Tm o 4 Tm cm cm cm

0,010 73,489 0,312

0 0 0 196,812 196,812 0
18,000 30,000 30,000

0,012 38,240 0,492

0,01 38,612 38,612 194,938 194,938 14,177
18,000 29,697 29,697

1,742 14,857
0,05 178,068 178,068 178,068 178,068 67,875 14,870
18,000 14,870

0,25 802,48 574,035 96,844 114,807 275,40 19,094 13,569 13,569
0,50 820,05 585,750 35,145 58,575 371,76 24,641 7,003 7,003
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Rozwijajqc' calke w szereg znajdujemy:

Tpx( c)_ {( 1 ) " [1 g(a — c)? M
(5.12) ——ELII’Z a=5]=9\¢ a— 3¢ +@a—c)(@a—c) 3-116c@a— o)
5:21b2¢22a—c)2  7-31b3c3(2a—c)? _

6. Przyklad liczbowy

W przykladzie liczcbowym wyznaczymy ksztalty kilku przekrojow belki stano-
wigcej ustrdj nosny mostu kolejowego o rozpigtosci 20 m, pod dziataniem obciag-
7enia przewidzianego w przepisach NC. Szeroko$¢ polek belki wynosi 4,00 m,
wysoko$é belki 1,40 m. Belka ma by¢ sprezona kablami o przekroju statym wzdiuz
rozpigto$ci w ten sposob, ze momenty pochodzace od spre¢zania sa rowne momen-
tom od cigzaru wlasnego oraz potowie momentéw maksymalnych od obcigzenia
ruchomego. Naprezenie skrajne pod dzialaniem obciazen ruchomych wynosi o =
= 85 kG/cm2. Wyznaczono ksztalty przekrojéow poprzecznych belki o odcigtych
=20, 0,20 m, 1,00 m, 5,00 m i 10,00 m. Wielko§¢ momentdw zginajacych i sit
stycznych w poszczegdlnych przekrojach oraz wyznaczone z réwnan (4.20) lub
(5.12) gruboséci pétek zestawiono w tablicy 1.

Grubo$¢ $rodnika w poszezegdlnych przekrojach wyznaczono z nastgpujacych
WZorow:

w przekroju u =0

g = 0,0062429 exp 11,149 (0,48986 — »2);

cal
2 Naprezenia od obciazen Naprezenia wypadkowe
& ruchomych
Omax Omin Tmax Omax Omin T max
cm?2 cm kG/cm?2 kG/ecm2
0,77988 — 0 0 36,06 = = e
1,75200 0 0 0 31,24 74,49 74,49 15,62
0,59550 — 55,10 —55,10 36,06 2L - e
1,74900 2,566 2,47 —247 30,90 717,08 72,14 15,45
0,61290 — 56,47 —56,47 36,06 — = =
1,59500 12,024 22,94 —22,94 52,86 93,29 70,35 26,43
1,91780 51,850 75,50 —175,50 36,06 105,80 30,30 18,03

2,17064 60,357 85,00 —85,00 36,06 102,55 17,55 36,06
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gg E%____ % gl | [A' J_ |

s==c——fzc=:}
dpw |  w ] 50 I BRL
Bmy & g

N ! T
e _:’:___ _____ |

Lol A e T g

& At 4{[_ A SO 1L :

— 2 : 3

Rys. 12

w przekroju u = 0,01 / =0,20 m
0,0025531 =
g= T i 7,665241/0,48983 — y2;
w przekroju ¥ = 0,05 / = 1,00 m
0,071562 _
ok = 1,52752 1/0,46624 — 2;
w przekroju u = 0,25 / = 5,00 m: jezeli — 0,40575 < y < 0,40575, to-
’ 0,13231
7 V033935 — 2
jezeli — 0,50906 < y < — 0,40575 lub 0,40575 < y < 0,50906, to
0,10350
8 V025981 — 52
w przekroju u = 0,50 / = 10,00 m: jezeli — 0,40171 < y < 0,40171, to
0,080737
* Vo — 2
jezeli — 0,45359 < y < — 0,40171 lub 0,40171 < y < 0,45359, to
0,037195 o N
1 e 0,065465 )/ 0,20583 y2.
Ksztatty przekrojéw poprzecznych pokazano na rys. 6-10.

exp 0,30550 1/0,33935 — 2;

exp 0,22549 1/0,25981 — 32;

exp 0,15275 1/0,40343 — 2;
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Poniewaz grubosci pélek w przekrojach polozonych blisko podpér wypadaja
zbyt mate ze wzgledéw uzytkowych i konstrukcyjnych, przyjeto minimalng grubosé
pétek ¢ = 0,18 m, ktéra zastosowano wszedzie tam, gdzie ¢ < ¢. Jeden z przekrojow
zmieniony w ten sposéb pokazano na rys. 11.

Nastepnie w belce o poprawionym ksztalcie site sprezajaca dobrano ze wzoru
(4.28) oraz wyznaczono mimos$rody w poszczegblnych przekrojach z réwnania
(4.25). Przekroje podtuzne belki oraz trasa kabla wykre$lone sa na rys. 12. Wymiary
pélek i srodnikéw oraz naprezenia w belce o ksztalcie teoretycznym i poprawio-
nym ze wzgledéw konstrukcyjnych zestawiono w tablicy 1.
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Pe3omMme

HEKOTOPEIN CIIVYAN OIPEJEJIEHUSI ®OPMBI BAJIOK
IO/ BJIMSIHUEM ITOJBUXXHBIX HATPY30K

Llensio paboThl sBISETCS yKa3aHWe HEKOTOPOro cmocoba ompenmesieHnsi GOpMbI mpeasapy-
TEJIbHO HANPSUKeHHBIX OaloK MoJ BIMSHWEM MOABYDKHBIX HAarpy3ok. B kavecTBe Kpurepus ompe-
nenenvst GopMel GaIOK MPHHSATO BHIPABHUBAHME, B BO3MOXHO MHOTMX TOYKax Oaiku, KpaiHHX
€IMHAYHBIX YIMPYIUX MOTEHLMANOB YNpYroctd ¥, BHI3BAHHBIX HAEHUCTBHEM MNOMABWKHON HATPY3KH.
Onpenenenue Gopmel 06anok, C MOMOIIBIO BHIPABHUBAHMS EOMHMYHBIX YOPYIHMX ITOTEHIAAJIOB,
BO3HMKIIMX BCIICACTBHE IOJABIKHBIX HArpy3oK, CB3aHO C NPOEKTHPOBAaHMEM Ha HabOJIBLIyIO
JKECTKOCTh IOJ BIMSHMEM 3THX HArpy3ok. OHO He KacaeTCs HATSUKCHMsS MaTepHala M HE MMEET
CBSI3M C MPOYHOCTHBIMM THIIOTE3aMH.

TIpOBOMMTCS aHAIM3 NPWIOXKEHMS MMOABIKHBIX HArPY30K, BHI3BIBAIOLMX, B JAHHOM CEYECHHH
M30CTATHYECKON OaKky, BOSHAHKHOBEHME MAKCHMAJIbHBIX 3HAYEHHMI €JUHMYHOTO YNMPYroro mOTEeH-
miana. Kpome Toro crneayer Haith GyHKmuoo g (¢4, ¥), ONPENEeNsIONIyI0 TOJIMIMHY IIONEPEeYHOro
CeueHns OaTKd, W3MEHSIOLLYSICS BIOIb €6 MPOJETA M BBHICOTHL IIOTydeHHbIE COOTHOLICHHS MC-
HOJIB3YIOTCS B YHCIOBOM IpUMEpe omnpeneieHus (GOpMbI MPOJETA IMPEABAPHTENIHO HANPSIKCH=
HOrO MOCTa.
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Summary

A CERTAIN CASE OF DETERMINATION OF THE OPTIMUM FORM OF
PRESTRESSED BEAMS UNDER MOVING LOAD

The object of the present paper is to propose a method for determining the form of a prestressed
beam under moving load. The criterion chosen for the determination of the shape is that of equal
extreme unit potentials of elasticity ¥ produced by the moving load, at possibly many points. This
is equivalent to the criterion of maximum rigidity under the same load and does not concern any
strength theory.

The configurations of the moving load that produce in an isostatic beam of a given cross-section
the maximum unit potential are analysed. The author obtains a function g («, y) expressing the
thickness of the beam, which is variable in the longitudinal and vertical directions. The relations
obtained are made use of in a numerical example illustrating the determination of the form of
a beam for a prestressed railway bridge.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1965 r.



