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Wstep

Najwczesniejsze obliczenia dotyczace rozkladu naprezen w otoczeniu szczeliny
nalezag prawdopodobnie do INGLISA [2], ktory rozwazat przypadek szczeliny elip-
tycznej w nieskonczonej sprezystej tarczy. GRIFFITH [3] przedstawil wyjasnienie
pekania kruchego materialu oparte na hipotezie, ze taki material ma liczne rysy
podobne do szczeliny o réznych wymiarach, Ze powierzchnie ograniczajace ciato
posiadaja napiecie powierzchniowe takie jak ciecze oraz ze gdy szczelina sie roz-
szerza, spadek energii odksztalcenia jest rOwnowazony przez przyrost energii po-
tencjalnej wywotanej tym napigciem powierzchniowym. SNEDDON i ELLIOT [4]
badali rozkiad naprezen w sasiedztwie szczeliny Griffitha, ktéra jest poddana cis-
nieniu wewngtrznemu, zmieniajagcemu sie wzdtluz dlugosci szczeliny.

Problem pdinieskoriczonego pasma byl rozwazany przez WESTERGAARDA [5],
ostatnio za$ przez ENGLANDA i GREENA [6], oraz KOITERA [7], lecz wydaje sig,
7z ich metody rozwiazania nie mozna dostosowac¢ do bardziej ztozonych probleméw.
Tarr [8] badat problem okreslenia stanu napreZenia w sasiedztwie szczeliny Griffitha
w nieskonczonym sprezystym pasmie o skonczonej szerokosci. ROwniez przypa-
dek izotermiczny, gdy wymiary pasma sa poréwnywalne z wymiarami szczeliny,
byl rozwazany przez SNEDDONA i SRIVASTAVA [9]. Problem znalezienia naprezen
cieplnych w sgsiedztwie szczeliny Griffitha byl rozwigzany przez OLESIAKA i SNED-
DONA [10]. W tej pracy bedziemy rozwazaé rozktad naprezen w belce o przekroju
prostokatnym wykonanej z materialu sprezystego izotropowego jednorodnego,
wypelniajacej obszar — < x <, — A<y <@, — oo <z << oo przy zwyklym
zalozeniu malych odksztalcen teorii sprezysto$ci, wlasciwej przypadkowi plaskiego
stanu odksztalcenia. Zaklada sig, ze szczelina w belce jest polozona w plaszezyZnie
x = 0 wzdluz pasma — ¢ <y < ¢, — o0 < z < oo. Przyjmuje si¢, z2 stan napre-
Zenia w belce jest wywolany ci$nieniem wewnetrznym dziatajacym do brzegu szcze-
liny oraz polem cieplnym. Zakladamy dalej, Ze $ciany boczne belki x = +6, y =
= -+ s odizolowane termicznie, a rozklad temperatury jest taki, Zze nie powoduje
zadnych zmian wiasno$ci materiatu.

Wiylaniaja si¢ dwa interesujace typy probleméw brzegowych:

a) powierzchnie boczne y = 4= sa tak utwierdzone, Ze skladowa normalna
wektora przemieszczenia oraz naprezenia $cinajace znikaja;
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b) powierzchnie boczne y = 47 sa wolne od napreZen. Powierzchnie x = 46
moga by¢ albo wolne od naprezen, albo utwierdzone w taki sposéb, Ze sktadowa
normalna wektora przemieszczenia oraz napreZenia Scinajace si¢ zeruja.

W obecnej pracy bedziemy rozwazaé przypadek, gdy wszystkie cztery powierzchnie

boczne sa utwierdzone. Fizycznie stan ten jest zrealizowany, gdy belka jest objeta
sztywnym pojemnikiem z idealnym smarowaniem.

Problem znalezienia rozkladu naprezen w otoczeniu szczeliny jest oczywiscie
réwnowazny okre$leniu rozkladu naprezen w pdinieskonczonym pasmie 0 < x < 9,
— m < y < @ przy spelnieniu nastgpujacych warunkéw brzegowych:

Warunki mechaniczne. Na krawedzi x = 0

UZ!I:()’ —7'5<J’<ﬂ,
(1) Ozz = —2up(»), —c<y<e
Ux= ’ C<ly]<ﬂ,

gdzie u oznacza stala Lamégo, a 2c jest szerokoscia szczeliny.
Na krawedzi y = +x

(2) O'xy=Uy=0, OSxS(S.
Na krawedzi x = ¢
(3) . Ozy = Uz =0, —nT<Yy<S@.

Warunki termiczne. Na krawedzi y = + =

00
@ 0_y=0’ 0< x <.
Na krawedzi x = 6

20
®) %0 —asy<a
Na krawedzi x =0
(6) 6=cosmy, —m<y<nm,

gdzie m jest liczba catkowita dodatnig.
Z pracy NARAIN i SRIVASTAVA [11] mamy

. 1 2
Q) Uz(0,y) =2(1 — ) (7 ap + Z an cos ny) — cos my,
A=l
022 (0, 1 i
s '—w;u—y) =7 4 Z nay (1-+K (nd)) cos ny,
n=1
gdzie
up 2(1 —n)2 E+e ¢shé
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Mieszany problem eregowy przedstawiony przez (1); i (1); prowadzi do réwnan
dualnych.

1
-——aao+ Z nan(1+K(n6))cosny p(®», 0<L|yl<e

@®) e

cos my
—_— = — <
2ao+”=§lancosny 21—’ c<l|ylsm

gdzie okres$li¢ nalezy ciag stalych a, spehiajacych szeregi podwéjne (8).

Jest rzecza oczywista, ze K (nd) = O (nde~"°). Dla dowolnego ustalonego rozmia-
ru 0 mozna pominagé K (nd) dla wartosci n wigkszych niz pewna stala dodatnia.
Dla prostoty bedziemy pomijali K (nd) dla n = 2, 3, 4, ..., i dlatego dualne zwiazki
(8) przyjmuja postaé

1 o0
— aay + 2 napcosny =p() —ak(@)cosy, 0<|y|<ec
2
© -
1 e 1
an-l-gancosny:w—_n)cosmy, C<l}’|$n

Szeregi podwdjne typu (9) byly juz analizowane przez SRIVASTAVA [1].
Wykorzystujac jego technik¢ dokonajmy nastepujacego podstawienia:
c
1 3 1 ¥y g (1) dt
(10) 3 -+ Z ap cos ny = Z_(T——n)cos my--cos D) {
y

e ]/c?y—cost’
osy<e
gdzie nieznang jest funkcja g (7).
Z teorii szeregébw Fouriera i calki Mehlera wynika, Ze

(4

a=y2 fg (1) dt,
(11 -

1
BT 2a—n™ Omn + %3 fg (#) (Pn (cos t)+P,_, (cos 1)) dt.

Jesli podstawimy teraz te wartosci do réwnania (9);, to po kilku uproszczeniach
znajdujemy funkcje g (¢):

:1— [P (cos 1) — Pp,_, (cos £)] g g fSin % [fyP () du] dy

0 —
12 g0= 230 = W @) " Veosy —cost

agy t a1 K@) x
V2 —= g 2 1/2 smft.

Rozprawy Inzynierskie — 12
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Przypadek szczegblny. Poniewaz w ogélnym przypadku obliczenia staja sig
bardzo zawile, dla zilustrowania metody bgdziemy rozwazaé przypadek szczegdlny,
gdy stata calkowita dodatniam = 1,6 - oo (a — 0, K(d) —0), a rozwarcie szcze-
liny jest spowodowane przytozeniem do jej brzegu ciSnienia hydrostatycznego
p(») = Py. W tym przypadku wyraZzenie dla g (f) przyjmuje postaé

t
tg? sin ¢

Przemieszczenie powierzchni szczeliny jest nastgpujace:

1 o0
(14) Uz (0, y) = 2(1 —77)[? ao-i—né; an Cos ny]—cosy ==

c
g () adt
= 2:(1 —n)coslf——————=
2 ) Vcosy —cost
v

S T o
cos #+ l/cos 5 T cos?
c

€OS —
2

=2(1—77)

Po loge

y T S
— 2 — 2 — < .
coszl/cos 5 T cos2o, 0.<]yl<e
Podobnie sktadowa normalna naprezenia wzdhuz szczeliny wynosi

¢ g (1) cos ldt

cos y 0 2
(1 o 0’ =————_-—f———:’ |y|>c’
9 z(0,) 2(1—1n) 0}’0 Vecos t — cos y
sl
gin=—=
L AN 2 s

2p Iz ¢ y

e OS2 ——

'l/cos 5 —costS)

coscsinl-—sin§Z
; 2 2 cos y

2cosy +

1
4601 0 " :
4(1—mn) ]/ s i s gag 2(1—mn
0052 - — cos?

Rysunek 1 przedstawia zmiang rozwarcia szczeliny w zaleznoéci od przyrostu
szerokoSci szczeliny odcinkowej. Skladowa normalna przemieszczenia wewnatrz
szczeliny byla obliczona za pomoca wyrazenia (14) dla dlugoéci szczeliny réwnej
odpowiednio 7/3, #/2, 2n/3, 3 m/4, 11 w/12. Krzywe kreskowane przedstawiaja
rozwarcie szczeliny dla szkla, a pozostale krzywe dla miedzi. Zmiana skladowej



ROZKLAD NAPREZEN CIEPLNYCH W BELCE Z PLASKA SZCZELINA 179

normélnej naprezenia wzdtuz linii szczeliny jest zilustrowana na rys. 2 dla dlugosci
szczeliny réwnej n/6, =/3, n/2, 37/2, 5n/6.

UX(U.Y)
2 -

0
Rys. 1. Zmiana skladowej normalnej przemieszczenia U:(0Y) wzdtuz linii szczeliny
w zaleznodci od Y

Warto zauwazy¢, Ze skladowa normalna napreZenia zmienia znak dla rozwa-
zanego typu rozkladu temperatury. Krzywe kreskowane przedstawiaja zmiang sktado-
wej normalnej naprezenia wzdhuz szczeliny dla szkla, a pozostale krzywe dla miedzi.

} Cx/2U

Rys. 2. Zmiana skladowej normalnej naprezenia 6z:(0Y)/2u wzdluz linii szczeliny
w zaleznosci od Y

Warunek zniszczenia. Wykorzystamy teori¢ Griffitha do wyprowadzenia
kryterium zniszczenia dla nieskoniczonej tarczy o skonczonej szerokosci. Szerokosé
szczeliny ¢ jest tatwa do wyznaczénia za pomoca réwnania (14), gdzie przyjmujac
y = 0 otrzymujemy
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c c
(16) e=4(1—»?) —loge(sec =2 fee )— sm?,
Iub
L
§ E sin —- g
0= :
1= c c
( ) loge (sec; + tg —2")
Zatem mozemy napisaé _

(8+Sin'§') COS‘-‘yz— +VCOSZ%— - cosZ%

0= 3 loge - -
loge (sec + tg ) cos -

¥ y ¢
2 - — 2 — < X
coszl/cos2 cosz, 0yl <e

Energia odksztalcenia zuzyta na rozwarcie szczeliny odniesiona do jednostki gru-
bosci materiatu jest dana réwnaniem

W= 4 f f [0S0, e+de) — US(y, )] Py (&) dy = 4 f f aiw,(y, 9] P (¢) dedy.
€
00 00

Je§li wstawimy odpowiednie wyrazenia dla gg(¢) i U2 (y, ), to po wykonaniu
elementarnego calkowania otrzymamy

c
e
16(1— )¢} _ 2

E2 ¢ c\\? |’
(loge (sec 5 + tan 7))

JeSli przez T oznaczymy sily rozciggajace na powierzchni materiatu, to energia
potencjalna powierzchni szczeliny wynosi U = 4 c¢T. Wykorzystujac warunek
Griffitha dla zniszczenia

~(18) W= (nE )(log,secc)

0
(19) m — U) =

otrzymujemy nastepujaca zalezno$é na warto$¢ krytyczna Py ci$nienia Py odpo-
wiadajaca dlugosci szczeliny 2 c:

c c
— S J2
o " TE ctg 2 - E sin 2 y
T a(l—n) 40— n+-c
logtapt—
oste(", )
A2
e ¢ i 2

¢
¥ l—ctg710g¢ se0 > ctg?~
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Mozna od razu zauwazyC, Ze pierwszy wyraz w wyrazeniu (26) na wielko$¢ cis-
nienia krytycznego jest wyrazem odpowiadajacym problemowi izotermicznemu (1).
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Pe3ome

PACITPEJIEJIEHUE TEPMUYECKUX HATIPSKEHUIM B BAJIKE C ITJIOCKO
TPEIAHOM

B pa6oTe OUCKyTHPYETCsi PACHPEIETICHHE HANPSDKCHNH B OKPECTHOCTH TpenmHbl Tina I'pudura,
PACITOJIOKEHHOM B M30TPONHON ONHOPOAHOM yUpyroit 6anke, 3aHmMaromnieir o6macts —d < x < 6,
—a<Ly<n, — o< z< oo, banka nmoABeprayTa BHYTPEHHEMY HABICHWIO HA TOBEPXHOCTH
TPELMHBI ¥ MO0 Temnepatypsl. IIpemraraeTcsi 0GbMHbBIE TPEANOIOKECHAS HHOUHUTEINMATTBHOMN
TEOPHH YIPYrOCTH COOTBETCTBYIOIICH IUIOCKOMY aedOpMHPOBAHHOMY CocTosiHMIO. K pemenuio
IyanbHBIX PAZOB WCIIONB3YETCSl TEXHWKA pa3sutusi CpusactaseiM [1].

Summary
DISTRIBUTION OF THERMAL STRESSES IN A BEAM WITH A PLANE CRACK

The stress distribution in the vicinity of a Griffith type of crack situated in a rectangular beam
of isotropic homogeneous elastic material occupying the region —0d < x<9d, —a <y <7,
— 00 < z < oo has been discussed, when the beam is subject to an internal pressure in the crack
and a thermal field, under the usual assumptions of infinitesimal theory of elasticity appropriate
to the plane strain. Use is made of the technique developed by Srivastav [1] for solving dual
series relations.
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(1) Autor wyraza podzigkowanie dr. R. P. SRIVASTAVOWI za jego sugestje odno$nie problemu
oraz za wskazowki w toku wykonywania tej pracy.





