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Wstep

Zajmiemy si¢ podaniem drogi rozwiazywania ggstych siatek ramowych, ktdérych
modelem begdzie pewien o§rodek widknisty. W oparciu o prace [1 i 2] wyprowa-
dzimy zwiazki pozwalajace wyznaczaé poszukiwane wielkosci statyczne. Rozwaza-
nia przeprowadzimy dla przypadku siatek nie$cisliwych.

Rozpatrujemy os$rodek plaski, zlozony z dwdch rodzin widkien. Przyjmiemy,
ze linie parametryczne pokrywaja si¢ z wloknami. Rozwazania przeprowadzimy
w ramach teorii liniowej (male gradienty odksztalcen) przy zalozeniu sprezystosci
i jednorodnosci o$rodka.

1. Osrodek wloknisty jako model siatek ramowych. Réwnania podstawowe

Ogoélne roéwnania oS$rodka widknistego zostaly wyprowadzone i szczegdtowo
omoéwione w pracach [l i 2]. Tutaj podamy podstawowe réwnania korzystajac
z zaloZen upraszczajacych, podanych we wstepie.

Rownania réwnowagi dla ofrodka plaskiego przedstawiaja si¢ nastgpujaco:
(1.1) PP =0, m,te,  p+H =0.

Wariacja gegstosci energii odksztalcenia spelnia zwiazek

(1.2) o = p™ by 5+ m® dx,,
gdzie
(1.3) Vap = Wpia T €pa¥  %g =17 4.

W powyzszych oraz dalszych réwnaniach S$rednikiem oznaczono pochodna ko-
wariantna, a przecinkiem pochodna czastkowa.

Wprowadzajac warunek nie$ci§liwosci wtokien
(1.4) V=0 dla a=3p
do wzoru (1.2) otrzymujemy
(1.5) 0 = pP oy, +mox, dla a#p.
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Dla o$rodkéw widknistych jako modeli ciaglych siatek pretowych mamy

1 afuy 1 ne
(1.6) e-——E—A yaﬁy,‘,-l-?C %%, dla a#f, u#v,
gdzie w teorii matych odksztalceri dla materialéw podlegajacych prawu Hooke’a
(1.7) A = X TT?(D{ Dy R" + Df Dy R™, C*¥ =ZT°T° SN,
4 4. 8 4 4 4 4 4 4 44 4 4

Stad znajdziemy
(1.8 A1221 = 2112 =0, Cl12=C2l=0.

Z (1.5) wynikaja zwiazki fizyczne

(1.9 4 = - ¢ = -
A ) p T dyaﬂ ’ m In 6”0 2
a nastgpnie
aff __ Auﬂm
(1.10) 2 T B, w#v.

m® = C%x,
Ostatnie wzory mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci rozwinigte;j:
P12 = A1212 1, | A1221y,, .
P2 = A220y, | 4212y,
ml = Cll;{l + CIZ%Z,

m2 = C22;¢2 -+ C21 1.

(1.11)

Roéwnania fizyczne (1.11) ze wzgledu na (1.8) sprowadza si¢ do postaci

P12 = A122y15 = A1212 (wy; | + €1 9),
PA = AN2yy; = A2 (wy;3 + €120),

m2 = C2yy = C2y;,.

(1.12)

Ze wzgledu na to, Ze gesto$é energii odksztalcenia jest forma kwadratowa do-
datnio okreslona,

1
€= 5 [A1212 ()2 + 42121 (3 + C1 (0,2 + C2(0,20] > 0,
spelnione sa nastepujace warunki:

A121250, A4221>0, Cl>0, C2>0.
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Warunek nieéciSliwosci widkien (1.4) oraz posta¢ wzoréw (1.3) prowadzi do
uktadu réwnan

(1.13) wi;1 =0, wyo=0.
Z réwnan réwnowagi (1.1) otrzymujemy
(1.14)  (Clo;y),1 + (CRv;3);5 — €12€12(A1212 4 42121) 9 =
= — h — € A1212w, | — €31 A2121 .,
oraz
(1.15) p'i1 + [4212 (w52 + €120))i2 = — f1,
P25 + [A1212 (wy;1 + e o)y = — f2.

W przypadku gdy o$rodek sklada si¢ z widkien tworzacych krzywoliniowa siatke
ortogonalng ukiad réwnan (1.13) przyjmuje postaé

1 1 A%
(1.16) 01 W(l) + = 02 I/ auW(Z) = 0, 02 W(2) + - ()1 l/azzw(l) = 0,
l/azz Véu

gdzie _
df —_ df s
w(l): l/all Wl, w(2):l/a22 w2
sa fizycznymi skltadowymi wektora przemieszczenia W, a ai; sa skltadowymi ten-
sora metrycznego.

Zagadnienie obliczen dla oSrodka o widéknach niesciSliwych sprowadza si¢ do
rozwiazania zagadnienia brzegowego dla ukiadu réwnan (1.13) —(1.15).

2. Siatki prostokatne

W dalszym ciggu rozwazaé bedziemy o$rodek skitadajacy si¢ z widkien tworza-
cych jednorodng siatke prostokatng. Afinory sztywno$ci 41212, 42121 Cl1 j C22
takiej siatki maja wartosci stale.

Dla siatki prostokatnej uktad réwnan (1.16) uprosci sie:

2.1 wid =0, w2 ,=0.
Jako rozwigzanie otrzymamy
2.2) wl = wl) = @, (x2), w2=w? = g (x).
Roéwnania réwnowagi (1.1) przyjma postaé
@3) pU+p2 2 +f1=0, p2,+p'21+f2=0, m! 1+m? ,+pl2—p=0,
a zwiazki fizyczne (1.12) sprowadza si¢ do postaci:

P12 = A122(p, —v), p = 422 (g3, +1),

(2.4)
ml = Cllg ¢, m2 = C22y,,.
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Roéwnanie rézniczkowe (1.14), okreSlajace niezalezny obrét o wektorze prosto-
padlym do plaszczyzny o$rodka plaskiego, upraszcza sig¢

(2.5) Clly, 11+ C20 5 — (A12124 A2121) 9 — A2121 ¢y 5 — A1212¢p, ;.

Z réwnan réwnowagi (2.3) wynikaja nastgpujace wzory:

Pu.l == —p21.2 —fl=— 42121 (‘P2,22 +‘v.2) —f1,
PRoy=—pi2; —f2=— A212(p 1y —9,;) — f2;

(2.6)

stad dla f1 =f2 = 0 otrzymamy

Pl = — A2 [y x1 + [0,2dx1 + ¥1(x2)],

2.7

-

P2 = — A2 [y, 13 x2 — [0, dx2 4 P, (x1)].

Zagadnienie jednorodnej siatki prostokatnej sprowadza si¢ wigc do zagadnienia
Helmholtza z odpowiednimi warunkami brzegowymi przemieszczeniowymi i na-

prezeniowymi.

3. Niektore rozwiazania dla siatki prostokatnej

W ponizszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do poszukiwania rozwiazan réwna-
nia rézniczkowego (2.5) w postaci iloczynu dwu funkcji jednej zmiennej, a nastep-

a a

.

18800900008000808 Y
TR

nie do zbadania, jakiego typu warunki

brzegowe mozemy speli¢ za pomoca tej

klasy rozwiazan. Zakladamy, ze w siatce
pojawily si¢ przemieszczenia w = const

0
2 . oraz dowolne przemieszczenia w2 = ¢ (x1)
- * w kierunku x2. Przyjmujemy, ze funkcja
@ (x1) jest rozwijalna w szereg Fouriera.
Ze wzgledow rachunkowych zmieniamy
& zmienne oraz przesuwamy uklad wspdl-
Rys. 1 rzednych zgodnie z rys. 1 i 2. ROwnanie
rézniczkowe (2.5) przyjmuje teraz postaé
(3.1 3 U+ 9, — 2v=ap,),
gdzie
(3.2 xl=)/CliE x2=7y/C2y.
Stad
a=yCil, b=yCBh



Lo e

OSEODEK WEOKNISTY JAKO MODEL CIAGLY SIATEK RAMOWYCH 187
oraz
o il
3.3) 2= A12124 42121 > (), a=— A1212— = — J212——— (),
ox1 '/cu

Poszukiwaé bgdziemy rozwiazan w postaci szeregu
0
3.4 v(En) =0 + > Fal®) Ga ().
n=0

{ L 2l

I
o)
A\
\
\
\
|
\
!

Rys. 2

Poniewaz prawa strona réwnania rézniczkowego (3.1) jest funkcja tylko zmien-
nej &, to calke szczegblng szukamy w postaci v = v (£), a wiec jako calki szcze-
gbInej réwnania rézniczkowego

(3.5 Ve — B0 =ap (8.

Funkcja przemieszczen ¢ (&) niech bedzie wyrazona za pomoca szeregu Fouriera

a, sy )
(3.6) @ (&) = w2(é) = 53 -+ 2 (an cos py E-+by sin py &),
n=1
gdzie
nw  nmy/C
p” - T = *’
a

a wspOlczynniki rozkltadu otrzymuje si¢ ze zwiazkow
!

1
1 1 :
3.7 G = ftp(&) cos pn &dé,  bp = = f‘P(f) sin pp §d§.
= -1
Catka szczegélna réwnania (3.5) ma postaé

3
(3.8) v()=a f @ (u) ch A(u — &) du+E ch A6+Fsh A&,
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Za pomoca (3.6) otrzymamy
2 S P : '
(39 2= a”g; 1—2;—1)2 (@n Sin pn & — by cos pat)+E ch AE--Fsh AL.

Calke ogdblng réwnania jednorodnego
(3.10) 71. 55-[—7)’,’” g }»2'2) o 0

poszukujemy w Kklasie rozwiazan v (&,7n) = ' Fu (&) Gn ().
n=1

Po rozdzieleniu zmiennych na funkcje Fy EE) iGy (n):otrzymujemy dwa réwna-
nia rézniczkowe zwyczajne:

(3.11) Fpo(® —KeFa(®=0, G,,,0)—r2Gm)=0
oraz wynikajacy z (3.10) warunek
(3.12) K+ =22

Rozwigzaniami tych rownan sa funkcje
(313) Fn(&)zAnChknf‘*“BnShknE,
; Gn(m) = Cn ch rpn + Dy shryn.

W ogdlnym przypadku pierwiastki k, i r, moga by¢ zespolone. Mozemy wigc
napisaé

(3.14) kn = an+ifn, rn=yn — ibn.
Ze zwiazku (3.12) otrzymujemy dwa nast¢pujace réwnania:
(3.15) nfn—ynda=0 o2 +92 — f2 =0 =2,
Z pierwszego z nich wynika
@16 P oL Qg T TP T - L
Vn an

Wprowadzajac ten zwiazek do drugiego réwnania otrzymamy

i]/ﬂ—(af.— D £ VI —22(c — B) + (3 + B
Ya=

2
(3.17)  lub
: _il/ﬂ—(yf.—63,>im4—212(y3.—63,)+(y3,+63.)2
| e 2 .

Do dalszych rozwazan przyjmiemy rozwiazanie réwnania rézniczkowego (3.1)
W postaci

(3.18) v (&) =0+ Y Knchkn&chran.
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Wzory (2.4) oraz (2.7) na skladowe wektora napr¢zenia momentowego oraz na
sktadowe tensora napre¢Zenia maja postaé

=VCllp,, m= V@vm,

1/61_1 (p'e o 'I)) 5 p21 = A2121tv,

pll= — 42121 [‘I/Ef‘v edé + 5”1(’7)]:
c2y °
Yoaetlee ]/Cuf e+ l‘UZ(E)]

Szczegllne rozwiazanie znajdziemy dla nastgpujacych warunkéw brzegowych

pl2 = 41212 (

(3.19)

p2 = — Amz[

n=—h, m?2 =0, (@,=0);
n=»5 m2 =0 (v,=0);
5 h h
(3.20) e=—1  [md=0 ( [o.d—0):
—h -h
h h
521’ fmldﬂ=0, (f , )
=3
oraz
1
n=—h  [pudi=0, (fvd&-—o)
=
Y c22
p22 — 0’ ( Cll (p 6577 Cllf'v ed”]'*‘glz(f) )’
4 1
G21) n=h, [ prde=o, ( [ ode = 0);
_lh = B -
L I dy = 0 Vs | vndsie|an=o);
= —1|, plldy = o) O 1(m) | dn ;
i) N
h h
(@d!
§=1, fp“ dn=0 ( fl: szf‘v,,, dé+¥ (77)] )
—h -h
Z warunku (3.20), , otrzymujemy:
(3.22) shrah = sh (yn — i6n) = 0,
stad
nm
(3.23) Yn = 0, On = 79
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a wigc
— i0n.
Ze wzoréw (3.16) i (3.17) wynika
pw
(3.24) an = = ]/g + " ) ﬂn =5 0, kn = Qn,

- przy czym a, = 0 wyklucza si¢, jako sprzeczne z warunkiem (3.12).
Warunek (3.20); , prowadzi do postaci

(3.25) 5.e(’)=0’ v (—0)=0,
a stad otrzymujemy
— 'k

(3.26) lchllz i s S
Natomiast warunek (3.21), s speiniony jest, gdy
3.27) - Yi(p =0.
Z warunku (3.21), otrzymujemy
Cc22 pi(R2+pi+a Y cu '
3.28) Y% = ]/C“ p:_pz (an cos pn &+bn sin py &) +
n

+ AEch ZE] .
Catkowy warunek (3.21), ; wyznacza stala Kn '

Pn kn
(}‘2+pn) h kﬂ

Dla rozwazanych powyzsj warunkéw brzegowych (3.20) i (3.21) rozwiazanie
na funkcj¢ niezaleznego obrotu v przyjmuje postaé

(3.29) Kn = th Al

(3.30) v(&n) = 2 = + —>—(an sin p,,g — bncos pa &) +

+ Ech A& + Z Ky ch ay & cos 6,7,

n=

gdzie kolejne stale wyznacza si¢ ze zwiazkéw (3.23), (3.24), (3.26) i (3.29).

Sktadowe wektora naprezenia momentowego oraz tensora napreZenia oblicza-
my z (3.19) korzystajac z funkcji niezaleznego obrotu.

W przypadku gdy rn =0 (ys =0, 0, = 0) ze zwiazku (3.12) i (3.14) wynika
(331) kn =0p = 1, ﬁn =05

W tym przypadku zagadnienie sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania réznicz-
kowego (3.5).
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Zgodnie z (3.9) rozwiazanie to przyjmuje postaé

o0 pn
: = = — (@nsinpp & — b Ech A8+Fsh A&.
(332 v=9( a”g; pra) (ansin p, & n €OS pn &)+E ch A+ F sh A&

Stad wynika, Ze
(3.33) m2 =1 C2v, = 0.

Przyjmujemy nastgpujace warunki brzegowe:

E=—), m=0 (‘v =0), pl1=0 (l/Cll f'v dé+¥1(n) = 0),
' ci
E=1, ml=0 (v,=0), pll=0 ( —nfv,,,dgwq () = o);
Cc22
n=—h, p2=0 ( cu Pl — Cllfv ed’7+lp2(§)—0)
fvdf = o)

4 CZZ c22
n:h, P22:0 ( Ccl1 ?’5577 llf‘vedn—*_ng(é) )
( l

1
fp21 =0
=1

(3.34) 1
f pdE=0
1

[ vdt = )

Z warunkOw tych otrzymujemy

E a ®-(—1)*p2 = Jig
(3.35) F=— MM[Z yTae “ay, E=
oraz
Yi(m) =0,
(3.36)

P (2+ph+ay/Cl) .
¥, = ]/C“ [2 (G24p0) Yo (an cos pn &by sin py &) +
-+ AF sh XE] 3

Dla podanych powyzej warunkéw brzegowych otrzymujemy ostatecznie rozwig-
zanie w postaci
N

o0 p :
(3.37) v (§) = a,g‘: m (an Sin pn & — by cos pn &)+ Fsh AE,

gdzie F obliczamy z (3.35).
Skladowe wektora m i tensora p otrzymujemy ze zwiazkéw (3.19).
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Przedstawione powyzej rozwiazanie moze stuzy¢ do obliczania diugich siatek
ramowych poddanych np. osiadaniu. Rysunek 3 przedstawia model takiej siatki,

(

< '
S
\
(. ol
n
Rys. 3

ktéra doznata przemieszczenia w kierunku pionowym (kierunek 7). Na diuzszych
bokach (y = +h) warunki brzegowe spelnione sa $ciSle, natomiast na bokach
krétszych (§ = 1) w sposéb catkowy. Otrzymane rozwiazanie jest rozwigzaniem
doktadnym dla obszaru $rodkowego siatki, oddalonego dostatecznie od brzegéw
&= —loraz §=1

4. Przypadek szczegllny. Zagadnienie jednowymiarowe

Rozpatrujemy przypadek, gdy niezalezny obrét jest funkcja tylko jednej zmien-
nej, np. x1, v = o (x1), a skladowe wektora przemieszczenia w, w! = const, w2 =
= @ (x1). Zagadnienie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

(41) 013 — k20 = ag, 1,
gdzie

A1212+A2121 12 12 Cc2 A1212 12
(4.2) k2=—w—=ﬁ EE, a=—_ﬁ=—%

wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Rozwigzanie przyjmujemy w po-
staci

4.3) v(xl) = Ce** + De~¥' 13 (x1),
gdzie v (x!) jest catka szczegélnag réwnania rézniczkowego (4.1):

= a
44 o(@)= % [e"zl f ek @, dx! — ek f ek (p,ldxll =
a *
S @ (&) ch k(& — x1) dé.
0
Dla kolejnych skladowych stanu napreZenia otrzymujemy nastgpujace wzory:
ml = Cllp ,, m2 = C2y, =0;
(4.5) plz pa— A1212 (¢.1 _v)’ p21 — A2121 v;
Pl = — A22Wy(x2), p2= — A122(p ;, —v,) 2+ P (x)].
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Podajemy rozwiazanie dla nast¢pujacych warunkéw brzegowych: dla obrotu v
xl=—a m=0 (v,=0);
Xl =, m =0 (v;=0);
i F =l =0 . (0, =0}
x2=b, m=0 (v,=0)

oraz dla sktadowych tensora naprgzenia p

xl = — a, pll _ 0;
“4.7) Xire=hg, Y= |
x2=0, p22 =0.

Zakladamy przy tym, Zze w2 = ¢ (x1) jest funkcja parzysta.
Z warunkéw brzegowych (4.6), , wynika, ze

2'(a)

@.8) TE P =

Ze wzgledu na (4.8) rozwigzanie przyjmuje postaé

== a1

20 (a)
(4.9) o) = — ———shkxl+a f @ (&) ch k(& — x1) d&.

Z warunku (4.7); , otrzymujemy

(4.10) E=0, awiec pll=0,
az (47)3 '
(4.11) Y, (x1) = 0.

Stad na podstawie (4.5)s otrzymamy
al
(4.12) p2— — A1212[<p.” — 2kCchkxl+ap(x!) — ak [ (&) sh k(¢ — x1) dE].

Speliony jest tu réwniez warunek catkowy dla naprezenia pl2:

a

@.13) [p2axt =0 ( fv(xl) dxl = 0),

—a
gdyz v (x1) = — o (—x1).
Dla szczegdlnégo przypadku osiadania siatki ramowej

(4.14) wl =0, w2=¢(x!)= 4 (acospxl),

Rozprawy Inzynierskie — 13
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gdzie p = m/2a otrzymamy

(4.15) C=0
i rozwiazanie ma postaé
4 PR 0o
(4.16) o(x!) =90 (1) = — Amsmpxl.
Dla skladowych stanu naprezenia zachodza zwiazki
Cligp
1 =k =y A rr—— =
m =Cllp ;= — 4 i cospxl, m?=0,
ap p(k2+p2 — a)
4.17 1 R g i i 1 | ARG [ ) - L SRS 1
4.17) p AA K42 sin px1, p AA it p? sin px1,
P(a— k2 —p?) ]
11 =0, 22 — 441212 1] 52,
J/ D [ it g2 cos px! | x
a a et SRR Y o
I ‘ | |
Wﬂ gL g 3350y ” X7
g H N7 > g % ;'gﬁﬂ = T '
\ﬂ_— N\ — =
S ® % g S e
x? P
Rys. 4 Rys. 5

b/2

8 ‘/ o2 T ol Jﬁ 1 ;
| = ﬁ

Rys. 6

b/2

Rys. 7

Wykresy obrazujace rozkiad obrotéw oraz gesto$é sit i momentéw w powyzszej
siatce ramowej przedstawiono kolejno na rys. 4, 5, 6 i 7. Na rys. 4 zaznaczono
ponadto rozklad osiadan.
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Pe3iome
BOJIOKHUCTASI CPEJJA B KAYECTBE CIUIOIIHOM MOJEJIM PAMHBIX CETOK

PaccmaTprBaeTcs BOTOKHUCTas Cpefia B KAYECTBE MOMEIH TYCThIX PAMHBIX CeTOK. IIpuHnmaercs,
YTO OAAHOPOZHAs CETKAa COCTOMT M3 ABYX CEMEHCTB KpHMBBIX. B KauecTBe 4acCTHBIX CIy4aeB mnpem-
foJ1araeTcsi OPTOroHajabHas CETKAa M NPAMOYrojbHas ceTka. Bompoc paccmaTpuBaeTcs [Jisi HEC-
JKMMAeMBIX CETOK, KOTOpPHIE KPOME IEPEMEIICHUI, MOABEPraloTCS HE3aBUCHMMBIM 000pOTaM.

TIpu ucnonb3oBaHWM OOMIE NPHMEHSEMBIX, NPEANONIOKEHAN O HECKHMMAEMOCTH CTEPIKHEH,
anddepeHIMaNbHBEIX YPaBHEHHI 71 COCTABISIONIMX BEKTOPA MOJTy4aeTCsl CUCTEMA HECOTPSIKEH-
HbIX MEPEMELICHUH M HAa (QYHKIMIO HE3aBUCHMOTO BpAIICHMS, BEKTOP KOTOPOrO NEpIeHIUKY-
JISPEH IUIOCKOCTH CTEHKH. PEmeHMe paMHBIX CETOK CBOAMTCS K 3amave I'ensMrosbuna ¢ COOTBET-
CTBYIOIIMMHU KPA€BBIMM YCIIOBHSIMH.

PaccMaTpHBalOTCs pelIeHNsl, B KOTOPBIX He3aBHCHUMBI 000POT BBIPAXKAETCH C MOMOLIBIO MPOU3-
BefeHUs QYHKIMM NEPBOi M BTOPOi mepeMeHHOU. IIpu 3TOM mpMHMMAETCs, YTO CEeTKa MOaBepr-
ace, B OOHOM HAaNpaBIIEHWH, NEPEMENICHHIO (HAmp. OCEIaHWIO), BBIPAXKEHHBIM psiaoM Dypse.

JleTalbHO pacCMAaTPUBAETCsl PEIICHUE ISl NPSIMOYTOJIbHOM CEeTKH B ClTyyae, KOrja He3aBHCHMOEe
BpPALICHNE SBNAETCS (DYHKINMEH TONBKO OJHOM TEPEMEHHOIA.

Summary

THE FIBROUS MEDIUM AS A CONTINUOUS REPRESENTATION OF FRAME
LATTICES

The plane case is considered. It is assumed that a homogeneous lattice is composed of two fa-
milies of curves. The particular cases under consideration are those of orthogonal and rectangu-
lar Jattice. The problem is considered for incompressible lattices which undergo rotation in addi-
tion to translation. ;

Owing to the usual assumption of incompressibility of bars, the differential equations are disjoin-
ed for the coordinates of the vectors and the rotation function of which the vector is normal
to the plane of the network. The solution is reduced to that of the Helmholtz problem with appro-
priate boundary conditions.

The solutions under consideration are those in which the rotation is expressed as a product of
functions of each of the two variables. For this, it is assumed that the network has undergone, in
one direction, a translation (subsidence, for instance) expressed by a Fourier series.

The solution of a rectangular network is considered in detail in the case in which the rotation
is a function of a single variable.
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