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Wstęp 

Zajmiemy się podaniem drogi rozwiązywania gęstych siatek ramowych, których 
modelem będzie peWien ośrodek włóknisty. W oparciu o prace [1 i 2] wyprowa­
dzimy związki pozwalające wyznaczać poszukiwane wielkości statyczne. Rozwaźa­
nia przeprowadzimy dla przypadku siatek nie ściśliwych. 

Rozpatrujemy ośrodek płaski , złoźony z dwóch rodzin włókien. Przyjmiemy, 
Ze linie parametryczne pokrywają się Z włóknami. Rozważania przeprowadzimy 
w ramach teorii liniowej (małe gradienty odkształceń) przy załoźeniu spręZystości 
i jednorodności ośrodka. 

1. Ośrodek włóknisty jako modeł siatek ramowych. Równania podstawowe 

Ogólne równania ośrodka włóknistego zostały wyprowadzone i szczegółowo 

omówione W pracach [1 i 2]. Tutaj podamy podstawowe równania korzystając 

z załoźeń upraszczających, podanych we wstępie. 

Równania równowagi dla ośrodka płaskiego przedstawiają się następująco: 

(1.1) 

Wariacja gęstości energii odkształcenia spełnia związek 

(1.2) 

gdzie 

(1.3) 

W powyźszych oraz dalszych równaniach średnikiem oznaczono pochodną ko­
wariantną, a przecinkiem pochodną cząstkową. 

Wprowadzając warunek nieściśliwości włókien 

(1.4) YafJ = O dla a = {3 

do wzoru (1.2) otrzymujemy 

(1.5) 



184 C. W02NIAK I S. ZIELIŃSKI 

Dla ośrodków włóknistych jako modeli ciągłych siatek prętowych mamy 

(1.6) 
1 1 

E = _AafJw y fJY +- cne~ ~ dla a i= p, f-l i= v, 2 a 1-'0 2 " e 

gdzie w teorii małych odkształceń dla materiałów podlegających prawu Hooke'a 

(1.7) AafJl-'O = 1: Ta TfJ(Dr DiIRII + Dr DiI RII), CafJ = 1:raTfJ SIlI III. 
LI LI LI LI LI LI LI LI LI LI LI LI LI 

Stąd znajdziemy 

(1.8) A122l = A2112 = 0, C12 = C2l = O. 

Z (1.5) wynikają związki fizyczne 

(1.9) 

a następnie 

(LlO) 

Oe pafJ = __ 

OyafJ ' 

pafJ = AafJl-'Vyl-'O 

ma = cae~e 
dla a i= p, f-l i= v. 

Ostatnie wzory możemy przedstawić w następującej postaci rozwiniętej: 

(1.11) 

p12 = A 1212 Y12 + A 1221 Y2l , 

p2l = A2l21 Y2l + A2112 Y12, 

mI = Cll ~l + C12~2, 
m 2 = C22~2 + C2l ~l' 

Równania fizyczne (1.11) Ze względu na (1.8) sprowadzą się do postaci 

(1.12) 

p12 = A12l2Y12 = A12l2 (W2; l + E21 v), 

p2l = A212lY21 = A2121 (Wl;2 + E12V), 

mI = Cll~l = CllV;b 

m 2 = C22~2 = C22 v;2' 

Ze względu na to, że gęstość energii odkształcenia jest formą kwadratową do­
datnio określoną, 

1 
E = 2 [A12l2 (Y12)2 + A212l (Y21)2 + Cll (v; 1)2 + C22(v; 2)2] > 0, 

spełnione są następujące warunki: 

A12l2 > 0, A212l > 0, Cll > 0, C22 > O. 
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Warunek nieściśliwości włókien (lA) oraz postać wzorów (1.3) prowadzi do 
układu równań 

(1.13) WI;l = 0, W2;2 = o. 
Z równań równowagi (1.1) otrzymujemy 

(1.14) (cn v; l); l + (C22v; 2); 2 - E12 E12 (A1212 + A212I) V = 

oraz 

(1.15) 
pll; 1 + [A212I (W1 ; 2 + E12V)12 = - Jl, 
p22; 2 + [A1212 (W2; l + E21 v)]; 1= - p. 

W przypadku gdy ośrodek składa się Z włókien tworzących krzywoliniową siatkę 

ortogonalną układ równań (1.13) przyjmuje postać 

(1.16) 

gdzie 

1 
01 w(1) + -- 02 ~ w(2) = 0, y-a; 

dr . /­w(2) = J' a22 w2 

są fizycznYJl1i składowymi wektora przemieszczenia w, a at1 są składowymi ten­
sora metrycznego. 

Zagadnienie obliczeń dla ośrodka o włóknach nieściśliwych sprowadza się do 
rozwiązania zagadnienia brzegowego dla układu równań (1.13) -(1.15). 

2. Siatki prostokątne 

W dalszym ciągu rozważać będziemy ośrodek składający się Z włókien tworzą­

cych jednorodną siatkę prostokątną. Afinory sztywności A1212, A2121, Cll i C22 

takiej siatki mają wartości stałe. 
Dla siatki prostokątnej układ równań (1.16) uprości się: 

(2.1) w<n. I = 0, W<2).2 = O. 

Jako rozwiązanie otrzymamy 

(2.2) 

Równania równowagi (1.1) przyjmą postać 

(2.3) pll.l+p21.2+ Jl = 0, p22. 2+ p 12. I+P=0, ml.I+m2.2+p12 __ p21=0, 

a związki fizyczne (1.12) sprowadza się do postaci: 

pl2 = Al2I2 (CP!.l - v), pZL = A2l21 (CP2.2 +v), 
(2.4) 

mI = Cllv.l, m 2 = C22v.2. 
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Równanie różniczkowe (1.14), określające niezależny obrót o wektorze prosto­
padłym do płaszczyzny ośrodka płaskiego, upraszcza się 

(2.5) Cl1v.l1 +C22v. 22 - (AI212+A2121) V = A2121 CP2.2 - Al212 CPI.I • 

Z równań równowagi (2.3) wynikają następujące wzory: 

(2.6) 
pl1.1 = - p21.2 - fI = - A2121 (CP2.22 + V.2) - fI, 
p22.2 = - p12.1 - f2 = - Al212 (CPI.11 - V.I) - f2; 

stąd dla fI = f2 = O otrzymamy 

(2.7) 
pl1 = - A2121 [CP2. 22 xl + J V.2dxl + Pl (x2)], 

p22 = - Al212 [CPI.11 x2 - J v.I dx2 + P2 (xl)]. 

Zagadnienie jednorodnej siatki prostokątnej sprowadza się więc do zagadnienia 
HelmhoItza z odpowiednimi warunkami brzegowymi przemieszczeniowymi i na­
prężeniowymi. 

3. Niektóre rozwiązania dla siatki prostokątnej 

W poniższych rozważaniach ograniczymy się do poszukiwania rozwiązań równa­
nia rÓŻDiczkowego (2.5) w postaci iloczynu dwu funkcji jednej zmiennej, a następ­

a 

Rys. 1 

(3.1) 

gdzie 

(3.2) 

Stąd 

nie do zbadania, jakiego typu warunki 
. brzegowe możemy spełnić za pomocą tej 
klasy rozwiązań. Zakładamy, że w siatce 
pojawiły się przemieszczenia w = const 
oraZ dowolne przemieszczenia w2 = cP (xl) 
w kierunku x2. Przyjmujemy, że funkcja 
cP (xl) jest rozwijalna w szereg Fouriera. 
Ze względów rachunkowych zmieniamy 
zmienne oraz przesuwamy układ współ-
rzędnych zgodnie z rys. 1 i 2. Równanie 
różniczkowe (2.5) przyjmuje teraz postać 

a = V CH l, b = V C22 h 
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oraz 

(3.3) 1.2 = A12l2+A2l2l > O, 
D~ 1 

a=-A12l2- = -A12l2 , /-<0. 
DX l y CH 

Poszukiwać będziemy rozwiązań W postaci szeregu 

(3.4) 
00 

v (~, 1]) = vm + }; Fn(~) Gn (1]). 
n=O 

........ ~...-----l-----------

I 
I 
I 

L--I----_+---=.,....-----,.~_-----______ J 
__ ---J 

-----
Rys. 2 

Ponieważ prawa strona równania różniczkowego (3.1) jest funkcją tylko zmien­
nej ~, to całkę szczególną szukamy w postaci v = v m, a więc jako całki szcZe­
gólnej równania różniczkowego 

(3.5) V. EE - A2v = aCP.E m. 
Funkcja przemieszczeń cP (~) niech będzie wyrażona za pomocą szeregu Fouriera 

(3.6) 
a 00 

cp(~) = w2(~) = 2
0 + }; (an cosPn~+bn sinpn~), 

n=1 

gdzie 

nn nnyOt 
pn = /" == a 

a współczynniki rozkładu otrzymuje się ze związków 

I z 

(3.7) an = + J cP (~) cos pn ~d~, 
-I 

1 J . bn = l cpm sinpn ~d~. 

Całka szczególna równania (3.5) ma postać 

E 

-I 

(3.8) vm = aJ cp(u)chA(u- ~)du+EchM+FshM. 
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Za pomocą (3.6) otrzymamy 

(3.9) 
_ ~ Pn ( . 
V W = a L.J 1.2+ 2 an smpn ~ - bn COsPn~)+E ch A~+Fsh A~. 

n=l Pn 

Całkę ogólną równania jednorodnego 

(3.10) 

00 

poszukujemy w klasie rozwiązań v (~, n) = }; Fn W Gn (n). 
n=l 

Po rozdzieleniu zmiennych na funkcje Fn (~) i Gn (n) ~otrzymujemy dwa równa-
nia różniczkowe zwyczajne: -

(3.11) Fn.UW - k;FnW = 0, Gn.'1'1(n) - r; G (n) = ° 
oraz wynikający Z (3.10) warunek 

(3.12) 

Rozwiązaniami tych równań są funkcje 

Fn W = An ch kn~ +Bn sh kn~, 
(3.13) 

Gn(n) = e n ch rnn + Dn sh rnn. 

W ogólnym przypadku pierwiastki k n i rn mogą być zespolone. Możemy więc 
napisać 

(3.14) 

Ze związku (3.12) otrzymujemy dwa następujące równania: 

(3.15) a2 + y2 _ R2 = fi = 1.2 n n tJn n • 

Z pierwszego Z nich wynika 

(3.16) lub 

Wprowadzając ten związek do drugiego równania otrzymamy 

_ ± ... / 1.2 - (a~ - P;) ± V A4 
- 2}.2 (a; - P;) + (a; + P;)2 

Yn - V 2 

(3.17) lub 

_ ± ... / 1.2 - (y; - b;) ± V A4 - 21.2 (y; - b;) + (y; + b;? 
an - V 2 

Do dalszych rozważań przyjmiemy rozwiązanie równania różniczkowego (3.1) 
w postaci 

(3.18) v(~,n) =vW+}; Knchkn~chrnn. 
n 
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Wzory (2.4) oraz (2.7) na składowe wektora naprężenia momentowego oraz na 
składowe tensora naprężenia mają postać 

m2 = V02 v .'1' 

pl2 = Al212 ( 1 cP ó _ v) p21 = A2121v, 
VCll' ' 

(3.19) 

pll = - A2121 [ V ~:: J v. ó d~ + Pl (1])] , 

p 22 = _ Al212 [V 0 2 
cP .. 1] - "li / 02Jv .d1] + P 2W]. 

CH. " V Cll .' 

Szczególne rozwiązanie znajdziemy dla następujących warunków brzegowych 

1] = - h, m2 = "0, (v.'1 = O); 

1] = h, m2 = 0 (v. '1 =0); 
Ił Ił 

~ = -I, Jml d1] = 0, (Jv. ó d1] = O); 
-Ił -Ił 

Ił Ił 

~=I, Jml d1] = 0, (Jv. ó d1]=O) 
-Ił -Ił 

oraz 
l l 

1] = - h, J p21 d~ = 0, (J vd~ = o) , 
-l -l 

p22 = 0, (V~I:2 cp.u1] - V~:: J v. ód1]+P2W = O), 
l l 

(3 .21) 1] = h, J p2ld~ = 0, CI vd~ = O); 

~ = - I, 

~ = I, 

-1 
Ił 

J pll d1] = ° 
-Ił 

Ił 

f pll d1] = ° 
-Ił 

Ił _ 

( f[ v~::f v.'1d~+Pl(1])]d1] = o); 
-Ił 

Ił _ 

(J[ v~::J V.'1d~+Pd1])]d1] = o). 
-Ił 

Z warunku (3.20)1.2 otrzymujemy: 

(3.22) sh Tnh = sh (yn - ibn) = 0, 

stąd 

nn 
(3.23) Yn = 0, bn = h' 
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a więc 

Ze wZorów (3.16) i (3.17) wynika 

(3.24) 
_ ± y}?+b; 

an - O ,{Jn = O, kn = an, 

. przy czym an = O wyklucza się, jako sprzeczne z warunkiem (3.12). 

Warunek (3.20)3,4 prowadzi do postaci 

(3.25) v"(I) = O, v,,( -l) = O, 

a stąd otrzymujemy 

(3.26) 

Natomiast warunek (3.21)4, s spełniony jest, gdy 

(3.27) \[fl ('Y) = o. 
Z warunku (3.21)z otrzymujemy 

.... / C22 [ 00 p; (A2 +p; + a VCU . 
(3.28) \[f2 m = - V Cll h }; A2+ 2 (an cos Pn ~+bn sm PII~) + 

.-, P. +AEChA'j. 

Całkowy warunek (3.21)1,3 wyznacza stałą Kn 

(3.29) 
a p;kn 

Kn = - A2 th Al (A2+p;) sh kn / ano 

Dla rozważanych powyż'!j warunków brzegowych (3.20) (3.21) rozwiązanie 

na funkcję niezależnego obrotu v przyjmuje postać 

00 

(3.30) 
pn 

A2+p; (an sinfn~ - bn COSPn~) + 
00 

+ E ch A~ + }; Kn ch an ~ cos 15 11 'Y), 

n=1 

gdzie kolejne stałe wyznacza się Ze związ*ów (3.23), (3.24), (3.26) i (3.29). 

SkładoWe wektora naprężenia momentowego oraZ tensora naprężenia oblicza­
my z (3.19) korzystając z funkcji niezależnego obrotu. 

W przypadku gdy rn = O (Yn = O, bn = O) Ze związku (3.12) i (3.14) wynika 

(3.31) kn = an = A, {Jn = O. 

W tym przypadku zagadnienie sprowadza się do rozwiązania równania różnicz­
kowego (3.5). 
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Zgodrue Z (3.9) rozwiązanie to przyjmuje postać 

(3.32) 

Stąd wyruka, że 

(3.33) m2 = V C22v,'1 == O. 

Przyjmujemy następujące warunki brzegowe: 

~ = - l, mi = O (V, e = O), pll = O (v~~: I V,'1d~+ \[fI('I]) = o); 

~ = I, m l = O (V,e = O), pll = O (~I V,'1d~+\[f1 ('I]) = O); 

'I] = - h, p22 = O (V~:2 fP,<e'l] - v~::I V,ed'l]+\[f2W = O); 
(3.34) l l 

( J vd~ = O); J p2ld~ = O 
-I -I 

'I] = h, p22 = O (VC2z " / C22I ) 
-----cufP,u'l]- V CH V,E d'l] + \[f2 W = 0 , 

1 

J p2ld~ = O 
-I 

1 

( J vd~ = O). 
-I 

Z warunków tych otrzymujemy 

a 00 (-l)n p; 
F= - AChA/l; A2+p2 an, E=O 

n=l n 
(3.35) 

oraz 

\[fl ('I]) = O, 

,,/C22 [00 p;(A2+p;+aVCH) . 
\[f2 W = - VCll h l; 2 V (an cos Pll ~+bn Smpn~) + 

n=l ().2 + Pn) Cll . 
. + AFsh A~]. 

(3.36) 

Dla podanych powyżej warunków brzegowych otrzymujemy ostatecznie rozwią­
zarue w postaci 

(3.37) 

gdzie F obliczamy Z (3.35). 

Składowe wektora m i tensora p otrzymujemy ze związków (3.19). 
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Przedstawione powyżej rozwiązanie może służyć do obliczania długich siatek 
ramowych poddanych np. osiadaniu. Rysunek 3 przedstawia model takiej siatki, 

Q 

Rys. 3 

która doznała przemieszczenia W kierunku pionowym (kierunek 'Y)). Na dłuższych 
bokach ('Y) = ±h) warunki brzegowe spełnione są ściśle, natomiast na bokach 
krótszych (~ = ±l) w sposób całkowy. Otrzymane rozwiązanie jest rozwiązaniem 
dokładnym dla obszaru środkowego siatki, oddalonego dostatecznie od brzegów 
~ = -I oraz ~ = l. 

4. Pnypadek szczególny. Zagadnienie jednowymiarowe 

Rozpatrujemy przypadek, gdy niezależny obrót jest funkcją tylko jednej zmien­
nej, np. xl, v = V (xl), a składoWe wektora przemieszczenia w, wl = const, w2 = 

= rp (xl). Zagadnienie sprowadza się do rozwiązania równania 

(4.1) V,l1 - k2v = arp, l , 

gdzie 

(4.2) 
A1212+A2121 12 12 C22 

k2 = = -/2 + -l2 Cn' cn 
(I) (2) 

Al212 12 
a= ---=-~ 

- C n /(1) 

wraz Z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Rozwiązanie przyjmujemy w po­
staci 

(4.3) 

gdzie v (xl) jest całką szczególną równania różniczkowego (4.1): 

(4.4) v (xl) = 2: [e
kxl J e-

kxl 
rp,t dxl - e-

kx1 J ekx1 
rp,l dxl ] = 

Xl 

= ; J rp(~) ch k(~ - xl) d~. 
o 

Dla kolejnych składowych stanu naprężenia otrzymujemy następujące wzory: 

mi = C llV,t, m2 = C22V,2 := O; 

(4.5) pl2 = AI212(rp,I- V), p21 = A2121V; 

pll = - A2121 P2 (x2), p22 = - Al212 [(rp, 11 - V,I) x2+ Pl (xl)l. 



OSiRODEK WŁOKNISTY JAKO MODEL CIĄGŁY SIATEK RAMOWYCH 193 

Podajemy rozwiązanie dla następujących warunków brzegowych: dla obrotu v 

Xl = - a, mI = ° (V. l = 0); 

xl = a, mI = ° (V. l = 0); 
(4.6) 

x2 = 0, m
2 

= ° (v. 2 = O); 
( 

x2 = b, m2 =0 (v. 2 = O) 

oraz dla składowych tensora naprężenia p 

Xl = - a, pll = O; 

(4.7) Xl = a, pll = O; 

X2 = O, p22 = o. 

Zakładamy przy tym, że w2 = rp (xl) jest funkcją parzystą. 

Z warunków brzegowych (4.6)1.2 wynika, że 

(4.8) 
v'(a) 

C = D = - kchka 

Ze względu na (4.8) rozwiązanie przyjmuje postać 

(4.9) 
2v' (a) Xl 

v (xl) = - k ch ka sh kxl + aJ rpW ch k(~ - xl) d;. 

Z warunku (4.7)1.2 otrzymujemy 

(4.10) 

a z (4.7)3 

(4.11) 

E = 0, a więc pll == 0, 

Pl (xl) = O. 

Stąd na podstawie (4.5)6 otrzymamy 

Xl 

(4.12) p22 = - Al212 [ rp,lI - 2kCchkxl +arp(xl ) - ak J rpW sh k(~ - xl) d~]. 

Spełniony jest tu również warunek całkowy dla naprężenia p12: 

a a 

(4.13) J pl2 dxl = O ( J V (xl) dXI = O), 
-a -a 

gdyż V (xl) = - V (-xl). 

Dla szczególnego prZYI>adku osiadania siatki ramowej 

(4.14) wl = 0, w2 = rp (xl) = A (a cos pxl ), 

Rozprawy Inżynierskie ~ 13 
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gdzie p = n/2a otrzymamy 

(4.15) 

i rozwiązanie ma postać 

(4.16) v (xl) = V (xl) = - A k2~ p2 sinpxl . 

Dla składowych stanu naprężenia zachodzą związki 

Cllap 
mI = Cllv 1 = - A cospxl m2 == 0, 

, k2+p2 ' 

(4.17) 
ap 

p21 = - AA2121 sinpxl 
k2+p2 ' 

pll == 0, [ 
p2 (a - k2 - p2) ] 

p22 = AAl212 cospx1 x2 
k2+p2 . 

a a a II 

l 
~ 

Xi 
~ 

<l 
8 

.... , .c 
1 Xi 

m 
e 

~ 
;:--
~ ~ .c S. .c 

, , - ) 

Xi 

x 2 

Rys. 4 Rys. 5 

~ t: x'1 
~ .c 

~ .c 
a1 

~ .c 

x2 

Rys. 6 Rys. 7 

Wykresy obrazujące rozkład obrotów oraz gęstość sił i momentów w powyższej 
siatce ramowej przedstawiono kolejno na rys. 4, 5, 6 i 7. Na rys. 4 zaznaczono 
ponadto rozkład osiadań. 
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Pe310Me 

BOJIOKlillCTMI CPEAA B KA\łECTBE CI1JIOillHOM: MOAEJIlł PAMHbIX CETOK 

PaCCMaTpJłBaeTClI BOJIOKHHCTall Cpe,lIa B Ka'leCTBe MOp;eJIH rycThlx paMHhIX ceTOK. I1pHHl!MaeTClI, 
'1TO OAHopop;Hall ceTKa COCTOHT H3 p;ayx ceMe.iłcTB KpHBhIX . B Ka'leCTBe '1aCTHhlX CJIy'laeB npep;­
nOJIaraeTClI opTOrOHaJIhHall ceTKa H npllMoyrOJlhHall ceTKa. Bonpoc paCCMaTpHBaeTClI ,ZIM Hec­
lKHMaeMhIX ceTOK, KOTophle KpOMe nepeMellleHHit, nop;BepralOTClI He3aBHCHMhIM 060pOTaM. 

I1pH HCnOJIh30BaHHH 061lle npHMeHlIeMhIX, npep;nOJlOlKeHH.ił O HeClKHMaeMOCTH CTeplKHe.ił, 

,lJ;H1P<!>epeHl.\HaJlhHhIX ypaBHeHJIil: P;JIII COCTaBJIl!IOll\HX BeKTopa norry'laeTClI CHCTeMa HeconplllKeH­
HhIX nepeMell\eHlł.ił H Ha IPYHKTIHIO He3aBHCHMOrO BpallleHHll, BeKTOp KOToporo nepneH.$fKy­
JIlIpeH nnOCKOCTH CTeHlCH. PeIIIeHHe paMHhlX ceTOK CBO,IJ;HTClI K 3ap;a'le reJlhMTOJlhQa c COOTBeT­
CTBylOlllHMH KpaeBhIMH ycnOBHlIMH. 

PaCCMaypHBalOTClI peIIIeHHII, B KOTOphlX He3aBHcHMhl.ił 060POT BhlpalKaeTclI c nOMOlllh1O IIpOH3-
Be.n:eHHll IPyHl<QHH nepBoll: H BTOPO.ił nepeMeHHo.ił . I1PH 3TOM npHHHMaeTClI, '1TO ceTKa IIO,[IBepr­
naCh, B O,IJ;HOM HanpaBJleHHH, nepeMell\eHHIO (Hanp . ocep;aHHlO), BhipalKeHHhlM PllP;OM <l>yphe. 

AeTaJlhHO paCCMaTpHBaeTCII peIIIeHHe P;JIlI npllMoyroJlhHo.ił CeTKH B cny'lae, Korp;a He3aBHCHMOe 
BpallleHHe lIBJIlIeTClI IPYHKIDłe.ił TOJIhKO OP;HO.ił oepeMeHHoH. 

Summary 

THE FffiROUS MEDIUM AS A CONTINUOUS REPRESENTATION OF FRAME 
LATTICES 

Tbe pIane case is com;idered. It is assumed tbat a bomogeneous lattice is composed of two fa­
milies of curves. Tbe particular cases under consideration are tbose of ortbogonal and rectangu­
lar lattice. Tbe problem is considered for incompressible lattices which undergo rotation in addi­
tion to translation. 

Owiog to the usual assumption of incompressibility of bars, tbe differential equations are disjoin­
ed for the coordinates of tbe vectors and the rotation function of which the vector is normai 
to the pIane of the network. The solution is reduced to that of the HeLmholtz problem with appro­
priate boundary conditions. 

The solutions under cODsideration are those in which the rotation is expressed as a product of 
functioDs of each of the two variabIes. For this, it is assumed that the network has undergone, in 
one direction, a translation (subsidence, for instance) expressed by a Fourier series. 

The solution of a rectangular network is considered in detail in the case in which the rotation 
is a function of a single variable. 
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