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1. Zalozenia

Rozwazony w niniejszej pracy model procesu filtrowania ptynéw dotyczy analizy
przegrody porowatej oraz iloéci i rozkladu wymiaréw czastek w plynie przed i za
przegroda. Zakladamy, Ze czastki zawieszone w plynie sa twarde i posiadaja ksztalty
kuliste. Promienie czastek oznaczaé bedziemy przez x, a rozktad prawdopodobien-
stwa ich wymiaréw dla danego czasu ¢ opiszemy funkcjami gestosci g (x,7) i A (x, t)
odpowiednio dla ptynu przed i po przejSciu przez przegrod¢ porowaty. Zaktadamy,
ze pory przegrody sa kapilarami w ksztalcie cylindréw o jednakowej diugosci.
Promienie poréw oznacza¢ bedziemy przez y, a rozklad prawdopodobienstwa wy-
miarow poréw czynnych opiszemy funkcja gestosci f(y, t). Jako zasadnicze zato-
zenie rozpatrywanego modelu procesu filtrowania przyjmujemy, Ze czastka tra-
fiajaca por zatyka go catkowicie, gdy promienn x jest wigkszy od promienia y.
Przyjmujemy, Ze koncentracja objetosciowa czastek w plynie jest tak mata, Ze po-
mijalny jest jej wplyw na lepkos¢ ptynu.

2. Analiza przegrody porowatej

Nizej wyprowadzimy podstawowa zalezno$¢ procesu filtrowania ptynu dla
przyjetego modelu. Rozwazymy przegrode filtrujaca o ilo$ci poréw réwnej n. Niech
promienie poréw yi, v, ..., ¥, beda okre$long realizacja uktadu zmiennych loso-
wych Y,, Y,, ..., Y,. Funkcje gestosci f(y,t) dla poczatku rozwazanego procesu
mozna zatem wyrazi¢ jako nastgpujaca granicg:

@.1) 17,0 b \%P{ Y, < y+4y}
3 0= lim =1 ) F Y .
y vl B 2 y <Y, <y+dy

Funkcje f(», 0) = f, (») przedstawimy w postaci sumy dwu gestosci defektyw-
nych:

(22) fo(}’) =f:4(y’t)+f8(y’ 1),
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gdzie
fa(st) : li 1 éP{A [y, y+4y)}
p)EE—= i ’ ’
P62 ¥, By L [y, y+4y
@.3) : G
f)=— lim —ZPB . y4-dp)l,
S t) n s, A L {B: [y, y+4y)}

natomiast symbole A; [y, y+4y) i B; [y, y+4y) oznaczaja zdarzenia polegajace
na tym, ze wymiar i-tego pora y; nalezy do przedziatu [y, y+4y) i ze po uplywie
czasu t od poczatku procesu filtrowania por ten jest odpowiednio czynny i zatkany.

Dokonany w taki sposdb podzial funkcji gestosci f, (y) odpowiada podziatowi
rozkladu prawdopodobienstwa na cze$é dotyczaca poréw otwartych i czesé dotycza-
ca porow zatkanych. Mozna wykaza¢, ze funkcja gestosci prawdopodobienistwa
dla poréw czynnych ma postaé ()

24 f )= 5[/, 1]

Jezeli symbolem A (y, t) oznaczymy proces stochastyczny, wyrazajacy intensywnosé
doplywu do pora o promieniu y -— czastek o promieniach x>y, to spelniona bedzie
zaleznos$é

@5) L1 ) =fo D E {exp =4 1)1},
gdzie
26) A@.0= [ A7) dr.

W celu wykazania prawdziwos$ci tej zalezno$ci wezmy pod uwage dowolng
realizacje {; procesu A(y,t). Poniewaz zgodnie z przyjetym zalozeniem kazda
czastka o przekroju wigkszym od przekroju pora powoduje jego zatkanie, to mozemy
napisaé

— A A
(27) A(y, L3 Ci) = lim 1 P {Cy (t; t+ 7]| C}

410 At ;

gdzie C, (¢, t,] oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze por o promieniu y nie ulega
zatkaniu w przedziale czasu (¢4, t,].

W przyjetych warunkach filtrowania koncentracja objetosciowa czastek w cieczy
jest tak mata, ze C, (0, t] i C, (¢, t+4¢] moga byé rozpatrywane jako zdarzenia nie-
zalezne. Zatem

(2.8) P{Cy (0, t4+41)) (i} =P {C, (0, 1]| &;} P {C, (¢, t+-41]| (i} .

(1) Wprowadzona w tej pracy celem uproszczenia zapisu funkcja = jest okreslona nastgpujaca
formuta:

f(a, B)
Ssilbfila B =t

[ f(a, ) da
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Z (2.7) i (2.8) otrzymujemy réwnanie

0
@9) G PG OG0 D PG, 0,118} =0

przy warunku poczqtkowym PAC; (0,t]j &} ="149dla" ¥'= 0;-'stad

(2.10) P{C, (0, 1)l &} =exp [~ fr (.73 ) dr].
0
Dla nieznanej realizacji procesu A(y,?) mamy zatem
(2.11) P{C,(0, 1]} =E {exp [— frl(y, 1) dr]}.
0
Z oczywistej zaleznoci
@12  lim P {A; [y, y+4y)} — P{(C,(0.1]} lim P{y <Yi<y+dy}
dy>0y Ay dy>0, 4y

oraz z (2.1), (2.3) i (2.11) wynika (2.5).

3. Rozklad czastek w plynie

Udowodniony powyzej wzor (2.5) umozliwia wyprowadzenie zasadniczego
wzoru wyrazajacego rozktad czastek w plynie po przejsciu przez przegrodg porowata.
Dokonamy podziatu funkcji g (x,7) na dwie gestosci defektywne

(3.1 g(x,t) =g, (x,t)+gz(x,1),

tak, aby g, (x, ) odpowiadata czastkom przepuszczonym przez przegrod¢ porowata,
a g (x, t) odpowiadata czastkom zatrzymanym w przegrodzie porowatej. Traktujac
wymiary wpadajacych kolejno do przegrody porowatej czastek jako zdarzenia
niezalezne, mozemy powyzsze funkcje zdefiniowaé nastgpujaco:

P{x <X(t) < x+4x}

(1) =A,}in:+ Ax ’
(32 g4(x, )= lim fel i Bk ARY
) TS vy Ax j
gp(x, 1) = lim PR L XMX)}.
; Ax>0 4x

Symbolem 4, [x, x-+4x) oznaczono tutaj zdarzenie polegajace na tym, ze warto$¢
zmiennej losowej X (¢), czyli wymiar czastki wpadajacej w chwili ¢+ do przegrody
porowatej, miesci si¢ w przedziale [x, x+4x) i ze czastka ta przechodzi przez
przegrod¢; symbolem B, [x, x-+4x) — zdarzenie, Zze czastka ta spelnia ten sam
warunek odno$nie do jej wymiaru, ale zostaje zatrzymana w porach przegrody.

Rozprawy Inzynierskie — 2



18 STANISLAW BOROWIK I BRUNON REDMER

Poniewaz
P {B, [x, x1+4x) _ P{x <X(t)<x+4x
(33)  lim &, ) = K(x,¢) lim { ) :
Ax>0 Ax x>0 Ax

gdzie K (x,t) oznacza prawdopodobienistwo zatrzymania czastki o promieniu x
w przegrodzie porowatej, przeto

84 (x’ t)=g(x’ t) [1_K(x, t)]9
gB(x9t)=g(xat)K(x’t)'

Funkcja gestosci rozkltadu prawdopodobienstwa dla czastek w ptynie po przejsciu
przez przegrodg ma zatem postac

(3.5) h(x,t)=Z, {g (x, ) [1—K (x, t)]} s

Wzér (3.5) wyrazajacy zwigzek migdzy elementami uktadu ztozonego z przegrody

porowatej oraz czastek w ptynie przed i za ta przegroda umozliwia analize dynamiki
procesu filtrowania.

(3.4)

4. Rozklad hydrodynamiczny poréw

Rozpatrzymy wystepujaca we wzorze (3.5) funkcje K (x, t). Mozna wykazaé [1],
ze w przypadku laminarnego przeptywu cieczy przez przegrod¢ porowata, w ktorym
natezenie przeptywu jest proporcjonalne do kwadratu przekroju pora,

@.1) K(x,0)= [ k(p,1)dy,
gdzie :
42) k() =35,*f(, )]

Funkcja k (y, t) spelnia warunki gestosci prawdopodobienstwa, a funkcja K (y, ¢)
jest jej dystrybuantg. Obie te funkcje charakteryzuja wiasnosci hydrodynamiczne
przegrody filtrujacej, okreSlajac rozdzial natezenia przeptywu plynu w zaleznosci
od wielko$ci porow. Bedziemy je nazywac odpowiednio ggstoscia hydrodynamiczna
i dystrybuanta hydrodynamiczna przegrody porowatej. Funkcja K (x,?) ma duze
znaczenie praktyczne w technice filtrowania ze wzgledu na to, ze jest ona réwno-
wazna charakterystyce odfiltrowania [1]. Dalej rozpatrzymy gestos$¢ k (v, t), ktora
opisuje dynamik¢ zmian wilasnosci filtrujacych przegrody porowatej. W tym celu
rozwazymy przebieg k (y,t) dla dwu przypadkow szczegdlnych procesu A (y, ?).

5. Wyznaczenie gestosci hydrodynamicznej dla deterministycznych parametré6w procesu filtrowania

Przyjmiemy, Ze spadek ci$nienia na przegrodzie filtrujacej p (¢), koncentracja
czastek w plynie z(7), gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa wielkosci czastek
przed filtrowaniem g (x, ), lepkos¢ cieczy # (#) beda przebiegami deterministycz-

nymi i dla takiego zaloZenia wyznaczymy gestos¢ hydrodynamiczna przegrody
k(y, ).
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W zakresie spadku ci$nienia na przegrodzie porowatej, w ktérym przepltyw
przez por jest laminarny, mozemy napisa¢

WAU)
(.1 q(y,t)=ay @)’

gdzie q (y, t) oznacza natezenie przeplywu cieczy przez por o promieniu y a a stala.
Dla warunkéw poczatkowych

(5.2) GO Dk—0=8 (), [PDh-o=pPos [1BO]-o=10
otrzymujemy

Po
(5.3) 90 (¥) = ay —

Dla pora o nieznanym wymiarze y warto$¢ oczekiwana g, (y) ma postaé

p
(5.4) E {go} = a— Ko,
Ho
gdzie
(5.5) Ko= [ y*fo () dy.
0

Ze wzgledu na to, ze ilo§¢ poréw przegrody filtrujacej jest bardzo duza, mozemy
przyjaé, ze catkowite natgzenie przeptywu przez przegrode Q, dla ¢ = 0 wyniesie

(5.6) Qo =nk {40}-

Zatem

.7) e Qoo
npo Ko

i stad

Qoy* p(t) 1o
nKo po n(@)’

Koncentracja iloSciowa czastek o wymiarze x > y jest réwna

z()[1-G (» 0],

(5.8) q, )=

gdzie
y

(5.9) GO0 = [ glx 1)dx.

0

Intensywno$¢ doptywu czastek o promieniach x wigkszych od promienia poru y
ma zatem postaé

Qo¥*no p()z(2)
npo Ko n(t)

(5.10) A, )= [1—=G @, nl.
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Ze wzgledu na deterministyczny charakter przebiegu A (y, #) mamy

(5.11) E {exp [—4 (y, )]} = exp [=4 (3, 1)].

Zatem
T

Qo ¥* 1o fp ®z(0)
npy Ko > n ()

G1D). k=5, (k0 » exp{— [1—-G (y, 7)] dr}).

6. Wyznaczenie gestosci hydrodynamicznej dla stochastycznego przebiegu cisnienia filtracji

Rozpatrzymy postaé k (y,t) dla przypadku, w ktérym z(t) = zo, g(x,t) =
= go (x), 7 (t) = no, a przebieg spadku ci$nienia cieczy na przegrodzie porowatej
p (¢) jest procesem stochastycznym P (1).

Przy tych zalozeniach otrzymamy

©.1) k(1) = E, (ko O) E {exp [~a (») S O]}).
gdzie
QO 4 y t
62 a@)= nKyO [1-Go], G = [gWdx, S = [P@adr.

Niech f; (s, t), m(¢) i g (t) oznaczaja odpowiednio funkcje¢ gestosci prawdopo-
dobienistwa, warto$¢ $rednia i k-ty moment centralny catki stochastycznej S (z)
oraz & (t), C (¢, t,) — warto$¢ érednig i autokowariancje procesu P (¢). Przy tych
oznaczeniach znajdziemy

©3) E{exp [—a() SO} = [ fi(s, ) exp [—a () s] ds.

Zastepujac w tym wyrazeniu funkcje exp [—a (y) s] jej rozwinigciem w szereg
Taylora wzgledem zmiennej s w otoczeniu punktu m (f) otrzymujemy

69 Elewl-amsoh= N5 e l-am)m@) [ t-mors

o0 (1t
FACOY {1+ Ni-amr- 4 )}exp [—a () m ()]
k=1

i stad (moment u, jest rowny zeru)

69 kG0=5(k{i+ Y i-ao)” = fexp 1-a0) m (0).

Gdy

5 (1 - k(2
(6.6) PR oy s 2( ) > Z [—a (- k(! ) ;
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mozemy (6.5) zastapi¢ prostszym wyrazeniem

la (M]? ux(2)
60 k00=5 kot T apym )
Warto$¢ $rednia i wariancja calki stochastycznej S'(z) sa réwne [2]
©8) m=[¢@d,  w@)= [ [C.t)dnds,
0 0o 0

a gdy proces P (t) jest stacjonarny, to

t

G
(6.9) m) =&, uz(t)=2tf(l——t)C(t)d‘r.

0

7. Zakonczenie

Przedstawiona praca zawiera teori¢ filtrowania plyndw, oparta na prostym
modelu stochastycznym. Pomimo prostoty przyjetego modelu, uzyskane rezultaty
mozna wykorzysta¢ dla wielu zastosowan. Przeprowadzono badania laboratoryjne
procesu filtrowania cieczy za pomoca przegrody porowatej wykonanej ze spiekdw
metalowych oraz dla sit filtracyjnych i wyliczono dla warunkéw eksperymentu
przebieg zmian ggsto$ci hydrodynamicznej na podstawie wzoru (5.12) przy zastoso-
waniu iteracyjnej maszyny analogowej. Uzyskano zgodno$¢ z niedoktadnoscia 59%. -

Przedstawiona teoria umozliwia wigc analityczne rozpatrywanie zagadnien
zwigzanych z filtrowaniem plynéw. Opierajac si¢ na wyprowadzonych wzorach
mozliwe jest rozwigzanie bardziej skomplikowanych uktadéw filtrowania, np.
uktadéw zamknietych i wieloobwodowych.
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Pe3ome

O HEKOTOPOM CTOXACTUYECKOW MOJIEJU
MPOUECCA ®UJIBTPOBAHUSA XUIKOCTEN

B pabore, npezcraBieHa TEOPHsS CTOXaCTHYECKOM MOJIeNH Ipouecca GpUaIbTPOBAHUS KUIKOCTEi,
C IOMOIIBIO MOPHCTONW NEeperoponku. BBIBOASTCS OCHOBHBIE 3aBHCHMOCTH, BBIPAXKAIOIIUE KOJIH-
YECTBO ¥ DACHpPEEICHHEe BEPOSTHOCTEH pa3MepoB YAacTHIl B KMAKOCTH IOCie (HILTPOBaHHS,
a Take U3MEeHeHHe (QUIbTPALMOHHBIX CBOMCTB MOPHUCTOI meperopoakud. He cMoTps Ha TO, 4TO
NPHHATAA MOJIENb SBIIAETCS YNPOILNECHHEM MAEHCTBHTEILHOTO IPOLECCa SIBIICHHM, ITOJTyueHHbBIE
Pe3ybTaThl HAXOHAT 3KCHEPHMEHTAIILHOE IO TBEPKACHHE.
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Summary

ON A CERTAIN STOCHASTIC MODEL
OF THE FILTERING PROCESS OF FLUIDS

In the paper a theory of stochastic model of the fluid filtering process by means of a parous
barrier is presented. Basic relations expressing the quantity and probability distribution of the
particle dimensions in the fluid after the filtering and change of filtering properties of the
porous barrier were derived. In spite of the fact that the assumed model is a simplification of
the real process, the obtained results were confirmed by experiment.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
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