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1. Wstep

Przedmiotem niniejszej pracy jest zastosowanie metody réznic skonczonych do
przyblizonego rozwiazania zagadnien poczatkowo-brzegowych i brzegowych termo-
sprezystosci. Zagadnienia te wiaza si¢ z okresleniem pol termicznych i przemieszcze-
niowych, a dalej — z okre$leniem pdl naprezen wystepujacych w osrodku ciagltym.

Przedstawione tutaj rozwiazania odnosza si¢ do zagadnien liniowych w sensie
geometrycznym i fizycznym, sam za$ osrodek uwaza si¢ jako izotropowy i jednorodny.
Uklad réwnan podany jest we wspdtrzednych prostokatnych. Dla tych zalozen
poprawnymi pozostaja rownania, ktore tutaj przytacza si¢ zgodnie z oznaczeniami
stosowanymi w monografii W. NOWACKIEGO [6]. Przez wprowadzenie do tego uktadu
rownan reprezentacji macierzowej nadajemy im bardzo zwarta postac, ktéra pozwala
wykorzysta¢ (po zastosowaniu operatorow réznicowych) blokowy zapis macierzowy.
Taki uktad liniowych réwnan algebraicznych w metodzie réznic skoriczonych bywa
najwygodniejszy dla obliczen numerycznych. Na podstawie pracy W. E. SZAMANSKIE-
GO [10] uogdlniono podane tam rozwigzanie na przypadek spotykanych w rozwaza-
nych zagadnieniach réwnan parabolicznych, eliptycznych i hiperbolicznych dla
czterech zmiennych.

Przedstawiona w pracy problematyka jest wazna przy rozwiazywaniu problemow
termosprezystosci, odnoszacych si¢ do o$rodkéw o takiej konfiguracji przestrzennej
lub dla zadan o takich warunkach brzegowych, dla ktérych zawodza tradycyjne
metody obliczen analitycznych.

2. Okreslenia wstepne

Zanim przystapimy do rozwiazania zadania, podamy kilka oznaczen, ktére dalej
wykorzystamy. :
Wystepujaca zmienna ¢ (czas) naleze¢ bedzie do zbioru

.1 (=it < B T o},

Zbioér ten w przypadku lewostronnego domknigcia oznacza¢ bedziemy symbolem 57,
gdzie 7 = T U {to}.
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Jezeli uzywa¢ bedziemy zmiennej czasowej dyskretnej f, = to+h, p,, gdzie
r=p,=1,.,N, = (T — to)lh,, a h, jest podziatka metody roznicowej, to zbidr
dyskretny zawierajacy punkty #, okre$limy symbolem

2.2 Ta=ft: =t thp. p =02 N

W przypadku wlaczenia elementu ¢, zbidr taki oznaczymy symbolem f?,,.

Otwarty podzbidr przestrzeni kartezjanskiej C;, zawierajacy zbior punktow
osrodka ciaglego

(23) x=(x1,x2, X3)=(X, Vs Z)’

umowimy sie oznaczac symbolem “)). Bedzie to zgodnie z przyjetymi wyzej zatozenia-
mi zbidr zawierajagcy zmienne przestrzenne rozpatrywanego o$rodka. Powierzchnig
brzegowa tego zbioru oznaczaé bedziemy symbolem §. Zachodzi oczywista réwnosé
Y= Py G, gdzie Y oznacza zbidr domknigty.

Oprécz zbioréw “V i 7 wprowadzimy jeszcze podzbidr czterowymiarowej prze-
strzeni ‘C, (czasoprzestrzeni), ktéry przedstawia¢ bedzie iloczyn kartezjariski
zbioréw “V i 7; podzbidr ten oznaczymy symbolem

2.4) B = Vx 7£{<x, ty:xe VAteT}.

W (2.4) symbol ¢ > oznacza par¢ uporzadkowanga. W przypadku domknigcia
zbioru B, uzywaé bedziemy symbolu )3, gdzie )3 = “VVx Y.
Ograniczajac obszar “) prostopadto$cianem

(2.5) P=1x1 asx<h, I=113],

a nastgpnie dzielac przedzialy [a;, b;] na n; dowolnych czgsci punktami x;,, x;,, ...,
Xip_ 1> gdzie

(2-6) al=xio<xil< see <xl"i_1 <x|'"‘ =bi7

i oznaczajac przez h; dtugo$¢ przedziatéw [x;,, ., x;,], ki = 1, ..., n;, przeprowadzi-
my przez te punkty podziatu plaszczyzny rownolegte do podstaw prostopadtoécianu.
Plaszczyzny te okre$lone sa réwnaniami

(2.7) xim = xio+h; pi’ i= 1, 2, 3, pi — 0, 1, veey np‘_l, n‘,'

i przecinaja si¢ wzdhuiz krawedzi, ktére wyznaczaja siatkg prostokatna. Siatka taka
wyznacza wezly, ktdre dzieli¢ bedziemy na wewngtrzne i brzegowe [3]. Zbior weziéw
wewnetrznych (brzegowych) umdéwimy si¢ oznaczaé symbolem “V, (G,). Zbidér
wezléw wewnetrznych i brzegowych oznaczymy natomiast symbolem “)J,. Analogicz-
nie do (2.4) iloczyn kartezjafiski punktéw nalezacych do zbioréw dyskretnych
Vi T, oznaczymy przez 13, a jego domknigcie przez “13,. Wezly maja wsp6irzedne,
ktére oznaczaé bedziemy przez X,, gdzie X, = (X,, ¥y, Zp,)-
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3. Sprzezone dynamiczne uklady rownan termosprezystosci

3.1. OkreSlenie zadania. Nalezy wyznaczy¢ uktad funkcji w;, i=1,2,3 lub
inaczej funkcje wektorowa wu = (uy, u,, u;) oraz funkcje @, ktére zalezne sa od
zmiennych x, ¢ i ktére spelniaja w obszarze walcowym ¥ = “Vx T sprzezony dyna-
miczny uktad réwnan termosprezystosci

wy A+ ) vy i+ X, = 90 ;-+piy

3.1 e

0,”.—7@—77{4“= jesli  <(x,t> eV, a n#0

St

k ’
oraz warunki brzegowe na powierzchni ¢
[Loy [ O] =0 (X ) =0, (), jesli te7,

(3.2) u
[Lon [0 (X D]uee = O (X0 )= 6, (), jesli 1T

i poczatkowe dla 7 = ¢,
(33 u(x, )= (x), u(xt)=u(x), O(x1)=06°(x)),
gdy xe Y

Wielkosci u, 4, v, p, k, n sa stale; X;, O sa to znane funkcje zadanej klasy.
Wystepujaca w (3.2); macierz operatoréw L,, mie¢ bedzie w ogélnym przypadku
jednakowa budowe tylko dla zmiennych x, nalezacych do obszaréw G; brzegu G.
Podobszary (, speniaja relacje §; = G oraz | ) §; = G. Podobna uwaga odnosi si¢

i do operatora L, . Symbolicznie zaznaczono to umieszczajac obok dolnych
wskaznikéw indeksy x. Tak okre§lone operatory przedstawiaja tez wszystkie moz-
liwe typy zagadnien brzegowych. Bedziemy przyjmowac dalej, iz operatory te sa
liniowe. Zaklada¢ bedziemy réwniez, ze sformutowane powyzej zagadnienie, po-
dobnie jak i dalej okreSlone zadania, maja rozwiazania i to jedyne [l i 4].
Przystapimy obecnie do wykazania, Ze spelniony jest podstawowy
LeMAT 1. Jezeli do ukiadu réwnan (3.1) wprowadzimy nastepujqce macierze:

uy =2
u, s
Y = > f = _X3 )
e 72
(.4) A b p
3 u lev kAch2u : 7 }
DZ3 = diag g DYZ = diag e - DJ? = diag ataul’
b ol il

Dll= d12=d21=}'+,u D10= d13=d31=},+‘u
90 | pozostale d;;=0|’ 10\ pozostale d;;=0|’
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DOt — [dy3 = ds; = A+ Do — diy=—y |
19| pozostale d;;=0|’ 90 | pozostale d;;=0|’
DO! — dyo=—y | DO° — : dyy=—y |
90 | pozostale d;;=0|’ 19" | pozostale di;=0|’
(34 Do — ) dyy =1 ] DO — [ dyz =1 ]
fed.] ot = | pozostale d;;=0|’ % Lpozostale d;=0]|’
"y ot
D% = 43 =1 D0 — T )
z d,; =0}’ & f
| possage. o, =l | pozostale d;; = OJ
Dg3 = —pE
oraz dla pozostalych wartosci a, f3, y, o
D% =0,

gdzie wystepujqce powyzej macierze D;}g, sq kwadratowymi macierzami o wymia-
rach 4 x4, a symbol 0 oznacza macierz zerowq, to wtedy uklad tych réwnan ma
reprezentacje macierzowq ksztaltu nastepujgcego:
2
(3.5 D oDl Vs B =1(%,1).
i+jtkti=1

Symbolem Vv,k: oznaczono pochodng czastkowa funkcji wektorowej v,
ktéra napisana wyrazniej ma posta¢ o' T/t T iylaxt 9yt oz* ot

Dowdd. Uktad réwnan (3.1) mozna doprowadzi¢ do postaci

(36) Ly vn = —fm s

gdzie wystgpujace operatory L,, zestawione sa w pracy [6]. W réwnaniu (3.6)
przyjetoiv, =y, dla 1 <n <3 orazf, =X, dlal <m<3i v, =06, f, =0Jk.
Operatory L,,,, ktére sa liniowe i zawieraja pochodne pierwszego i drugiego rzedu,
fatwo przedstawi¢ w postaci sumy iloczynéw wspdtezynnikéw i pochodnych czastko-
wych,

2

(3.7) Lmn ( ) = Z d":'.l;lkl ( )xiyjzktl *
i+jtkti=1
Wprowadzimy teraz do (3.7) macierze
(33 B [ai

w ktérych m (n) oznacza kolejny wiersz (kolumng) macierzy Dj}J, natomiast liczby
i, J, k, | moga przyjmowaé wartosci 0, 1, 2 lecz takie, aby spelnione byly warunki
i+j+k-+1 =1 lub 2. Podstawiajac (3.7) do (3.6), a nastgpnie uwzgledniajac w tak
otrzymanej formie pierwsza i druga zalezno$¢ z uktadu (3.4) oraz réwnanie (3.8),
otrzymamy w korcu (3.5).

Whniosek 1. Poniewaz podane warunki brzegowe i poczatkowe okre$lone sg
réwniez liniowymi operatorami, przeto, podobnie jak to uczyniono poprzednio,

mozemy wprowadzi¢ macierze dii, d}J, zalezne kolejno od budowy operatoréw



NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ROWNAN TERMOSPREZYSTOSCI 27

warunkéw brzegowych (3.2) i poczatkowych (3.3). Operator warunkéw poczatko-
wych jest okreslony przez (3.3),, mozemy wigc napisaé

1-0700
; 100
(3.8") 4 = 1 ol
- 0
a dla pozostalych a, g, 7, 0
&5 =0.
Wprowadzajac macierze
u, (1) e u? (x)
(9) Lo=[ab) weo-["].

gdzie w (3.9) symbolem u oznaczono teraz kolumnowe ustawienie funkcji u,, u,, us,
mozemy rowniez warunki brzegowe i poczatkowe napisa¢ w sposob analogiczny do
(3.5), tj. w postaci

1
dllc{ Vaiyizhel (xg’ t) = fa (t) ’
i+ tkt1=Pp
(3.10) : 3
Z dlld Vaciyizkyl (X, IO) =F f?(x) .
i+jtk+i=1

Warunki poczatkowe okreslone pierwszym i trzecim réwnaniem (3.3) wyznaczaja
wartosci odpowiednich funkcji w chwili 7,; pozostaje zatem okreSlenie tych funkcji
tylko dla ¢ # #,. Nalezy o tym pamieta¢ przy budowaniu réwnan algebraicznych
metody réznic skornczonych.

Granice sumowania we wzorze (3.10), zalezne sa od rzedu operatoréw L., L,;
symbolicznie zaznaczono to umieszczajac przy indeksach sumacyjnych wskaznik L.

Przedstawiony powyzej sposéb sprowadzenia zagadnienia do postaci (3.5) i
(3.10) nie jest jedyny. Mozna wydzieli¢ pochodne wzgledem czasu, sprowadzajac
zadanie do innej postaci, ktéra otrzymamy z (3.5) przeprowadzajac w nieco inny
sposob sumowanie, mianowicie

2 2
G Y DY Ve (x, 1)+DSS v,,+[ Y DY v (x, t)]t= k.

itjitk=1 i+j+k=0

4. Sprzezone réwnania termosprezystosci dla zagadnienia quasi-statycznego

Sformulowanie zadania. Nalezy wyznaczy¢ funkcje u (X, ¢) oraz O (x,t), ktdre
czynia zado$¢ sprzezonym réwnaniom (7 % 0) quasi-statycznego zadania termospre-
zystoSci w obszarze walcowym ¢V x 7, postaci nastgpujacej:

g g+ A+ ) uy i+ X = 90 4,
4.1 1

. . [0)
9,11‘7 o o7 F St jesh . =20

oraz warunkom brzegowym (3.2) i warunkom poczatkowym (3.3), ;. Reprezentacjg
macierzowa tego zadamnia otrzymujemy z wniosku drugiego.
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Whniosek 2. W przypadku, gdy problem poczatkowo-brzegowy wystepuje
dla sprzezonych réwnan, lecz dla zagadnienia quasi-statycznego termosprezystoscei,
wtedy rownanie macierzowe otrzymujemy przyjmujac formalnie p = 0. Réwnania
(3.5) lub (3.11) pozostaja poprawne, jednak nalezy pamigta¢ o tym, ze macierz D33
jest macierza zerowa, czyli ze

4.2) DY =0.

5. Dynamiczne rownania termosprezystosci

W przypadku gdy nie uwzglgdniamy sprz¢zenia pola przemieszczen i pola tem-
peratur (y = 0), to zadanie okreSla si¢ jak ponizej.

Okreslenie zadania. Nalezy wyznaczy¢ funkcje u (x, ¢) i © (x, t) czyniaca zadosé
w obszarze Vx 7 nastgpujacym réwnaniom dynamicznej niesprzezonej termospre-
Zystosci:

¥ % 0
(5.1 .““l,jﬂr(/l’f“ﬂ) X, =00atkplly . Of 7m0 s i

k k
oraz warunkom brzegowym (3.2) i poczatkowym (3.3). Dalej rozpatrywac bedziemy
tylko réwnanie (5.1),. W tym przypadku pole temperatur otrzymujemy z rozwiaza-
nia problemu poczatkowo-brzegowego dla réwnania (5.1),. Réwnaniem tym jednak
ze wzgledu na bardzo obszerne jego omodwienie w literaturze zajmowac si¢ tutaj nie
bedziemy. Podamy wigc dalej reprezentacje macierzowa rownan (5.1); majac na
uwadze lemat analogiczny do lematu pierwszego. Przejdziemy do sformutowania
lematu drugiego.
LEMAT 2. Jezeli do ukladu rownan (5.1), wprowadzimy macierze

231 —X1+y@,x—
u=lu |, @=|—-X+70,|;
us | —X3+76 ]
A2u By, .U
(5.2) B =diag'| g |.,~BR=diag|i+2u]l, B =diag] g |.
| # [~ A4-2p

B11= d12=d21=j'+/l B‘°= d13=d31=ﬂ.+/1
00 | pozostale d;; =0}’ 10 | pozostale d;; = 0|’

dy3 =dy; = A+pu

BOl =
10"\ pozostale d;; =0

oraz dla pozostalych a, f, 7, 0

], B = —pE

B% =0,
to ukilad ten otrzyma postaé nastepujgcq:

(5.3) Bécl) “xv+B}g ux2+B(1)<1> “yz—l—ng “xx+ng “w_l“ng “zz+ng Wit 4P
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lub w bardziej zwartej formie

i
(54) S Blugxn=@®xn.
i+jtkt1=1
Dowdd przeprowadza si¢ podobnie jak dla lematu 1. Podkreslamy, Zze wyste-
pujace w (5.2) macierze ng, a, B, 7,0 =0,1,2, sa macierzami kwadratowymi
o wymiarach 3 3.
Whniosek 3. Jezeli do uktadu (3.2); i (3.3);, wprowadzimy macierze

(.5 @, (1) =[u, (], 7 (X =[],

gdzie symbol u oznacza kolumnowe ustawienie wspdtrzednych uy, u,, u3 oraz odpo-
wiednie macierze dla operatoréw warunkéw brzegowych, oznaczone tutaj symbolicz-

nie przez b}l i b, to réwnania te otrzymaja postaé

i

3 o
b:‘{ Uyiyighgl (X, t) =@y (t) >
i+jtk+i=Pf

(5.6)

1
D b (50 =@ (¥).
i+j+k+1=1
Poniewaz jeden z operatoréw warunkéw poczatkowych ma forme 0/dt, przeto
wolno nam napisac
> 10
5.7 hee = 1

| i i ==

a dla pozostatych a, f, 7, 0
b5 =0.

6. Rownania termosprezystosci dla zagadnienia quasi-statycznego

Okreslenie zadania. Nalezy wyznaczy¢ funkcje u (X, t), @ (X, t), czyniace zados§é
w obszarze “Vx 9 réwnaniom postaci

1
(6.1) pug i+ At uy X =90, 6, — 79 7250 %‘
oraz warunkom brzegowym (3.2) i poczatkowym (3.3), ;. Reprezentacj¢ macierzo-
wa tego zadania uzyskujemy z wniosku czwartego.
Wniosek 4. Jezeli rozpatrujemy problem poczatkowo-brzegowy dla niesprze-
zonych réwnan (7 = 0) i zagadnienia quasi-statycznego termosprezystosci, to w tym
przypadku réwnanie macierzowe, podobnie jak poprzednio [por. (4.2)], otrzymujemy

z (5.4) przyjmujac
6.2) B2 =0.
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Uwagi koricowe. W przypadku zagadnienn stacjonarnych istnieje mozliwosé
wykorzystania podanych uprzednio réwnan; nalezy jednak wtedy pamigta¢ o zni-
kaniu pochodnych czasowych, co odbija si¢ na elementach odpowiednich macierzy.
Poniewaz w tym przypadku zadanie sprowadza si¢ do odpowiedniego problemu
brzegowego, przeto nalezy pamigta¢ o podaniu warunkéw ustalenia o$rodka
w przestrzeni (uniemozliwienie ruchéw sztywnych o$rodka).

Z tak sformutowanych zagadnienn poczatkowo-brzegowych wynika, iz rozpatry-
wane problemy moga by¢ ujete w postaci macierzowej jednym zwieztym zapisem

Ny

(6.3) 2 Dy () Vayrea (%, ) =1, (x, 1), a=1,2,3.

i+j+k+l=m,
Macierze D}, a = 1, 2, 3, wystgpujace we wzorze (6.3), sa macierzami liczbowymi,
przyporzadkowanymi: ukladowi réwnan termosprezystosci (a = 1), warunkom
brzegowym (a = 2) lub poczatkowym (a = 3). Dla przyktadu, jeéli rozpatrujemy
zadanie okreslone w p. 5, to dla x €V mamy: m, = 1, n; = 2, a macierze D/, f;
okreslone sa przez (5.2); dla xe G uzyskujemy: m, = p;, n, = q;, a macierze

D}, nalezy zastapi¢ macierzami b,"{ [réwnania (5.6),]; wreszcie dla x € 7’otrzymuje-

my my = 1, ny = 1, a macierze D} "« Dalezy zastapi¢ przez bk, [réwnania (5.6),].
W rozpatrywanym tutaj przyktadzie uktad réwnan (5.3) jest typu hiperbolicznego.
Podobng analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla kazdego rozpatrywanego poprzednio
zadania.

W przypadku gdy mamy do czynienia z jednym réwnaniem, np. rGwnaniem prze-
wodnictwa ciepla, to nalezy macierze D,;,; zastapi¢ odpowiednimi liczbami.

W drugiej czgéci pracy zastosujemy jako przyktad dla jednego réwnania z uktadu
(6.3) metodg réznic skoniczonych i przedstawimy koricowy uktad réwnan liniowych
tej metody w postaci dogodnej dla techniki maszyn cyfrowych. Szczegdtowy tok
postegpowania przedstawimy tam dla przypadku okre§lonego w p. 3 i to dla tej
czedci zadania, ktéra okre$lona jest rownaniem (3.5).

7. Zastosowanie metody roznic skonczonych

Do rozwiazania sformutowanego uprzednio zagadnienia poczatkowo-brzegowego,
ktore, jak wykazano, wyraza si¢ uktadem réwnan typu (6.3), zastosujemy metode
réznic skoriczonych. Wyprowadzenie réwnan algebraicznych tej metody przeprowa-
dzimy sposobem, ktory w przypadku dwu i trzech zmiennych stosowany byt w mono-
grafii [10].

Przejdziemy teraz do zbudowania operatordw réznicowych korzystajac przy
tym z odpowiednich wynikéw podanych w [3], s. 271 i [10], s. 82, kt6re ujmiemy
tutaj jako

LeMAT 3. Jezeli zalozymy, ze h, a = 1,2, 3, 4 jest przyrostem (podzialkq meto-
dy roznicowej) kolejno zmiennych dyskretnych x,, Vy, Zp,, t.; A%l (p,r) funkcja
okreslonq na dyskretnym zbiorze zawierajqcym punkt X,, t, (na co wskazujq indeksy

J1J2J3ja), zaleznq od ksztaltu pochodnej 0"ttt y/gxi gyt 24 9t (na co
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wskazujq indeksy i, i, i5 i), to kazde wyrazenie przyblizajqce pochodnq czqstkowq
mozemy napisa¢ w postaci nastepujqcej:

Dk+ﬁk
all+i2+13+l‘ ¥ v iyigigi iyiqigi
oA AL R e e = 2 —_— hl1taisls 1lglgly
(71) (‘)xh ayiz azis ath Lot hh hlz hia hl'd bh.lzjah (p’ I’) vjliajah+8 (P’ r) 2
P il el e ]
(k=1,2,3,4)

gdzie g2 (p.r) - 0, gdy h, >0 (a=1,2,3,4), po=r, a a, P sq liczbami
zaleznymi od ksztaltu wyrazenia przyblizajgcego.

Dowdd lematu trzeciego wraz z oszacowaniem blgdu przeprowadzi¢ mozna
wykorzystujac wzor Taylora dla funkcji wielu zmiennych. Pochodna wystepujaca
po lewej stronie réwnania (7.1) jest wzigta w punkcie (x,, 7). Wykorzystujac poprzed-
nio sformutowane lematy udowodnimy teraz nastgpujace

TWIERDZENIE. Jezeli pozostanq spelnione zalozenia podane w lemacie 1 oraz 3, samo
zas$ rozwiqzanie zagadnienia poczqtkowo-brzegowego z zalozenia istnieje i jest jedno-
znaczne, to przyblizone rozwiqzanie tego zadania sprowadza si¢ do rozwiqzania ukiadu
algebraicznych réwnan liniowych z niewiadomymi bedqcymi wspolrzednymi wektoréw,
ktérych jest co najmniej tyle, ile punktéw w zbiorze 13,.

Dowdéd. Wprowadzmy nastgpujace skrécone oznaczenia dla (x,, #,> € 1, :

Dljklf_i Dt

as
) £ 1) =105, ), = £ypun,
Viriaisia . v (le’ Vig Ziyp ’fc) 2

w ktérych v (x, y, z, t) jest rozwiazaniem problemu wyrazonego rownaniem (6.3).
Rozwiazanie to istnieje z zatoZenia. Jezeli podstawimy tak napisane réwnosci
dokfadne (7.1) i (7.2) do (3.5), to po prostych przeksztalceniach otrzymamy dla
kazdego wezla wewnetrznego réwnanie

Py tBy
P1P2P3Py =

(73) Z Chjzjgja vh.ie.lalu = f"l"eps"4+8 (p’ r) .

I=PE =%

(k=1,2,3,4)
gdzie przyjeto "

. iyisigi
daf L) PDirietats s

(7.4) Qe NV it (5, 7).

i1 Lis Lia Li j1izizia
LJ hit iz pis pis J1
hitigtigty=1 1273 74

We wzorze (7.3) & (p, r) jest zalezne od wszystkich bledow 12 (p, r) dla poszcze-
g0lnych pochodnych oraz e (p,r) - 0 gdy 4, - 0 (a = 1, 2, 3, 4). Bierzemy teraz
pod uwagg réwnanie réznicowe (doktadne), obejmujace wszystkie wezty wewnetrzne
(X, 1,) € 3. Wystepujace w nich wektory niewiadome oznaczymy symbolem
W aisi, Zachodzi wigc

bt
P1P2P3P4 o
(75) 2 , lejzjs.h w.hfa.inh —'fplpspapt !
=P

(k=1,2,3.4)
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W weztach (x,,, Vp,» Zp, 1) mamy teraz wartoSci Wy, ,.,, OrazZ V,, .., z ktorych
pierwsze sa przyblizeniami dla drugich. W przypadku, gdy podana metoda réznico-
wa bedzie zbiezna, to przy zagegszczonej sieci rozwigzania Wo.0,0,04 réwnania réZni-
cowego (7.5) beda zmierzaly do wartoéci rozwigzania dokladnego réwnania (6.3)
w wezlach sieci, tzn. zachodzi¢ bedzie Wona0508 — Voupgoep, = 0> 8y A, = 0,
a=1,2,3,4 dla wszystkich punktéw <{x,, > € ‘13,.

Wystepujace w (7.2), macierze D25 majg wymiar 4x4.

Bedziemy przeksztalcaé dalej uktad (7.5) doprowadzajac go do postaci bardziej
przydatnej do obliczeri. W tym celu ustalimy wskazniki p,, p, i p;. Wskaznik p,,
ktéry powiazany jest ze zbiorem I,, niech przebiega ciag liczb 1,..., N, =
= (T — to)/ha 4 n, ... Oznaczmy dalej symbolami w;;; i f,,, nastgpujace
macierze kolumny:

Wirdyigl fpl”zl’al
Wirlads2 f”l”z”sz
(7.6) Wil = 1 > fp,p2p3 =
i wflfzfa"!ma A o f1’1"z"3"p123 L)

Przyjmujac w rownaniach (7.5) kolejno p, =1, 2, ..., Mpis i uwzgledniajac w nich
zaleznosci (7.6), otrzymamy

pk+ﬂk
p1pP2pP3 —
(7.7) 2, AL W iais = To,00p, -
Jp=Pp—%
(k=1,2,3)

3 1 pP1D2P3 i 1
W réwnaniu (7.7) przez A7'72’s oznaczono macierz blokowa o wymiarach n, = X

Xny,,., gdzie jako element wymiaru liczony jest jeden blok 4x 4. Budowa tej ma-
cierzy jest nastgpujaca:

p1pepsl C'papepst |,
Cj112131 CJ'1J'2132 0 0
(1.8) ks O R L
0 0 - o . le’zl’aﬂpma CDleDanplz,

J1izis nj,,—1 J1lgJs njizs

Ustalamy nastepnie wskazniki p; i p,; wskaznik p; niech przebiega taki ciag, aby
dyskretny zbior punktéw zawieral wszystkie punkty wewnetrzne lezace na linii
réwnoleglej do osi z. Zbidr ten zawiera wigc punkty z, = zo,+ps hs, gdzie p; =
=1,2,..,n,, Tutaj zo, oznacza pierwszy punkt wewngtrzny, a n, jest liczbg
okreslajaca ostatni punkt wewnetrzny, ktéry znajduje si¢ na wspomnianej powyzej
linii. Taki sposéb wyrazania wymaga zalozenia wypuklosci obszaru“); w przypadku
innych obszaréw nie wszystkim liczbom z ciagu 1,2, ..., ny, odpowiada¢ beda
punkty wewngtrzne. Liczba punktéw tego zbioru wynosi wige n, . Jezeli wprowa-
dzimy do (7.7) macierze kolumny
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Wdp1 fplpgl
lejzz PyPy2
(7.9) Wil = X > fplpz 0
| Wiyt = ff’x"g "p1a |

i przyjmiemy, Ze p; przebiega¢ bedzie ciag liczb 1, 2, ..., n, , to (7.7) otrzyma postaé

p,+B,

(7.10) Z AGs Wi, = ooy »

Jp=pp—a

(k=1,2)
w ktdrej macierz A7!7* ma ksztalt nastepujacy:

1
Mt Ap -0 0

(7.11) APIP2 — s

Jij2

. ¢ -
¢ 0 oo APIP2Np,, AriPalp,,

Jijg nj,—1 " Tivdg mjy,

Macierz (7.11) jest macierza blokowa o wymiarach n, Xn; , gdzie jako wymiar
przyjeto macierz blokowa n, , Xn; ; ostatecznie wigc bedzie to macierz blokowa
o wymiarach (n,, -+n, )X (n;, +n; ), gdzie elementem wymiaru bedzie blok
4 < 4.

Ustalimy z kolei indeks p,; wskaznik p, przebiega ciag liczb 1, ..., Hp = Ny.
Jezeli wprowadzimy do réwnan (7.10) nastepujace macierze-kolumny:

wj11 fl’ll
Wiz fnlz
(7.12) we=l | =] :
o Wsingy | L fpl"ﬂx k]

i przyjmiemy w tych réwnaniach, ze indeks p, przebiega ciag liczb 1,2, ..., n,,
przy podobnych zastrzezeniach jak dla wskaznika ps, to (7.10) mozemy zanotowaé
W postaci

pith
p da
(7.13) D Anw, =1,
Ji1=p1—a1
1 Pis
gdzie przez A" oznaczono
Pt APt
A7l AT, 0 0

(7.14) Al =
0 0 cee APLM, AP,

Jimg—1 Ja njy

Réwnanie (7.14) okresla macierz blokowa o wymiarach (n,, +n,, +n,)X
X(ny, +n; +n;), gdzie jako podstawe wymiaru przyjeto blok 4x4. Jezeli

Rozprawy Inzynierskie — 3
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w korcu zalozymy w (7.13), ze p, (j;) przebiega ciag liczb 1, ..., m (1, ..., n) przy
analogicznych zastrzezeniach jak dla wskaZnika p;, i przyjmiemy macierz blokowa

ksztattu ?
A} A} -+ 0 0

(7.15) Al Caniik ik
1
0 0 ... A" A"

posiadajaca wymiar (n,  +n, +n, +m) x (ny,,,+nj,,+n;,+n), gdzie jako pod-
stawg¢ wymiaru przyjeto blok 4x4, oraz wprowadzimy macierze kolumny

W, f,
W f,

(7.15) : w=] " |, =] " |.
1 2t i i

to postaé¢ réwnania metody réznic skonczonych dla réwnania typu (3.5) napisanego
tez jako (6.3); gdy a = 1, jest nastgpujaca:
(7.16) Aw=f.

143 |

W (7.16) wektory bedace elementami macierzy w okre$lone sa na rozszerzonym
1

zbiorze dyskretnym ()}, U V) x (7, U 7). Zbiory “V,, 7, pojawiaja si¢ w wyniku
zastapienia operatoréw ukladu réwnan operatorami rdéznicowymi: w otoczeniu .
brzegu G, czy zbioru {t,} (lub {T'}) wychodzimy bowiem poza punkty zbioru
VX Ty, co powoduje konieczno$é wlaczenia do ostatniego zbioru nowych elemen-
tow, ktére zawarte sa wlasnie w zbiorach “V, i 7.

Do zupelnie analogicznej postaci mozna doprowadzi¢ warunki (3.10), ,, napisa-
ne tez jako (6.3), gdy a = 2, 3; beda one mialy postac
(7.17) Aw=1, "Aw=T,

22 2 33 3
gdzie wystepujace w (7.17) macierze blokowe A i A buduje si¢ w sposob pokazany
2 3
dla macierzy A. W (7.17) wektory macierzy w okres$lone sa na rozszerzonym zbiorze
1 2
(Gn YV x(T,VT,), a wektory macierzy w na zbiorze {t,} U7, , gdzie zbiory
3

Vi, Ty 1 T, sa dyskretnymi zbiorami punktéw, wynikajacymi z przyblizenia
operatoréw rozniczkowych, kolejno warunkéw brzegowych i poczatkowych: takie
przybliZzenia z reguly okre$lone sa na liczniejszym zbiorze punktéw, niz to wynika
z warunkow brzegowych czy poczatkowych. Przy pewnym wyborze schematu roz-
nicowego (sposobu przyblizeunia) lub prostocie warunkéw brzegowych moze zacho-
dzi¢ jednak “V, N7, NJ, = &, gdzie @ oznacza zbidr pusty.

Uwzgledniajac w réwnaniach (7.16) i (7.17) znane wartos$ci w, okreslone réwnania-
mi (3.3); 5, moZzemy zmniejszy¢ liczbg¢ niewiadomych, a otrzymane w ten sposéb
zredukowane uktady uporzadkowaé. Uporzadkowanie to rozumie¢ begdziemy w tym
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sensie, ze z kazdej trdjki trzech macierzy A, w, f (i = 1, 2, 3) zbudujemy kolejno
e
po jednej macierzy A, w, f, co zaznaczymy symbolicznie
(718) A=P4(A,A,A), W=pw(W, W, W), f=pf(fa f, f)!
123

AL 2LV 12 3
tak ze po takim uporzadkowaniu grupg trzech réwnan bedzie mozna napisa¢ w posta-
ci jednego réwnania, ksztaltu :

(7.19) Aw={.

Teraz A jest kwadratowa macierza blokowa o wymiarach g X g, gdzie g jest liczba
niewiadomych wektorow funkcji; w przedstawia macierz-kolumng wektoréow

funkcji nalezacych do dyskretnego, rozszerzonego zbioru punktéw (q_?,,UCVC)X
X (T U T,). Tutaj zbiory V), i 7, sa dyskretnymi zbiorami punktéw, wynikajacymi
z przyblizen réznicowych, operatoréw, warunkéw brzegowych i poczatkowych
oraz operatoréw samych réwnan. Zbiory te sa suma zbioréw poprzednio okreslo-
nych, mianowicie V, =V, vV, a .=, VT, T, VT, . W ten sposéb
otrzymujemy uklad réwnan réznicowych, niezbedny do wyznaczenia wszystkich
niewiadomych funkcji przemieszczen i temperatur. Ze wzgledu na ogdlno$¢ okresle-
nia zaréwno obszaru jak i warunkow brzegowych oraz operatoréw réznicowych
liczba g nie jest tutaj wyznaczona. Wielkos¢ te, ktora okresla liczbe niewiadomych
wektoréw, mozna fatwo wyznaczyé w przypadku przyjecia konkretnego obszaru,
sprecyzowania warunkow brzegowych oraz okre§lenia wyrazen przyblizajacych
pochodne.
Rownosc (7.19) konczy dowodd twierdzenia.

8. Uwagi koncowe

Rozwigzywanie ukladu réwnan typu (7.19) jest w ogdlnym przypadku mozliwe
jedynie na maszynach cyfrowych jedna z metod podanych np. w [5] lub w [10].

Dalsze szczegétowe badania, dotyczace takich zagadnien jak szybko$¢ zbieznosci
czy stabilno$¢ (réwnania paraboliczne i hiperboliczne) moga by¢ rozpatrywane dla
okre$lonego juz problemu brzegowego. W ogdlnoéci problemy te sa bardzo trudne
i, o ile wiadomo, nie stanowily przedmiotu badan w jakim§ bardziej ogdlnym ujgciu
[71.

Probe zbudowania bardziej szczegétowych algorytmdéw w zastosowaniu do
dynamicznych zagadnien, lecz przy dosy¢ prostym zadaniu poczatkowo-brzegowym
(obszar prostopadloécienny, pierwsze zadanie brzegowe), przedstawiono w pracy
A. A. SAMARSKIEGO [9]. Zastosowanie otrzymanych tam wynikow do termospre-
zystosci podano w pracy B. A. BATUROWA [8]. Bardziej szczegdtowy przeglad prac
zwigzanych migdzy innymi i z metodami numerycznymi termosprezystosci podano
w [2].

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda ujmuje problematyke mozliwie jak
najogélniejsza; z tego powodu nie rosci sobie pretensji do rozwigzania szczegdto-
wego wszystkich nasuwajacych si¢ probleméw, ktérych jest oczywiscie cata klasa.
Problemami tymi zajmowaé si¢ bedziemy w dalszych pracach.
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Pesome -
YNCJIEHHOE PEIIEHUE YPABHEHUM TEPMOVIIPYTOCTU

B pa6ore, naercsi MATPUYHOE TPEACTABIICHUE, HAYAIBHO-KPACBBIX JHHAMWYECKHX YpPaBHCHUI
COTPSKEHHOIl TEPMOYNPYTOCTH. 3aT€M, BBIBOJSTCS MATPHYHBIC NPEACTABICHUS AN OTACTBHBIX
CJIy4aeB 9THX ypPaBHEHM (CONMPSIKEHHbLIE W HECOIPsIKEHHbIE KBAa3H-CTATHYECKHE 3aaaym). Hakower,
K TaK TPEACTABICHHBIM HAYAILHO-KPAEBBIM 3a[a4YaM, NPUMEHSETCS METOJ KOHEYHBIX PA3HOCTEN,
JIOKa3bIBasi, YTO 3TOT METOJ MOXET ObITh MpPEACTABICH OLHAM MATPUYHBIM ypaBHEHHEM. B 3TOM
YPaBHEHWHM, B KAYECTBE HEW3BECTHbIX, CYILECTBYIOT 3HA4YEHMs (DYHKLMIA TepeMelleHnii W Temnepa-
TYPBI, B ONpPEACNCHHBIX TOYKAX JUCKPETHOTO MHOXKECTBA BPEMEHH M IPOCTPAHCTBA.

Summary
NUMERICAL SOLUTION OF THE EQUATIONS OF THERMOELASTICITY

In this paper is given the matrix representation for initial boundary problems of the dynamic
equations of conjugated thermoelasticity. Subsequently, the matrix representations are derived
for particular cases of these equations (conjugated and non-conjugated quasi-static problems).
Finally, to the initial-boundary problems so conceived is applied the method of finite differences,
proving that it can be described by a single matrix equation. In this equation, the unknown
quantities are the values of the functions of displacements and temperature at determined points
of the discrete set of space-time. ¥
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