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1. Wprowadzenie

Praca dotyczy zagadnienia plastycznego plynigcia sztywno, idealnie plastycznego
oérodka typu Coulomba w stanie osiowej symetrii. Wptyw sit cigzkosci pomija sig
i jako prawo fizyczne przyjeto stowarzyszone prawo plynigcia. Systematyczng analizg
réwnan statyki i kinematyki dla réznych stanéw plastycznych podali Cox, EAsoN
i Hopkins [1], a poprzednio SHIELD [2] dla materiatéw podlegajacych kryterium
plastycznosci Treski. Pokazano istnienie w materiale dwu typéw standéw: determino-
wanych kinematycznie i statycznie; pierwszy odpowiada bokom szeScioboku
Treski (Coulomba), drugi jego wierzchotkom. W specjalnych przypadkach dla
wierzchotkéw, w ktérych jedno z gtéwnych naprezen w plaszczyznie osiowej jest
réwne naprezeniu’ normalnemu obwodowemu (stany Haara-Karména), réwnania
statyki sa hiperboliczne i rozwigzanie statyczne buduje si¢ podobnie jak w ptaskim
stanie odksztalcenia (np. w przypadku osrodka Treski charakterystyki sa liniami
maksymalnych naprezen stycznych w plaszczyznie osiowej). Zwiazki wzdtuz charak-
terystyk zawieraja wyrazy réwnan opisujacych plaski stan odksztalcenia i dodatkowo
wyrazenia, ktére mozna interpretowaé jako wplyw pewnego pola sit masowych
[t 1 12].

Otrzymane z prawa plynigcia materialu prawo zmian objeto$ciowych oraz wa-
runek wspStosiowosci przedstawiaja uklad dwu réwnan takze typu hiperbolicznego.
Charakterystyki tego uktadu réwnan pokrywaja si¢ z charakterystykami pola napre-
zefi. Podobnie jak w réwnaniach statyki zwiazki predkosci wzdtuz charakterystyk
zawieraja wyrazy réwnan, opisujacych stan plaski, i dodatkowo wyrazenia, ktore
mozna interpretowaé jako predkosci wydiuzenia lub skrdcenia (w plaskim stanie
odksztalcenia predkosci wydtuzen wzdtuz charakterystyk sa réwne zeru). W pracy
[1] rozpatrzono takze pelne rozwiazanie zagadnienia wciskania osiowo-symetryczne-
go sztywnego gladkiego stempla w polprzestrzen. Pewne przypadki pola naprezen
rozpatrzyt BIERIEZANCEW [3].

1) Praca zostala wykonana w czasie stazu naukowego, odbywanego przez autora w Instytucie
Podstawowych Probleméw Techniki PAN w Warszawie w roku 1968/69 pod kierunkiem doc.
Z. MROZA.
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Przy rozwigzywaniu nieliniowych, czastkowych réwnan rézniczkowych teorii
plastyczno$ci napotyka si¢ znaczne trudnosci; w wigkszosci przypadkéw podanie
analitycznego rozwiazania $cistego jest niemozliwe. Brak analitycznych rozwigzan
potwierdza stuszno$¢ uzycia metod aproksymacyjnych, dajacych rozwiazanie przybli-
zone, ale umozliwiajacych rozwigzanie konkretnych zagadnien praktycznych.
W przypadku osiowej symetrii w literaturze spotyka si¢: metode réznic skoniczonych
[2 1 3], zastosowang np. w pracach [l i 13], metod¢ graficzna [11 i 12], metode per-
turbacji (metod¢ malego parametru) po aproksymowanych charakterystykach,
opracowang przez SPENCERA [9] i metodg perturbacji po $cistych charakterystykach,
proponowang przez RICHMONDA i MORRISONA [10]. Obie metody perturbacyjne
opracowano dla osrodka Treski.

Metody perturbacji sa metodami rzadko uzywanymi przy rozwigzywaniu za-
gadnien teorii plastycznosci. Poprzednio byty rozwijane dla stanéw ptaskich [6, 71 8],
a takze [4 1 5]. W przypadku osiowej symetrii, zdaniem autora pracy, wigksze zasto-
sowanie moze znalezé metoda Spencera; jest ona w porownaniu z metoda per-
turbacji po $cistych charakterystykach mniej pracochtonna, a otrzymane rozwigzania
nie sa mniej dokladne. .

W niniejszej pracy stosuje si¢ metode perturbacji po aproksymowanych cha-
rakterystykach, dostosowang dla o$rodka typu Coulomba. Rozwiazania statyczne
otrzymano wychodzac z zatozenia, ze stan naprezenia odpowiada wierzchotkom
szescioboku Treski, dla ktorych spetniona jest hipoteza Haara-Karmana. Nastepnie
zbudowano pola predkosci i stwierdzono, ze warunek zachodzacy dla wierzchotkow
1 wymagajacy, aby predkosci odksztalcen gtéwnych w plaszczyznie osiowej mialy
rozne znaki, nie jest spetniony we wszystkich obszarach deformacji. Zatem rozwig-
zania statyczne dostarczaja wtedy dolnej oceny obciazenia granicznego, a pole kine-
matyczne gornej.

2. Réwnania statyki i kinematyki dla stanow Haara-Karmana

W przypadku osiowej symetrii, kiedy wptyw sil cigzkosci pomija si¢, rOwnania
rownowagi maja postaé

do, 0t 0,—0,
or 0z r e
(&1 Otils 1700 (A
ar 0z 52 e o,

gdzie a,, 0, i 7,, sa skladowymi naprezenia w osiowej plaszczyznie, (rys. 1.b), gy
jest naprezeniem normalnym obwodowym, r, z, 6 jest walcowym ukladem wspot-
rzednych (z jest osia symetrii). Przyjmuje si¢ ponadto umowe, ze wiekszym algebra-
icznie naprezeniem gtéwnym w plaszczyznie r, z jest g, a mniejszym o,. Poszukiwany
stan naprezenia musi spetniaé, oprécz rownan (2.1), warunek plastycznosci Coulom-
ba-Mohra

I I S
(22) — (@+o)sin gt [—4* (ar—az)“rrfz] =kcos ¢,
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gdzie k jest kohezja, tzn. wytrzymatoscia materialu na $cinanie przy naprezeniu
normalnym ¢ = 0, ¢ jest katem tarcia wewngtrznego. Na plaszczyznie o, T warunek
(2.2) reprezentuja dwie proste nachylone do osi o pod katem ¢ (rys. 1a). Hipoteza
Haara-Karmana reprezentowana jest przez punkty N lub M na kole naprezen
w zalezno$ci od tego, czy o, jest rowne oy, czy tez o,.

b 4

Rys. 1

Graniczny stan naprezenia mozna wyrazi¢ nastgpujacymi zwigzkami:
(23) 0,=—pt+qcos2y, o,=—p—qcos2y, T,=4qsin2y, o5=—p+tq,
gdzie

1 5
P rpceren 7(0r+02) T —2_‘(01+0'2),

(2.4) o 1 b [ 1 ¢ 2]1/2
de 7(01_‘72) = "Z(O'r_ﬂ'z) e >

tg 2n = 21,,/(0,—0,), O0<n<nm.

Tym sposobem, graniczny stan naprezenia okre$lony jest przez dwa niezalezne
parametry p i 5. Ostatnia zalezno$¢ z (2.3) wynika z hipotezy Haara-Karmana.
Gorny znak odnosi si¢ do przypadku, kiedy o, jest rowne wigkszemu naprezeniu
gléwnemu w plaszczyznie rz (punkt N, rys. la), znak dolny — kiedy jest réwne
mniejszemu (punkt M).

Uklad réwnan otrzymany w rezultacie podstawienia (2.3) do (2.1) jest typu
hiperbolicznego. Charakterystyki a i S okre$lone sa odpowiednio przez réwnania

dz dz n
(2.5) gr‘ =tg P, ﬁ =1tg (¢+—2-+¢),
gdzie :
: /1 I
(2.6) ZRSUT Ty Y
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Jezeli 0/0s, i 0/0s, oznacza rézniczkowanie wzdtuz a i f lmn zwigzki wzdtuz charak-
terystyk maja postaé

-

op
0s,

cos ¢

’

.7)
op P
cos (ﬂa— = qéu —q [cos (<D+(p)j:$1n d)/r =

znaki przyjmujemy jak dla g,. Z warunku plastycznoéci (2.2) po podstawieniu (2.4)
otrzymamy

2.8) q=psin p+kcosg.

Zauwazmy, ze réwnania (2.5) i (2.7) bez ostatnich wyrazéw okreélaja ptaski
stan odksztalcenia.

Rozpatrzmy z kolei réwnania okreslajace pole predkos$ci. Jako prawo fizyczne
przyjeto stowarzyszone z warunkiem plastycznosci Coulomba-Mohra prawo plynie-
cia
of

00; . ;

L)

(2.9) éi,i o /1

[ jest funkcja wystepujaca w warunku plastycznoéci, a A dodatnio okre$lonym
wspdtczynnikiem majacym wymiar predkosci. Przyjecie prawa stowarzyszonego jest
réwnoznaczne z przyjeciem wspotosiowosci kierunkéw gtéwnych tensoréw napreze-
nia i predkosci odksztalcenia. Prawo to zaklada tez ortogonalno$é wektora predkosci
do powierzchni plastycznosci. Sktadowe tensora predkosci odksztalcenia wynosza

6u+6w
oz or’

u ow u

(2.10) o “67 it o “a—z— s e 7 SR ot

gdzie u i w sa rzutami wektora predkosci na osie r i z.

Otrzymane z prawa plynigcia prawo zmian objetoSciowych materiatu oraz wa-
runek wspotosiowosci daja uklad dwu réwnan typu hiperbolicznego. Charakte-
rystyki tego ukladu réwnan pokrywaja si¢ z charakterystykami pola naprezen,
a zalezno$ci wzdluz charakterystyk maja postaé

07, 645 1—sin
CosS.p—— " e (v e [7) cos (P+ ¢)— v, sin @] =
2.11)
( Jvg 0P 1—sin
cos ¢T + (9,4 g sin 05 + _— [-v cos (@+¢)—v, sin @] =

gdzie v, i v, sa rzutami wektora prgdkoéci odpowiednio na a i f-lini¢ i sa zwiazane
ze sktadowymi predkosci u, w wzorami

U, =UCcos D+wsin D,

2.12)
vg = —u sin (P+p)+w cos (P+¢);
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zwiazki odwrotne sa nastgpujace:

u cos ¢ = v, cos (P+@)— v, sin D,

@.13) W cos ¢ = v, sin (@4 ¢)+ v, cos D.

Warunek plastycznoéci Coulomba-Mohra w przestrzeni naprezen gléwnych
przedstawia ostrostup o podstawie szesciokata [1]. Na rys. 2 przedstawiono przekrdj
ostrostupa plaszczyzna o3 = 0y = const. Stanom Haara-Karmana odpowiadaja
punkty C’ i D', jezeli przyjmiemy, Ze napr¢zenie o, >o0,, lub punkty C i D,
jezeli przyjmiemy o;>0,; ta umowa jest dalej przestrzegana. Dla o, réwnego

02

/l // Ly 64
5 /
x / L €1>0, €,<0,€3>0

Rys. 2

wigkszemu algebraicznie naprezeniu gtéwnemu w plaszczyznie osfowej odpowiada
punkt D, réwnego mniejszemu — punkt C. Prawo plynigcia (2.9) wymaga, aby wektor
predkosci byt skierowany na zewnatrz szescioboku i zawarty miedzy prostopadtymi
do przylegajacych do narozy ptaszczyzn AD, DC i BC. Stan naprezenia reprezento-
wany przez punkt C musi spetnia¢ warunek plastycznosci dla dwu ptaszczyzn DC
HBC:; 1 1

fi= —(al—az)—i—? (o1+0,)sin p—kcos p =0,

2
(2.14)

1 1
e 7(01—0'9)‘*‘?(0'1‘}"0'0) sin p—k cos ¢ = 0;

dla punktu D réwnania DC i AD sa nastgpujace:

1 1
T 7(01—02)+ 7(‘714'02) sinp—kcos p =0,
(2.15)

1
o= = (6p—03)+ 53 (0p+0,) sin p—k cos ¢ = 0.
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Z prawa plynigcia (2.9) i zaleznodci (2.14) i (2.15) otrzymujemy informacje o znakach
gtéwnych predkosci odksztalcern w narozach Haara-Karmana:

(2.16) B O o<l . fe >0,

p =1 dla punktu Ci = —1 dla punktu D.

Nieréwnosdci (2.16) moga by¢ wyrazone przez nastgpujace warunki [1]:
+[v, cos (P+¢p)—w; sin @] =0,

0vg 0P 2 Ogly o gD, i 0D
Vp COS @ = sin ¢ e cos ¢

2

2 S
(2.17) = 54 sin ¢ fs~

1+pfsin ¢ cos ¢
1—fsing r

[v, cos (P+-p)— v, sin D].

Warunki (2.17) stwierdzaja takze, Ze warto$¢ pracy plastycznej jest dodatnia.

3. Rownania metody perturbacji

Dalsze rozwazania ograniczamy do pewnej klasy problemdéw osiowo-symetrycz-
nych, dla ktérych r > a, gdzie a jest typowym liniowym wymiarem deformowanego
obszaru. Wtedy dwa pierwsze wyrazy w réwnaniach (2.7), bedace w ogdlnosci rzedu
gla, sa o wiele wigksze od wyrazéw ostatnich, ktére sa rzedu g/r. Podobne uwagi
mozna sformulowaé dla réwnan (2.11).

Rozwigzania poszukujemy w postaci szeregéw potegowych wzgledem malego
parametru €:

p=p°+ep'+e?p’+ ...,

D=P°ted' +e2 D'+ ...,
31 qg=4q°+eq'+e*q"+ ...,

v, = 00+ev,+€? v + ...,

vy = vy+ev,+-€> Vg + s
gdzie € = ajro<1, a uklad p°, @°, ¢°, @7 i v} jest rozwiazaniem analitycznym odpo-
wiedniego problemu prostego w plaskim stanie odksztalcenia (rozwiazanie wyjscio-
we). Wyrazy p’, @', ¢', v,, v:ﬂ 1 rzgdow wyzszych sa rozwigzaniem liniowych réwnan
perturbacyjnych odpowiedniej klasy.

Zmiennymi niezaleznymi sa dlugo$ci tuku dwdch krzywych

e dz a2 dz (q§0+ i )

() dr_tg ’ dr—tg 2 ‘¢

przyjetych jako uklad. wspotrzednych, ktére sa takze a® i B°-charakterystyka
rozwigzania wyjéciowego. Jezeli 9/ds? i 6/6s;,’ oznacza rozniczkowanie wzdluz
wyjsciowych a i fS-linii, to
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cos ¢ 25, +sm (D—D°) — Fro
3.3) P 6 6
cos (pa— = —sin(d— @DO) 5 tcos(p+D— <D°)
Zanotujmy takze, ze
1 € e’ e’
34 7=7+?x+—aj{x2—l—....

W rezultacie podstawienia (3.1) i (3.4) do (2.7), (2.8) i (2.11) i majac na uwadze (3.3),
otrzymamy te zwiazki w postaci szeregéw potegowych wzgledem €. Réwnania dla
kolejnych perturbacji otrzymamy przyrownujac do zera wyrazy zgrupowane przy
kazdej potedze €. Wyrazy niezalezne od € daja réwnania

op° Pgho hloM s op° o b 0P° o
(35) Cos ¢ aS;) q (35;’ e Cos ¢ Os 0 q a e
q° = p° sin p-+k cos ¢
oraz
(3.6)
22 e 0° v§ = 6q§°
cos @ 250 —(vp+, sin ¢) 257 =0, " cose 58 0 =+ (2 +7}B sin (a)

Rozwigzanie (3.5) i (3.6) z (3.2) prowadzi do wartosci wyjsciowych.
Przyréwnujac do zera wyrazy rzedu €, otrzymamy réwnania pierwszej perturbacji:

gt b 0° +¢,(ap 24° arp°)
o as? 155 i 1 ds; cosg 0sp
+4° [sin @°+-cos (@°+9¢))/a=0
3% op’ P 90 s ,00° ¢,(6p° 24° 645") :
o R dsy 54 dsy 1 dsy ds?  cosg 0s?
—g° [cos (D°+ @)-+sin D°]/a =0
q'=p’sing
_oraz ;
oo, 000 e 00°
oS 0——+ 58 a —(vp—}—v sm(p) 50 ——(vﬁ—[—fv Bi0) 357 cos " cos @ 6s°
—(vg+ v sin ¢) 0] [11 cos (P°+¢)—v, sin &°] =0,
0s
(3.8)
0, 645' @’ 9}
COS P = 050 —l—(v + v, sin ¢) ¥ o +(v°+vﬁ sin (o) - cos q)F-}-
0 O.at ¢0]+ l_Sin 0 ¢0 0 o1 ¢0 0
+(v; + vy sin ) 350 2 [v, cos (°+¢)—v, sin @7] = 0.
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Zauwazmy, ze kinematyczne réwnania perturbacyjne nie dadza rozwiazaé sie
bez uprzedniego rozwiazania perturbacyjnych réwnan statyki. Bedzie mozna rozwig-
za¢ niezaleznie réwnania kinematyki jedynie dla przypadku, kiedy uktad charakte-
rystyk dla kolejnych perturbacji bedzie taki sam jak w rozwiazaniu wyjsciowym;
wtedy mamy

(3.9) P=¢°,, P =0"'=.. =0.

Rozwigzanie réwnan (3.7) i (3.8) powinno spelnia¢ warunki brzegowe dla
p,®, 0. v;. Rozwiazanie wyjsciowe musi by¢ wybrane tak, zeby brzegowe wartosci
p°, @°, vy i v) réznily sig co najwyzej o rzad € od wartosci p, @, v, i vy, ktére powinny
spetnia¢ rozwiazanie perturbacyjne.

Z warunkéw réwnowagi wynika, ze p i @ muszg by¢ ciagle lub moga mieé co
najwyzej specjalne nieciagtoéci w obszarze plastycznym. W dalej podanych rozwia-
zaniach zalozymy ciggto$¢ p i @ w calym obszarze deformacii.

Zbudowane perturbacyjne pole kinematyczne bedzie spetniato hipoteze Haara-
Karmana, jezeli beda spetnione nieréwnosci

+[vg cos (2°+¢p)—oy sin @°] >0,

0v? 0vy 0P° dvy
+sm(p-a—o —v cos ¢

a°+as(7

a

0
@10 =%

0v? 0P°
+sm(oﬁ+v cos p =5 o >0,

otrzymane w wyniku podstawienia (3.1) do (2.17). W przypadku I'° =0 nalezy
rozpatrzy¢ pierwsza klas¢ perturbacji 7.

4. Osiowo-symetryczne wciskanie sztywnego pierscienia w pélprzestrzen

W osrodek materialny lezacy w potprzestrzeni z < 0 weiskany jest z predkoscia V/
sztywny, gladki pierscien cylindryczny o promieniu zewnetrznym r, i §ciance o gru-
bosci 2a (rys. 3). W pracy [9] podano perturbacyjne rozwigzanie zadania w klasie €
dla o$rodka Treski.

Rozwiazanie ograniczamy do pierwszej klasy perturbacji; wtedy

ok 1 €
“4.1) — = g (E5);

K ro—x a

gdzie € = afr, jest malym parametrem.

Mozliwy uklad charakterystyk dla rozwiazania wyjsciowego (plaski stan od-
ksztalcenia) przedstawiaja linie ciagle na rys. 3. Zalozenie to opiera si¢ na propozycji
SHIELDA [14] z ta réznica, ze A, E # A, E:

“4.2) a,+a, =2a.
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'Wyjéciowe pole naprezen okreslaja formuty:
w obszarze A, B; C;

2 ; kcos ¢ S k cos ¢ a3 /A 17
) ST g s T e T
w obszarze A; Cy D,
1 n
05 gt e . i S
p kctg(p[ldsin(pexp{(2 +o 201)tg¢} 1],
,_ kcose {(n e ) |
(4.4) T e T e
n 9 T 4
0=6,— e Se T S e
P°=0,— ¢, 1 o4 > 04 2 S 5
z
v X
=
o
BEEs b ¥ az 1' aq
B B} R T e u Bi B
0 T O ) 9 6n i
o6 43 A\ 7/ N Z
\C\Z/ Sec® /D§ D, \SI s\\ A
R B D! I el x
2 5 D1(\1 = \g,//
bedenaee /// C,'
B P2
RRE
Rys. 3

w obszarach 4, D, E i A; D, E

1 ,
0 — | s S KliFd “e 5t S
p kctgw[lﬂsiwexp(ntgco) 1],

4.5)
i k cos ¢ ; e T 9
¢ 1v_siwexp(n g9), simSrrenry
w obszarze A, C, D,

1 n
po = kctg ¢[m exXp {(—2—+(p+292) tg(”} _1],

L {(n—l- +29)t }
(4.6) PR o g R ke
T T 7
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w obszarze A, B, C,

. k cos ¢ . k cos ¢ i 3n
i O BT s . T 4

B £
2 b
.gdzie P1, 01 1 py, 0, sa wspolrzegdnymi biegunowymi ze $rodkiem odpowiednio
w punktach 4, i A,. Nacisk Q° jest staly na A, A,:
1-+sin ¢ J

Qs AR At s
(4.8) 0% = hicto qo[l_ T exp (7 tg p)—1

S
Wyjsciowe pole predkosci okreslaja wzory nastepujace:
09 =0" w4, B CDE,

Vcos ¢
s R P T g

sin (1 e ﬁ)
4.9) &2

n
v;’ = -——)exp{(4 %“‘91) tg ¢} w4, D, Cy,

Vcos ¢ T

9 —TT)exp(Ttgq)) w A, B, C,
Sin

-+ 2
oraz
'Z‘g=0 WA232C2D2E,

i Vcos ¢
Pritm i e W R L

3
(4.10) s TR

@
0 = g————)exp{(j = 7—92) tg (P} W 4,D,C,,

Vcos ¢ T

vy = ——*—n—Texp (Etggo) w A, B, C,,

cos( i = —2—)

gdzie V' jest predko$cia pionowa pierscienia. Przyjeto, ze obszar na zewnatrz
B, C,D,E i ED, C, B, jest sztywny.

Obecnie rozwazmy przypadek osiowej symetrii. Linia a® wychodzaca z punktu £
przechodzi w a-lini¢ ED; C; By, B} lezy na osi r, A, C; i A} D} sa f-liniami (nie-
koniecznie prostymi), ktére ograniczaja wachlarz B-linii w punkcie 4,. Podobnie
zmieni si¢ uktad a i f-linii w obszarze 4, ED, C, B,. Warunki brzegowe o, = —Q
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nad, A,,0,=0na4,B,iA,B,,7,,=0dlaz=0,w= —VnaA, A, napiszmy
w sposOb nastgpujacy:

T @
PHE=Qy Sdw tocgonugnd plmablydle
7 0 >
p—q=0, ¢=—Z'——2- na A,B,,
4.11)
3n 7] 2
p—a=0; ¢=~T——-2~~ na A, B,,

S ® n 4
v Sin |~ — 5| —gg cos —4—+—£— =V cosp: nad;4,.

W rozwigzaniu ograniczonym do pierwszej perturbacji nacisk graniczny wynosi

(4.12) Q=0°€Q'+0(e?),
a zwiazki (4.11) przyjma postac
n 4
PPHe+e () =010, $telis — 5. ma 4,4,
T @ y
P°—q°+e(p'—¢) =0, Pl = o= na A4, By,
4.13)
3n 7] .
p°—q°+e(p’'—q)=0, Piee oo o smAE,

(v°+€v)) sin 08 —(29+€v,) cos l+£ =V cos na A, 4
a 7% 4 2 A5 2 4 £

Uwzgledniajac zalezno$é ¢’ = p’ sin ¢ i wartosci p°, ¢°, @°, Q°, @ i vy okreslone
za pomoca wzorow (4.3) - (4.10), otrzymamy
Q'=p'(l+sing), @ =0 na 4,4,,

(4.14) p'=®=0 nad, B idB,

e 4 ; T @
v, sin| - — o] — v, cos —4~+—2- =08.tna 4 pdr:

Warunek, Ze obszar na zewnatrz B, C, D, E i ED, C, B, jest sztywny, prowadzi
do warunkéw

v,=0 na ED; C, B,
(4.15) - - exph
9, =0""na D C; B,
Warunki (4.14) i (4.15) sa warunkami brzegowymi dla réwnan pierwszej perturbacji.

Rozprawy Inzynierskie — 6



82 : : ¢+ +: RYSZARD IZBICKI

Dla przyktadu podajemy systematyczny tok rozwigzania statycznego w obszarze
Ay B, C; D} E. Zmiennymi niezaleznymi w A, D; E i A, C; B, sa uklady wspét-
rzednych ze $rodkiem w A,, opartych na charakterystykach wyjsciowych z osiami
skierowanymi zgodnie z kierunkami a° i f°linii w danym obszarze; w 4, D; C,
przyjeto uklad wspotrzednych biegunowych py; 6, (rys. 3). Wtedy mamy

d d 0 S
—=—=— wA4,D,C,.

g p1 00’ 8.5‘,? 0py

——5 T3C0S @

as

Roéwnania pierwszej perturbacji (3.7) dla poszczegdlnych obszaréw plastycz-
nych sa nastepujace:
w obszarze A4, B, C,

’

ap oD’ “ufla 7]
cos (pﬁ +2q0_6;°— -+ | 2¢°sin e

N

@.17)
op’ 206¢" [20‘ (n
cos ¢ e A 21 q°sin|-

(TR
~—
ee—
e —

a

Il

)

w obszarze A, C; D;

’ ’

P .
cos? (p% + 24¢° cos e +2p’sin ¢ cos p+q°p, sin (0, —¢)+cos 0,]/a=0,
1 i 8
4.18)

il i e R
CORE—=—— e 2 sin (6, — ¢)-+cos a=.0;
(oapl q apl plq q i @ 1
w obszarze A, D) E
op’ 08915'
c0S 96 +24° 250 =0,
(4.19) < :
T
°°S"’as,§’ 9 dsy it

gdzie ¢° dane sa odpowiednio przez wzory (4.3) - (4.5).
Po elementarnym scalkowaniu réwnan (4.17) i wykorzystaniu warunkéw brze-
gowych (4.14), otrzymamy dla A4, B C, i

4.20 55 r-h_l_‘ £ R oald
(4.20) p=0Q, Pr= asm(4 2)(sa—l—s‘,).
Pierwsze z réwnan (4.18) ma czynnik catkujacy (¢°)~1; po scallgowaﬁili otrzy-
mujemy
242
cos ¢

’

1
@'~ —q° py {tg ¢ [sin (01— p)+-cos 0,1+
=+ [sin 6, —cos (01_(9)]}_‘10 F(py).

@421) p'=-—
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Z drugiego z réwnan (4.18), wykorzystujac (4.21), otrzymamy

2a° 1
22) . — 53 P . kel | pl{[smt’)l—cos(e1 )] —
1—si oF (p,
——mﬁ—[sm(ol ¢)+cose]}+—[ [ (” )dpl G(ol)]

Funkcje F(p,) i G (6,) wyznaczamy z warunku 01qgkosc1 p +ep i ®°4ed’ na linii
Ay C;, ktorej réwnanie rzegdu € ma postaé

423 L
( . ) pl apl g E¢ s
T 9
gdzie @' jest okreslone przez (4.20). Biorac pod uwage, ze 0, = — 7 dla p, =0,
z (4.23) dostajemy ;
4.24 0—n+¢+.1 _(n ¢)
(4.24) Pt te— g e 2)
Z (4.3), (4.20) i (4.24) otrzymujemy na A4, C,
kcosg !
0 AR B St A G
p°+ep =i
(4.25) :
a SR 7 __+ 1 (n _ﬂ)
PHed’ = 4 Ess p1 sin 4 2/
Z (44), (4.21), (4.22) i (4.24) mamy na 4, il
B , _ kcosg . { ) (n ¢)[1+3Sin¢ 2 2k ]_
. 1—sin ¢ o bl U7 2 2acos ¢ 1 ~a(l—sin p)

aF(p)
2p1[ [ 259 —g@o| e r i),
no9 1ot fh" ¢ ;
POt-edp’ = iy +E{EP1 sin (T —--«) (5—sin ¢)+

cos ¢ (py)
iy 4, [ G(0)— fpl dpl]}:

(4.26)

gdzie ¢° = k cos ¢/(1 — sin ¢).
Wzory (4.25) i (4.26) daja te same wartosci p°+ep’ i ®°+€®’ na 4, C;, jezeli

“° 2 T+sing '(n ¢) {(7‘[ 0 ) }
4.27) o) = — 2 oee P90\ ool R Tt
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Wobec (4.27) dla 4, C; D} ostatecznie otrzymujemy

: 1 ¥ {3 ik 3 +1+3sin(o :
K glblred o [sin 6, —cos (6, — ¢)] W[Sln(el_’(o)'{"
6(1+sing) (n ¢) {(n 9 ) }}
+cos()1]———wsm ey T-}-?—Hl tg o((,
(4.28) 1
& = — < p,{lsin 0, —cos (0,— )] cos p—(1—sin ¢) [sin (01— )+
; o Y ¥ ¢
+cos 6,]1—2 (1+sin @) sin 7 5jexp 7—!——2-—01 tg ;
gdzie

k cos ¢ 7
q°=—H—in¢exp —2—+(p—201 tg of .

W obszarze A4, D; E po scatkowaniu (4.19) mamy

29,
cos ¢

1 1
42) P =5 FED+GEDI, @' = [F(sD—G ()

stad, wobec @' = 0 dla 50 = sy otrzymujemy

(4.30) G (s9) = F(s))
oraz
(4.31) - = [F(sp)+F(s)] - - - [F (s5)—F (s2)]
] P = akis Salls os g 2 4 Yuli-
Réwnanie 4, D; rzedu € ma postaé
B R e '(n ¢)[ i (” )]
(4.32) = 2 5 TE€g, pisin ey i G ¢-+(1—sin ¢) exp 7tg¢ :

Korzystajac z warunku ciagloéci p°+ep’ i @#°+e®’ na linii A 1 D}, wyznaczamy
funkcje F, a dla 4, D E ostatecznie dostaniemy

7[

S8 ¢)] (s2-+53),

sy snli—3)| (
e Oat TR e OBET i
P s q sm( 4 o )|cos ¢+(1-+sin p) exp

(4.33)
-

1 n o
L5 e s S e 1 0__0
(02] & sm( 4 2 ) [cos @+(1-+sin @) exp(2 tg ¢)] (52 —355)-

Catkowity nacisk na 4, E wynosi

(4.34) Q = Q°%°+ep’ (1+sin ¢).
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W obszarze A, D; E mamy nastgpujace zwiazki migdzy uktadami wspStrzednych:
4.35)

r—ro z . r—ro z
n o9 SAPADS § |
ZCos(4+—2—) 25m(4+ 2)

3 — sﬂ i
Podstawiamy p’ z (4.33) przy s, = 57 do (4.34) i przejdZmy do zmiennych r, z:

0
sa

G4 R 3 B
2005(7‘1“2—) 28m(7+ 2)

cos ¢

oy NLORY L I W z) 2
(4.36) =Q + iay tg(4 =+ 2 exp (7 tg ¢)

x[cos ¢-+(14-sin ¢) exp (;tg go)] (1 = ;r——) ,

0

gdzie Q° okreslone jest przez wzor (4.8).
Postepujac podobme dla obszaru 4, B, C, D, E otrzymamy
w obszarze A4, B, C,

(4.37) =0 =0;

w obszarze 4, C, D,

: 1 R { = +1—A3sin¢ 0 :
P’ =75 4" p2 |3 lsin O —cos (B +9)|+ — == [cos b, +sin (6 +9)] +

+ 6 sin (% + = )expl( == +02) tg (I’H
(4.38) :

Q' = — 8—ap2{[sin 0,—cos (0,4 )] cos p—[cos 0,+sin (6, + )] x

el el oo
x(14-sin p)-+2 cos ¢ sin 7 Tajexe\ 7 T 5 0 tee
w obszarze 4, D, E

1

SRl e B Rl
)4 acosq)q sn(4 = 2)[1 sin p--cos goexp(2 tgqp)](sa—}—sﬁ),

(4.39) :

TN e e ot ot 0_ g0
(] = sm(4 == 2)[1—1—sm¢ cosqpexp(ztg (p)](sa Sg) s

gdzie q° okreslone sa za pomoca wzoréw (4.5), — (4.7),, a calkowity nacisk na A, E
wynosi

44 Q= got =220 (”+ (/’)
“e) o0=0 Saxl | FRa exp (7 tg p)x
(r—ro+2a)

ro

T
x[cos ¢-+(1+sin p) exp (7 tg ¢)]
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" Poréwnujac (4.36) i (4.40) znajdujemy, ze w punkcie E bedzie zachowana ciagtosé,
jezeli
(4.41) al =da,=a.

Perturbacyjne rozwigzanie kinematyczne budujemy w obszarach A D E
iAd,D,E, a nastgpnie kolejno w innych. Rozwiazanie to, oprécz warunkéw brze-
gowych (4.14);, powinno spetnia¢ takze warunki ciagtosci v0+€v, na linii 4, D;
i Ay C; w obszarze A, B} C; D} E oraz ciagtosci -v“,?—{—e'vﬂ na linii 4, D, i 4, C,
w obszarze A, B, C, D, E. Rozw1qzan1e dla plerwszeJ perturbacji jest nastepujace:

w obszarze A, D, E

Z .
v, = 7= 12M (9) (s} —s9)+N (9) 2s§++) ’

4aq (7]

cos (7 o+ =

(4.42) ,
a

|4
r e Fnab s W E el
Vg 4aN((p) 255+ (n+ ¢) 3
ottt 5

w obszarze 4, D) C,

; 4 a T 0 ‘
"7 2p, = - exp{(4 *?—}—Gl)tg q)} x
cos(—4~ o ?) =
n 4
x| =2N (9)—R (p)+ . exp{(4 —7+01)tg¢}{[sm01
sin(T =t 7)

—cos (0; — )] (sin 2p—cos p)—[cos @, +sin (6,—9)] (sin p-+cos 2¢)+
2(14sing) | (n <0)
mzi=— @, §in X

+2 (1—sin ¢) sin (0, ¢)— o i

4 3
T B 4 ;
x exp 7+7—01 tg o +8—ap1 4M (p)—2sin ¢ G (p)+S (9)—

sin 2¢ V1 ® :

—40 (p)— —ﬁ exp {(T 5 - +01) tg (p} {[sm 0,—
sz o Tk )

—co0s (0, —¢)] (sin p+cos 2¢p)-+[cos O, +sin (0;—9)] (sin 2p—cos @)+

2 (14-sin p) tg ¢ .(ﬂ ¢) {(ﬂ 9 ) }}
- cosg. 91>s1)n 7—7 exp T+7_01, th =
4(1—sing) 7 0
_77)51n(0,+¢)exp{(7—7+01)tg(p %

sSin 4 —2'

(4.43)
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443) o, = . {(1~1+9)t } TG Ml T
([c-d]) v, = T e T W go( {20 FEnL R
55 Sasinl=— — cos 7+—2*

xeXp {(1 = g +91) tg‘¢}] :{[sin 6, —cos (6, —¢)] cos p—

— [cos 0,+sin (8s— )] (1—sin p)—2 (1-sin g) sin (% e %)

7
xexp{(j B —Z‘ —Hl)tgrp} +2 (1 —sin ¢) cos 01};

w obszarze 4, B; C;

'U; = + —é; [23‘?-}“ —(—na“——;‘; exp (‘Z_tg (0)] [H(¢)_2N(¢)——R(¢)]+
cogle= :
4 2 4
+4M(p)—25in g G (9)+S (9)—40 (9)—B (9)+E (9)] 55 +F (9) 571>
@) v - (v ;
T (jtw) [2 Sln(j - 3)—(1—5111 9)x
4a sin(—4— 7 '2")
[ D[yl
xcos| -+ = 2sﬂ+——-—¢—CXP Seefl-
cos( 2 -+ 7)

Wystepujace we wzorach (4.42) - (4.44) funkcje sa nastgpujace:
. . .
G(p) = jos p-+(1+sin g) exp|-tgo] |,
v =[o@-a-snpae( T~ 2|
9=y (p)—(1—sin g) ctg\ - — ]|

-

4 4
M (¢) = |sin ¢ G (9)—(1—sin ) ctg (7 - 7)]’

2 T 0
R(¢)=——n————[ (2 sin p— 1)cos¢sin(—4——7)+
sm(Z s ——)

2
1-+sin ¢ ( ) ( ) ( ) ( X /3 )]
== v S exp\ 4 tgp) —(1—sin @) sin ) 5 )|
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et 1 l—i—sin¢)(7r (o) (n )
S (p) = sin 2¢[—(sm p-+cos 2¢p) W = gy tg p exp E—tg oll,
1—sin ¢ .(7: 3 )
0 (9) —'Wsm4 > ?)
sin 4 7
ol
(p) = .(n ¢)exp 2tg(p sin ¢ sin 4—74-
smT ?
1 —sin )cos(—7z~ = _(p_)]
¢ 9 PR, |
_ cos gsin2g (n )[2 ‘ (n ¢)+
B((ﬂ)——?—q))exp 2tggp (smqo—l)smz Y
s1n—4— 5

4 2

X

+(l—¥—sin¢)tg¢(n (p)sin(z Z)]‘f‘ 4 (1—sin p)

cos? ¢ i _(_7z__¢)
sin| 3

SR
xsin| -+ >-p|exp|=-tg o),

n
E (p) = 8sin pexp (-2~tg¢),

\

= 2 (“ )[ : £ .(ﬂ 9
H(p) = .(n (p) exp | tg ¢]| —(sin p-+cos 2¢) sin " 2)
sin 4 7
H—sin(p(n ¢) : (n (p) . _ (n 3 )]
e 71—+7 sin| ?—Hl—sm(p)sm 7+2(p :

Dla obszaru A, B, C, D, E otrzymano nastepujace wzory:
w obszarze A, D, E

= VN 2s° .
0 545 5 il (n ¢> :
COS4 7

(4.45)

14
& =4_a{zM(¢><s;—s:>+N<w> 259 ELT) :
OBt " T
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w obszarze 4, D, C,

: & T ®
= el § 2 —0) o)
8a cos (T - ?)
a T ®
X [2p2 s n_—q)— exp {(7 Ty —92) tg ¢}]x
cos(T = -2—)

b x{[sin B ok (O R L ) S D) (T L e

T 4 n 4 :
-+2cos ¢ sin (— 3 _)exp{(j ah s +02) tg ¢}+2 (1—sin ¢) cos 02= .

4 2
. VvV a T ¢ :
i gl el
cos (7 = 7)
1 T ® N
o= = = exp T —0,) tg p(y—[sin 8, —cos (0,+ p)] x
cos(T ik ?)

x (cos p+-sin2¢)+[cos 8, + sin (0, + ¢)] (sin g —cos 2¢)+2 (1 —sin ¢) x

T

: @ n 4
x sin (6, —¢) +26, sm( 4 =h 7) exp{(j + > +92) tg ¢}}] i

7I

14
— o= [4M (p)-+2sin (ptg( P o —;L) G (9)—S (p)+40 (9)+

sin 2¢ n ] :
i exp {(—4— e '02) tg (/’} {—[COS 0,+sin (0,1 @)]x
2cos (—4— i ?)

x (cos p+-sin 2¢) — [sin 6, —cos (0, +¢)] (sin p—cos 2¢)+20, tg px

Lol ® o 2 2ot e
xsin (71_+7) exp{(4 = 2+02) tg (p}}

4 (1—si
s _%_% sin (0, — @) exp{(—; = -% —02) tg (p}];
cos|— :

4+2
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w obszarze A, B, C,

’ i 3 , T 0 a T
v, = = (1—sin @) exp (7 tg (o) [2sa 54 ——-‘(p—— exp (—2— tg ¢)] z
cos( 1 +7)
, o ; T a
“ =% [4(1—'rsm 9) 55 exp (7 tg q)) + [2sf————7-r——(px
= ‘ cos(j < 7)

(4.47) :
,, XEXP (% tg qo)] 2N (9)+R (9)—H (p)] —s, [4M (p)+

Lok 2sin p tg (f + %) G (9)=S (9)+40 (9)+B (co)] :

Wystepujace we wzorach funkcje sa nastepujace:,
.v T B
G(p) = [l—i—sm ¢—COS ¢ exXp (-2—tg go)] ;
vors s Y e ]
(p) = —tg 3 T 7] [?sing—cos pexp|—-tg o],
T B ;
M (9) = —tg\ + — | [sin ¢ G (9)—(1—sin g)],

2 : B e
R(p) = *—n—(p‘ (sin p—cos 2¢) sin P ; + 5 A
COS(—4— ‘l‘ “2—)

3
(_71 g) ( ) exp (—2— tg (o)—l—(l—-Slﬂ @) sin (—::* e ¢)],

4
: (0 : T 9 T
s(p) =sin2ptg T =3 — (142 sin ¢) cos p+ T-F-E- tg p exp ~2~tg(p ,

0 (p) = cosl(_sm ¢7 ( = )

.:1

2
H(p) = T exp (7 tg (p) [(1—{—sin @) cos ¢ sin (—Z— 6 %)—
cos (T + ~2~)

(5 2anls + 5)-0-smomn(+ 3 o)
4 5 s\ —i———(—sm(p)sm? ERdit
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T 7
B(p) =sin2¢ptg (—I = -—;i) exp (7 tg (o) [(sin p—cos 2¢)+

[n ¢ 4(—sing) “{zn 3 n
—l—(T == 7) tg go]-l-————n——T sin (T o % ¢\) exp (7 tg qo).
cos (—4- i —2—)

Skonstruowane pole kinematyczne nie spetnia nieréwnosci (2.16) w obszarach
A, B, C, i A, D, E. Z twierdzeri o no$nosci granicznej dla ciata idealnie plastycznego
[15] ‘wynika, ze $ciste ‘rozwigzanie no$nosci otrzymuje sie'w przypadku, gdy dla
pola statycznie dopuszczalnego mozna zbudowaé pole kinematycznie dopuszczalne.
Jezeli pole statycznie dopuszczalne jest polem niedopuszczalnym kinematycznie,
to no$nos¢ obliczona z rozwiazania statycznego jest dolng oceng wartom nos$nosci,
samo pole kinematyczne daje oceng¢ gorna.

Przy ograniczeniu rozwiazania do pierwszej perturbacji mozliwe jest znalezienie
nos$nosci granicznej przez bezpo$rednie scalkowanie jednego z réwnan (3.7) wzdhuz
wyjsciowej charakterystyki a® lub B°. Rozpatrzmy obszar 4, B, C, D, E. W pertur-
bacyjnym polu p°, ¢° i @° dane sa funkcjami (4.3) = (4.5); funkcje te sa w ogdlnosci
nieciagle na liniach 4, C; i A, D). Natomiast w catym obszarze spelniony jest
warunek !

: kcos ¢ n 5
(4.48) o s 5 expIl 5 ™ p—29°|tgp( =0.

Przy zalozeniu ciagtosci ¢°+-eq’ i #°+ed’ w obszarze peftubacyjnym stwierdzamy,
ze funkcja

@ . kcose T S .
(4.49) q°+eq —_m exp {(7 —p—2P°—2cd )tg q)}
jest tez ciaglta w calym obszarze. Z (4.49) po rozwinigciu potegi w szereg i podsta-
wieniu ¢' = p'sin ¢ otrzymamy, Zze nastgpujaca funkcja jest tez ciagla w calym
obszarze:

i st v
(4.50) p +‘cos ° [

Calkujac pierwsze z réwnan (3.7 wzdtuz wyjéciowej linii RSTU dla poszczegol-
nych obszaréw otrzymujemy

(ps+ i D, — p;ﬁm Pr) =0,

L e e
exp(ntg o) \prt ‘(;_'¢T —(ps+ D)+

S @ cos ¢
i et 1 50 i o
(4.51) +—1piartgpsin|—- exp (n tg ¢)+p° ¢¢ sin|— — —-)| =
a PR 2
) 2gy ) ( 247 ) : ( w)
(Pu+ 5 ¢¢u prt cos ¢ Pr|+ a—c—ovs P qg sin T 0,
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gdzie

n b4 7
Ay T=TU = p} = p, exp (Ttg q)), Ay §= RS = py = (ro—rg)/2 cos (—+—)

4 2
, . 247 ) . ( T - )
(pT+ cos ¢ ¢T 1 ps+ cos ¢ ¢ar

i wykorzystujac brzegowe wartosci na p’ i @ [(4.14), i (4.14),), otrzymamy dla
pierwszej perturbacji

Eliminujac

k cos ¢ 7

Gaise ’/’)
“4.52) 0Q —*a—tsin—(otg(4 He > vexpﬂtg(ox

x[cos ¢+ (1+sin p) exp (% tg (o)](ro——r).

Poprzednio otrzymaliSmy ten sam wz6r [por. (4.36)].

a/k |
w -
=2 Stan Osiowej symetrii 1
30
Stan pfaski
: 20°
i 10°
N A ey I 1 L 1 PO, e ST —
10 50 A oy
Rys. 4

Na rys. 4 przedstawiono wykresy stosunku Sredniej no$noSci granicznej ¢ do k
dla kata tarcia wewngtrznego ¢ = 10°,20°, 30° w zaleznosci od stosunku rela.
Nos$no$¢ graniczna w zadaniu osiowo-symetrycznym zbliza si¢ asymptotycznie
wraz ze wzrostem stosunku rg/a do prostej odpowiadajacej no$nosci granicznej
w zadaniu ptaskim. Dla danego ustalonego stosunku rg/a réznica migdzy nosnoscia-
mi granicznymi w zadaniu osiowo-symetrycznym i w zadaniu plaskim rosénie wraz
ze wzrostem kata ¢.

Jezeli na rys. 3 punkty E i 4, pokryja sie z punktem O, a, =0, a;, = 2a = r,,
to otrzymamy problem wciskania sztywnego gladkiego stempla w polprzestrzen.
Przyjmujac, ze rozwiazanie (4.3) - (4.5) i (4.20), (4.28), (4.33) jest poprawne, obli-
czono wartosci Sredniej no$nosci granicznej g i maksymalnego ci§nienia Qo W punkcie
O dla wybranych wartosci . W tablicy 1 zestawiono wyniki obliczed (rubryka II)
a takze dla poréwnania podano wartosci, ktére na drodze rozwigzania numerycznego
uzyskali Cox, EAsoN i Hopkins [1] (rubryka I).
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Otrzymana zgodno$¢ jest oczywiscie przypadkowa. Z reguly rozwiazanie perturba-
cyjne nie jest $ciste w okolicy punktu O; tym niemniej w tym przypadku daje dobre
warto$ci przyblizonej no$nosci granicznej.

Tablica 1
glk Qolk
¢ Y

1 l /g I | u

0° 5,69 5,81 7,1 7,1

50 7,44 7,57 9,7 9,7
10° 9,98 10,3 14, 14,
15° 139 14,7 -3 22,
20° 20,1 21,8 34, 3,
25° 30,5 344 59, 62,
30° 493 58,2 110, 114,

5. Wciskanie sztywnego stempla w polprzestrzen z cylindrycznym otworem

Schemat zadania przedstawia rys. 5. W pélprzestrzen z <0 z cylindrycznym
otworem o promieniu r = b wciskany jest osiowo z predko$cia ¥ sztywny, gladki
stempel o promieniu r = r, (zagadnienie dotyczy takze wciskania sztywnego stempla
w gruboscienna rure). Zadanie o tej tresci dla osrodka Treski rozpatrzono w pracy
[11]; rozwiazania poszukiwano metoda graficzng.

z‘ a z b
vV
T o
cb—ff e - =
- - L B -
| D E A1 81
A 4 A r
| 2 S
SB : S,; Sﬂ o
D
} : Cq
Sa { s
! o
|
B |
— — d——-— >l| BZ
|
|
Rys. 5

Rozwazmy proste, statycznie dopuszczalne pole naprezen (rys. 5a). Pobocznica
cylindrycznego wydrazenia 4B wolna od naprezen, g, = 7,, = 0, okrefla stan napre-
zenia. Gléwne osie naprezeni pokrywaja si¢ z kierunkami r i z, sktadowe naprezenia
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sq funkcjami tylko r, a charakterystyki sa liniami prostymi. Wigkszym algebraicznie
naprezeniem gléwnym, jest o,. Warunek plastycznosci daje

1+sin ¢ T COS 0

e

(51) O = @,

e l—sin(pa l—sing

Rownania réwnowagi (2.1) wobec (5.1) daja dla b < r < To

14-sin A%
=0 =kctg¢[1—~ﬁ¢(—) ],

l—sing \ b
(5.2) :
> [1_(r>‘”] 2sin ¢
by 24 e 1—sing’

Dla r > r, pole naprezen prowadzi do wzoréw

1+sin cos
o

3 = = z TR
0 % =0: 0t agl——sm(p 1—sin ¢

ktére razem z (2.1) daja wzory
2sin ¢
s l+sin ¢’

l—sing rite ]
14sin ¢ b r*

5 g+o)
a,=kctg(p|1— b“’rs}’

(5.4)

ao=kctg(o[1——

Dla r=d = (ro)'**(b)™4, gdzie g = (1-+sin p)/(1—sin ¢), mamy o, =0; jest to
minimalna warto$¢ zewnetrznego promienia cylindra, dla ktdérej powyzsze pole
naprezen jest mozliwe. Kazda czg$é cylindra o promieniu r > d jest wolna od naprezen.

Rozwiazanie (5.2) jest poprawne tylko do pewnego stosunku ro/b < 5*, bowiem
lo,| nie moze przekroczy¢ wartosci 2k cos ¢/(1—sin p) dla r = r,. Maksymalna
warto$¢ n* okresla réwnanie

- : o 2cos ¢
(5.5) lctg ¢ [1—(*)°]| = e

Pole predkosci w obszarze ABE oddzielonym od obszaru sztywnego linig nie-
cigglodci BE spetnia nastgpujace warunki brzegowe: w = —V na AE oraz O, =0
na BE. Z réwnari (3.2) i (3.6) dla stanu wyjsciowego otrzymujemy

Vcos ¢

(5.6) 22 =0, 'og= _W’

gdzie @° = —(n/4+¢/2) jest katem nachylenia charakterystyki a® do osi r. Réwnania
pierwszej perturbacji maja postaé

. dv, r 1—sin ¢ el v} e 1—sin ¢ % o
bl ds? CREE i 059 2a 5o gt

(3 B
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skad po scatkowaniu otrzymujemy

. l—sing e ( a 0)
I 2a te 2cos P° Sa ]
5.8
o . l—sing - q§0{ o o Sin(®°+9) ( a 0)}
e} IS te . cos @° 2cos @° eff

Pomiedzy wspdtrzednymi zachodza zwiazki

r—b Z r—b z

0 e
2 cos @° = 2sin @° %~ 2cos®®  2sin ®° -

(5.9) 52 =

Doktadno$é rozwiazania zwigkszamy rozpatrujac drugie réwnania perturbacyjne

0v, . 0 0y
(5.10) *&;0— wWw =0, 35?0

+WW =0,

gdzie

= 1—sin ¢

ww Vitg @° {2 cos ¢ [a—cos @° (s)+s7)]+

+(1—sin )l( : so) it —{(s9=52) sin dio]}
0?71\ 2cos @° °*/ cos @° e % -

Po scatkowaniu (5.10) i wykorzystaniu warunkéw brzegowych dla drugiej perturbacji
otrzymujemy

" 4a*cos

£ l—sin(pV ks {[ a 0][0 a ]+
2 4a? cos ¢ e (9) 2cos @ ¢ || cos @°

Af e
* 2 |4cos? P° (s |f»

b e s
s sO,__ SO_
®  2cos D% % 8§ costP?)’

R (¢) = [(1—sin @) sin @°—2 cos ¢ cos Dy].

gdzie

Wyznaczone pole predko$ci nie spetnia nieréwnosci (2.16); obie predkosci
odksztalcen gtéwnych w plaszczyZnie osiowej sa wigksze od zera: stan ten odpowiada
wierzchotkowi B sze$cioboku Treski (rys. 2). Przy przyjeciu, Ze jest ono kinematycz-
nie dopuszczalne, obliczona z niego no$no$¢ graniczna bedzie ocena gérna, a poprzed-
nio zbudowane pole statyczne — dolna ocena no$nosci granicznej. R6znicg migdzy
gbérna i dolna ocena g, i g, $redniej no$nosci granicznej mozna obliczy¢ ze wzoru

(5.12) ' (@—2&) [Vdd = [ (ol—0}) il dv,
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gdzie of; oznacza stan naprezenia, odpowiadajacy kinematycznie dopuszczalnemu
stanowi predkosci odksztatcen éfj, a g;; jest statycznie dopuszczalnym stanem napre-
Zzenia. Dla narozy szescioboku Treski, odpowiadajacych polu predkosci i polu
naprezen, mamy [1]

(5.13)  &f+ef+Nek =0, o*=0*=0"N+a,, o= g; = (0i—ae) N,

gdzie
1+sin ¢ 2k cos ¢
-~ 1—sing’ -2 I+sing’

Prawa strong (5.12), wykorzystujac (5.13), przedstawiamy w postaci wygodnej do
obliczen:

G14) [ (of—ai)étdo=2n [ [(o3—as) (1—N)&—ao (N&k+85)] r dr dz.
ABE

Obliczenia liczbowe przeprowadzono dla ¢ = 0°, 10°, 20, 30°. Na rys. 6 przed-
stawiono wykresy stosunkéw $redniej no$nosci granicznej g do 2k w zaleznosci od
stosunku # = ro/b (krzywe na lewo od linii 4 i B). Krzywe przecinaja o$ pionowa
w punktach odpowiadajacych no$noéci w zadaniu ptaskim. Ze wzrostem 7 jak réw-
niez kata ¢ no$no$¢ graniczna wzrasta; rosnie takze réznica miedzy gérna i dolna
oceng. Jest ona do$¢ znaczna, dochodzi do 38%.

Dla stosunkéw ro/b wigkszych od tych, ktére wynikaja z zaleznosci (5.5), jako
mozliwy moze by¢ rozwazany mechanizm graniczny przedstawiony schematycznie
narys. 5b. W obszarze 4, B, E (podobnie jak w ABE na rys. 5a) predko$¢ promienio-
wa skierowana jest do osi z, u < 0, w obszarze 4, B; C; D, E mamy u > 0. Rozwia-
zanie zadania mozna otrzymac na drodze potaczenia dwéch rozwiazan dla poprzednio
rozpatrzonych problemdéw (rys. 3 i rys. 5a). Obciazenie graniczne wynosi:

na A, E

l1+sing [ r\® 2sin ¢
619, - eomkabe|Taate-1] o £

na A, E
5.16 k [Hsmq) 1]+
(516) Q,=kctgy 1_Siwexp(ntgw)—

k cos ¢ 7 ) : 4 p
tg\ + ) exp (ntg p)| cos p+(1+sin g) exp el —}

1—sin ¢ o

Polozenie punktu E wyznaczamy z warunku ciaglosci o, i o,, natomiast o, bedzie
w tym punkcie nieciagle. Linia nieciaglosci o, zjawi si¢ takze w sztywnym obszarze,
kiedy pojawi si¢ stan naprezenia na zewnatrz obszaréw 4, B, C; D, E i A, B, E.

W obszarze A, B, C, D, E dla pola statycznie dopuszczalnego mozna zbudowaé
pole kinematycznie dopuszczalne (por. rozdz. 4), tak wigc réznica miedzy ocena
gorng i dolng obcigZenia granicznego wynikaé bedzie z rozwiazania w obszarze
A, B, E.
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g/2% | Lot
—=7 ¢=30°

25 =

\Ocena_gdrna

Ocena_dolna

20

Rys. 6

Na rys. 6 przedstawiono wykresy stosunku $redniej no$nos$ci granicznej g do 2k
w zaleznosci od stosunku # = ro/b (krzywe na prawo od linii A4 i B). Punkty na liniach
A 1 B odpowiadaja momentowi przej$cia od mechanizmu z rys. 5a do mechanizmu
Z Tys 5b.

6. Whnioski

Rozpatrzony w pracy na przyktadzie zadan problem poczatkowego plastycznego
plynigcia osiowo-symetrycznego o$rodka typu Coulomba wskazuje na mozliwo$é
znalezienia rozwigzan pewnych klas zagadnien bez uciekania si¢ do metody réznic
skoniczonych za pomoca analitycznej metody aproksymacyjnej, metody perturbacji

Rozprawy Inzynierskie — 7
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na charakterystykach wyjsciowych. Otrzymywane wyniki sg przyblizone, ale na tyle
dokladne, aby mozna bylo uznaé je za poprawne (por. [6,7, 8 i 9]).

Podkresli¢ nalezy fakt, ze metoda umozliwia analize kinematyczna: skonstruo-
wanie pol predkosci, a na ich podstawie obliczenie oszacowan gérnych no$nosci
granicznej w przypadku, kiedy pole statyczne jest jedynie statycznie dopuszczalne.

Z przeprowadzonych obliczen liczbowych wynika, ze dla pewnych przypadkdw,
kiedy pole statyczne spetniajace hipotez¢ Haara-Kéarmana jest jedynie statycznie do-
puszczalne, otrzymaé mozna znaczne réznice migdzy gérnymi i dolnymi oszacowa-
niami no$no$ci granicznej.

Konczac autor pragnie wyrazi¢ podzigkowanie doc. drowi Z. MRrRozowl za
cenne uwagi dotyczace pracy. :
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Pe3rome

IMPUMEHEHUE METOJA ITEPTYPBALIUU
K AHAJIM3Y IINIACTUYECKOI'O TEYEHUA CPEJBI KVJIOHA
B OCECUMMETPUYECKOM COCTOSHUU

PaGora kacaercsi BOIpOCa IUTACTHYECKOTO TEYECHHS HMIOCATbHO JKECTKO IUIACTHYECKOU Cpebl
tuna KyoHa B OCECHMMETPHYECKOM COCTOsSHMM. BrmsHEeM cun TspkecTH (Beca) mpeHeOperaercs
M B KayecTBe (pU3MYECKOrO 3aKOHA MPHHATO aCCOLMMPOBAHHBIN 3aKOH TeyeHMs. PelieHue nojy4eHo
MCXOMs W3 TPEANOJIOKEHHs, YTO HAIMPSDKEHHOE COCTOSHHE, COOTBETCTBYET BEPIIMHAM IIIECTH-
yroneruka Tpecku (KyioHa), At KOTOPBIX yIOBJIETBOpPSETCS npuHmuny Xaapa-Kapmana. Toraa,
yPABHEHUS CTATHKHA M KMHEMATHKH SIBIISIOTCS TMIEPOOIIMYECKOro THIA, a XapaKTepUCTHKH 00enx
CHCTEM YPaBHEHHI COBMAJalOT C COOOM.

3a/auyM PEIIAOTCs METOAOM MEePTypOamuu IO BHIXOAHBIM XapaKTEePHCTHKAM, MPEIIOXEHHON
B [9] mnsa cpemsr Tpecku m npuHATOM s cpemsl TMna Kymona.

Jlns paccMaTpHABEMBIX BOIIPOCOB, CTPOSTCS IIOJIsL HANPSDKEHAM U ckopoct. KoHcTraTupyercs,
4TO B HEKOTOPBIX 0OnacTsx nedopManyu IO CKOPOCTH HE YHOBJIETBOPSIOT 3aBHCHMOCTSM,
BBITEKAIOIIMM W3 YCIOBHUSA IUIACTHYHOCTH ¥ ACCOUMMPOBAHHOIO 3aKOHA TEYEHHMS IS yIJioB Xaapa-
-Kapmana rexcaroHa Tpecku, TpeOyromux, 4TOOBI CKOPOCTH IJIaBHBIX aedopmaumii B 0CeBOM
IJIOCKOCTH MMEJM pa3Hble 3HaKd. Torma, CTaTHYECKOE MOJIE AACT HIDKHIOI OLEHKY Hecylleil cro-
COOHOCTH, @ CaMO KHHEMATH4eCKOe IOJie BEPXHIOK oueHKy. IToaTBepikmaercs Takxke, HA OCHO-
BaHWHM YMCIIOBBIX PACYETOB, YTO TOTAA MOXHO TOJyYHTh 3HAYHTEILHYIO PA3HHLY MEXAY BEpPXHEH
¥ HIDKHEH OLEHKaMH HeCcyleil CroCOOHOCTH.

Summary

APPLICATION OF THE PERTURBATION METHOD TO THE ANALYSIS
OF THE PLASTIC FLOW OF A COULOMB TYPE BODY IN AN AXIALLY SYMMETRIC
STATE -

This paper is concerned with the plastic flow of a perfect rigid-plastic medium of the Coulomb
type in the case of axial symmetry. The influence of the gravity force and the adjoint law of flow
being assumed as a physical law. The solution is obtained by assuming that the state of stress
corresponds to the corners of the Tresca (Coulomb) hexagon for which the Haar-Kdrman principle
is satisfied. Then, the static and kinematic equations are of the hyperbolic type and the characteristics
of the two sets of equations coincide.

The problems are solved by the perturbation method with reference to the initial characteristics
as proposed in Ref. 9 for a Tresca body and adopted for a body of the Coulomb type.

The fields of stress and velocity are obtained for the problems under consideration. It is found
that in some strain regions the field of velocity does not satisfy the relations resulting from the
yield condition and the associate law of flow for the Haar-Kdrmén corners of the Tresca hexagon,
and requiring that the principal strain rates have different signs in an axial plane. Then, the static
field gives a lower estimate of the limit load and the kinemtatic field an upper one. It is also found
by numerical computation that the difference between the two estimates of the limit load may be
considerable.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 czerwca 1969 r.
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