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1. Wstep

Praca ta jest kontynuacja badania zagadnienia sublimacji $cianki pod wpltywem
padajacej na nig lub odbitej od niej fali uderzeniowej [1]. Tematem niniejszej pracy
jest okreslenie parametréw charakteryzujacych gaz zawarty w obszarze pomiedzy
$cianka a falg odbita. Rozwazany jest pewien teoretyczny model zjawisk towarzy-
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szacych odbiciu plaskiej fali uderzeniowej od plaskiej i réwnoleglej do niej Scianki.
Istotna ceche tego modelu stanowi fakt, ze uwzglednione sa jedynie dwa efekty
zaburzajace jednorodny stan gazu w obszarze za idealng (*) odbita fala uderzeniows.
Efektami tymi sa: promienista strata energii gazu oraz sublimacja $cianki, do ktérej

(*) Praca zostala wykonana w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN.

(*) Okreslenie «idealna fala uderzeniowa» oznacza, ze parametry gazu w obszarach po jej
obydwu stronach sa stale i zwigzane ze soba algebraicznymi warunkami zgodnosci Rankine’a-
Hugoniote’a.
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przylega gaz znajdujacy si¢ za falg odbita (?). Ze wzgledu na trudno$ci matematyczne
pojawiajace przy rozpatrywaniu tego problemu ograniczymy si¢ do badania przy-
padku, w ktorym zaburzenia stanu za fala odbita mozna traktowaé jako niewielkie.

Schematyczny obraz badanego modelu zjawisk przedstawiony jest w nastepuja-
cych wspotrzednych: x oznacza odleglo$¢ od $cianki, ktora jeszcze nie zaczela
sublimowac, w kierunku prostopadtym do niej i # 0znacza czas mierzony od momentu
odbicia si¢ fali od §cianki (rys. 1).- Na rys. 1 podane sa réwniez pewne inne oznaczenia
uzywane w dalszym ciggu pracy.’

2. Zaloi_enia fizyczne

Podstawowe zatozenia dotyczace modelu zjawiska odbicia fali uderzeniowej od
sublimujacej $cianki zostaty sformulowane w pracy [1]. Zostana one w tym miejscu
w skrécie powtdrzone z uwzglegdnieniem zmian wynikajacych z pewnej odrgbnosci
badanych zagadnieri. Bedziemy przyjmowali, ze wyniki pracy [1] sa Czytelnikowi
znane. Przyjmiemy nastg¢pujace zaloZenia.

1. Gaz otaczajacy i produkt sublimacji sa nielepkimi i nieprzewodzacymi ciepta
gazami doskonalymi o stalym cieple wlasciwym c, i statym wyktadniku adiabaty y:

R, i R

— ., =
M; o=l

(2.1} Dy =p Redly, ~ Ri= = const,

gdzie R, jest uniwersalna siala gazowa, a wskaznikami i = 1, 2 oznaczono odpo-
wiednio parametry gazu przesublimowanego i gazu otaczajacego. Reakcje che-
miczne, dysocjacja i jonizacja w gazie nie zachodza. Procesy te moga dotyczyé
jedynie materiatu sublimujacego i wystgpowaé tylko na powierzchni $cianki
w samym momencie sublimacji. Sa one wtedy uwzglednione w wartoéci ciepta
sublimacji c;. ;

2. Parametry gazu otaczajacego w poOlprzestrzeni x > 0 z wyjatkiem warstwy
gazu sasiadujacej bezposrednio ze $cianka sublimujaca okre$lone sa przez wartosci
podane na rys. 1. Temperatury T, Tys gestosci p, py i predkosci u., 5, zwiazane
sa warunkami Rankine’a-HugOniote’a z warunkami poczatkowymi T, po, Uo
odnoszacymi si¢ do esrodka przed fala padajaca oraz z predkoscia tej fali D; uwa-
zamy je za dane.

3. Bezwymiarowe poprawki 7' (x, 1), p (x, t), @i (x, t) i 45 (t), ktére pojawiaja sie
w zwigzku z uwzglednieniem zjawisk promieniowania i sublimacji, sa wielko$ciami
matymi w poréwnaniu z jedno$cia. Wyznaczenie tych poprawek stanowi zasadniczy
cel pracy. :

4. Strumien promieniowania przechodzacy w jednostce czasu przez jednostkowy
element powierzchni, lezacy w obszarze pomiedzy $cianka a fala odbita w plaszczyZnie

(%) Zagadnieniem odbicia fali uderzeniowej, rozchodzacej si¢ w promieniujacym o$rodku
gazowym ale przy zastosowaniu nieco innego modelu fizycznego i bez uwzglednienia sublimacji
Scianki, zajmowat si¢ W. W. Byszewski1 [3].
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odlegtej o x od poczatku laboratory)nego uktadu wspotrzgdnych, w przyblizeniu
Wynosi
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gdzie I, jest droga swobodna promieniowania w obszarze za fala odbita, 7 = # (¢)
polozeniem tej fali oraz o stala Stefana-Boltzmana. We wzorze (2.2) pominigto
zmiany parametréw gazu w obszarze za fala odbita, a zatem przyj¢to m.in., ze T =
= T, = const oraz [ = [, = const. Odpowiada to w szczegdlno$ci pominigciu
wplywu przesublimowanego gazu na strumiefi promieniowania.

5. Moment rozpoczecia sublimacji #, spelnia warunek t; > 0, tj. sublimacja
rozpoczyna si¢ dopiero po odbiciu si¢ fali od $cianki. Przyjmujemy, ze czas f, oraz
predkos¢ sublimacji, \

2.3) E=E(W)=Emn S (), -

gdzie 0 <S(?) <1, imax = const, sa wielko$ciami znanymi ([1], wzory czgsci 5);
niestety nie daly si¢ one przedstawi¢ w formie analitycznej, lecz obliczane zostaty

na drodze numerycznej. Funkcja S (¢) i stale #,, &, zaleza od padajacego na Scianke
strumienia promieniowania g (&, #) oraz od wielu statych materialowych i warunkéw
poczatkowych.

6. Pomijamy dyfuzyjne rozmycie granicy pomiedzy gazem otaczajacym a gazem
powstatym z sublimacji §cianki, czyli zakladamy, ze pomigdzy obydwoma gazami
istnieje powierzchnia rozdziatu o réwnaniu r = r (t). Powierzchnia ta oddziatywuje
na gaz otaczajacy tak, jak ttok sztywny i przezroczysty dla promieniowania.

Oprécz powyzszych zalozen w p. 3 wprowadzimy jeszcze przyblizenia dotyczace
pochodnej strumienia promieniowania po wspolrzgdnej X oraz obszaru calkowama
réwnan gazodynamiki.

3. Przeplyw gazu w obszarze za fala odbita

Réwnania zachowania masy pedu i energii w jednoskladnikowym gazie doskona-
tym, nielepkim i nieprzewodzacym ciepta na drodze molekularnej napisane dla
przypadku jednowymiarowego maja nastgpujaca postac:

ap
Pt =
3 : 0 o 0
3. 5 P+ a(pu +pRT)=0,
0 (1 i R )-|- 0 (1 3+ YR )
A Y S L Kegres T G g

W réwnaniu energii (3.1); uwzglqdmony jest promienisty transport energii.
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Roéwnania powyzsze sa nieliniowe. Warunki brzegowe dla funkeji u, p i T mozna
W naszym przypadku okresli¢ w nieskoriczonoci oraz na nieznanej granicy, ktora
jest plaszczyzna rozdziatu r = r (¢) pomiedzy gazem przesublimowanym a otacza-
Jacym. Poniewaz zalozyliémy, ze przed fala odbita gaz jest niezaburzony, wigc wa-
runki z nieskoniczonosci ulegaja przesunieciu na powierzchnig fali odbitej, przy czym
réwnanie tej powierzchni # = 7 (¢) jest réwniez nieznane. Matematyczna ztozonoéé
tego problemu zmusza nas do ograniczenia si¢ do stosunkowo prostego przy-
padku fizycznego, w ktérym przeptyw jest niewiele zaburzony w stosunku do
stanu panujacego za idealng falg odbita. W tym celu réwnania (3.1) przedstawiamy
w bezwymiarowym ukladzie wspéirzednych %, 7, a poza tym wprowadzamy bez-
wymiarowe poprawki #p i T poszukiwanych funkcji:

P (x1 t) = pf [1+; (x" f)] ’
T(x’ t) - o Tf [1+T("x~: f)] ’
: u(x, t)='}fﬁ(fs f)’

7(0) = 1, [14+ (D),

(3.2)

czyli
n(t)=n, I [1+47 (D],
gdzie

~

t

-
Aﬂ(f)=—‘f— n(t)de.
0

Po wykonaniu tych podstawien, a takze po pewnych algebraicznych przeksztalce-
niach (ale bez zadnych przyblizer), otrzymujemy

o DBy g s

oil B R ek b T
Sl = pie e gl s ditpisoratsn gy
ot ox 9. - 0% y 1+p 0%

(3.3) 2 e 528
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Bt Byl
(3.4) e e =
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Zatem b jest bezwymiarowa, odniesiona do predkosci idealnej fali odbitej, predkoscia
dzwigku w obszarze za fala odbitg.

~ Zanim przystapimy do dalszej analizy uktadu réwnan (3.3), podamy explicite
postaé prawej strony réwnania energii (3.3);. Zgodnie ze wzorem (2.2) dla pochodnej
strumienia promieniowania w obszarze pomiedzy $cianka a fala odbita otrzymujemy

y(—1) dq 2{( 1) o R SRR 45
(3.5) S = 4byA*\\ 1+ 5 jet TR EL (o] Fem TR

+(@E—%) Ei (—f+3?)} >
gdzie

oo

Ei(—x)=— f e'””‘@_
)

¢

jest wyktadnicza funkcja catkowa, a stale B i 4> sa nastgpujace:

b 3y—1Y}*
B=—i~1=( yy ) —1=22,42,

T4-
2byp; 1y R.T, by (+1)(3y—1) R po
M2 = Proow
=3,299-10'8( ) DS,
Mpow Po ] I

Wsp6tezynniki liczbowe odpowiadaja przyjeciu nastgpujacych wartodci statych:
y = 1,25, M,,,, = 14,4 g mol-1, p,,,, = 1,293 kg m~> oraz wyrazeniu predkosci fali
padajacej D w km s~*!

W dalszym ciagu zamiast funkcji (3.5) bedziemy dla pochodnej strumienia pro-
mieniowania stosowali nastepujacy wzdr przyblizony:

y(y—1) 0 /3 s
(3.7 _b?)_;_f_;]_;_ a‘f 4b}’A2{12 (1_|_ ) ]/3x+ '/ e l3(t——x)}
Funkcja (3.7) dla dostatecznie malych wartoéci 7 niewiele rézni si¢ od (3.5). Taka
posta¢ pochodnej dg/0% zwiazana jest z dyfuzyjnym modelem transportu promienio-
wania [2] i mozna ja stosowaé dla dowolnie grubych warstw osrodka czyli dla do-
wolnych wartosci X, 7.

Na rys. 2 podane sa wykresy funkcji zawartych w nawiasie klamrowym we wzo-
rach (3.5) i (3.7) dla kilku réznych wartoéci 7 i dla X zmieniajacych si¢ w przedziale
od zera do 7. Na rysunku tym na osi odcigtych odlozone sa warto$ci argumentu
%|i w przedziale [0, 1]. Przedziat ten odpowiada calemu obszarowi gazu znajdujacego
si¢ za idealng fala odbitg, gdzie 0 < ¥ < 7.

Przeprowadzimy obecnie linearyzacj¢ réwnan (3.3). Zauwazmy, ze

1) stale materiatowe 5%/, y (y — 1)/b?, y sa rzedu jednosci,

2) poprawki p, T i ii sa w poczatkowym okresie po odbiciu si¢ fali mate w po-
réownaniu z jednoscia,
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3) funkcje p, T' i u zmieniaja si¢ niewiele na odcinkach rzedu $redniej drogi
swobodnej promieniowania /;, a takze w czasie, w ktorym fala odbita przebywa
odcinek rzedu /;, a zatem pochodne poprawek sa male w poréwnaniu z jednoscia.

5
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Rys. 2
Korzystajac z powyzszych wlasnoéci funkeji oraz stalych, w zwiazkach (3.3)

pomijamy wyrazy male poczynajac od drugiego rzedu i otrzymujemy postaé zlineary-
zowanych réwnan gazodynamiki
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Badajac konkretny przypadek po rozwigzaniu tych réwnan trzeba bedzie sprawdzic,
w jakim przedziale zmiennoéci 7 otrzymane rozwigzania spelniaja zalozone warunki
matosci 2 i 3; tylko dla takiego przedziatu 7 wyniki beda mialy sens fizyczny.

Réwnania (3.8) zastosujemy (i w sposdb przyblizony rozwigzemy) do obszaru gazu
zawartego pomiedzy powierzchnia rozdziatu r (t) gazu przesublimowanego i gazu
otaczajacego a odbita fala uderzeniowa # (0).

Zauwazmy, Ze granice tego obszaru sa okreslone za pomoca nieznanych funkcji
czasu. Metoda przyblizonego rozwiazania polega¢ bedzie na tym, ze warunek brze-
gowy dla predkosci gazu na powierzchni rozdziatu r (¢) sformutujemy na plaszczyznie
x = 0, a warunki zgodnosci Hugoniote’a, odnoszace si¢ do zaburzonej fali odbitej
5 (t) przyjmiemy na idealnej fali odbitej o réwnaniu ¥=7. W ten sposéb obszar
stosowalno$ci réwnan (3.8) zostaje sztucznie przesunigty pomiedzy niesublimujaca
écianke a idealna falg odbita. Postgpowanie takie jest dopuszczalne, jesli znieksztal-
cenie tego idealnego obszaru, wywolane sublimacja i promieniowaniem jest nie-
wielkie, co zachodzi w poczatkowym okresie po odbiciu si¢ fali od $cianki.

Warunki brzegowe dla funkcji p, T i u okreSlimy w sposéb nastepujacy.

1. Predko$¢ przesuwania powierzchni rozdziatu gazu przesublimowanego i gazu
otaczajacego jest réwna predkosci gazu otaczajacego W bezposrednim sasiedztwie
tej powierzchni i zalezna jest od predkosci sublimacji ¢. Podamy przyblizona posta¢
tej zalezno$ci korzystajac z bilansu, przesublimowanej masy ciata stalego

[&)] r(t) r)
(3.9) [ pudi= [ pi(dx~ [ pi(x)dx.

o &) 0
Rownosé ta wyraza fakt, ze cialo stale o gestosci py, zajmujace obszar pomiedzy
plaszczyznami x = 0 i x = £ (¢), zamienia si¢ w gaz zajmujacy obszar pomiedzy
plaszczyzna sublimacji x = & () a plaszczyzna rozdzialu x = r (¢). Przyblizona
réwnoé¢ wynika z zaleznosci p, < py (gesto$¢ gazu powstalego z sublimacji jest
wielokrotnie mniejsza od gestosci ciata stalego), czyli r (1) > |¢ (#), a zatem wartos¢
catki w granicach [¢ (¢),0] w stosunku do wartosci catki w: przedziale [& (1), r (7)]
jest mata. Dla gestosci gazu przesublimowanego p; (x) zachodzi zwiazek

o M P My My T,
£ Ry T1(X)N R, 1 M, Tspf’

(3.10)

w ktérym pierwsza i ostatnia réwno$¢ wynikaja z odnoszacych si¢ do- materiatu
przesublimowanego i gazu otaczajacego réwnan gazu doskonalego, a réwnos¢
przyblizona jest konsekwencja modelowych zalozen, ze sublimacja zachodzi pod
statym ci$nieniem p, oraz ze nie ma molekularnej wymiany ciepla, a zatem materiat
przesublimowany ma stale temperaturg 7. (W rzeczywistosci zachodzi podwyzszenie
tej temperatury na skutek absorpcji promieniowania i przewodnictwa cieplnego,
a zatem wielko$é T, mozna jedynie traktowaé jako oszacowanie od dotu temperatury
gazu przesublimowanego). Po podstawieniu funkcji p,(x) z (3.10) do (3.9) otrzy-
mujemy

: &

beld M, T
G.11) POl m o TRer®)



108 JACEK KOPYSTYNSKI
a stad po zrézniczkowaniu i uwzglednieniu faktu, ze

d
(3.12) 2T O=ulr @), ~u©,0=na(0,1i),

dostajemy poszukiwany warunek brzegowy dla predkosci gazu na powierzchni
rozdziatu:

pStMZJ-:Y é—(t)—

313 #(0,¢) = -
( ) ©.9 M, T, 1,

= $S(t),

gdzie S(7) jest bezwymiarowa predkoscia sublimacji, okre$lona wzorem (2.2),
a stata s wynosi

51 pStM&F i
5V SN Y P A o L ( M, ) TiDIba siiisiw
. B }’4 (}’—f— 1)5 Po Mpow M, [Cs+cst (Ts_TO)]

= 8,030-10-7

ppow( M2 )4 TSIDIS
Mpow Ml [cs+cst(Ts_T0)] ;

Nalezy podkreslic¢, ze zalezno§¢ (3.13) czyli réwniez warto$é wspotczynnika propor-
cjonalnosci s, maja jedynie charakter szacunkowy.

Po

2. Na zaburzonej, odbitej fali uderzeniowej spelnione sa warunki zgodnosci
Pr (1+py) [y (14+1) =11, ] = po 17, (1 +1)—ux)
pf (1+7)r]) RTf (1+Tr,)+pf (1+ﬁr,) [;7f (1+;I)—';7f ul]]2 .

= Poo RTosHpey Iy (140)— 1 )2,
(3.15)

y O s s A
1 ol CHIDRE RS A e

1 #
= LRIt 5 Iy ()2,
bedace algebraicznymi zwiazkami pomigdzy poprawkami p,, T 2 Uy Na powierzchni
fali odbitej (od strony gazu pozostajacego za ta fala) oraz poprawka predkosci
fali odbitej ;7 Nalezy przypomnie, ze obszar przed fala odbita traktujemy jako nie-
zaburzony, a zatem okreslony catkowicie przez wielkosci p,, T, 1 u,,. Uwzgledniajac
fakt, ze p,, T,,, i, 1 ;7 sa znacznie mniejsze od jednofci, linearyzujemy réwnania
(3.15), a nastgpnie wyznaczamy poprawki /3,,, T, n» Uy PTZ€Z nieznang na razie popraw-
ke #:

ﬁn=ﬁ(’;’ f)=a1i7(f)mﬁ(f, ES
(3.16) Pa=p@ D) =a, ()~ p i, 1),
T,=T@.0) =asn()~TG, 1),
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gdzie
3y—1 44 y=—1 8

Gy s R ey TS

Qr-Df D 12
y (p+1D)Gy—1) 495

(3.17)

a3=

Dysponujac warunkami brzegowymi (3.13) i (3. 16) rozwnqzemy réwnania (3.8),
a zatem wyznaczymy W obszarze f>0,0<x <t poprawki #, p i T, a ponadto
poprawke predkosci fali odbitej ;7 Rozwiazywanie jest ulatwione, jezeli zauwazymy,
7e dwa ostatnie réwnania, tj. (3.8), i (3.8);, mozna rozwiazywaé niezaleznie od pier-
wszego, (3.8), traktujac sume p+T jako pomocmczq funkcje niewiadoma. W ten
sposéb wyznaczy si¢ najpierw funkcje # oraz p—+T, a nastepnie drogq bezposredmego
catkowania réwnania (3.8) zostanie znaleziona poprawka gestosci p. Funkcja p+T
ma zgodnie z réwnaniem stanu gazu doskonalego prosta interpretacje fizyczna jako
poprawka ci$nienia p:

(3.18) p = pRT = p; RT; (14+5) (1-+T)~ p; (14+p+T).
Podstawiajac
17 o Ul e_V?;+U2e 3w s p o Rl e—v/?;‘l—Rz el/;x ) T= Tl e—-'/’?;'*‘Tz el/3—'x 3

gdzie Uy, ..., T, sa funkcjami zaleznymi jedynie od #, znajdujemy, ze réwnania
(3.8) posiadaja nastepujace rozwiazanie szczegolne:

3

— - 1) emsjumystiggisiidbe. ifs]
?P<s>=2]/3 b(H— —E) fe-V3 *+ G e V3 G-

b3

(3.19)

1 1 =
747 ) = 2b(1+ E‘) ere XL

_l_f 21/3 b l"f’i i —l/?;_*_ib_ —V3 (-3
TR e ]/3 3 e 3 e :

Aby znalez¢ rozwigzanie spelniajace warunki brzegowe (3. 13) i (3 16) znajdujemy
najpierw rozwiazanie ogdlne jednorodnego ukiadu réwnan

6u, B by ¢ #\
y 0% == +T) =
(3.20)
0 il
(pj‘r Ty+y— o7 =0

i zazadamy, aby suma odpowiednich jego rozwigzan i rozwigzan szczegblnych
spelniala warunki brzegowe. W réwnaniach (3.20) podstawiamy nowe zmienne

(3.21) (i=X+bi, (=%-—0bi
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i po latwych rachunkach otrzymujemy

=)
LR A AR

i

(3.22) 1 :
= O T) =1 )+ (),

gdzie f; ({1) i f> ({2) sa na razie dowolnymi funkcjami, okre§lonymi odpowiednio
dla argumentéw. nieujemnych (dla kazdego y > 1 mamy b > 1, czyli w naszym
obszarze zmiennosci X, 7 jest zawsze {; > 0) lub niedodatnich (¢, < 0).

Korzystajac z rozwiazan (3.19) i (3.22) znajdziemy ostateczna postac’/rozwlfaczari
ogdlnych:

SR 2b'(1+ 1) yigzandy
Azu(x’ ),‘" _E e b2—1

(3.23) | + b, (R-+-bE)+bf, (R—bF),

e Al

2by

e T Ay £y b f, (B—bD).

l e g Fg—
5 B & DT D=

Zastosujemy do tych rozwiazan warunki brzegowe (3.13) i (3.16), co pozwoli na
znalezienie funkcji f;, f, oraz 77 Dla % = 0 (na powierzchni rozdzialu) mamy

3

1 : 5\ Fpcunkosy s
B249) —;a(, f)=2b(1+ F.) e T Db (b = 50

Dla % = 7 (na fali odbitej): otrzymujemy

3

1
—z 861 = 2b(1+ —) e V3 — g TOALe+D T +
+ b [-6-D) i = =570,
(3.25) e
S BEDHTEN = — 5 =1 [+ D1 +
a,+as ,
+yfa[-(—-1)i]= el (@) .

W réwnaniu (3.24) podstawiamy bi = { i otrzymujemy natychmiast wzor

Gunstt 1 i

g o 2 BoET Y
bAZS(b) 2(1+ B)+ e LO.
Eliminujac ze zwiazkéw (3.25) odpowiednio funkcje f, [—(b — 1)7] lub f;(t)
dostajemy wzér na # ():
 2by

a; y—a,b—azb

(.20 fo(-0=

e o '
@327 —n@)= {(H‘—E)e_”’—b—+1+f1[(b—|-1)f]}




WPLYW PROMIENIOWANIA GAZU ORAZ SUBLIMACJI SCIANKI NA PARAMETRY ... 111

lub réwnanie zawierajace oprécz wyrazen algebraicznych tylko funkcje fi i f2:

1 s
(3.28) 2b (a,+as) (1 i 79_) e VI b1 (a, y—b*a,—b*a3) +
+ (ay y+a, b+as b) fi [(b+1)i]—(a; y—a; bfas b) f,[—(—1)i]=0.

W réwnaniu tym podstawiamy (b — 1) 7 = ({ = 0), a nastgpnie korzystamy ze
wzoru (3.26) dla f, (—{) i otrzymujemy réwnanie funkcyjne dla funkcji f; {C)s

¢ b b
(329 fiO+4./1 () = bAz ( )+{A1 Ak Sulind &

: 2(1+ 1) 1( 1) T “’?%}
b2 5 —(4,—1) l+§ e b2—le >

gdzie

(3.30) Ay =

oL Al BB Gl
8, 75y D20, B o peitp g s S0

Rozwiazanie tego réwnania pozwoli na podanie explicite wzoréw dla 4, (p+T)
oraz 1.

Analize réwnania (3.29) rozpoczniemy od stwierdzenia, ze jego prawa strona za-
lezna jest od sublimacji za posrednictwem wyrazu (s/bA?) S({/b) oraz od promieniowa-
nia, ktérego wplyw opisany jest przez pozostate wyrazy. Dla { |b < i pierwszy wyraz
znika tozsamosciowo. Wprowadzmy obecnle wygodne ze wzgledéw rachunkowych
podstawienie

R S
(331) L O=10+ 550

Pozwala ono rozbi¢ réwnanie (3.29) na dwa prostsze réwnania funkcyjne:

, 1 b b
(3:32) fq(C)+A1ﬁ,(ﬁC)=—2(1+ —,;)~ e s

2h2 Vag £ V3¢
+"b‘2‘_—le e +(1—4 1)(1+ ) bt
oraz
(3.33) fs B0 +A4, £, B0 =S (),

ktére rozwiazywaé bedziemy niezaleznie od siebie.
Dla f,({) poszukujemy rozwigzania w postaci szeregu -

) Vsc V3 ¢

=Y e [ f g
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Podstawiamy to wyrazenie do réwnania (3.32) i poréwnujemy wspGiczynniki przy
takich samych potegach; pozwala to na wyznaczenie wszystkich statych, tj. g,,
hy, a, 1 b,. Po wykonaniu obliczeri i odpowiednim zgrupowaniu wyrazéw otrzymujemy

b 1
(39 LO=57 (1—;)—

i 1 2b? 3 14+4, ( L :pifl ¥
A,+1 b2—1 A, Al ‘
n=0
Bbciqme UL Ve
+—“1(1+l A i A A s
A;+1 B A, A}
n=0

Dla { = 0 wystgpujace w tym wzorze sumy sprowadzaja sie do szeregdw geometrycz-
nych zbieznych (bo 4, > 1, bp"t* > 0, (b — 1) f"+* > 0) i wyrazenia w nawiasach
kwadratowych staja si¢ réwne zeru, czyli

b 1
L0 e= L E (1+ E) = —0,5049 .

Dla wyznaczenia funkcji f; ({) (¢ = 0) rozwigzywaé bedziemy réwnanie (3.33)
dla wartosci argumentu zawartych w kolejnych, polozonych na prawo od punktu
{ = 0 przedziatach:

1. (<, (ale £,>0), §(0) =0, wiec £, (BO)+A, £, (Bb0) = 0, czyli
(3.35), [@=0 da {<bpi.

2. [, <{<piy, 0<S() < 1. Na podstawie (3.35); mamy f; (b{) =0, wiec
Ay £ BB) = S(0), czyli

\

(3.35), 1= 55— S( : dla © Bht < C <hB2 (..

bﬂ)
p<{<p*t, 0<S(@<1. Na podstawie (3.35), mamy f, (b)) =

1 1
_j‘i—;S(i)’ wiec -—S(C)—!-A Js (BB =S ({), czyli

e 1 L
£ = ( ) S(—) dla bB2E <(<bp3i,.

b8/ 4% "\bp?
Postepujac zgodnie z powyzszym schematem znajdujemy ogdlnie, ze
: S s ik
[ Q) = et S\pperr| dla BBUE<C<bpri, n>2.
k=0

Warto$¢ graniczng dla ¢ — oo znajdujemy z warunku S (c0) = 1. Wtedy réwnanie
(3.33) ma posta¢ f; (00)+A4, f; (o) = 1, czyli

1

fS(OO)_l—-i—AT
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Przepiszemy jeszcze raz otrzymane wyniki w postaci zwartej

0, jesli - { < bpi,,
n—2
Trenireg ¢ ‘ i
s g X R0 40 n n 7 =
(3.35) £ = v A‘;“S(bﬁ"“)’ GO gpr L SR A0
1
?;", feshlw bt o,
1

Najwazniejszym ze wzgledéw fizycznych wnioskiem wynikajacym z powyzszego
wzoru jest stwierdzenie, Ze funkcja f; ({) jest ograniczona i monotonicznie rosngca.
Rzeczyw1501e poniewaz dla 0 < { < oo zachodzi nieréwnos¢ 0 < S ({/bf*+1) <
= S(C/bﬁ") < 1, wigc grupujac parami wyrazy sumy we wzorze (3.35) mozna
przekonac sig, ze jest ona dodatnia i rosngca, a ponadto ograniczona z géry
liczba 1/(144,).

Nalezy podkresli¢, ze podana metoda rozwiazania réwnania funkcyjnego (3.33)
oparta jest jedynie na zatozeniu 5 p. 2, ze funkcja S ({) jest réwna zeru w pewnym
skoriczonym przedziale [0, #,]. Nie jest natomiast zupeknie istotna rézniczkowalnosé,
a nawet ciaglos¢ funkcji S ({), czyli w szczegdlnosdci jej zachowanie si¢ w poblizu
punktu ¢ = #,+0.

Powrécimy teraz, dysponujac juz rozwigzaniem réwnania funkcyjnego, do
wyznaczania funkcji 7, p i T.

Po podstawieniu funkcji (3.34) i (3.35) do wzoru (3.27) otrzymujemy poprawke
predkosci fali odbite;j:

1 | b L
(3.36) Azﬂ(t—;l";‘b(lJrAx)fs [((6+1) ]+ { (1+A1)(1+ )(l—e"V“)"‘

2b? A +1 (508 - Vo L
__bl—i[lu' 7 ‘25 A 2 J*‘Af‘0(1+ )

g amape iy
ferod pra [ ETACETACE

n=0

podstawiajac ja do wzoréw (3.26) i (3.23) otrzymujemy wzor dla poprawki predkosci
gazu: :

B3 GaEkh= {Alfs [B (bi—R)1+f; (bi+3)}+

2b?
b*>—1

'} { 2 (1 3 E) (l—e [e—l‘/:{(;—;)_e~]'37 (f_ % ] 4

y—

& 717 2b? ﬁ (_l)n[ s bﬂn+1(bt+;) g b;:_}_l(m x)J L
4, b1 A"
n=1
£ s e, V3 ~ o~ V3 ~ o~
i Al l 1-{-_17 ‘j( 1) [e-—-(b—_lw(bt——x) _e—m(bt+x)J 2
A3 - L vy
n=0

=i, (%, D)+, (%, 7).

Rozprawy Inzynierskie — 8
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W obu powyiszych wzorach z, oraz #i, oznaczaja ich czesci zalezne tylko od
funkcji f;, a wigc od sublimacji, a pozostale wyrazy, tj. ;"}q oraz u,, zaleza tylko od
promieniowania. Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze formalnie sublimacja i promieniowanie
dzialaja na otrzymane wyniki niezaleznie. Jednak w rozpatrywanym przez nas
modelu sublimacja zachodzi wylacznie na skutek absorpcji padajacego na $cianke
strumienia promieniowania. Tylko od niego zalezy funkcja S, a zatem réwniez ko-
lejno f; oraz ;‘75, i, ps i Ty (te dwie ostatnie funkcje beda wprowadzone ponizej).
Z bezposredniego catkowania réwnania (3.8); otrzymujemy

i © oi ;
(3.38) p (D =— f S A ().
0

Funkcje f; wyznaczamy korzystajac z warunku p (7, f) = az;"}(f). Po wykonaniu
obliczenn otrzymujemy wynik nastepujacy:

1
(339) 5 56D = (A S BOI—DI—f B14+5) 1254, £, [(b-+ 1) 5]} +

\ = 1 ~ —1/3‘;_'_ 26 V3 x__,~V3 tyx
+12y/3 b H—F (f—%)e bz—l(e —e )

Y3 ~ 1 2h2 00 (_l)n V3 (6-1) ~
e e % - L x
X (beVs Hace b ) in 171 ] ‘: Ty e b8 =t
n=0

e e =
i ¥ BTV SN W i S
. § o bpnF1 "_e bpn+1 (bt +x) ¥ 3 bpn 1 (bt x)] 4
4 ®! ) gy Vi -~ AT
il (1+l VD w0 e
A B A%
1 n=0 ¢

Vine Vs - a 1 s
O ok e ok L) e
5 a ] alb(1+A1)(1+ B)(l V3%

3 00 r An V3@b—1) ~
s i2b [l—— A,+1 (1) 5y bﬁ"—x:l_[_

a, b*—1 A v ¥,
n=0
a, 1 A+ I8 (=1 _§~]} :
+a—1b(A1—1)(1+§)[1 - V% =
n=0
i 3 .Z’s (fa ;)‘l—:bq (55, ~t)s
gdzie
a =l —@
A, = DGR o e

a; y—a, b—asz b
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Korzystajac z powyzszego wzoru jak réwniez ze wzoréw (3.23), na sume p+T,
(3.26) i (3.35) dla funkciji f; i f, otrzymujemy formule na ostatnia z poszukiwanych
funkcji, tj. na poprawke temperatury.

a0y TEn=" 0" {A S 1BbF—3)1—£, (b7+3)— —f; G+
+ {—2 V3 b (1+ %) (—%) e V33 2by [l—e~ V3 G-D) 4
L1 fizl (e~ V3573 7)ot i i
Y yA—ll bfb_zl ,,j(—A?n e S iy o P e 0749 _
__e—b;,/,%(b?—;)]_i_A; = 1)( ;)2(;;)"[8 (IH-'/I:;ﬂn bi— x)+
b T _ %;—e_g;] —%b(1+A1)(1+%) (—eV35)_
:

a; ~2b° [ A+l o (D) _Vi_g;;;);
a, B— A, A ° ]
n=0
a 1 A+] oy (D" - J}
Tl 5 N M ﬁ"
+a1b(A1 1)(1+ B)[l Vg e

_|_.

S1.0,0+T,(%1).

Dla zupelnosci rozwazari napiszemy jeszcze wzdér dla poprawki ciénienia.
Zgodnie z (3.18) mamy

1
G4 FFED =5y (AL B GI—DI~ B+ +

2 Bbrniisl Jes sl sty &
Bt st — V3 G-
“{ T e i %

e I/_ )/5 el
- 1 sz [2_ 1+4, 2( 1) ( —W(bt+x)+e—w(bt—x)):|_
A+1 b*—1 Ay A}

n=0

TR V3 sl V3 R
R e e ]
1 1 1

n=0

=ps (X, D)+P, (%, 7).
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Dyskusj¢ otrzymanych wynikéw, tj. wzoréw (3.36), (3.37), (3.39), (3.40) i (3.41),
rozpoczniemy od stwierdzenia, ze skladowe poprawek zalezne od sublimacji sg
ograniczone (bo funkcja f; jest ograniczona) dla dowolnych wartosci argumentu 7,
a nastgpnie przejdziemy do analizy wyrazéw zaleznych tylko od promieniowania,
tj. od analizy wyrazéw 7'7,,, iy pTiips Zauwazmy, ze wielkosci te nie musza byé
mate w poréwnaniu z jednoscia; malymi poprawkami musza by¢ funkcje 7'7, i, p, T
1 p, a wigc sumy odpowiednich poprawek zaleznych od promieniowania i sublimacji

dg(f) pD) Tli) po(td)
OS] Oy | o0 s

7 hthig O
Ay

- 12 |---120
Asymptota dla
T (t), 7, (1)

-10

0 2 4 6 8 T

Rys. 3a

pomnozone przez stala 42. Wyrazy 1'7,,, T o« 1 Pq zostaly stabelaryzowane (dla
y = 1,25) na maszynie cyfrowej GIER. Wyniki rachunkéw sa przedstawione na
rys. 3 - 9. Wszystkie wystgpujace we wzorach szeregi sa naprzemienne i bezwzglednie
zbiezne i mozna je ograniczyé przez szereg geometryczny. Bledy sum czgSciowych
kazdego szeregu sa ograniczone z géry przez pierwszy z odrzuconych wyrazéw;
w obliczeniach ograniczono si¢ do dziesieciu pierwszych wyrazéw. Jak wykazaly
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préby numeryczne, stosowana doktadno$¢ jest wystarczajaca dla zilustrowania
przebiegdw badanych poprawek.

Na rys. 3a, 3b przedstawione sa odpowiednio dla matych (7 <8) i duzych
(5 <7 <500) wartoSci argumentu wykresy funkcji ﬁq (D) oraz t47,() =

= ( ﬁq (7) dv 1 47}, (7). Dwie ostatnie funkcje sa w prosty sposdb zwiazane z popraw-
0

ka polozenia fali odbitej «rzeczywistej» w stosunku do «idealnej». Pierwsza z nich,
tj. 747j,, podaje podzielone przez stala A przesunigcie potozZenia fali «rzeczywistej»
od fali «idealnej» ¥ = 7, wywolane promienistymi stratami energii. Wielko$¢ 47,
wyraza stosunek tego przesunigcia do odlegtosci fali idealnej od $cianki i do stalej.

7 17,
A/iq

-12 H-3000

Asymptota dla 7 (t), A, (T)

-11 H-2000

/

=40 t-1000

_gui u | I r

1
0 100 200 300 400 500

2% ({)__ [lq ({v{) 8 5(1 {{,"t—) T—Q({y‘t) 54 Pq,({'t)
I7q_ o (o = o & 3 % QAp+aig

-

Rys. 3b

A?. Jak wida¢ z wykresu, poprawka 1j, [a zatem réwniez zgodnie z warunkiem brze-
gowym (3.16) poprawki @, p,, T, i p, na fali odbitej] jest zawsze ujemna, z czego
wynika, Ze wypromieniowanie energii powoduje opdznienie fali «rzeczywistej»
w stosunku do «idealnej». Dla ¢t — oo wielko§¢ 77,, (a zatem réwniez 4y,) dazy do war-
3
tosci *-2% [(1 5 %) +Z77b¥_ll , ktéra zalezy tylko od wyktadnika adiabaty y. Jak
widac z rys. 3b dobre osiaganie wartosci granicznej jest do$¢ powolne, lecz juz dla
i >3 poprawki j, i 47, sa od niej odlegte nie wigcej niz o +15%. Mozna wigc
powiedzie¢, ze wplyw promieniowania na predko$¢ i przesunigcie fali odbitej powy-
zej tej wartosci czasu jest juz prawie staly.
Wykresy poprawek iy, p,, T . 1 P, przedstawione sa na rys. 4-9.
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Na rys. 4 - 7 podane sa wykresy tych poprawek dla réznych wartosci zmiennej ¢
w calym obszarze pomigdzy $cianka a fala odbita. Przedzial zmiennoéci argumentu
0 < X/f <1 interpretujemy, zgodnie z przyblizeniem zawartym w warunkach brze-
gowych (3.13) i (3.16), w ten sposSb, ze warto§é odpowiedniej poprawki w punkcie
X/t = 0 odpowiada tej poprawce na powierzchni rozdziatu, a w punkcie %/ = 1
na fali odbitej. Opiszemy pewne wtasnosci przedstawionych na wykresach poprawek.
Zauwazmy przede wszystkim, ze poprawki predkosci i, [wzor (3.37), rys. 4] i ci§nie-
nia p, [wzér (3.41), rys. 5] sa w calym obszarze za fala odbita ograniczone. Jak widaé¢
zrys. 4 poprawka #, jest réwna zeru na powierzchni rozdziatu, a nastgpnie jest stale
ujemna i w sposéb prawie monotoniczny (w przedstawionym na rys. 4 przedziale
zmiennosci ) maleje, osiagajac minimum réwne ay 7], na fali odbitej. Poprawka j,
(rys. 5) ma réwniez przebieg monotonicznie malejacy. Poprawki p, i T, (rys. 6 i 7)
osiagaja odpowiednio maksimum lub minimum na powierzchni rozdziatu, a nastep-
nie w sposéb prawie monotoniczny odpowiednio maleja lub rosng az do wartosci
proporcjonalnej do poprawki 7 ,,. Pokazane na rys. 7 wykresy poprawki temperatury
T, wskazuja na intuicyjnie oczywisty fakt, ze najchtodniejsza warstwa gazu znajduje
si¢ w najblizszym sasiedztwie $cianki: gaz znajdujacy si¢ tam byl juz dawno poddany
ogrzewajacemu dziataniu dobitej fali uderzeniowej i najdtuzej z calego obszaru
gazu za fala odbitg traci energi¢ przez promieniowanie. W rzeczywisto$ci malenie
temperatury wraz z czasem jest szybsze niz pokazano na rys. 7, gdyz do promie-
nistych strat energii nalezy dodaé nie uwzgledniony w naszych rozwazaniach mole-
kularny strumien ciepta w kierunku od goracego gazu ku Sciance. Jest oczywiste,
ze poczynajac od pewnej wartoéci ¢ pokazane na rys. 6 i 7 wykresy poprawek nie
maja sensu fizycznego, gdyz jesli jaka$ z nich staje si¢ zbyt duza co do wartosci
bezwzglednej, to traci sens jedno z zalozen, ktére pozwolilo na linearyzacje réw-
nan gazodynamiki.

Zmiany (w czasie) badanych poprawek na obu kraficach obszaru za fala odbitg
pokazane sa na rys. 3a i 3b (na prostej & = f) oraz na rys. 8a i 8b (na prostej
X = 0). Rys. 3a i 3b oméwiono powyzej dyskutujac przebieg poprawki 7, (f). Nato-
miast rys. 8a i 8b pokazuje wykresy poprawek p, (0, 7), T, (0, 7) i P4 (0, 7); poprawka
i, spetnia warunek #, (0, 7) = 0 dla kazdego 7. Jak widaé z rysunkéw i odpowiadaja-
cych im wzoréw, wielkosci p, (0, 7) i T 4 (0, 7) juz dla ¢ > 2 praktycznie biorac zmie-
niaja si¢ proporcjonalnie do czasu 7; ich suma natomiast, czyli poprawka ci$nienia
Pq(0,7), zmierza wraz z 7 do wartosci asymptotycznej. :

Rysunki 9a i 9b przedstawiaja wykresy wszystkich czterech interesujacych nas
poprawek dotyczacych obszaru gazu za fala odbita, odpowiadajace chwilom 7 = 0,5
fub 7 = 5.

Dla zbadania wplywu sublimacji na przeplyw przepiszemy ze wzoréw na #, i, p, T
i p ich skladowe zalezne tylko od sublimacji:

— (A LIG+1) 1,

ﬁs(ia f)= A2

(3.42)
S
#, (%, 1) = —5 (A Sy [BGi—D+, (bi-+3),
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55 1) =~y (AL B BT D1, B4+-D)+ 254, £ [(+1) 51,

s 2bA
(?-42) L@ D= (yAZZ {A /s [B (bi—X)] fs(bf+x)———f[(b+l)f]}
c.d.]

P8, 1) = o (A i 1B BT D1, (149}

Najdogodniejsze do analizy sa wykresy poprawek 4, (f) oraz i (%, 7) i dlatego
w dalszym ciagu poswigcimy im najwi¢cej uwagi. Podstawiajac za f; wyrazZenie (3.35)
znajdujemy najpierw warto$ci graniczne:

s A N %

nS(OO)= Azal 5 us(x’ OO)=-' ?s
5 s axtaz 1 az: =8
pS(O,OO)—'F 01- y ) ps(O0,00)—— a ik

(3.43) - {
S ataz y— 3 az S

TS(O,OO)—F al_ T’ TS(OO,OO)__(; A2
s § aytag
bs (¥, 00) = —7 g

Dla osiagnigcia stacjonarnej sublimacji, dla ktérej S (f) ~ 1, warto$¢ (f—7,) ~ 3
jest juz «bliska» nieskonczonoéci. Jak widaé z powyzszego wzoru poprawka predkosci
wywotana sublimacja #; dazy do wartosci statej w calym obszarze pomiedzy powierz-
chnig rozdzialu a falag odbitg. Jest to fizycznie oczywiste: stacjonarna sublimacja
jest przyczyna istnienia stalej predko$ci powierzchni rozdzialu, ktéra oddziatywuje
na gaz tak, jak jednostajnie popychajacy go tlok.

Zauwazmy teraz, ze

F(H)=0, @, & H=0
F,()<0, i@,(% <0

a zatem sublimacja i promieniowanie stanowig procesy «konkurencyjne» w oddziaty-
waniu na predko$¢ fali oraz predko$¢ gazu za falg. Dla wartosci ggstosci gazu
w poblizu $cianki dziatanie sublimacji i promieniowania jest zgodne, gdyz oba
rodzaje poprawek sa tego samego znaku:

1

e, St e & 7y
ps(0,7) = 2=} sy e e S dla #>0.

p,0,i)>0
Poniewaz T, (0, 7) < 0, a T, (0, #) = 0 dla kazdego 7 > 0, wiec wplyw «sublimacyjne-

go ttoka» jest taki, ze powoduje zmniejszenie ochtadzania gazu spowodowanego
promieniowaniem.
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Korzystajac z ogdlnej postaci funkcji f, [wzor (3.35)], znajdujemy, ze s> 0
dla (b+1) 7 > bpi, czyli dla 7 > bi,/(b—1) oraz ze s > 0, jezeli f; [B(bi—x)] > 0
lub gdy f; (bi+%) > 0, a wigc odpowiednio powyzej charakterystyk bi—3x = br,
lub bi+x = bpt,.

Whioski z powyZzszych rozwazati pokazane s graficznie na rys. 10 (wplyw subli-
macji na predkos¢ fali odbitej i gazu) oraz na rys. 11 (faczny wplyw sublimacji i pro-
mieniowania na poprawke predkosci czastki na pewnej wybranej linii pradu w obsza-
rze za fala odbita oraz na predkosé fali odbitej).
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Rys. 10

Na rys. 10 punkty osi 7, charakterystyki bi+% = bpit;, bi—x = bi, oraz idealna
fala odbita 7 = & narysowane sa w poprawnej skali (dla y = 1,25). Natomiast poto-
Zenie powierzchni sublimacji, rozdziatu, fali odbitej oraz linie pradu sa narysowane
wladciwie zupetnie dowolnie (zwlaszcza odsunigcie linii & (7) od prostej & = 0 jest
wyolbrzymione) — jedynie z zachowaniem kierunku, w jakim te powierzchnie sie
odchylaja. Odcinki grube na rys. 10 maja fatwy do odczytania sens fizyczny. Diu-

g0s¢ ich mozna obliczyé ze wzoréw (3.35)1(3.42), na podstawie ktérych otrzymujemy:
polozenie powierzchni sublimacji w chwili i

AB=8 () = —|&nul [ S,
0
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polozenie powierzchni rozdzialu w chwili 7,

BC=F7(f)=s fS(f) di,

poprawka potozenia linii pradu w tréjkacie KLM

~ X0

% o 2L
31
DiEj= [ A28,(%, D=4 [ S@Ddi,
0 (4]

poprawka potoZenia linii pradu w obszarze powyzej charakterystyki bf4X =

= bpi, i ponad falg odbita X = 7
Tz
DE) = | A? i1, (%o, 1) =D, E,+E,E,' =
0

= s, | [ 1B Gi—so1dr+ | 1, Giwo di),

poprawka potozenia fali odbitej
b—1

'

J S (7) di.

FG =1, 4n,(t)) = A*s A

Informacije o stanie sublimacji docieraja do fali odbitej za posrednictwem charak-
terystyk bi—&% = const > bf,, a wigc zakrzywienie linii fali odbitej nastepuje dopiero
powyzej punktu przecigcia prostych bi—x% = bi; i i = X, tj. powyzej punktu M
na rys. 10. Tak wigc oddziatywanie sublimacji na predkos¢ fali odbitej zachodzi
dopiero dla czaséw 7 = bt,/(b—1) (dla y = 1,25 mamy b/(b—1) = 6,8).

Rysunki 11a, 11b i 11c przedstawiaja orientacyjne poprawki predkosci elementu
gazu lezacego na pewnej, dowolnie wybranej linii pradu. W naszym przypadku
jest nig linia przecinajaca falg odbita w punkcie P na rys. 10. Poniewaz o wpiywxe
sublimacji na parametry przeptywu decyduja stosunki poprawek Tslfar Uslilgs Psl D
T,/T,, ps/p, a wigc rysunki 1la - 11c odpowiadaja trzem mozliwym przypadkom:

a) dla kazdego 7 |it,| > #;

b) istnieje taki skoriczony przedzial 7, w ktérym |@,| < i, ale |d, (o 2y >
> u, (i1, 00);

¢) poczynajac od pewnego 7 |i,| < i
Gruba linia ciagla przedstawia poprawke predkosci wywolana acznie przez pro-
mieniowanie i sublimacje; linia przerywana — jej skladowa zalezna od sublimacji,
a linia kresko-kropkowana — sktadowa zalezna od promieniowania. Na schemacie
punkt Q oznacza poczatkowa chwilg, w ktérej sublimacja zaczyna oddziatywaé na
predko$¢ wybranego przez nas elementu gazu. Punkty P i Q sa rozne od siebie
w przypadku, gdy wybrana linia pradu przechodzi przez tréjkat KLM na rys. 10.
Wtedy wplyw promieniowania, natychmiastowy, wyprzedza w czasie o odcinek PQ
wplyw sublimacji, rozchodzacy si¢ od $cianki sublimujacej wzdtuz charakterystyk
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bi—% = const > bi;. Gdy linia pradu nie przechodzi przez tréjkat KLM, lecz
przecina falg odbita powyzej punktu M, to wtedy punkt P = 0 i z chwila, gdy ele-
ment gazu znajdzie si¢ poza fala odbita, podlega on jednocze$nie tacznemu dziataniu
sublimacji i promieniowania.

Rysunek 11d przedstawia wykres poprawki predkosci fali odbitej w jednym
z trzech mozliwych przypadkéw, mianowicie gdy 7, (7) > 7, (7)) dla kazdego 7.
Pokazany wykres jest prawie powtdrzeniem rys. 1la, a graficznie jedyna réznice
stanowi to, Ze na osiach oznaczono inne niz na rys. 11a wartosci liczbowe.
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Rys. 11

Analogicznie do przyktadowo przedstawionych na rys. 11 wykreséw poprawek
#|A* i 7/A* mozna skonstruowaé jakoSciowe wykresy dla pozostatych wielkosci,
tj. dla /42, p/A? i T/A>. Dla tych ostatnich dwéch poprawek wykresy réznityby sie
jednak brakiem pionowych asymptot (asymptotami bylyby proste nachylone pod
pewnym katem do osi 7).
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State Q, b, B, a;, a,i az zaleza tylko od wykladnika adiabaty y.
Stale s i A% zaleza od stalych materialowych i warunkow poczatkowych.

[127]
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Na zakonczenie rozwazan tego punktu zauwazymy jeszcze, ze dla duzych warto$ci
7 mamy

3.44 Bivitefeo i
5L ke P

dla kazdego 0 < % < 7, a zatem wplyw sublimacji na gesto$¢ i temperature gazu
ograniczony jest w czasie tylko do poczatkowego okresu sublimacji. Natomiast dla
poprawek predkosci fali odbitej, predkosci gazu i ci$nienia mamy

= % 5 s T,

ﬁq ﬁq ﬁq dla duzych A? Ml [cs+cst (Ts_TO)]

wartosci ¢

(3.45)

Wartos¢ tego wyrazenia decyduje o asymptotycznym (dla duzych f) wzglednym
wplywie sublimacji i promieniowania na poprawki 7, #ip.

Tablica 1 podana na stronie 127 stanowi podsumowanie dyskusji zacho-
wania si¢ asymptotycznych rozwiazani oraz zawiera uzupetniajace dane do-
tyczace asymptotycznych wartosci ich pochodnych. Kolejne kolumny tej tabeli
oznaczaja odpowiednio badang funkcje, jej asymptotyczne wartosci w punktach
(X =0, i > o0) oraz (% = 7, - o), jak réwniez asymptotyczne wartosci pochodnej
wzgledem X odpowiednio w tych samych punktach. Zamieszczone w ostatnich
dwdch kolumnach wyniki wskazuja, ze dla 7 — o na strukture warstw sasiadujacych
ze Scianka oraz z odbita fala uderzeniowa ma wplyw jedynie promieniowanie,
a nie sublimacja Scianki. Wplyw sublimacji ogranicza sie tylko do zmian wartosci
poprawek, ale nie zmienia charakteru ich przebiegu.

4. Zakres stosowalnosci teorii

Na zakoriczenie naszych rozwazan zbadamy, jakie warunki musza jednoczes$nie
spetnia¢ wystgpujace w zagadnieniu odbicia fali uderzeniowej od sublimujacej
Scianki parametry poczatkowe oraz wspGtezynniki materiatowe, aby odpowiadajacy
tym wielko$ciom konkretny przyktad miescit si¢ w zakresie opisywanym przez poda-
na teorie.

Punkt ten zawiera dyskusj¢ zakresu stosowalnosci teorii, obejmujaca lacznie
pracg [1] oraz niniejsza. (Pewne uzywane poniZej oznaczenia statych materialowych
byly stosowane w pracy [1] i tam zostaly zdefiniowane).

Napiszemy wszystkie warunki odpowiadajace réznym stalym.

1. Warunek sublimacji przed odbiciem si¢ fali od $cianki wg [1] [wzdr (5.12)]:

(V+1)8 Vpst Cyt Kt ( MZ
O—8° L s Lats
2. Warunek na to, aby predkos¢ sublimacji & byta znacznie mniejsza od predkosic

przesuwania si¢ powierzchni rozdziatu r. Wtedy (3.13) ma by M, T p; M, Ty pg, <1,
zatem

4.2) 3,216

4
“.1) 2,137 ) (Ts,0—To)=1.

(y+1) (V— 1) ppow Tst Pst
> 1.
3y—1 Po M,D
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3. Warunek pozwalajacy na stosowanie modelu strumienia promieniowania
opisanego wzorem (2.1). Dla uzasadnionego fizykalnie zakresu zmienno$ci y oraz
dla dowolnych czaséw ¢ jest on w przyblizeniu réwnowazny warunkowi na to, aby
fala padajaca byla podkrytyczna [wg [1], wzdr (3.8)]:

G—=D* Poow ( M,
+D° po \ My,
Zgodnie z powyzszymi uwagami analizujac okreslony przypadek nalezy poste-
powaé w sposob nastgpujacy:
1. Sprawdzié, czy zachodza warunki (4.1), (4.2) i (4.3). Jesli tak nie jest, to w takim

przypadku (tj. dla tego zespotu statych) nalezy uwazaé, ze opisany model nie moze
by¢ zastosowany do interesujacego nas zjawiska.

4
(4.3) 3,152.1072 ) |IDI< 1.

2. Wyznaczyé warto$é 7,.

3. Rozwigzaé réwnanie przewodnictwa cieplnego w ciele staltym i wyznaczy¢
jednoczesnie predkosé sublimacji é czyli 2,,,“ 3 ().

4. Sprawdzi¢ dla jednego zakresu zmiennej 7 predko$¢ przesuwania si¢ po-

wierzchni rozdziatu 7= u (0, ¢) jest znacznie mniejsza od predkosci fali odbitej; wg
(3.14) ma by¢

pst M2 Ts .
T ag max S f I,
i, Sl SO<
a zatem
(7'—1)4 (33)—‘1)3 Prow ( Mz )4 TSIDIS
44)...3,131.10=% S(1)< 1.
( ) })4 (y+1)6 /70 Mpow Ml [cs+csi (Ts—TO)] ( )<

Nieréwnos$¢ moze by¢ spelniona dla dowolnego 7 (gdyz S (f) ro$nie od zera oraz
S (7) < 1) lub tez poczynajac od pewnej wartosci czasu moze nie by¢ spelniona.
W tym ostatnim przypadku oznacza to, Ze poczynajac od pewnej wartosci 7 jeden
z warunkéw, ktéry pozwolil na linearyzacje réwnan, nie jest juz spetniony.

5. Skorzystaé ze wzoréw (3.36), (3.37), (3.39) i (3.40) oraz wyznaczy¢ poprawki
j,i,p iT.

6. Sprawdzi¢ dla jakich warto$ci 7 spelnione sa warunki linearyzacyjne 21i 3 p. 3,
tj. warunki na to, aby poprawki #, &, p, T i ich pochodne wzglgdem % lub 7 byly
znacznie mniejsze od jednoéci. Poniewaz poprawki te, a Scislej ich sktadowe, zalezne
od promieniowania p, T,, wraz ze wzrostem 7 (ale dla 7 X) rosng do nieskoriczo-
nosci, wiec jest oczywiste, ze istnieje taka warto$¢ 7, powyzej ktorej przestaja byc¢
mate. Oszacowanie tej wartoéci / mozliwe jest na podstawie wzordw (3.38), (3.39),
(3.42) i (3.44), a zatem dopiero po rozwiazaniu réwnan.

Podamy teraz zestawienie wszystkich stalych charakteryzujacych badany
problem.

1. Sze$¢ niezaleznych statych materiatowych: y i M, (opisuja gaz), ps, Csi» Ksi
i M, (opisuja $cianke).

2. Trzy niezalezne stale okreslajace warunki poczatkowe D, po i T.

Rozprawy Inzynierskie — 9
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3. Pig¢ wielkosci zaleznych od tych statych i od rodzaju materiatu $cianki lub
gazu:
T0 = T, [rodzaj $cianki, p, (p,, D, y, M,)],
T, = T [rodzaj Scianki, p;, (po, D, y, M,)],
¢ = ¢, [rodzaj Scianki, T],
lo = Iy [rodzaj gazu, p,, T(D,y, M,)],
Iy = I; [rodzaj gazu, Ps (7, po), Ty (D, y, M,)].
Dla wielkosci tych nie istnieja (w interesujacych nas przedziatach cisnien i tempe-
ratur) dokladne wzory. Parametry te nalezy odczytywaé z odpowiednich tablic
(na ogdt z wyjatkiem wartosci T, 0 z bardzo mata dokladnoscia) lub podawaé dla
nich jedynie warto$ci szacunkowe.

Ze wzgledu na duza liczbe parametréw (dziewig¢ wielkosci niezaleznych) ogdlna
dyskusja calego zagadnienia, a zwlaszcza numerycznych wynikéw calkowania
rownania przewodnictwa, wydaje si¢ niecelowa. Ustalenie we wszystkich przepro-
wadzonych w tej pracy przyktadowych obliczeniach wartosci wykladnika adiabaty
7 = 1,25 oraz stosunku M,/M,,,, = 1 zmniejsza wprawdzie o dwa liczbg parametréw,
ale stanowi do$¢ istotne ograniczenie, gdyz wielko$¢ y wystepuje czesto w silnie
zaleznych od niej wspdtczynnikach typu [(y—1)/(y+1)]", a takze zalezy od niej
wystepujacy w wykladniku potegi czynnik p.

Korzystajac z wynikéw pracy [1] oraz niniejszej mozna wyciagna¢ nastepujace
wnioski ogdlne:

1. Réwnanie przewodnictwa wraz z warunkami brzegowymi zalezy od sze$ciu
bezwymiarowych stalych: a, L, d, B, T, oraz od f,, przy czym

ey 3 B]/n— (1—T,) ]
fots [-'———dz 5 ,a,B]|.

Zgodnie z oszacowaniami podanymi w pracy [l] mozna jednak wyeliminowaé
parametr a, przyjmujac a = co. Mozna spodziewaé sie, Ze wykres rozwigzan tego
réwnania w sposob ciagly zalezy od parametréw. Tak wigc podany w pracy [1]
przyklad rozwiazania numerycznego stanowi dobry ilustracje charakteru rozwigzan.

2. Stale materiatowe p,, ¢, i xc,, W wielu wzorach (np. w réwnaniu na 7,) wystepuja
w postaci iloczynu l/pst Cst K. Czynnik ten zalezy tylko od rodzaju $cianki i zakres
jego zmian w poréwnaniu ze zmianami innych parametréw jest niewielki. Np. dla
metali 1/ Pst Cst Ky Zmienia si¢ w granicach od 0,09 dla Hg do 0,9 dla Cu, a dla
wody wynosi 0,4 (w jednostkach cm? stop s'/2 kal-1). Wynika stad, ze decydujacy
© momencie wystapienia sublimacji jest czynnik 7,—T, o- Przyjmujac T, ~ 300°K,
otrzymujemy, Ze dla cial, ktére w normalnych warunkach sa malo lotne (np. metale),
mamy (7,—T,) ~ T,. Wielko$¢ T, moze zawiera¢ sie w bardzo szerokim przedziale.

3. Wzory na poprawki #, @, p, T i P zawieraja jedynie trzy stale 42,5 i y, ale
procz tego jedna zaleznag od wszystkich wielkosci charakteryzujacych sublimacje
funkcje S (7). :
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4. W wielu wspdtczynnikach wystepuje predkos¢ |D|, bedaca miarg natg¢Zenia
fali padajacej. Ze wzgledu na to, ze |D| podniesione jest czgsto do wysokiej potegi,
czynnik ten ma bardzo istotna rol¢ w opisie naszego problemu.

5. Istotny wplyw sublimacji na przeptyw jest zawsze (tj. niezaleznie od doboru
stalych materiatowych i warunkéw poczatkowych) ograniczony do pewnego prze-
dziatu czasowego. Wynika to stad, Zze sublimacja moze oddzialtywaé na przeplyw
tak jak tlok, ktérego predkosC jest z gory ograniczona i zalezy tylko od natgZenia
padajacego promieniowania. Dla dlugich przedzialéw czasowych przyjety w pracy
strumien promieniowania traci sens: strumien staje si¢ mniejszy od tutaj przyjmowa-
nego i jego oddzialywanie na $cianke maleje. Procz tego dla duzych czaséw wigkszego
znaczenia nabieraja, zwlaszcza na powierzchni rozdzialu gazu przesublimowanego
z otaczajacym, inne niz promieniowanie czynniki dysypatywne, a przede wszystkim
dwa istotne zjawiska molekularne: przewodnictwo cieplne oraz dyfuzyjne mieszanie
si¢ gazoéw. Zwroémy uwage, ze dyfuzja zmniejsza skuteczno$¢ zjawiska sublimacyjnego
tloka, jaki pelni powierzchnia rozdziatu. Mozna powiedzie¢, ze ttok ten staje sig
jakby porowaty. Analiza tych zjawisk nie jest mozliwa w ramach stosowanej w tej
pracy klasycznej dynamiki gazdéw.

Na zakorniczenie pragng podzigkowa¢ Doc. A. SZANIAWSKIEMU za wiele cennych
uwag, dotyczacych zagadnien poruszanych w tej pracy oraz w pracy [1].
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PaccmaTpuBaeTcsi MOAENb SIBJICHHSI OTPAXEHHs YAAPHOM BOJIHBI OT CyOIMMUPYIONIEH CTEHKH.
Cybmamvalisi TPOMCXOINUT TIOX, BIIMSHMEM IIOTOKA H3JIyYeHHMs, BBICHUIAEMOTO TOPSYEM TIa30M.
IIpeanonaraercsi, 4YTO €QWHCTBEHHBIME 3((hEKTamu, BBI3LIBAIOLIMMM BO3MYyIUEHHs IMOTOKA TIa3a,
32 Y/IapHOI OTPaX€HHOU BOJIHOM, SIBIISIFOTCS paJUHAllMOHHBIE IIOTEPH SHEPIMM, a TAKXKE BIHSHHE
TaK Ha3. «IOPIIWs) Ta3a, KOTOPHI BO3HUKAET B CIEANCTBHE CyOIMMAUMM M KOTOPBIA OTHENIEH OT
rasa, OKpy»arollero CTallMOHapHyTO (He MO ABEPraroILyrocs quddy3HOHHOMY pa3MBbIBY) TOBEPXHOCTH
pasgena. Ilpu mpeanonoxenHoi ¢opmyiie, 4jisi TPAHCIOPTA M3JIydEHHsl M HM3BECTHOM CKOPOCTH
CyOmMManyu, peIaeTcsi JMHeApM30BAHHOE YPABHEHWS TIa30[WHAMUKH, TONyYas AHATATHYECKHE
BBIPAXKEHUSI ISl TIONPABOK MAapaMeTPOB COCTOSIHMS Ia3a ¥ CKOPOCTH OTPaXXEHHOW BOJIHBI, 3aBU-
CAINMX OT M3JIy9eHus: u CyOmamanmm. O6CYKIaeTCsi OTHOCUTENLHOE BIIMAHAE 3THX 000uX 3ddexkToB
Ha HaliJICHAbIe MONpaBKy. B 3akiroyenne, 06CykaaeTcsi QUIa30H MPHAMEHSAEMOCTH, UCIIOIb30BAHHOTO
B 3TOM pabore meroxa.
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Summary

INFLUENCE OF THE RADIATION OF GAS AND SUBLIMATION OF THE WALL
ON THE PARAMETERS OF GAS FLOW BEHIND A STRONG REFLECTED SHOCK WAVE

A model is considered of the phenomenon of the reflection of a shock-wave from a sublimating
wall. The sublimation occurs under the influence of the radiation flux emitted from a hot gas. 1t is
assumed that the only effects perturbing the gas flow behind the reflected wave are radiation energy
losses and the action of the gas «piston» arising from the sublimation and separated from the gas
by a surrounding stationary (not subjected to diffusion) surface of separation. With the assumed
formula for radiation transport and known velocity of sublimation the linearized equations of
gasodynamics was solved, obtaining an analytical expressions for the corrections of the parameters
of the state of gas and velocity of the reflected wave, dependent on the radiation and sublimation.
The relative influence of both these factors on the found correction is discussed.

In conclusion, the range of applicability is discussed of the model used in this paper.
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