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1. Wstęp 

Od czasu prac WINKLERA (1867) i ZIMMERMANNA (1888) zagadnienie belek na 
podłożu sprężystym przykuwało uwagę wielu autorów. Różne koncepcje podłoża 
(WIEGHARDTA, SCHULTZEGO, PASTERNAKA, półprzestrzeń sprężysta itp.) oraz 
uwzględnienie różnych przypadków obciążenia, warunków brzegowych i wpływu 
sił wewnętrznych (poprzecznych, podłużnych) składają się na bogaty dorobek teorii 
w tym zakresie. I chociaż problem ma, jak widać, długą historię, nie schodzi z pola 
zainteresowań badaczy dostarczając stale nowych opracowań. Znajnowszych 
wymienić by można prace MIKKOLI i YUNENA [2 i 6] oraz MIKKOU [3]. 

x 

y 

Rys. l ( . 

Osobny rozdział omawianej problematyki stanowią belki na podłożu typu pół­
przestrzeni sprężystej. Z licznych prac dotyczących tego zagadnienia ograniczymy 
się do zacytowania efektywnych rozwiązań FŁORINA, KLUBINA i GORBUNOWA­
POSADOWA [1]. Jakkolwiek otrzymane w tym zakresie wyniki przystosowano już 
do bezpośredniego zastosowania w praktyce inżynierskiej, problemu nie można uwa­
żać za całkowicie rozwiązany. Wystarczy nadmienić, że wpływ sił poprzecznych 
na ugięcie belki spoczywającej na półprzestrzeni sprężystej nie został jeszcze w pełni 
zanalizowany. Tę lukę wypełnić ma praca niniejsza. Podejmujemy w niej próbę 
możliwie ogólnego potraktowania i rozwiązania problemu. Rozważymy więc 

belkę skończonej długości, spoczywającą na półprzestrzeni sprężystej o zmiennym 
przekroju, obciążoną dowolnie, przy dowolnych warunkach brzegowych -
z uwzglęnnieniem wpływu sił poprzecznych (rys. 1). 
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Do rozwiązania użyjemy transformacji całkowej Laplace'a oraz dla ogólności 
rozważań - elementów teorii dystrybucji. W ten sposób sprowadzimy problem 
do układu dwóch równań różniczkowo-całkowych Volterry drugiego rodzaju, 
dla którego w przypadku przekroju stałego podamy ścisłe, zamknięte rozwiązanie. 
Dla przekroju zmiennego wykorzystanie własności przekształcenia całkowego 

pozwala na zastosowanie zbieżnego procesu kolejnych przybliżeń. 
Wyprowadzone wzory zilustrujemy przykładem liczbowym, zamieszczając 

wykresy linii ugięcia i sił wewnętrznych. 

2. Sformułowanie i ogólne rozwiązanie problemu 

W kartezjańskim układzie współrzędnych x, y rozważamy belkę o przekroju 
prostokątnym F (x), spoczywającą na sprężystej półpłaszczyźnie, obciążoną w ogól­
ności siłami i momentami skupionymi oraz obciążeniem ciągłym (rys. 1). Całkowite 
ugięcie osi belki y jest sumą przemieszczeń wywołanych momentem zginającym 
[YM] i siłą poprzeczną [YQ]: 

(2.1) 

Wychodząc ze znanych wzorów 

d 2 d 
(2.2) EJ (x) dX2YM (X) = -M (x). ' GF(x) dx YQ(x) = KQ(x) 

dostaniemy po zróżniczkowaniu związki 

d:: [EJ d:: YM] = qs(x)-p (x) , 

~ lOF ~ YQ] = -K[qs(x)-p(x)], 

które po wprowadzeniu współrzędnej zredukowanej 1'/ = x/l (1'/ E [O, 1]) stanowić 
będą wyjściowy układ równań ze zmiennymi współczynnikami: 

(2.3) 
(4) 'fi ,,[4 

JYM +2J' YM + J" YM = li [qs (1'/)-p (1'/)] , 

Tutaj J = J (x) oznacza moment bezwładności, E, G moduły sprężystości Younga 
i Kirchhoffa materiału belki, K stałą, 

n n d 
qs (x) = }; PI J (x-x,) + }; MI dx J (x-x/)+qc(x) , 

1= 1 '=1 

J (X) dystrybucję «delta» Diraca oraz p (x) odpór podłoża. 
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Nieznany odpór p (x) wyznaczymy ze znanego wzoru Flamanta 

21 1 

v (z) = - nbE
p 
f p (1'f) In IZ-1'f1 d1'f + A , (2.4) 
o 

opisującego przemieszczenie pionowe punktów brzegu półpłaszczyzny sprężystej, 

wywołane obciążeniem p (1'f). Tutaj Ep jest modułem sprężystości podłoża, b sze­
rokością belki oraz A dowolną stałą. 

Przemieszczenia półpłaszczyzny i ugięcia belki powinny być jednakowe, więc 
v (,,) = y (,,), a ponieważ rozwiązanie równania całkowego (2.4) jest znane 
(CARLEMAN [5]), to mamy 

B bEp 1 f1Y'(Z)vz(l-Z) 
p (,,) = - lT,;(l=-;;) - 2nl V" (1 - ,,) z-" dz, 

o 
(2.5) nbEp 

1 - -- [y (z) - A] 
B=--- f 21 

2n2 1n2 o Vz(l - z) 
dz. 

Układ (2.3) przy uwzględnieniu (2.5) i (2.1) stanowi podstawowy układ różniczkowo­
całkowych równań problemu. Do kompletu zależności dochodzą jeszcze ogólne 
warunki równowagi układu 

1 l 

(2.6) J [qs(1'f) - p (,,)] d" = O, J [qs (,,)-p (,,)] "d1'f = O 
o o 

oraz warunki brzegowe dla belki. Te ostatnie dla typowych przypadków wynoszą: 
dla brzegu swobodnego 

(2.7)1 y~(O) = O, ' [Jy~]~= o = J' (O) y~(O)+J (O) y';; (O) = O, y~ (O) = O ; 

dla brzegu swobodnie podpartego 

dla brzegu utwierdzonego 

(2.7h YM(O) =0, y~(O)=O, YQ(O)=O. 

Charakterystykę geometryczną przekroju przyjmujemy w ogólności w postaci 

n + 2 

J (,,) = ao+ }; at"l, 
1= 1 

n + l 

(2.8) 2J' (,,)=bo+}; btr/, 
1= 1 

n 

J" (1'f) = CO + }; CI"I, 
l - l 

n 

F(1'f) = aO+ }; at"l, 
1=1 

n- l 

F' (1'f) = Po + }; Pt "I, 
1= 1 
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w związku z czym układ (2.3) możemy przepisać w formie 

[4 . + 2 ,,+ 1 

aoYAi)+bo Y~+coY~ = E [qs (17) - p (17)] - [(~ ai 171)y~)+ (~bi 171) y~ + 
l l 

n 

+ (~ CI 171
) y~] • 

l 

KP " n- l 

aoY~ +fJo Y~ = - G [qs (17) - P (17)] - [( ~ al 17i) Y~ + (~ fJl17 l) y~] 
l 1 

wygodnej dla dalszych rozważań. 
Oznaczając dla zwięzłości 

. + 2 . + 1 /I 

gl (17) = (~ ai 171
) y~) + (~bi 17 i

) y~ + (~ Ci 17 1
) y~ , 

(2.9) 
l 1 l 

n n- l 

g2 (17) = (~ al 17
i
) Y~ + (~ fJi17

i
) y~ , 

l l 

dostaniemy ostatecznie 

(2.10) 

/4 
(4 ) ' u "_ ( ) ( ) ao,YM + boYM + coYM - E qs.- p - gl 17 , 

KP 
ao y~ + fJo y~ = - G (qs-P) - g2 (17)· 

Każdy konkretny przypadek obciążenia sprowadza się więc do scałkowania równań 
(2.10) z podstawieniem (2.5) i (2.1) przy warunkach (2.6) i (2.7). 

W dalszym ciągu . nakreślimy ogólną metodę rozwiązania. Na układzie (2.10) 
dokonujemy transformacji Laplace'a otrzymując 

(ao s4+ bo s;3+ COS 2)YM = [aD y~ (O) + bo y~ (O) + co y~(O)]+ 

+ [ao y~(O)+bo y~(O)+co YM (O)] s+ [ao y~(O)+bo YM (O)] S2+ 

(2.11) 
/4 /4 

+ ao )'111 (0) S3 + E qs - E P- gl. 

. KP ' KF 
(ao S2+ fJo s)jią = [a D Y~ (O)+ fJo)'Q (O)] + ao YQ (O) S - G ąs + G P-g2 • 

gdzie funkcje 
, ' Y~ C:S)-

YQ(S) 
.~ 

qs(S) 

p (S) 
l . . 

gl (S) 

g2 (s) 

są transformatami Laplace'a . 

00 

=f 
O 

YM (17) 

YQ (17) 

qs(17) 

p (17) 

g 1(17) 

g2(17) 
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Transformata obciążenia 

1= 1 1= 1 

wynosi 

1 l PI 00 

(2.12) ąs (s) = f Qc(l1) e- S~ d'7 +/ 2 PI f o (11-111) e-S~ d'7 + 
o i - l o 

l PI 00 l PI PI 

+ - ~ M f ~'( ) - SI' d - - ( ) + - ~ P - s~ + ~ ~ M -s~ 
[2 L..J i U 11 - 111 e '7 - Qc s l L.J 1 e ! f2 L.J 1 ej. 

i -= L o ; = 1 ; = 1 

Dla transformaty odporu otrzymamy wyrażenie 

(2.13) 
1 - 'q bE s bE 

f e p - - (S) p p(s)= - B d'7 - - a(s) = - Bne 2 lo - - - o'(s). 
I 17 (1 - 11) 2n! 2 2n! 

o 

w którym lo (x) jest funkcją Bessela pierwszego rodzaju zerowego . rzędu 

00 1 ,---

a (s) = J l . 1 ,., J' )I' (z).., z (l-z) dZ] e-sI, d'7 . 
V 11 (1 - 11) z - 11 o o 

Jeśli dalej w (2.11) podstawimy 

to znajdziemy 

.. 
(2.15) 
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Wykonując następnie transformację odwrotną i stosując do drugiego trzeciego 
(w obydwu równaniach) składnika twierdzenie o splocie dostajemy 

(2.16) 

f3 b E ~ 
YM('Y/)=L-l[~J(s)hl(S)]+ 2n .; J a (u) 'Pl ('Y/ - u) du -

o 
'1 - J gl (u) 'Pl ('Y/ - U) du, 

o 

lb E ~ 
YQ('Y/) =L- l [~2(s)h2(S)]+P2--; .; J a (u) 'P2('Y/ - U) du -

o 
'1 - J g2 (U) 'P2 ('Y/ -U) du , 

O 

gdzie symbolem L-l oznaczono transformację odwrotną. W ten sposób, wyjściowy 
układ równań różniczkowo-całkowych (2.10) sprowadziliśmy do równoważnego 
układu (2.16) nie zawierającego już operatorów różniczkowych W wyrażeniach 

pozacałkowych. Dalsza dyskusja równań jest już bardziej efektywna zwłaszcza 

wobec faktu, że retransformaty pierwszych składników, zawierających dowolne 
obciążenia, warunki brzegowe oraz część odporu dadzą się łatwo wyznaczyć w posta­
ci zamkniętej. 

W dalszym ciągu osobno omówimy przypadek stałego przekroju i profilu 
zmiennego. 

3. Przekrój stały 

Mamy wówczas 

bh3 

oo=-U' ao = bh , bo = Co = /30 = O , 

_ . l 
'Pl (s) = aos4 ' 

_ l 

'P2 (s) = ao S2 ' 

f4 l n n 14 s 

+ - [q- (S) + - ~ p. e-s~1 + ~ ~ M e- S~i] + - nBe-T l (~) 
E c f.LJ' [2..c:...; i E 02' 

i = l i = l 

Mamy więc 

'" (O) " (O) '(O) (O) - ( ) 
- ( )l ( ) = ~ + ~ + ~ + ~ +A' [2 qc s + 'P 1 S 1'1 S 4 3 2 1 4 S S S S S 
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gdzie wprowadzono oznaczenia 

12 [4 Qs 
A 2 = - ---;;: bh3 li' 

1 

Qs = J Qs(l1) dl1· 
o 

Korzystając ze znanych rezultatów transformacji Laplace'a 

gdzie H (f!) jest funkcją Heaviside'a obliczymy retransformaty wszystkich kolejnych 
składników z wyjątkiem ostatniego. Ten bowiem wymagać będzie powrotu do 
postaci (2.13) 

skąd po wykorzystaniu twierdzenia o splocie oraz wyników podanych wyżej, znaj­
dziemy 

L - l L: e -+ lo ( ~ )] = L-l [ ;4 j V l1e~s~l1) dl1] = 
o 

{
l [ 1 ]} J~ (I1- U)3 ~l = 

= L-l .s4 L V 11(1-11) = 6 V u (1-u) duo 
o 

Tę ostatnią całkę można obliczyć efektywnie, otrzymując po przekształceniach 

[ 
1 _.!.. (s)] ( 5 3 1 1) V-f! L-l n - e 2 1 - = - - +-n--n2 + - 11 3 arctg -- + 

. S4 o 2 , 48 8 '/ 2 '/ 3 1-'1 

( 
5 11. 11) . /--

+ 48 -"]6'1+"]6'12 J''1(l-'1). 

Stąd więc 

l l 
(3.1) L -1 [~l (s) hl (s)] ~_ 6 Y~' (0)113 + 2 Y~ (O) '12 +y~(0) '1+YM(O)+ 

+A1 [2 L-l [q;~S)] + A~ [ t PI ('1 - 111)3 H (11-11;) + 
1=1 

Al n 5 3 11 
+ 2 ); M; (11 - 11;)2 H(I1-11;)+A 2 [( - 48 + 811 - 2112 + 3 113) X 

1=1 

X arc tg .... / _ 11_ + (~ -- ~11 + ~112') V 11 (1-11)1, V 1-11 48 36 36 . 
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Podobnie 

KP [ 1 n 

h2 (s) = aO y~ (O) +: aO YQ (O) s - G l!c(S) + l ,2; Pi e-s", + 
i = l 

" KI 2 s 
~ \l ~",] _ _ -2 (!...-) + F.LJ Mi e , G nBe lo 2 ' 

, == 1 

'(O) (O) -() B l " 
- ( ) 1" ( ) = ~ + ~ + [B [2 ąc s + _ 1 \ , p . -S", + 
qJ2 S n2 s 2 P2 1 2 2 /. , e s s s S.4...-J 

i = l 

gdzie 

2 f2 Qs 
B = ----. 

2 . n bh E 

Na podstawie identycznych jak poprzednio obliczeń otrzymujemy 

n n 

+B1l2) Pi (17 - 17i) H (17 - 17J + B1 }; Mi H (17 - 17i)+ 
i = l i = l 

Układ (2.16) przyjmie postać 

YM(17) =L- 1 [~lli11 + i I ' 

6 ( l )3 Ep f" (17- ~)3 [ l r , f' ~ y' (z) Vz (l -;j ] +- - - - - . dz du, 
n h E , 6 Y u (1 - u) z-u 

• o o 
(3.3) 

W dalszym ciągu zajmiemy się wyrażeniem całkowym pierwszego równania 

(3.4) f" [ (17 - U)3 

o . y u (l-u) f
1 y'(z)Yz(I-;j ] 
------dz du = 

z-u 
o 

1 " ( )3 
= f y' (z) Vz (l-;j[f y17-

U 

U (l - u) 
o o 

du ] -- dz. 
z-u 
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Całka wewnętrzna mnożona przez pierwiastek V z (l-z) daje po szeregu prostych 
operacji następujący wynik: 

- f~ (17 - U)3 du /-- [( 3 ) 1-17 
l z(l-z) V -- =J z(l - z) -4 -- 317+ 6172arctg -1-+ 

. u (l - u) z - u - 17 
o 

-. /- /--
r--] /--- -. /- V~ +l ~ 

- t 17 (1 - 17) + 2Z2 JI z (l-z) arc tg V 1 ~17 + (17 - z)3 1n I / __ 17 __ -. / _ z_ I . 
/1 1- 17 V l -z I 

Podstawiając otrzymany wynik do (3.4) oraz wykonując całkowanie przez części 
dostaniemy po licznych, lecz prostych przekształceniach 

[3 b E '1 

2n ; f a (u) rpl (17 - U) du = 
o 

gdzie 

C l = 3 (+io+ +il + i2 - 2i3 ), 

C2 = 3 ( --+ io- 2i l + 4iZ ) , 

(3.5) 
C3 = 3 (io - 2i l ) , 

l 
Y (z) 

io = f dz, 
Vz(l-z) o 

l 
zy (z) 

i l = f dz, 
Vz(l-z) 

o 

C4 = 3 ( - +io - ~ i l + i2 ), 

Cs = ~ (~ io- 9i l ), 

C6 = io , 

l 
Z2 Y (z) 

iz = f dz, 
Vz (l -z) 

o 

l 
Z3 Y (z) 

i3 = f dz. 
l/~ (l -z) 

o 
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Podobnie po wykonaniu analogicznych obliczeń otrzymamy wyrażenie całkowe 

równania (3.3h: 

lb E " 
Pl -:;; ; J a (u) ({J2 (I1- U) du = 

o 
l 

2 l E p J' / ./- l 
= -:;; P2 h E [In (v 11 (l-z)+ v z (1-11)) - 2 1n 111-z l] y (z) dz-

o 

l l Ep [ l .. / 11 ! ] 
- --; P2hE 3C3arctg JI 1-11 + C6 1 11(1-11) . 

Wprowadzając dalej oznaczenia 

A= ~ ~ ;, Pl=3(ff. 

(3.6) 

p odstawiając otrzymane rezultaty dla całek do układu (3.3) znajdziemy 

1 

YM(I1)-A J Pl (l1- z)2 [In (V(11 (l - z) + Vz(l-I1)) -
o 1 

(3.7) -2 In 1 l1-z l] y (z) dz = I/fM(I1) , 

YQ (11)- Aj P2 [In (V 11 (l-z) + V z(l - 11)) - + In 111-z l] y (z) dz = I/fQ (11)· 
o 

Dodając stronami i uwzględniając (2.1) otrzymujemy 

l 

(3.8) Y (11)- A. J [Pl (l1-z)2 + p2J[ln (V 11 (l - Z) + V Z (1-11)) -
o l 

- 2 In 111-z l] y (z) dz = I/f (11) , 

gdzie funkcja I/f (11) = I/f M (11) + I/fQ (11) po uwzględnieniu (3.6) oraz (3.1) i (3.2) 
przyjmuje postać 

( 3 9) ( ) ( ) () [' ) I l " l '" . I/f 11 = YM O + YQ 0 + YM(O + YQ (0)]11 + 2 YM(O) 11 2 + 6" YM (O) 113+ 

+A FL_I[lic(S)]+p B FL- 1 [Qc(S)] + 
l S4 2 1 S2 
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n l 1 
+ 2 { A l [6 Pi (tl - 17;)3 + ""2 MI (17 - 17Y] + P2Bl [lPi (17 - 17;)+MJ} H (17 - 171)+ 

1= 1 

+ [ - :8 A2- P2 B2+ ( ~ A2+ 2P2 B2) 17 -:- ~ A2 17
2
+ + A Z17

3
] arc tg -V~ + 

(
5 11 11 ) 

+ 4s Az+pz Bz - 36 A217 + 36 A 2 17z V 17(1 - 17) -

-+). [(Pl C l + pz C3+ Pl CZ 17 + PI C3 17 2
) arc tg -V 1~17 + 

+ (Pl C4 + 3pz C6 + Pl CS 17 + Pl C6 17 2)l/ 17(1 - 17)]. 

Związek (3.8) jest równaniem całkowym Fredholma drugiego rzędu z jądrem słabo 
osobliwym. Wpływ siły poprzecznej wyraża się przez wszystkie wyrazy zawierające 
współczynnik pz oraz wartości początkowe YQ (O) i Y~ (O). 

Jądro 

1 
(3.10) 0C (17 , z) = [Pl (17 - Z)z+ pzl[ln (v' 17 (l -z) + v' z (1-17» - 2 ln 117 - z l] 

zawiera logarytmiczną osobliwość i jedynie dla pz = O (czyste zginanie) staje się 

regularne. Już w tym miejscu obserwujemy więc jakościowy wpływ siły poprzecznej. 
Dalszy jej udział widać w wyrażeniu (3.9), przy czym od razu łatwo zauważyć, że siły 

i momenty skupione dają osobliwości w postaci linii ugięcia (czego nie ma przy 
czystym zginaniu). Wpływ odporu na linię ugięcia belki odzwierciedlają wyrazy 
zawieraj ące stałe A z i Bz oraz ). . 

. W dalszym ciągu zajmiemy się rozwiązaniem równania (3.8). Zbadamy przede 
wszystkim, dla jakich wartości ). istnieje rozwiązanie w postaci szeregu jąder itero­
wanych. W tym celu bierzemy kwadrat normy jądra (3.10): 

1 l 

11 _)( 11 2 = ! J '0(2 (17 , z) d17 dz = 
o o 

1 l 1 
= J I [Pl (fl - z)2 + P2F [In (v' 17 (1 -z) + 1/ z (1 - 17» - 2 ln l 17- z IF d17 dz = 

o o 
1 l 

= J J [Pl (17 - Z)Z + P2J2 [ln2 (v' 17 (l -z) + v' z (1-17) ) -
o o 

1 
- In (V 17 (l -z) + V z (1 - 17» In 117-z l + 4lnzl 17-zl] dfl dz 

i na podstawie oczywistych nierówności 

1 ~ v'1J(l -~+ v'z (l -17) ~ 117-zl ~ O , 

O ~ In (~/ 17 (l-z) + v' z (1 - 17» ~ In 117 -zl 
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stwierdzamy, że 

I l l 

II X I1 2 ~ 4 J J [Pl (I1- z)2 + p2F In 2 1I1-zl d/l dz = 
o o 

Po obliczeniu elementarnych całek mamy \ 

Rozwiązanie w postaci szeregu jąder iterowanych istnieje dla 

< 
1 2 

). m ~ -. / ~ (~)2 ' 
V 6750 h 

a więc po uwzględnieniu wartości A. otrzymamy 

/--
~ ~ Ep < 2 V 6750 (!!...)2 
n h E 819 l 

skąd ostatecznie 

(3.11) !!...) 1
3 

/ !v 
l 9E . 

Otrzymane oszacowanie obejmuje praktycznie najważniejsze przypadki belek. 

Rozwiązanie równania (3.8) ma więc postać 

l 

(3.12) Y (11) = W (11) + A. J X (11 , z) W (z) dz+ .... 
o 

Powyższy związek stanowi w efekcie rozwiązanie całego problemu. Mając bowiem 
całkowite ugięcie Y (11), możemy z (3.7) wyznaczyć YM (1]) lub YQ (1]), a dalej za pomo­
cą (2.2) momenty i siły poprzeczne w dowolnym przekroju belki. 

Dla efektywnego, analitycznego wyrażenia postaci y (1]) podstawiamy funkcję 
!fi (1]) z (3.9) do (3.12). W trakcie obliczania funkcji pierwotnych 

J ' t: (1], z) arc tg V l ~z dz i J )((11, z)l/ z (l-z) dz 
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pojawiają się całki nieelementarne, nie dające się wyznaczyć w sposób ścisły. Stosu­
jąc przybliżenia 

]I z n ( l ) 2 ( l )3 arc tg -- ~ - + z - - -+- - z - -
l -z 4 2 ' 3 2' 

- - 1 l ( 1)2 Vz(l -z) ~ 4" - 2 z -2 + z(l -z), 

obliczamy wszystkie potrzebne całki, otrzymując po żmudnych lecz elementarnych 
rachunkach następujący wzór: 

l 
(3.13) Y (Yf) ~ YM (O) + YQ (O)+ [y~(O)+y~ (O)] Yf + 2 y~ (O) 11 2 + 

+ ~ 11/(0) 3+ A [lL_I[ąC(S)] + B PL- I [ąc(S)] + 
6 YM Yf l S4 P2 l S2 

n l 1 
+ }; {Al [6 Pi (Yf _ Yf;)3 + 2 Mj(Yf - r/i)l] + Pl BI [lP i (17-Yf;) + MJ} H(17 - ytJ+ 

I ~ l 

+[- :8A2 - PzBl - (! Al+ 2PzB2)Yf - +A2Yf2 + +A2Yf3]arctgVI : Y/ + 

( 
5 11 11 ). /- --

+ 4iA2 + PzB2 - 36A2Yf+ 36A1Yf2 Jl17(I - Yf) + 

+ -1.{ - -6
1 

(PI C1 + Pl C3 + PI C 2 Yf + p, C3 171) arctg" / 17 + V l - r] 
n 5 8 

+ +VY/(l - Yf)[}; }; g:n17 l11 + }; CIIIYf Ill
] + 

i = l m = O m= O 
n 6 

+ };}; - (17i-Yf)"'[ln(V'1i(I-17) + "VYf(l - Yfi))-
i = 1 m= l 

- ~ In IYf - 17iI1 A im (Yf) + PI dl (17) + Pz dl (Yf)}. 

Znaczenie poszczególnych wielkości podaje poniższe zestawienie : 

Au (Yf) = P2(d~+d: Yf+d~ 172 + dj 17 3
), 

( 
1 . . 3 I ) 

A jl (yt) = P2 2 d;+d~ 17 + 2 d3 Yfl , 

A () - ~ d i+ l i+ ( l i i) l I 2 1 I i3 17 - 3 Pl o 3 P2 d2 3 Pl dl + Pz d3 17 + 3 Pl d2 Yf + 3 Pl d3 Yf3 , 

A (. ) - ~ /i + 1 i+ l i 3 i 2 i4 17 - 4 Pl t<l 4"P2 d3 2PI d2 Yf + 4"PI d3 Yf , 

() _ (l i 3 I) 
AIS yt - Pl 5" dl + 5" d3 Yf , 

l . 
A i6 (Yf) = 6 PI d;; 

Rozprawy I n żyni e-rs k ie - 'lO 
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d6= - +AIIPi1'/~ + ~ Al M i 1'/Z - P2 B I IPi1'/i + P2BI Mi, 

i_l 2 
dl - l AIIPi 1'/i -Al Mi 1'/i + P2 BI IPi , 

. 1 1 
d; = - lA t IPi 1'/i + lAl Mi, 

1 
d~ = 6 AliPi; 
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(3.14) 
[c.d.) 
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. 1 (. l . ) g~ = 30 p 1 d~ a; + 2 d~ p; , 

n , /---- -. 1-17t 
p; = 2 +V 17;(1 - 17;) - arctg V 1- 17;' 

y; = + [! n + ~ V17; (1 - 17;) + 17; V17t (1 - 17;) - ~ arc tg]i l ~t17J , 
5 5 5 

J; = 16 n + S- V17; (1 - 17;) + 12 17;V17; (1 - 17;) + 

l 5 -. 1-17·-
+ 3 17; V17; (1 - 17;) - S-arc tg V l - '17t ' 

l [35 35 35 
e; ="4 32 n + 161/ 17; (1 - 17;) + 24 17; VIJ; (1 - 17;) + 

+ 2 17;V17;(1 - 17;) + 17~V17;(I - '1;) -- 3
16
5 arctg-' 1 17; ] , 

6 V 1- 17; 

63 63 . 21 21 2 

( t = 256 n + 128 V17;(1 - 17;) + 64 17; V 17; (1 - 17;) + 80 171 V17; (1 - 17;) + 

9 3 I l 4. / 63 -. 1--;;-
+ 40 17; V 17; (1 - 17;) + "5 '1i V '1; (1 - '1;) - 128 arc tg V 1- '1;' 

l __ l 
dl (17) = J (1} - Z)2 [In (V 17 (1 - z) + V z (1 - 17)) - l in 117 - zl] x 

o 

x l A 1 F L-l ( ~: ) + P2 B l F L -1 ( ~: )] dz, 

d2 ('1) = / [ln(V~(l -z) + Vz (l - 17))- ~ In 117 - zl] x 
o 

x [ A l F L - 1 ( ~: ) + Pl B l F L - l ( !: )] dz . 
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Korzystanie ze wzoru (3.13) jest w ogólności dosyć uciążliwe, lecz dla konkretne­
go przypadku obciążenia może okazać się celowe. Należy podkreślić, że ta «zawiłość» 
wyrażenia (3.13) wynika z uwzględnienia wielu wpływów (warunki brzegowe, do­
wolne obciążenie, odpór sprężysty, siły poprzeczne) i to w możliwie ogólnej formie. 
Warto też zauważyć, że w przypadkach nastręczających zbyt wiele trudu istnieje 
zawsze możliwość numerycznego rozwiązania równania (3.8), które przy wykorzysta­
niu maszyn cyfrowych nie przedstawia większego problemu. 

r 

Rys. 2 

r Pragniemy w tym miejscu zwrócić 
też uwagę na jeszcze jedną oko­
liczność. Otóż główny wpływ odporu 
podłoża wynikający z przemieszczenia 
belki jako ciała sztywnego (v = const) 
zawiera się w wyrazach ze współczyn­
nikami A 2 i B2 • Pozostała część od­
poru uwzględniająca odchylenie osi 

belki od postaci prostoliniowej, po jej ugięciu, uwidacznia się wyrażeniem stojącym 
w (3.13) przy parametrze A. Ponieważ stoimy na gruncie małych odkształceń, mo­
żemy przyjąć, że dla dostatecznie małych wartości A wpływ tego wyrazu na całko­
wite ugięcie będzie pomijalnie mały, co w rezultacie znacznie upraszcza obliczenia. 
Dla takiego przypadku wykonano przykład liczbowy przyjmując następujący 

schemat obciążeń i dane (rys.2). Mamy wówczas 

h l l 

f 6 ' 
11=-

6 ' 

1 2 
Qs = J qs (11) dfJ = l P, 

o 

6 
K=-

5 ' 

12 /4 2P 2 12P 
A =-- -- =--.6 3 . --

2 n bh3 fE n bE ' 

2 [2 2P 2 12P 
B-- --- -----

2 - n bh fE - n bE' y~ (O) = y~ (O) = y~' (O) = O. 

Wartości y (O) = YM (O)+YQ (O) możemy nie wyznaczać (nie ma ona bowiem wpływu 
na obliczenie momentów zginających i sił poprzecznych) ograniczając się do ugięcia 
względnego y* (11) = y (11) - y (O). Pozostałą stałą y~ (O) możemy ze względu na 
symetrię wyznaczyć z warunku YM (O) = YM (1), otrzymując na podstawie wzoru 
(3.13) (P2 = O) 

, Al / 125 / l 
YM(l) = YM (O) + YM(O) + -6- P 216 + A16 P 216 + 

( 
5 3 l l) n 

+ - 48 + 8 - 2 + 3 A22 , 
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skąd 

Zatem 
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p 
Y~(O) = 18 bE' 

+ [A l ~ p(~- : r +P2BlIP(~- : )]H(~- :)+ 

+ [ - :8 A 2-hB2+ (~ Ao2+ 2P2 B2) ~- ~ A2112+ + A 2 ~3] arctg -V 1~~ + 
. . 

x (l1 - ~)H(I1- :) + ~ [45+2h-2(81+2p2)11+216112-144~3] x 

x arc tg'" / 11 + ~ (- 45-2p2 + 13211-132112)V ~ (1 - 11)} JI 1-11 . n 

lub bezpośrednio z (3.7) 

_ _ 18P Al l 
YM (~) R:! łflM(r,) R:! L-l ['Pl hl] =YM(O) + bE ~+-6-x 

YQ (11) R:! łflQ (11) R:! L -l [~2 h2] = YQ (O) + P2Bl l[ P (~- ~) H (11- +)+ 

+ P(I1 - ~) H(~ - ~)1+p2B2 [(- 1 +2~)arctg-V 1:'1 + V~(l - ~)]. 
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Po podstawieruu poszczególnych wielkości i przekształceniach będzie ostatecznie 

( 
5 \ 3 ( 5 ) ] l [ -. /-" + ,, - -d H ,, - (; - -;; ( - 45+ 16217 - 216,,2 + 144,,3) arc tg V ~ + 

+ (45 - 132,,+ 132"2)"V,, (l-,,)]}, 

Y~ (")=YQ(")-YQ (O) ~ ~~ h{("-+)H("-+)+("- : ) H (,, - ~) -

0,11 

0,22 

- : [ (- 1+ 2,,)arctg V 1~" + v" (1-,,)]}. 
a b 

05 10 

n f- x 
-

'7=T 

1\ 
I 

ł t-f- ~ t i--

-0,02 

o 

0,02 

0,04 

:-=t 11- 0,08 

0.10 

• b[ 
YM 12P 

• bE 
Ya 12P 

c 
05 10 

~-,--L -t-l ;t - .-r--t------
t f- I-----1 I/ +-:- +--

- +- t + y" t- --t-H-- ':- t : ~~ 
~ " \-"-y -- " I - YM ,\, /1 

\ --' .... -
/ \. I 

/ \. I 

0,3 I 

i 

bE 
y* 12P Rys. 3 

'7=+ 

Wykresy poszczególnych ugięć jak i porównanie ugięcia całkowitego z ugięciem 

wywołanym przez moment zginający podano na rys. 3. Wielkości momentów zgi­
nających i sił poprzecznych otrzymamy wprost z (2.2). Po prostych obliczeniach 
znajdziemy następujące wzory: 

na siłę poprzeczną 

Q(,,) ~-P[H(,, - +) + H(,, - ~) - : arctgV 1~,,1; 
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na moment zginający 

M(~) = - 1~~ Y~(~) = -Pl{(~ - ~)H(~- ~) + (~ -- ~)H(~- ~) + 

-+ ~ [(l -2~)arctgV l:~ - 1/11(1 - ~)J) . 
Wykres sił poprzecznych podano na rys. 4, a wykres momentów ma przebieg 

jak na rys. 3b, przy czym rzędne należy jedynie pomnożyć przez wielkość -blE/12p2' 
Z otrzymanych rezultatów widać, że Q 

wpływ siły poprzecznej na ugięcia dosta- p 

tecznie krótkich belek (w naszym przy- on 
ej 

padku h/l= 1/6) może być dosyć istotny. 

4. Przekrój zmienny 

Ograniczymy się tutaj jedynie do krót- Rys. 4 

kiego naszkicowania sposobu rozwiązania 
problemu. Rozważamy belkę o zmiennym przekroju opisanym związkami (2.8) 
(profil regularny). Wychodzimy ze wzorów (2.16), stanowiących układ równań 

różniczkowo-całkowych Volterry drugiego rodzaju, przy czym pochodne funkcji 
występują pod operatorami całkowymi. Pozwala to na zastosowanie zbieżnego 

procesu iteracji: 

(4.1) 
[3b E '1 ~ 

+ ~ ; f aK
-

1 (u) ({lI (~- u) du- J g~-1 (u) ({lI (~-u) du, 
o o 

yg(~) =L- 1 [~2(s)h2(S)] + 

Ib E
p 

'1 '1 

+ Pz -;- E f aK -1 (u) ({l2 (~-u) du-f g:-1 (u) ({l2 (~-u) du, 
o o 

K = 0,1,2, ... , 

w którym 

l fI Y~-1 (z) V z (l - z) 
aK

-
1 (u) = dz, 

li u (l - u) z-u 
o 

11 + 2 n+ 1 n 

K-l () (~ i) (4) ( ~ b i) /II ( ~ i) /I 
gl U:-::: L.. aju YM,K-l + L.. jU YM,K-l+ L.. CjU YM,K-l' 

1. l 1 
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rpl(Z)=L-l[~l(S)]=L-l[ 2( 2~b + )], 
S ao S o S Co 

rp2(z)=L-
1 [~2(S)] =L-1[S(ao:+ Po)]' 

Możemy też zastosować drugi wariant rozwiązania, w którym za podstawę weźmiemy 
retransformację układu (2.15) w postaci 

Pb E 1J 

YM (rJ) = L -1 [~l (S) hl (s)] + 2n ; J a (u) rpl (rJ-u) du-L -l[~l (s) gl (s)], 
o 

(4.2) 1J 

N N lb Ep J N 

Y Q (rJ) = L - l [ rp 2 (s) h 2 (s)] + P 2 -; E a (u) rp 2 (rJ - u) du - L-l [ rp 2 (s)g 2 (s)] . 
o 

Przepisując wyrażenia (2.9) wynikające ze zmienności przekroju w formie upo­
rządkowanej względem potęg rJ 

gl (rJ) = (al rJ+ ... +an+2 rJ"+ 2) y~)+(bl rJ+ ... + bll+ l rJII+ 1) y; + 

( n)" ( (4) b'" ") ( (4) b'" ") 2 +ClrJ+ ",+CnrJ YM= alYM+ lYM + CIYMrJ+ a2YM+ 2YM+C2YMrJ + ... + 
+ (ali y~)+bll y; + Cli y~) rJn+(an+ 1 y~)+bn+ l y;) rJn+l+all+2 y~) rJII+2, 

g2 (rJ) = (al rJ+ .. · + an rJn) Y~ + (PI rJ+ .. · +Pn-l rJ"-I) Y~ = 

= (al y~ +PI Y~) rJ+ (a2 Y~ + P2 Y~) rJ2+ ... +(a"_l Y~ + PII-I Y~) rJn-l+anY~ rJn 

i stosując do tak otrzymanych wyrażeń transformację Laplace'a, dostaniemy 

d 

(4.3) 

gl (s) = - -d [(al s4+ bl S3 + CI S2)}lM (s) - (al y~ (O) + b l y~ (0)+ 
S • 

+ CI YM (O)) s-C al y~ (O) + b l YM (O)) s2-al YM (O) S3] + 
d 2 

+ ds 2 [(a2 s4+ b2 S3+ C2 S2) YM (s)-(a2 y~ (0) + b2 YM (O)) S2-

d 3 

- a2YM(0) S3]- ds 3 [(a3 s4+ b3 S3 + C3 S2)YM (s)-a3 YM(O) S3] + ... + 

dll+ 2 

+(-1)" ds,,+2[an+2S4YM(S)], 

d 
g2 (s) = - ds [(al s2+ Pl s)YQ (s)-a l YQ(O) S] + 

d 2 d" 
+ ds 2 [(a2 s2+ p2 S)YQ(S)]+ ... +(-1)" ds" [an s2YQ(s)]. 

Do układu (4.2) stosujemy następnie metodę koiejnych przybliżeń, rozpoczynając 
podobnie jak w przypadku (4.1) od wyrażeń y! (rJ) i yg (rJ). Kolejne funkcje y~ 
i Y~ wstawiamy do (4.3) (po transformacji) i znajdujemy potrzebne retransformaty. 
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Opisane tu sposoby rozwiązywania równań o zmiennych współczynnikach 

z powodzeniem stosowane były do szeregu konkretnych przykładów [4], między 
innymi przez G. SZEFERA i B. STACHOWICZ do pewnego problemu kontaktowego 
dla niejednorodnej półpłaszczyzny sprężystej. 

5. Zakończenie 

Celem pracy była próba przedstawienia z jednolitego stanowiska złożonego 
problemu belki na podłożu typu półprzestrzeni sprężystej przy dostatecznie ogól­
nych założeniach, przede wszystkim zaś przy uwzględnieniu wpływu sił poprzecznych. 
Tę zwartą pozycję znaleziono na gruncie transformacji całkowej Laplace'a, dzięki 
czemu udało się otrzymać efektywne rozwiązanie, ogólniejsze od rezultatów znanych 
dotąd w tym zakresie. Ogólność rozważań została co prawda okupiona nakładem 
stosunkowo żmudnych obliczeń [wzór (3.13) oraz (4.1) i (4.2)] jednakże, jak to 
pokazano na konkretnym przykładzie, można też otrzymać dogodne przybliżone 
rezultaty przy dodatkowych, upraszczających założeniach. 

Jak się wydaje, przedstawiony w pracy tok rozwiązania prob1emu rokuje szansę 
otrzymania nowych rezultatów dla wielu nieklasycznych zagadnień belek na podłożu 
sprężystym (belki na terenach objętych szkodami górniczymi itp.). 
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Pe3lOMe 

KOPOTKl1E EAJIKl1 HA OCHOBAHl1łO Tl1ITA YIIPyrOrO IIOJIYITPOCTPAHCTBA 

B pa6oTe, paccMaTpHBaeTcH Bonpoc KOHe'llihlX 6aIloK, nepeMeIDwro ce'lelUU!, npR npORJBOJTh­
HOli: Harpy3Ke H npORJBOJlhHbIX KpaeBblX yCIlOBłlHX. EaJIKH nOKOHTCH Ha ynpyroM nonyrrpocTpaH­
cTBe, npH y'1eTe BJIIDlHHH nOnepe'lHbIX CHIl. IIpHMeH$IH IDlTerparrbHoe npeo6paJOBaHHe JIalIJlaca 
JI 3JleMeHTbI TeOpIrn o606w.ellliblX <PYłIKI.J,Hlf, .r:\aeTCH o6w.ee pelIIeH.IIe 3a,ua'1H . .nIlH rrocTOllHlloro 
ce'lełUfH Y.r:\aIlocb rrOIlY'1HTb TO'llioe pemeJlHe B BH.r:\e pH.r:\a HTepHpOBaBHbrx H.r:\ep (c Ol..\eHKoi{ CXO­
.r:\HM OCTH), .r:\IlH rrepeMeHHoro )Ke Ce'leHHH, rrpHBO.r:\lITCH CXO)JHW..IIHCH rrpOl..\ecc lITepaJ.(Iffi. Pe3YJlb­
TaTbI lIIlIlIOCTPRpYIOTCH '1HCIlOBbIM rrpHMepOM, .r:\OKa3blBaH, 'lTO BJIHlIHlIe rrOrrepe'lHbIX CMIl MOlKeT 
RMeTb cymecTBeHHoe 3Ha'leHlłe. 
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Summary 

SHORT BEAMS ON A BASE OP THE ELASTlC HALP-SPACE TYPE 

Here considered is tbe problem of beams of finite length and variable cross-section - with an 
arbitrary load and arbitrary boundary conditions - lying upon an elastic base of the elastic half­
space type, consideration being given to tbe influence of transverse forces. Using the Laplace 
integraI transformation and elements of the theory of distribution, the general solution of the problem 
is given. Por a constant cross-section it was possible to obtain an exact solution in the form of 
a series of iterated nucIei (with evaluation of the convergence); for the variable cross-section the 
convergent process of iteration is given. The results are ilIustrated with a numerical example, which 
proves that the influence of the transverse forces can be significant. 

POLITECHNIKA KRAKOWSKA 

Praca została złożona IV Redakcji dnia 30 lipca 1969 r. 




