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1. Wstep

Od czasu prac WINKLERA (1867) i ZIMMERMANNA (1888) zagadnienie belek na
podiozu sprezystym przykuwato uwage wielu autorow. Rézne koncepcje podioza
(WIEGHARDTA, SCHULTZEGO, PASTERNAKA, pOlprzestrzen sprezysta itp.) oraz
uwzglednienie réznych przypadkéw obciazenia, warunkéw brzegowych i wplywu
sit wewnetrznych (poprzecznych, podtuznych) sktadaja si¢ na bogaty dorobek teorii
w tym zakresie. I chociaz problem ma, jak widaé, dtuga historig, nie schodzi z pola
zainteresowan badaczy dostarczajac stale nowych opracowan. Z najnowszych
wymieni¢ by mozna prace MIKKOLT i YLINENA [2 i 6] oraz MiIKKoLI [3].

Osobny rozdzial omawianej problematyki stanowia belki na podtozu typu pot-
przestrzeni sprezystej. Z licznych prac dotyczacych tego iagadnienia ograniczymy
si¢ do zacytowania efektywnych rozwiazan FLORINA, KLUBINA i GORBUNOWA-
PosapowA [1]. Jakkolwiek otrzymane w tym zakresie wyniki przystosowano juz
do bezposredniego zastosowania w praktyce inzynierskiej, problemu nie mozna uwa-
za¢ za calkowicie rozwigzany. Wystarczy nadmienié, ze wplyw sit poprzecznych
na ugigcie belki spoczywajacej na pSiprzestrzeni sprezystej nie zostal jeszcze w petni
zanalizowany. Te luke¢ wypelnié ma praca niniejsza. Podejmujemy w niej probe
mozliwie ogdlnego potraktowania i rozwigzania problemu. Rozwazymy wiec
belke skoriczonej dtugoéci, spoczywajaca na polprzestrzeni sprezystej o zmiennym
przekroju, obciazona dowolnie, przy dowolnych warunkach brzegowych —
z uwzglednieniem wplywu sit poprzecznych (rys. 1).
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Do rozwiazania uzyjemy transformacji catkowej Laplace’a oraz dla ogdlnosci
rozwazan — elementéw teorii dystrybucji. W ten sposéb sprowadzimy problem
do uktadu dwéch réwnan rézniczkowo-catkowych Volterry drugiego rodzaju,
dla ktérego w przypadku przekroju stalego podamy Sciste, zamknigte rozwigzanie.
Dla przekroju zmiennego wykorzystanie wlasno$ci przeksztalcenia caltkowego
pozwala na zastosowanie zbieznego procesu kolejnych przyblizen.

Wyprowadzone wzory zilustrujemy przyktadem liczbowym, zamieszczajac
wykresy linii ugigecia i sit wewnetrznych.

2. Sformulowanie i ogélne rozwiazanie problemu

W kartezjanskim ukladzie wspdirzednych x, y rozwazamy belke o przekroju
prostokatnym F (x), spoczywajaca na sprezystej poiptaszczyznie, obciazona w ogol-
nosci sitami i momentami skupionymi oraz obciazeniem ciagtym (rys. 1). Catkowite
ugiecie osi belki y jest suma przemieszczern wywolanych momentem zginajacym

[va] 1 sita poprzeczna [y,]:

2.1 Y (x) =y () +yp ().
Wychodzac ze znanych wzoréw
d? d
@)  EH@ @ =—ME, GF)—3()=K0()

dostaniemy po zrézniczkowaniu zwiazki

.dl 2
P s [EJ py yM] =q,(x)—p (%),

d

d
E GFE_VQ] =—K [qs(x)_p (X)] ’

ktére po wprowadzeniu wspoirzednej zredukowanej n = x/I (€ [0, 1]) stanowié
beda wyjsciowy uklad réwnan ze zmiennymi wspdiczynnikami:

4

(2.3) ISP 2T vy +J yag = 7 [4:—p @],
iatis KI?
Fyo+F'yg = — el [gs ()—p (M] -

Tutaj J = J (x) oznacza moment bezwladnosci, E, G moduly sprezystosci Younga
i Kirchhoffa materiatu belki, K stala,

n n d
(@) = D Pio(x—x)+ Y M7= 0 (x—x)+q. (),
i=1 i=1

0 (x) dystrybucje «delta» Diraca oraz p (x) odpdér podtoza.
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Nieznany odpér p (x) wyznaczymy ze znanego wzoru Flamanta
2l) g 1 dn+A
24) 0@ = = g [PV nlenidiia,
0

opisujacego przemieszczenie pionowe punktéw brzegu podiplaszczyzny sprezystej,
wywolane obcigzeniem p (). Tutaj E, jest modulem sprezystosci podioza, b sze-
rokos$cig belki oraz 4 dowolng stala.

Przemieszczenia polplaszczyzny i ugigcia belki powinny by¢ jednakowe, wigc
v (n) = y(y), a poniewaz rozwigzanie réwnania catkowego (2.4) jest znane
(CARLEMAN [5]), to mamy

1

B bE, 1 y' (2) Vz (1—2)
———— dz ,
SRR T S S f " s
2.5) y

1 -

E,
- [ (2)—A]
27%1In 2 Vz(1—2)

0

dz .

Uklad (2.3) przy uwzglednieniu (2.5) i (2.1) stanowi podstawowy uktad rézniczkowo-
catkowych réwnan problemu. Do kompletu zaleznosci dochodza jeszcze ogdlne
warunki réwnowagi uktadu

1

26) [ las)—p mIdn =0, [ lg.(n)—p ()l ndy=0

0

oraz warunki brzegowe dla belki. Te ostatnie dla typowych przypadkéw wynosza:
dla brzegu swobodnego

@Dy y©@=0," Uyyl_o=7"©0)yy©0)+J 0) ypr (0)=0, yo(0)=0;

dla brzegu swobodnie podpartego

@2.7), @ =0, yy©0)=0, y(0)=0;
dla brzegu utwierdzonego
2.7, ym©=0, 3, 0=0, y0)=0.

Charakterystyke¢ geometryczna przekroju przyjmujemy w ogdlnosci w postaci

n+2

T =ao+ D an's  F)=aot+ ) ar',
i=1 i=1

n+1

n—1
@38 2 =bot Y bin's  F@)=Bot D) Birt's
i=1 i=1

J () = Co"’f‘z Ciﬂl,
i=1
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w zwigzku z czym uklad (2.3) mozemy przepisa¢ w formie
n+2

o Y9 +bo ¥y +-codiys = %[qs n—p@]—[( Y an)rid+ (Sbi ) o +
1 1 2
(3 an) i,
1

6o Yo +Pa Yo = — 501— L4, () —p ()]~ [(2" a') yg + ("j‘l Bin') 35|

wygodnej dla dalszych rozwazan.
Oznaczajac dla zwigztosci
n+2 n+1

gt = ( X )y + ( X bur) i+ (2 an') yaes
1 1

g(n) = (j ai’l’)y’g"f‘(nz_'l ﬂi’li)J’é,

dostaniemy ostatecznie

(2.9)

[4

ao {7 +bo¥ar +¢o vy = (@ —P)—g:1 (),
(2.10) ' o
a3 +hovo = — ¢ @—P)—8&: ).

Kazdy konkretny przypadek obciazenia sprowadza si¢ wigc do scatkowania réwnan
(2.10) z podstawieniem (2.5) i (2.1) przy warunkach (2.6) i (2.7).

W dalszym ciagu. nakre§limy ogdlna metode rozwiazania. Na ukladzie (2.10)
dokonujemy transformacji Laplace’a otrzymujac

(a0 s*+bo 53 406:52)pr = [ao yar (0)+bo y31 (0)+co ¥ (O)]+
+ [0 ¥ (0)+bo ys (0)+co ¥, (0)] s+[ag ¥y (0)+bo y3 (0)] 52+

Jio
(2L U=xU +aoJ’M(0)ss+Eqs_E13_gl >
- % : Ol g B
(ao s*+Bo 5) Yot [ao Yo ©)+po Yo (0)]+aq Yo 0) s — T &t Tp—gz >
gdzie funkcje
: }7M (S) Y ()
"] Fo(s) Yo ()
a G) | _ f % | . A
| B J | r()
3 FAQ) g:(n)
£2(5) 8201

sa transformatami Laplace’a.
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Transformata obcigzenia

n

1
\ sa ragy Tov NUa¥ o de
:Plé(n m)+lz, M; 6" (n—n,)

i=1 i

gs(n) = q.(n) +

1

Wynosi

| n 0
3 X 1
212 4(s)= j i \ i f 5 (1—ny) e~ dn +

n . n

£ 72‘ M:JC* (n—n;) e dy = qc(s)+~ Vpi e+ - ZMie—s'n.

i=1 1:1 i=1

Dla transformaty odporu otrzymamy wyrazenie

1

- gt C R _ bE, o s\ bE,

w ktérym [, (x) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju zerowego rzedu

: J’ ‘@ 2(1—2) 5
fll/ﬂ(l— s z—1 ] g

Jesli dalej w (2.11) podstawimy

7y (5) = [ao Yay (©0)+bo ¥y (©)+Co yr O+ yr ©)4bo Y3 (0)+¢o 32 (0] 5 +

y T I £l s
+[ao yar(0)+bg ¥, (0)] 5° +ao Y (0) o _E— qs (s) +”ET nBe 2 I, (?)
(2.14) .

* — (2) K120 KI? -5 s
hy (s) = [a0 ¥ (0)+Bo yo ()] +a0 ¥5(0) s — G 4 () — =3 nBe * I, DL

1 [ ~A 1
Sl rbastdy s P TG B

gﬂl(S) = _K(I_I"V),

to znajdziemy
e b E,
I =0()h (s)+ 5 2 E ¢1(5)a(5) (01 (5)81(s),
(2.15)

- o E o T4 L
f’g (s) =2 (s) Ez _(é')‘f‘/’z o E 92(5)d(s)—@2(s) &2(s).
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Wykonujac nastgpnie transformacj¢ odwrotng i stosujgc do drugiego i trzeciego
(w obydwu réwnaniach) sktadnika twierdzenie o splocie dostajemy
TRE b E, [
yu) = L o OB O+ 5 5 [ @) gy (r—w) du—

0

- f g1 (W) 01 (n—u) du,
(2.16) o
E n
E 0

e b
Yo ) =L~ [p2() 2 ()] +p2— a(u) g, (n—u) du—

o fgz (w) 92 (n—u) du,

gdzie symbolem L~! oznaczono transformacj¢ odwrotna. W ten sposob, wyjsciowy
ukfad réwnan rézniczkowo-catkowych (2.10) sprowadzilismy do réwnowaznego
ukfadu (2.16) nie zawierajacego juz operatorow rozniczkowych w wyrazeniach
pozacatkowych. Dalsza dyskusja rownan jest juz bardziej efektywna zwiaszcza
wobec faktu, ze retransformaty pierwszych sktadnikow, zawierajacych dowolne
obciazenia, warunki brzegowe oraz czg$¢ odporu dadza si¢ tatwo wyznaczy¢ w posta-
ci zamknietej.

W dalszym ciggu osobno omdéwimy przypadek stalego przekroju i profilu
zmiennego.

3. Przekrdj staly

Mamy wowczas

bh?
a0=v, ao—bh, bo—co_ﬂ(): S
a=b=c=a0==0, iz=l,
s oy 2 1
g =g.m=0, ¢, ()= s (02(6‘)—_(1;’5,5‘,

hy(s) = ao yy; (0)+ao yyy (0) s-+ao y3(0) s2+ao ¥4, (0) s3+

4 n n 4 -L

l =4 1 Ly 5 v oz 1 2 )
+f[q°(s)+7 E Pie "H—F > M;e "¢]+—I-::nBe 10(7).
i=1 i=1

Mamy wiec
~ s 0 # O 4 0 0 ~c
ooy () m 2D 3 2 D) ) WO i 2D

s+ s3 s

+

+

s

Al. I '—"1 Al " e 4 5
r 2{ Pie~*" + TS—Z M *"+7A, 7 (_) ;
i=1

s

+

s4
i=1



KROTKIE BELKI NA PODLOZU TYPU POLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ 139

gdzie wprowadzono oznaczenia
1 At 0, .
AL, 4 e e B e g @) figu) di).
0

Korzystajac ze znanych rezultatow transformacji Laplace’a

1 o [e‘s"i J (n—m)?
-1 | = - -1 = s
L [S"] (n—l)! > L s4 6 H(” 'h)y

—sn; A )2
L-‘[es3 ]= o Zm H (n—n),

gdzie H (n) jest funkcja Heaviside’a obliczymy retransformaty wszystkich kolejnych
sktadnikéw z wyjatkiem ostatniego. Ten bowiem wymaga¢ bedzie powrotu do
postaci (2.13)

s 1 — S
O (s) f i i
me N ] e § L1/ 19
2] ) Vaa-n
skad po wykorzystaniu twierdzenia o splocie oraz wynikéw podanych wyzej, znaj-
dziemy

el - i o)

1 1 T (n—u)? 1
- BB fuete, St
{ [Vﬂ(l—n) ]} Of 6 Vul—uw

Te¢ ostatnia catk¢ mozna obliczy¢ efektywnie, otrzymujac po przeksztalceniach

L—l[ _1_. _—}1 (i)]—(_‘s‘"_}_i _L 2+L 3) t L+
S a3 S R RSN T B e P

5 11
+(E———ﬂ+ )l/n(l n)
Stad wiec
1
(3.1) “! s (s) by (9] = E yz'\'/ 0)n* + —2—y1'(4 (0) 7>+ yp,(0) 74y, (0)+

s4

2 4,1\
sty (SO 2 N -+
i=1
L > 2 L. PN 1o
> ZMz(n—m) H(n—m)+Az[(—E R LR rl) -
i=1

7 TR l
x e S Y i e [n (1—n)
arctg]/l_” (48 'I+ 367 )P n(1—n)
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Podobnie
> ; Kl2 1 Y’;
hy(8) = ao Yo (O)—Hlo Yo (0)s= qc (s)+ TLJ P, e +
i=1
s = KIZ = K
Ll \.1 A g, (LT SIS 2 fa!
+12‘i—1/Mle GnBe 102,
0 c(s G
92(5) by (s) = yg()+ yQ()+ [3112 £ )+—2 \1P,~e‘*'l.—%—
s édl
Bl "1 Lo e—% —i
+T4\_4 "'J”‘szrh(z)]’
i=1
gdzie
: gy g,
B R AT F T

Na podstawie identycznych jak poprzednio obliczenn otrzymujemy

qc()

(B2 L g2 B (9= 3o (0 n-+30 (0)+p> {31 I?L [

+B, 12 Pi(n—ny) H (n— ”)J“B‘Z M, H ()
| = : : el

+ B, | (—1+42n) arctg o +Va(—n [
Uklad (2.16) przyjmie postaé dats Jysoildo mason

Ty =Lt [ R+ ?‘f ‘

6 (o u)3 v (z)u/ (1—)
-4 ”(h) E [l/u(lﬂt) f ]du’

J'Q(’?) =L"1 [&z /~’2] i

(3.3)

' 1 y(2) l/Z(l—z)
+2 g —f(n )[' . f — Jdu

W dalszym ciagu zajmiemy si¢ wyrazeniem calkowym pierwszego réwnania

n (n—u)? Y (2) ]/Z—Uiz_)
(34) f {Vu—(l_—u) f saey dz]dll:

(n—u?® d
fy (z)Vz(l—z)[f V Z(lu—u) s uu]dz.
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-

— ! ma ]/
=W T AT 2
Vz(l—2) [(4 3n-+6n )arc tg =

Catka wewnetrzna mnozona przez pierwiastek 1/ z(1-2) daje po szeregu prostych

operacji nastgpujacy wynik
du

(n—u)®
Vz(1—2) ‘ e
Ve 3”+ 5 o T 1 3¢ ] -
: ( 4 )I ”(_'7)]+ZPZ( —Z)[(——q)arcg 1‘:'; v
1—z
T
Iskez }

= n(l—n)]+22'l z(l—z)alctg]// _+(n i ln /
ri

Podstawiajac otrzymany wynik do (3.4) oraz wykonujac catkowanie przez czesci

dostaniemy po licznych, lecz prostych przeksztalceniach

1Pb B
Eja(u)cal(n u) du =

=
6 1)\
=?(’“) E"f (=2 [In (Vg (1—2)+V 2(1—m) = In In—2]] y () dz —
0
1\3 n =
s g(f) [(C1+C2n+c3172)arctg drg +(Cs+Csn+Cs '72)1/77(1—'7)]
gdzie
1 iy
( igrioe 11—{—12——213), C4=3(_ 3 l1+12),
SO Y | (I 1 ;
=3(" ‘710—2n+4lz>, Cs 7(2 _911)’
(3.5) C =3(i0_2i1), C6—Io’
1 1 2
ok /)’(Z)k 4 o f 22y (2) 2
Vz(1—2) J Vz(l—2)
1 3
2y () i f 2 e
J Vz(-2)

A ‘ Vz(1—2)
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Podobnie po wykonaniu analogicznych obliczeri otrzymamy wyrazenie catkowe
réwnania (3.3),:
b E, f
P | aWe(r—w)du =
0

SRR G 1
= —py 5 | In(/nA=2+Vz (=) = Inlp—2l] » () do—

B o AL i |
?ch E 3 SarCtg 1_” CGI T]( _’I) 4

Wprowadzajac dalej oznaczenia
l 2
’ p 1 e 3 (7) ’

e 1 _r/_
wp () =L~ [p, hy] — ?}*Pl [(C1+C2 n+Cs n*)arctg l/ﬁ sh

2ol
n h

ty | I

A=

(3.6) +(C4+Cs n+Cs 1)V 1 (l—n)].

Yo (m=L""* [(7’2 Ez] "
1 [1 ]/ ) _]
— 5 4|7 Crarctg E"‘Ccv n (1—n)

p odstawiajac otrzymane rezultaty dla catek do ukladu (3.3) znajdziemy

=2 [ pi@—2)* [In (V(n(1—2) +V z(1—n))—
0

1
(3.7) —5n| n—zl]ly @) dz = yp (),

. 1
Yo =2 [ pa[ln (V(1—2) +Vz(1—m) = In ln—2l]y @) dz = yo ().

Dodajac stronami i uwzgledniajac (2.1) otrzymujemy

1
G8)  ym—21[ s (—2*+p)[In (Vn(1—2) +Vz(1—n))—
9 1
— Inlp—zly@dz=y @),

gdzie funkcja w () = wy, (n)+yo (1) po uwzglednieniu (3.6) oraz (3.1) i (3.2)
przyjmuje postac

4 ’ ]' rr U
(B9 v )= 2O +30 O+ DO+ 7 O + ¥y ) 1+ 3} @+

+A112L—1[qC(S)J -{—szllzL_l[q;(ls)] +

S4
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13 2 {Al[ Pig—m) + = Mt(’l 771)2] +p2 By [IP;(n— ’hH‘M]} H(n—n)+
i=1

3 3 1 1 n
+[ Zg‘ Psz‘l‘( A2+2P232) _7A2172+?A2ﬂ3]arctg]/r

5 11 11 b
- S — 2 o —
+(48 Ay+p2 B, 36 Aynt 36 Azﬂ)Vﬂ(l 1)
1 n
= ?'1 (P1 C1+p2 C3+py Can+py Can?) arctg T 4

+\(P1 Ca+3p; Cs+py Cs n+py Co11?) 1/’7 ¢ _75]

Zwiazek (3.8) jest rownaniem catkowym Fredholma drugiego rzedu z jadrem stabo
osobliwym. Wplyw sily poprzecznej wyraza si¢ przez wszystkie wyrazy zawierajace
wspdlczynnik p, oraz wartosci poczatkowe y, (0) i yé (0).

Jadro

. 1
(3.10) K2 =I[ps(—2+pl[In(Vn(1—2) +Vz(1—n)) —— Injy—2]

zawiera logarytmiczng osobliwo$¢ i jedynie dla p, = 0 (czyste zginanie) staje sig¢
regularne. Juz w tym miejscu obserwujemy wigc jako$ciowy wplyw sity poprzeczne;j.
Dalszy jej udziat wida¢ w wyrazeniu (3.9), przy czym od razu latwo zauwazy¢, ze sity
i momenty skupione daja osobliwo$ci w postaci linii ugigcia (czego nie ma przy
czystym zginaniu). Wplyw odporu na lini¢ ugi¢cia belki odzwierciedlaja wyrazy
zawierajace stale 4, i B, oraz A.

W dalszym ciagu zajmiemy si¢ rozwigzaniem réwnania (3.8). Zbadamy przede
wszystkim, dla jakich wartosci A istnieje rozwiazanie w postaci szeregu jader itero-
wanych. W tym celu bierzemy kwadrat normy jadra (3.10):

v

0

% 1
KiE= [ [ K2, 2) dn dz =
0

- 1
= [ [ i—2 0P [V (1=2) +Vz(A—n)) =~ In| n—z[}* dp dz =
0

= [ [ s =27 +pal[I0* (Vn(1—2) +Vz(1—1) )~
00

1
—In(Va(—2)+Vz(1—n)) In |p—2z| +71n2| n—z|] dndz

1 na podstawie oczywistych nieréwnosci

1 >Vn(—2)+Vz(A—n) = p—z] >0,
0=In(Vn(—2)+Vz(1—m)=In |p—z|
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stwierdzamy, Ze

1 1
5y f[ﬂx (n—2)*+p,)* In? |y—z| dy dz =
0

0
e T
il (711) JJ (n—2)*Inln—z| dn dz—
0 0

3 1 S
——K(l H)( ) J (n—2)? In? |p—z| dqdz—i—z K2(1+4)? ’ ’ In? |p—z|dydz.
0 0 0

K|

Og

Po obliczeniu elementarnych calek mamy \\

9B 1 819 f e
108~ Seag T8 7 S T - b 1 O
4\h) 6750 4 6750\ h

Rozwigzanie w postaci szeregu jader iterowanych istnieje dla

i 2

J L

<HKH ]/819(1)2’
6750 \ &

a wigc po uwzglednieniu warto$ci 4 otrzymamy

Yol i B < ]/ 6750( )
% ool 819 ;
skad ostatecznie

G.11) ’IL> V fEP

Otrzymane oszacowanie obejmuje praktycznie najwazniejsze przypadki belek.

Rozwigzanie réwnania (3.8) ma wigc postaé

(3.12) Yy =i [ K. Dy @dzt ..

0
Powyzszy zwiazek stanowi w efekcie rozwiagzanie calego problemu. Majac bowiem
calkowite ugigcie y (1), mozemy z (3.7) wyznaczy¢ y,, (17) lub y, (1), a dalej za pomo-
ca (2.2) momenty i sity poprzeczne w dowolnym przekroju belki.

Dla efektywnego, analitycznego wyrazenia postaci y () podstawiamy funkcje
v (n) z (3.9) do (3.12). W trakcie obliczania funkcji pierwotnych

/ 77 SNENs
f ')\'(n,z)arctgl/li_zdz i f K(,z)Vz(—z)dz
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pojawiaja si¢ catki nieelementarne, nie dajace si¢ wyznaczy¢é w sposob Scisty. Stosu-
jac przyblizenia

z m 1 2 i

arctg I—ZNTT Z*‘7 —f—? 2—7 5
1 1 o

l/z(l —2z) v—4—~?(z——~-) +z(1—2),

obliczamy wszystkie potrzebne calki, otrzymujac po zmudnych lecz elementarnych
rachunkach nastgpujacy wzor:

G.13) 3 )~ yy O30 O+ 1y O+1p O 7 + = y}»}(O)n2+

q.(s)

l e 3 2 1 &E(S)
+—6—yM (Oyn> B4 2L = 5

+p2 By lzL_l[ B

+Z{ [ Pi(n—m)? + 5y Mi(n— n.)]+p231 [lPi(n*-n.-)JrMi]}H(n—m)Jr

5 3 1 1 =
+ A szz e _A2+2p282 ”__A2”2+_A2”3 arctg —_— +
- 48 8 2 1—9

11 11
T Az g A2 V=) +

1 )
+i=_ ?(l’l Cy+p2 C3+py Co n+p, Cs3n?) arc tg]/l 1 +

—7

+ %Vn—a?n[j St Y Gurr| +
i=1 m=0 m=0

- 2;‘ —(n—my | In (Ve (=) +V0 (1—m)) —

)
+ (48 Ay+pr By —

1
15 In ln—ml] Aim)+pidy ()+p, d; ('7)}-

Znaczenie poszczegolnych wielkoéci podaje ponizsze zestawienie:
Ais () = p2(dg+d{ n-t+dy n*+di n?),
= BBy 3
A (1) = p, (— di+d;n+ = d 712),

1 1 1
Ais(ﬂ)‘?ﬂxd'i' 3 Pzdi'*'( P1d+P2 lI)’7‘}"3—191 dzl’72+?,01d3"73,

1 y 3
Am('l)=TP1dl’+jpzd::+7P1dz"7+‘Z‘P1d;’72,

- Lo £

Ais (n) = p, ?d2+“§'d3?7),

1 )
Ais (n) = ?Pl dy ;
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d(§=——é—AllP,nf—i-—;—AlM,-;yf—szllP,m—l—sz, M;,
d} = %Al IPin?—A, Myn;+p, B, IP;,

di=— ;A 1P,m+ A, M,,

d3’=?A11P,-;

17 17
=y(0) +— 192 ( n+ ?) A2+‘Z(—n’+ ?)szz‘F

A2 7 1 1 7 1
1. {3 37 1 7
f o0t el 2 v ) Bt

e e A
4{(,1) — I ) T 3) 2 4 4 5 —p2(C3+ 5)},

L 1 55 5 A ([ 1\? 3
F2=?.VM(O)+—&3‘(—ﬂ+E)Az+7Psz+?{(7) [C1_7C2+

1 i 3 3 1

i 17 8
Fae 6}’ ur = ( T)Az—_:;—Psz‘*‘

1:\2 3 3 3 1
+}-[( } ( 3 C1+ Cz 4 C3+7C5"’7C6)_?P2 Cs],

G 19 di\2 1 1 3
F4 24A2+ 3 szz_‘—A( ) (—TC2+—2—C3+TC6),
2 Aofoina
Fs=_?Az_?‘; Cs,
2
F6='3A2§
_ = 5 pognac g 33 429
Ak 8 1 1 5 7
TP . —hoss P i<l == = 22
i 4096F6 3nC4)—|—7rp2(Fo+ 4 F=k g F2+64 Exctr 128F4'

21 33 I
TSt 02 Fe 7C")’
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1 & 1 1 1
g; = '3—.01(‘11(1)01"{‘7‘1{ ﬁt+T0dzl Tt 20 d 5)+P2(3 d;ai—l_ 7d§ﬂi),
i 1 1. i 1 i
83 =?P1(7d1 al+ d Bit ds Vi +TP2 d; a;,
e
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E 1 :
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- LRl Vard—m + e mV/ai= + n ot —n) +
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Korzystanie ze wzoru (3.13) jest w ogdlnosci dosy¢ ucigzliwe, lecz dla konkretne-
go przypadku obcigzenia moze okaza¢ si¢ celowe. Nalezy podkreslic, Ze ta «zawito§é»
wyrazenia (3.13) wynika z uwzglednienia wielu wplywoéw (warunki brzegowe, do-
wolne obcigzenie, odpdr sprezysty, sity poprzeczne) i to w mozliwie ogélnej formie.
Warto tez zauwazyé, ze w przypadkach nastreczajacych zbyt wiele trudu istnieje
zawsze mozliwo$é numerycznego rozwigzania rownania (3.8), ktdre przy wykorzysta-
niu maszyn cyfrowych nie przedstawia wigkszego problemu.

Pragniemy w tym miejscu zwrocié

!p !p tez uwage na jeszcze jedng oko-
Icls; liczno$¢. Otoéz gtéwny wplyw odporu
= podloza wynikajacy z przemieszczenia

g g8 1.8 belki jako ciata sztywnego (v = const)
ba zawiera si¢ w wyrazach ze wspotczyn-
Rys. 2 nikami 4, i B,. Pozostala cze¢é¢ od-

poru uwzgledniajaca odchylenie osi
belki od postaci prostoliniowej, po jej ugigciu, uwidacznia si¢ wyrazeniem stojacym
w (3.13) przy parametrze A. Poniewaz stoimy na gruncie matych odksztalceri, mo-
zemy przyjaé, ze dla dostatecznie malych wartosci A wpltyw tego wyrazu na catko-
wite ugiecie bedzie pomijalnie maty, co w rezultacie znacznie upraszcza obliczenia.
Dla takiego przypadku wykonano przyktad liczbowy przyjmujac nastepujacy
schemat obciazen i dane (rys.2). Mamy wowczas

h 1 1 6

£ 1 5
qv(”)'___l_l:a(ﬂ_? +5('7_?)]’ qc(”)=os M;=0,

: 2P A 12 i
Qs_o‘fv qs(”)d'l— I ’ : ¢ G bh3E’
X e Rl b 2P_ 2 12P
AT B A
2 2 P2 2P - BET, o ERy ¥
N T BT T T Y0 (0) =) (0) = yp, (0) =0.

Wartosci y (0) = y,, (0)+y, (0) mozemy nie wyznacza¢ (nie ma ona bowiem wplywu
na obliczenie momentéw zginajacych i sit poprzecznych) ograniczajac si¢ do ugiecia
wzglednego y* () = y (1) — y (0). Pozostala stala y;,(0) mozemy ze wzgledu na
symetri¢ wyznaczy¢ z warunku y,, (0) = y,, (1), otrzymujac na podstawic wzoru
(3.13) (p> = 0)

(1) = YM(0)+Y1,\4(O)+

125 l

AIIP +4
6 216 16P216
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skad
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) 3 1 - 1 n
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A R R

5

G Al LIS :
( —?)H( —?) + — [45+2p,—2 (81+2p,) 1-+216 7> — 144 1] x

1 £ v
xarc tg ]/—lz—” i ¥ (—45—2p,+132n— 132}72)]/71 (1 -r])}

lub bezpo$rednio z (3.7)
All

18P
Y M~y ()~ L~ o, 1]—)’M(O)+ ’7+

TR PR

[(_ 5 % 3 1 g ) L
FEu.. | I S 3” ks
D

23 36! n (=i,

o | 1
Yo (W)NV/Q(U)NL_I [(02}12]:J’Q(0)+P1311[P( _%—)H( _?)""

5 5 ol L I
‘7“P(7]_ ~6) H(q—z)]—FPsz [(—1+2n) arc tg]/l—z; o }/77 (1—17)].
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Po podstawieniu poszczegdlnych wielkosci i przeksztalceniach bedzie ostatecznie
* DI ——
Yae (1) = Y D=y O~ =\ 5 1+ ¢ H\in— =

513 5)] 1[ 3 3 1
+( —?) H( - 7 | (-45+1620—216n" + 144p)arcig ]/ — +

+(45—1327+1329)Vn (1 —'7)]} )

. 12P 1 1 5 5
52 =0 @-20 0=z mal1~ ) #lr- )+l )l 2)-

2 S s
- ;[(—1+2r7) arctg I—Z; +Vn (l—n)]}-

a b
9 0’[5 T [ [ = -0,02
,},. ] pet
A : T
REnE o '
an Eﬁ‘l | 004}
ek ”
i TN :
LAAENHL 008
NN l
022 010
x bE
Ynm 22p
0 pro—
T
03
- bE
2 P Rys. 3

Wykresy poszczegélnych ugiec jak i pordwnanie ugigeia catkowitego z ugigciem
wywolanym przez moment zginajacy podano na rys. 3. Wielko$ci momentéw zgi-
najacych i sil poprzecznych otrzymamy wprost z (2.2). Po prostych obliczeniach
znajdziemy nastgpujace wzory:

na sile poprzeczna

1 5\ 4 "
0 ()~ —P[H(r]—?)-PH( = ?)—-;arc tg]/—g];
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na moment zginajacy
e e o
(n) = 12, Q(n)m—Pl 6 6 n— e H 6}

+ 2 a-amaew)/ L Vo)
- |(1—2narctg Yy Vo (l=n|(.

Wykres sit poprzecznych podano na rys. 4, a wykres momentéw ma przebieg
jak na rys. 3b, przy czym rz¢dne nalezy jedynie pomnozy¢ przez wielko$¢ —bIE/[12p,.

Z otrzymanych rezultatéw widad, ze 4
wplyw sily poprzecznej na ugigcia dosta- P
tecznie krotkich belek (w naszym przy-

©

0,5

padku h/I=1/6) moze by¢ dosy¢ istotny.

0 .___’L
4. Przekr6j zmienny l/ \/ {

Ograniczymy si¢ tutaj jedynie do krot- Rys. 4
kiego naszkicowania sposobu rozwiazania
problemu. Rozwazamy belk¢ o zmiennym przekroju opisanym zwigzkami (2.8)
(profil regularny). Wychodzimy ze wzoréw (2.16), stanowiacych uktad réwnan
rozniczkowo-catkowych Volterry drugiego rodzaju, przy czym pochodne funkcji
wystepuja pod operatorami catkowymi. Pozwala to na zastosowanie zbieznego
procesu iteracji:

yar (1) =L~ [0 (S)ﬁl 1+

Pb E, K1 o
@1 iRt e LS L f &5 ) 91 (1—u) du,

Yo () = L=" [92(s) hy (S)]ﬂL

b E, . Fes i)
tpa [ @ @) g () du— [ &5 ) g2 (1) i,
0 0
Ke=0,1,2, ...;

w ktérym

) =L (9 )y (9], yg () = L' [92 () b2 (9)],

1 f‘y;(_l(z)u/z(l——z)d

() = - 2,

n+2 n+1 n

rl () R (Z aiui).V/(\‘;,)K—x‘*‘(Z bi“))’ﬁxq‘*‘(z C(”l)J’XJ,K—w

1 1 2
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n B=1
&= (Y aw) g s-at (Y Bin) Yo, -1
1 1

~ = !
p(2)=L""'[p, ()]l =L [ 5% (ag s%+by s+co) ],

ik -1 __1_
02 =L"[p2(5)] = L [s(aos+ﬁo)].

Mozemy tez zastosowaé drugi wariant rozwigzania, w ktérym za podstawe wezmiemy
retransformacj¢ ukltadu (2.15) w postaci

Bb
Yo () = L7 [94 () Iy (S)]+—n—fa(u)¢1 (1—u) du—L~"[p, ()& ()],

4.2) ;

b E, 5
Yo () = ‘[wz(S)hz(S)]erz;f a(u) g, (n—u) du—L" '[9, (5) &, (s)].

Przepisujac wyrazenia (2.9) wynikajace ze zmiennoS$ci przekroju w formie upo-
rzadkowanej wzgledem poteg 7 ;

"ne

g1 () = (@ 1+ . Fauia ") Y5+ Gy 0+ v Fby 1 " Y) Y+
o i 7Y o ")}’M (01YM)+le’M‘+‘C1}’M)’7+(02 (4)+b2YM+02J’1/t;)’72‘|‘ <l
+ (@ V59400 Yrg FCn V) 1"+ (@ns 1 V5P +-bns1 Vo) 1™ H-Gni 2 V5P 12,
& () =(a; n+ ... +a,n") }’g Byt e B ™ Y) )’Q =
= (a1 Yo +B1 ¥0) 1+(02 Yo +B2 ¥o) 1P+ oo +(@n 1 Vg +Bu1 Y) 1"~ +0n Yo 1"

i stosujac do tak otrzymanych wyrazen transformacje Laplace’a, dostaniemy

d
g1ls) =~ Ts[(al 5440, s>+ %) Py (S)"‘(al y;\; (0)+b, J’;w ©)+
+ 1 yur (0)) s— (a1 iy 00455 ypy (0)) s2—ay 3y, (0) 5°]4
d2
= ) [(@2 s*+b; 535 5%) Fpy (5)— (a2 ypr (0)+-D2 ypy (0)) 5% —

(4.3) d?
—azyM(O)S]——[(ass +b3 53+-c3 52) Jpy (9)—a3 yas (0) °]14- .. +
dn+2

+(_])" ,.+2[an+zs yM(s)]

d
£:(s) = — & [(a) s+ 5) T (8)—a, Y0(0) s]+

+ v [(a> s+ B> 5) o ()] ... +(=1)" a5 [a, 5% 5 (9)]-

Do ukiadu (4.2) stosujemy nastepnie metode kolejnych przyblizeri, rozpoczynajac
podobnie jak w przypadku (4.1) od wyrazen yg, () i y3 (). Kolejne funkcje Tar
i yg wstawiamy do (4.3) (po transformacji) i znajdujemy potrzebne retransformaty.
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Opisane tu sposoby rozwigzywania réwnan o zmiennych wspdlczynnikach
z powodzeniem stosowane byly do szeregu konkretnych przykladdéw [4], miedzy
innymi przez G. SZEFERA i B. STACHOWICZ do pewnego problemu kontaktowego
dla niejednorodnej potplaszczyzny sprezyste;j.

5. Zakonczenie

Celem pracy byla proba przedstawienia z jednolitego stanowiska zlozonego
problemu belki na podtozu typu polprzestrzeni sprezystej przy dostatecznie ogdl-
nych zalozeniach, przede wszystkim za$ przy uwzglednieniu wplywu sit poprzecznych.
Te zwarta pozycje znaleziono na gruncie transformacji catkowej Laplace’a, dzigki
czemu udalo si¢ otrzymac efektywne rozwiazanie, ogdlniejsze od rezultatéw znanych
dotad w tym zakresie. Ogo6lno$¢ rozwazan zostata co prawda okupiona nakladem
stosunkowo zmudnych obliczern [wzér (3.13) oraz (4.1) i (4.2)] jednakze, jak to
pokazano na konkretnym przykladzie, mozna tez otrzyma¢ dogodne przyblizone
rezultaty przy dodatkowych, upraszczajacych zatoZzeniach.

Jak si¢ wydaje, przedstawiony w pracy tok rozwiazania problemu rokuje szanse
otrzymania nowych rezultatéw dla wielu nieklasycznych zagadnien belek na podtozu
sprezystym (belki na terenach objetych szkodami gérniczymi itp.).
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[

AN

Pe3iome
KOPOTKHME BAJIKU HA OCHOBAHMUIO THUITA VIIPYTOI'O ITOJIVIIPOCTPAHCTBA

B pa6ore, paccMaTpuBaeTCsi BOIPOC KOHEYHBIX GalIOK, EPEMEHHOTO CEUCHMS, IPH TPOH3BOJIb-
HO HArpy3Ke M IPOM3BOJILHBIX KPAEBBIX yC/IOBHSX. BaJKu MOKOATCS HA yNpyrom NOJyNpOCTpPaH-
CTBE, TPU y4eTe BIMAHWS TOTIEPEYHbIX cHJil. IIpuMeHss wHTerpansHoe npeobpazopawme Jlannaca
M 3JIEMEHTHI Teopu:u 0000LIeHHbIX (yHKIWM, maeTcs obmee pemenue 3anauu. [lisi OCTOSHHOTO
CEYeHMs YAAJIOCh IOJyYMTh TOYHOE PELIeHre B BHAEC PsNa MTEPHPOBAHHLIX szep (C OLEHKOi Ccxo-
JAVMOCTH), JJsi IEPEMEHHOIO K€ CEYeHWsI, NPUBOAUTCS CXOMASAIIMUCS mpouecc urepauun. Pesyis-
TaThl MILTFOCTPAPYIOTCS YHCIIOBBIM IIPUMEPOM, IOKA3bIBAS, YTO BIMAHHE TONEPEYHBIX CHII MOKET
HMETHL CyLIECTBEHHOE 3HAuEHHUE.
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Summary
SHORT BEAMS ON A BASE OF THE ELASTIC HALF-SPACE TYPE

Here considered is the problem of beams of finite length and variable cross-section — with an
arbitrary load and arbitrary boundary conditions — lying upon an elastic base of the elastic half-
space type, consideration being given to the influence of transverse forces. Using the Laplace
integral transformation and elements of the theory of distribution, the general solution of the problem
is given. For a constant cross-section it was possible to obtain an exact solution in the form of
a series of iterated nuclei (with evaluation of the convergence); for the variable cross-section the
convergent process of iteration is given. The results are illustrated with a numerical example, which
proves that the influence of the transverse forces can be significant.
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