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Praca rozważa zagdnienie stateczności sprężystego walca poddanego skończone­
mu rozciąganiu lub ściskaniu. Podstawą rozważań jest teoria małych odkształceń 
sprężystych, nałożonych na odkształcenia sprężyste skończone, opracowana przez 
A. E. GREENA, R. S. RIVLINA i R.T. SHIELDA [1 i 2]. 

Zakłada się, że materiał walca jest ściśliwy, jednorodny i izotropowy o najzupeł­
nie dowolnej charakterystyce fizyklalnej. Analogiczne rozważania, jednak jedynie 
dla materiału nieściśliwego, zostały przeprowadzone przez Z. WESOŁOWSKIEGO 
w pracy [3]. 

1. Deformacja wstępna 

Prosty walec kołowy o promieniu II i długości Iz, znajdujący się W stanie natural­
nym, oznaczamy przez B. Wskutek skończonego jednorodnego odkształcenia wstęp­
nego wyIniary walca zmieniają się odpowiednio na a i h. Walec o takich wymiarach 
oznaczamy przez B. Wstępne odkształcenia określają parametry A. oraz /1, zdefinio­
wane wzorami 

(1.1) a = /-la, h = 2h. 

Przyjmujemy w ciele B walcowy układ współrzędnych «(]l, O?, ( 3
) = (r, O, z), 

który uważać będziemy za konwencjonalny. Kartezjańskie współrzędne punktu P 
w B i P w 11 są następujące: 

(1 .2) 

Xl = r cos 8, 

o r 
Xl = - cos 8, 

/1 

X2 = r sin 8, 

o r 
X2 = -sin 8, 

/1 

Tensory metryczne gij, gij oraz symbole Christoffela FJk nierówne tożsamościowo 
zeru mają postać 

(1.3) g = det gij = r2
; 
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(1.3) 
[c.d.] 

r'p, O 

Ol r' ° ol gij = .: 
,2/ Jl2 O , glJ = O Jl2/,2 O , g = ,2/ Jl4 22; 

O 1/22 O O 22 

1 
r l 

-- ril =-. .22 - " , 
Powyższe związki pozwalają wyznaczyć niezmienniki odkształcenia lk oraz 

tensor naprężenia .1} [2]: 

g 
13 = <> = Jl422, 

(1.4) 

gdzie 

(l.5) 

l
Jl

4
+

Jl2
2

2 
O O J 

bi} = O :2 (Jl + Jl 2},2) O , 

O O 2Jl222 

.11 = ,2 .22 = Jl2 «1> + (Jl2 + Jl2 },2) lJf+ p, 

.33 = 22 tP+2Jl2 22 lJf+ p, 

2 aw 
«1> = ----V 13 al!' 

2 aw 
1Jf=-­V 13 a12 ' 

przy czym W = W (II, 12 , 13 ) jest potencjałem spr~żystości. 

g 

Zakładając, że powierzchnia boczna walca jest nieobciążona, ,mamy 

(1.6) 

Jeden z parametrów 2 i Jl, np. 2, może być przyjęty dowolnie, a parametr Jl jest 
wtedy określony przez (1.6), /1 = Jl (2). 

Równania równowagi mają postać 

(1.7) 

Określony przez (l.4) stan naprężenia jest jednorodny. Wynika stąd , że równania 
równowagi są spełnione tożsamościowo. 

2. Dodatkowe małe odkształcenia 

Niech punkty ciała B doznają dodatkowego małego przemieszczenia ew (e 
oznacza mały parametr, e2 ~ O). Stan ten oznaczamy przez B*. Dodatkowe prze­
mieszczenia ew powodują to, że każda z wiel~ości charakterystycznych dla stanu B 
doznaje pewnego przyrostu. Liniowe części tych przyrostów będziemy oznaczać 
znakiem «prim». Jeśli Wt i wi są kowariantnymi i kontrawariantnymi współrzędnymi 
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wektora dodatkowego przemieszczenia, a gi i gi są odpowiednimi wektorami bazy, 
to dla ciała ściśliwego mają miejsce zależności [1] 

(2.1) 

(2 .2) 

(2.3) 

(2.4) 

I' ° rs ' 
l = g grs' 

, _ rs I . 

g - gg gr,' 

(/)' = Al~ + FI~ +El~ - ((/)/213 ) 1~ , 

lJ" = FI~ + Bl~ + Dl; - ( lJ'/213 ) 1; , 
(2.5) p' = (El~ +Dl~ + Cl~) 13 + (P /213 ) I;, 

2 iJ2 W 2 02 W 2 02 W 

A = Y 13 on' B = Y 13 aI~' c = V 13 al; , 

2 aw 2 02 W 2 02 W 

D = V 13 0/2 013' E = Y /3 013 aIl ' F = Y 13 aI l 012 

(2.6) b'li = (gii grs_gir gis) g;s . 

Ciało B jest w równowadze, gdy są spełnione następujące równania różniczkowe: 

(2.7) 

Balsze rozważania ograniczamy do osiowo-symetrycznych dodatkowych prze­
mieszczeń, co oznacza, że W i zależą od zmiennych r i z, a W2 = O. 

Na podstawie równań (2.1), (2.2), (2.3), (2.5) i (2.6) i wprowadzając oznaczenia 
W l = U, W 2 = V , W3 = W, Ur = au/ar, Uf( = 02 u/ar 2 itd., otrzymujemy 

(2.8) 

(2 .9) 

(2.10) 

g~ l = _g'll = 2ur , g~2 = _ r4 g'22 = 2ru, 

g;3 = _g'33 = 2w2, g~3 = _ g'l3 =uz+ wr , 

g;2 = g'32 = g~l = g'21 = O; 

r~ i = r~~ = r~; = o, 

I~ = 2.u2 (ur + :) + lA 2 W., 

I~ = 2 (.u 2 A2 + .u4
) (Ur + :) + 4.u2 A2 wz , 

I' = 2.u4 A 2 (U + ~ + w ) , 3 r r z, 

I 
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(2.11) 

(2.12) 
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rp' = [2A,P + 2F(IPA2 + J.l4) + 2EJ.l4 A2-cf>] (Ur+ ~) + 
+ (2AA2 + 4FJ.l2 A2+2E J.l4 Al-rp) WZ) 

lJT' = [2F J.l2 + 2B (J.l2 A2+J.l4)+2DJ.l4 },2_lJT] (ur + ~) + 
+ (2FA2 + 4BJ.l2 A2+2DJ.l4 A2-lJT) WZ) 

p' = [2E,u6 ,F+ 2D (J.l6 A4+J.l8 A2)+2CJ.l8 A4+p] (ur+ ~) + 
+ (2EJ.l4 A4+4DJ.l6 A4+2CJ.l8 A4+p) wz; 

b'11=2(,u4 ~ + J.l2A2Wz), 

b'33=2J.l2A2(Ur+ ~), b'13 = -..12 J.l2 (Uz+Wr) , b'21 = b'23 = O. 

Podane wielkości pozwalają obliczyć współrzędne tensora przyrostu naprężenia : 

-r'11 = NI (Ur + +u) -2 (p+ ,u4'l') ur+MI WZ) 

r2 
r'22 =N j (ur + +u) -2 (p+ ,u4lJT) ~ + MI wz , 

(2.13) 

r'12 = r'23 = 0, 

gdzie wprowadzono oznaczenia: 

(2.14) 

NI = 2A ,u4+ 2B (J.l4 + J.l2 A2)2+2C,u8 A4+4D (,u8 A2+,u6 A4)+ 

+ 4E,u6 ,P+4F(J.l6+,u2 A2)-cf>J.l2-'l'(,u2 A2_,u4)+ p , 

N2 = 2A ,u2 ).2+4B (J.l6 A2+J.l4 A4)+2CJ.l8 A4+2D (J.l8 A2+3J.l6 ..14)+ 

+ 2E(J.l6 A2+J.l4 ).4)+2F(3J.l4 ).2+,u2 A4)_rp).2+p, 

MI = 2AJ.l2 A2 + 4B (116 ).2+ ,u4 A4)+ 2CJ.l8 ).4+ 2D (,u8 ,P+ 3,u6 ).4)+ 

+2E(,u6 ).2 + ,u4 ).4)+ 2F(3J.l4 ).2+ ,u4 A4)-cf>,u2_lJT(J.l4_J.l2 ).2)+ p, 

M 2 = 2A).4+8B,u4 A4+2C,u8 A4+8DJ.l6 ..14+ 

+ 4E ,u4 ).4+2F (J.l4 ).2+ 3J.l2 A4)-rpA2-2 'l',u2 A2_p . 
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Podstawiając do równania (2.7) współrzędne tensora ,'l} dla j = 1 i j = 3, 
otrzymujemy dwa liniowe równania różniczkowe cząstkowe. Dla j = 2 wskutek 
osiowej symetrii odpowiednie równanie jest spełnione tożsamościowo: 

(2.15) 

N; (Urr + +Ur- :2U)+'P (ct>+Jl2 tp)uzz+M~ Wrz = 0, 

N~ (Urz f + Uz)+Jl2(ct>+Jl2 
P) (Wrr + + Wr)+M~ Wzz = O; 

oznaczyliśmy tu 

(2.16) 

Współczynniki powyższego układu są zależne jedynie od własności materiału 
parametrów wstępnej deformacji A i Jl. 
Zakładamy, że walec jest odkształcony w taki sposób, że powierzchnia jego 

z = 0, h pozostaje płaska i obciążona jedynie siłaini normalnymi. Zakładamy dalej, 
że walcowa powierzchnia jest wolna od obciążenia . Odkształcenie takie ma miejsce 
przy ściskaniu (rozciąganiu) walca między dwiema płaskimi sztywnymi płytami. 

Zgodnie z (2.13) wynikają stąd następujące warunki brzegowe: 

(2.17) 
IV = ° dla z = 0, l, 

,'13 ,=0, uz+ Wr=O, dla z=O,I; 

,'13 = 0, Uz+ Wr = Odia r = a, 
(2.18) 

dla r = a. 

3. Rozwiązanie ogólne 

Dla układu równań różniczkowych (2.15) poszukujemy rozwiązania w postaci 
szeregów 

(3.1) u = .2; all (r) cos vz , w = .2; fin (r) sin vz, 
nn 

v= -­
h ' 

w których an (r) i fin (r) są funkcjami zmiennej r. Układ (2.15) jest spełniony wtedy, 
gdy funkcje te spełniają dla każdego v następujące zwyczajne równania różniczkowe: 

• (3.2) 

Rozprawy Inżynierskie - ,~1 
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W celu rozwiązania układu (3.2) wyrażamy Pn przez an z pierwszego'T:~nania, ---- ~ dPr _ _ N; (d2 

an ~ dan _ ~) .P (4) + ,u2 'P) 
(3.3) d - M" d 2 + d 2 an +v M" an , r v l r r r r l 

i podstawiamy (3.3) do równania drugiego. Ostatecznie otrzymujemy równanie 
różniczkowe czwartego rzędu, które da się przedstawić w następującej postaci 

(3.4) 

gdzie 

d [1 d ] H 2 = - - - er) , 
dr r dr 

(3.5) 
l [ N; M; 

b ="2 ,u2 (4) + ,u2 'P) N~ 
M; _ 22 (4) + ,u2 'P)] 

,u2 (4) + ,u2 1jI) N; , 
22 M; 

c=--;;z N; . 
Podstawiając funkcje (3.1) oraz (3.3) do warunków brzegowych (2.18), otrzymujemy 
warunki brzegowe na funkcje an : 

dla r = a, 

(3.6) 
( 

N;Ml) d2 an 22(4)+ ,u2 'P)Ml 
NI - M; H 2 

an- 2 (P + 11
4 'P)~ + v M; an = O 

dla r=a. 

Równanie (3.4) i warunki brzegowe (3.6) określają jednorodne zagadnienie brzego­
we. Jeśli zagadnienie to ma rozwiązanie niezerowe, ciało B nie znajduje się w równo­
wadze trwałej i traci stateczność [4]. 

Równanie (3.4) można przedstawić w postaci 

(3 .7) 

gdzie 

KI =,Vb + Vb2 - C, K 2 = Vb - l1b2 -c 

są funkcjami parametrów deformacji ), i ,u. 
Rozwiązanie równania typu (3.7) wraz z obszerną analizą podane są w pracy 

[3]. Dla Kl :=j=. K2 całkę ogólną otrzymujemy jako sumę rozwiązań dwóch równań 
Bessela: 

(3.8) 
• 
Rozwiązanie ogólne jest więc następujące: 
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Jeżeli KI = K 2 to odpowiednim rozwiązaniem jest funkcja 

gdzie Ci są stałymi całkowania, li są funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, a Yi 
drugiego rodzaju. Ponieważ jednak funkcje Yj są nieokreślone dla r= a, więc biorąc 
pod uwagę fizyczny sens zagadnienia stałe przed nimi muszą być zerami. 

Ostatecznym rozwiązaniem równania (3.6) jest układ funkcji 

(3.11) 

(3.12) 

all = CI II (VK l r)+ C2 II (VK2 r), dla KI #/(2, 

all = CI II (Vla) + C2 rIo (Via), dla /(1 =/(2 . 

4. Warunki utraty stateczności 

Jako warunek utraty stateczności przyjmujemy osiągnięcie takiego stanu, w którym 
zagadnienie brzegowe nałożenia małych odkształceń na odkształcenia skończone 
dopuszcza wieloznaczne rozwiązanie. W obecnym zagadnieniu istotne znaczenie 
ma wielkość b2 -C. Odróżniamy dwa podstawowe przypadki, dla których spo­
rządzamy odrębne warunki utraty stateczności. 

l. Przypadek b2 -C =1= ° (KI =1= /(2)' Podstawiamy rozwiązanie (3.11) do 
warunków (3.6) i otrzymujemy 

CI [M; - .F (cP+ /12 lJf)-Ki N;Jll (V/(l a)+ 

+ C2 [M; -,p (cP + /1 2 lJf)-/(; N;Jll (VK2 a) = O, . 

CI {[v_F (cP + JI2 lJf) Ml-(Ll M; -L~ MI) Ki v2_ 

(4.1) -2 (P+/14 łfI) M;l l (VI(1 a)2 II (VKl a)+ 

+ 2 (p+ /14lJf) M; [(VKl a) lo (VKl a)-211 (VKl a)]}+C2 {V).,2 (cP+ /12lJf) M 1 -

- (LI M; -L; MI) /(; v2 - 2 (P+ /14 lJf)l M; (VK2 a)2 II (VK2 a)+ 

+ 2 (P+ /14lJf) M; [VK2 alo (V/(2 a)-211 (VK2 a)]} = O. 

Istnieje nietrywialne rozwiązanie powyższego układu wtedy, gdy wyznacznik, 
utworzony ze współczynników przy stałych Ci> równa się zeru. Jest to warunek 
utraty stateczności: 

(4.2) [M; _).,2 (c!>+/1 2 lJf)-Ki N;l II (VK 1 a) {[v_F (cP + /12lJf) M l -

- (L~ M; -L; MI) /(~ v2 - 2 (p+ /14 lJf) M;l l (V1(2 a)2 II (VI(2 a)+ 

+2 (P+/14 lJf) M; [V1(2 alo (V1(2 a)-211 (V1(2 a)]}-[M; _).,2 (cP + /12 lJf)­

-K; N;l II (V1(2 a) {[V).,2 (cP + /12 lJI) M 1 -(Ll M; -L; MI) 1(~ vl -2(P+ 

+ /14lJf)M;1 (VK l a)2 II (VKl a)+2 (P+ /14lJf) M; [VK l alo (VI(1 a)-211 (VKl a)]} = O. 

Warunek (4.2) można stosować bezpośrednio, gdy b2 
- c > 0, b > 0, co oznacza, 

że /(1 i K2 są rzeczywiste. Natomiast gdy KI =1= K2 są urojone lub zespolone, należy 
warunek ten odpowiednio przekształcić i wyrazić przez funkcje Bessela urojonego 
i zespolonego argumentu. 
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2. Przypadek b2-c = O, KI = K 2 = K. Otrzymujemy ten warunek podsta­
wiając rozwiązanie (3.12) do warunków brzegowych (3.6). Wtedy będą miały one 
postać: 

(4.3) 

CI {v 2 [M~-.F (q> + .u2 P)] -N~}ll (vKa) + 

+C2 {[v2 M; _ v2 ,F (q>+.u 2 P)-N~] vKalo- 2N; II (VKa)} = O, 

CI {[VJe2 (q>+.u2P) MI + N 1 M; -N~ MI -2 (p + .u4) M;] (vKa)2 II (vKa) ­

-2 (p+ .u4 P) M; + [2J1 (vKa)-vKalo (vKa)]} + C2 {[VJe2 (q> +.u2 P) M 1 -

-2 (p+ .u4 P) M; +N1 M; -N; Md (vKa)3 l o (vKa)-

-2 [(p + p4 P) M~ - NI M; +N~ Md (VKa)2 II (VKa) } = O. 

Przypadek ten obejmuje tylko niektóre szczególne wartości parametrów defor­
macji Je i .u. Przy tym K może być rzeczywiste, urojone lub zespolone. 

Otrzymane rezultaty (4.2) i (4.3) dla walca ściśliwego istotnie się różnią od odpo­
wiednich warunków otrzymanych w pracy [3] dla walca nieściśliwego . Wywołane 

jest to tym, że warunek brzegowy ,'11 = O dla walca ściśliwego jest drugiego rzędu, 
podczas gdy ten sam warunek dla walca nieściśliwego jest trzeciego rzędu . 
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Pe310Me 

YCTOWl{l-!BOCfb IIOJIHOrO YITPyrOrO 1l,I1JJI1H.LJ:PA 

IIPI1 EOJIhllIHX .LJ:E<I>OPMAl.l,MJlX 

PaCCMaTpHBaeTClI yCTOH'ilIBOCTb rrOJIHoro KpyroBoro l\HJIHH,!J,pa, nO,l\BepJKeHliOrO KOHe'lHOMy 

paCTIDKeHHlO HIllI CJKaTHIO. IIpe,l\nOJIaraeTClI, 'f TO MaTepHaJI l\HJIHH,l\pa lIBJIlIeTClI ynpyrHM, CJKH­

MaeMbIM c Ha1l60JIee npOH3BOJIbBOH Q>H3H'fecKOK xapaICTepHCTHKOH:. HCnOJIb30BanCl! MeTOp; Ma­

JIbIX ,l\eQ>opMal\IDf, HaJIOlKeHllbTX Ha rrpe,l\BapHTeJIbHble KOHe'IHbIe peQ>opMruurn. ITocne IllIHeapH-

3a.qI[H 3aUlICHMOCTeil: ,l\JIl! MaJIOH: ,l\06aBO'IHOH ,l\eQ>opMaJ:\KIf, rrOJIy'faeTCl! CHCTeMa ilRQ>Q>epeH.l\HaJIb­

HbIX ypaBBeBlł/ł c '1aCTHbIMH rrpOH3BO,llBbIMH, KOTO pal! nOCJIe paJJIOJKeHHl! HCKOMbIX <PYBKl\HIł 

B pll,l\bl <l>ypbe, CBeJIaCb K CHCTeMe 06bTKHOBeHBbIX D:II<p<pepeHl\HaJIbHbIX ypaBHeHHIł. HaxOilRTCl! 

06m;ee pemeHHe JTOK CIICTeMbI. .LJ:aIOTCl! KpaeBble yCJIOBHl! ,l\JIl! Harpy3KH, rrepneH,l\HKyJIl!pHOH: 

TOpl\eBblM nouepXHOCTllM II 60KOBOH nOBepXHocTH, CB060,!I.HoH OT Harpy3KH . 

.LJ:aIOTCl! ycnOBHl! nOTepH YCTOH:'lHBOCTH, COOTBeTCTByrom;eH: rrpHBe,l\eliHoMy crroc06y Harpy3KH. 
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Summary 

STABILITY OF A FULLY-ELASTlC CYLINDER AT LARGE DEFORMATlONS 

The paper considers the stability of a fuli circular cylinder subjected to a finite stretching or 
compressing. It is assumed that the cylinder material is elastic and compressible wit h a completely 
arbitrary physical characteristic. The method of small deformations superposed on the initial 
finite deformations is used. After the linearization of the relationships for a smalI additional deforma­
tion a set or partial differential equations was obtained, which upon the decomposition of the 
functions sought for into a Fourier series became reduced to a set of ordinary differential equations. 
The generał sołution of this set of equations has been found. The boundary conditions were 
constructed for a load vertical to the front surfaces, and the lateral surfaces are not under load. 

The conditions of loss of stability are given corresponding to the above mentioned manner or 
loading. 
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