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STATECZNOSC PEENEGO SPREZYSTEGO WALCA
PRZY DUZYCH ODKSZTAYL.CENIACH

ELENA ZEATANOWA (WARSZAWA)

Praca rozwaza zagdnienie statecznosci sprezystego walca poddanego skonczone-
mu rozcigganiu lub $ciskaniu. Podstawa rozwazan jest teoria malych odksztatcen
sprezystych, natozonych na odksztalcenia sprezyste skorczone, opracowana przez
A.E. GREENA, R.S. RivLINA i R.T. SHIELDA [I i 2].

Zaklada sig, ze materiat walca jest $cisliwy, jednorodny i izotropowy o najzupel-
nie dowolnej charakterystyce fizyklalnej. Analogiczne rozwazania, jednak jedynie
dla materiatlu niescisliwego, zostaly przeprowadzone przez Z. WESOLOWSKIEGO
w pracy [3].

1. Deformacja wstepna

Prosty walec kotowy o promieniu a i dtugosci h, znajdujacy sie w stanie natural-
nym, oznaczamy przez B. Wskutek skoriczonego jednorodnego odksztatcenia wstep-
nego wymiary walca zmieniaja si¢ odpowiednio na a i h. Walec o takich wymiarach
oznaczamy przez B. Wstepne odksztalcenia okreSlaja parametry A oraz u, zdefinio-
wane wzorami '

o

(1.1) a=pa, h=>ih.

Przyjmujemy w ciele B walcowy uklad wspdtrzednych (0, 62, 6°) = (r, 0, 2),
ktéry uwaza¢ bedziemy za konwencjonalny. Kartezjanskie wspotrzgdne punktu P
w B i P w B sa nastgpujace:

Xy =rcos 3, X5= rsin J, o=,
(1.2) r

o

r 2 z
X =—cosd, x;=—sinP, x3="r
U Jz A

Tensory metryczne g;;, g;; oraz symbole Christoffela I” ', nieréwne tozsamosciowo
zeru majg postaé

100 15840 59
(1.3) gu=40.r2.01, g/=101/r2 01, :g=detg,=r2,
3 | g TEfstiy
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/g2 O 0 2 S0 10
(1.3) §u= 0 i@ of =l ogtht o], g =r2lu*2?;
fe.d.]

0 0. 1]4% 0 =0 A&

1
et e 20 et
Ip=—r, I3y 55t

Powyzsze zwiazki pozwalaja wyznaczy¢ niezmienniki odksztalcenia I, oraz
tensor naprezenia 7'/ [2]:

I, =§”gij =212+22, L= §U gL =22 P +ypt, L= i = p*2?,
w22 0 0
) 1
b = 0 2 utp2iy) 0 :
(1.4) 0 0 2u? )2

Tll =r2 1.22 ___/12 ¢+(u2+”2 )»2) [11+p,
3 =220+2u% A2 ¥4p,

=32 =712,

gdzie

s i B {2 OW N il
: V1, oL’ T RS A T AL

przy czym W = W (I, I,, I3) jest potencjalem sprezystosci.
Zakladajac, Zze powierzchnia boczna walca jest nieobcigzona, mamy

(1.6) T = p2 o4 (ut+pu? 213 P+p=0.
Jeden z parametréw 4 i u, np. A, moze by¢ przyjety dowolnie, a parametr u jest

wtedy okreslony przez (1.6), u = u (A).
Réwnania réwnowagi maja postaé

(1.7) V.77 =0.

Okres$lony przez (1.4) stan naprezenia jest jednorodny. Wynika stad, ze réwnania
réwnowagi sa spetnione tozsamosciowo. .

2. Dodatkowe male odksztalcenia

Niech punkty ciala B doznaja dodatkowego malego przemieszczenia &w (e
oznacza maly parametr, > &~ 0). Stan ten oznaczamy przez B*. Dodatkowe prze-
mieszczenia ew powoduja to, ze kazda z wielkosci charakterystycznych dla stanu B
doznaje pewnego przyrostu. Liniowe czg$ci tych przyrostéw bedziemy oznaczad
znakiem «primy. Jesli w; i w' sag kowariantnymi i kontrawariantnymi wspotrzednymi
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wektora dodatkowego przemieszczenia, a g; i g' sa odpowiednimi wektorami bazy,
to dla ciala $ciSliwego maja miejsce zaleznosci [1]

(2.1) g;, =V,w+Viw;, g =gg%g.;

2.2) Iyl =v;Vew';

(2.3) L=g"g, Tiag @ LY L), IL'=sLighe.;
(2.4) T =@ gt P B W' 4 pg'ti4-p’ gt

@' = AI,+FI,+EI,—(®2I;) I, ,
¥' = FI,+BI,+DI,—(¥)21,) I, ,

2.5) p' = (EL;+DIL,+CL) I;++(p21,) L,
2 JohW Deoi PV 20X ot W
A=V—/fa—1f’ B=ﬁ—ag-, C=ﬁw,
2 ow 2 L2 D e aniie: 1
e e Y i,
2.6) b’ = (g g"—g" g") g, .

Cialo B jest w rownowadze, gdy sa spetnione nastgpujace réwnania rézniczkowe:
2.7) Vit I+t =0.

Dalsze rozwazania ograniczamy do osiowo-symetrycznych dodatkowych prze-
mieszczen, co oznacza, ze w; zaleza od zmiennych r i z, a w, = 0.

Na podstawie réwnan (2.1), (2.2), (2.3), (2.5) i (2.6) i wprowadzajac oznaczenia
Wi =u, Wy=19v, Wy=w, U, =0uldr, u, =0%u/or® itd., otrzymujemy

’

¢ S 5§ e 28 r e 4 122 __
g=—8"=2u, g,=—r*g? =2ru,

’

(28) g;3 = _g’33 = 2W2 ’ g;3 = A 18 =uz+wr7
g, =8 =g,=¢7%"=0;

I— ll_ 71-_- Il— Il_ Il_
¢ Sllirn., Lo n ey B by it %« hans il g0 . iy 3 = Ure:s

1 1 u
2.9) I w2 i L) F2§=Tuz, F2=7u,.—— e e

12 r2’

63 Wi o S o A3 ST L :
Ba=W. - d o= " Ty =W I =T =0, i =Wg;

u
L = 2y’ (u,+ T) +222w;,,

u
r

(2.10) L =2 (u* 22 +u*) (u,+ ) +4u? 2% w,,

u
I =2u* 22 (u,+ L~ +* w,);



160 ELENA ZLATANOWA

u
@' = [24p7+2F (42 2+ p) +2Eput 22— 9] (u,+ 7)+
+QAP+HAFW 22 +2E pt 2 —®) ws,

u
W' = [2F i +2B (4 1+t + 2Dt 22— ¥ (u,+7)+

@2.11)
+(2FA2+4By? 222Dyt 12 —¥) w,,
u
P/ == [2E"u6 AZ_+_2D (‘uﬁ /14_,_#8 )'2)+2C#8 /‘{4_}_1)] (%‘*‘7)‘*‘
+QEu* 444D 2*4+2Cu® 14 +-p) w,;
u ) ;
b111=2 'ud-T_J[_”Zlsz : b,22=;7 [l4u,+/l242wz),
(2.12)

u a
b33 = 22 )2 (%’*‘T) , b= —2% u? (utw,), b =b23=0.

Podane wielkosci pozwalaja obliczy¢ wspolrzedne tensora przyrostu naprezenia:

1
Tlll =N1 (ur+7u) —2 (p+'u4Y’) ur+M1 Wz,
1 u
rit’?22 =N, (u,+ 7") =2(p+pt¥)— T Myw,,
(2.13) : TR
7!33 =N2 (u,+7u)+M2 Wz,

713 = _(/*‘2 A2 q’"H’) (uz+wz),

12 =1723290,

gdzie wprowadzono oznaczenia:
Ny =24 p*++2B (p*+p* 22> +2Cu® 2*+4D (u® 22+ pu® 2%+
+A4Eu® A2 4-4F (u+p* A)—dp*—¥ (1 —p*)+p,
Ny =24 i D2+-4B (U8 22+ p* 2*)+2Cu® 3*+2D (u® 22+3u8 i*)+
+2E (u® A24-p* A%)+2F 3u* A2+ p? A%)— DA +p,
M, = 2Ap2 22 +4B (U6 22+ p* 2%)+2Cu8 1*+2D (u® 22+3u8 1)+
+2E (u° 22+ p* AN+2F Bu* A2+-p* M) —op*—¥ (u*—p? 22)+p,
M, = 2A74+8Bu* J*+2Cu® J*+8Dps 14+

(2.14)

+4E p* A*42F (u* 22 +3u? 24— D12 —2%¥u* A>—p.
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Podstawiajac do réwnania (2.7) wspoirzedne tensora 7'/ dla j=1 i j= 3,
otrzymujemy dwa liniowe réwnania rézniczkowe czastkowe. Dla j = 2 wskutek
osiowej symetrii odpowiednie réwnanie jest spelnione toZzsamosciowo:

1 1
N; (\u,,-{— e u,.~Fu)+/12 (P41 P)u,+M; w,, =0,
(2.15) i i
N; (urz:F 7 uz)_}_/ﬂ(ds_}_/ﬂ Y’) (wrr+ T Wr)—}“M; Wy = Oy
oznaczyliSmy tu
N; =N +2p> (®+A2 ¥), N, =N,+:2(0o+u>¥),

2.16 .
829 M =M +p? (D+p> ¥), M, =M,+2)? (dH—Z/tz )+2¥p.

Wspolezynniki powyzszego ukladu sa zalezne jedynie od wlasnosci materiatu
i parametréw wstgpnej deformacji 4 i u.

Zaktadamy, ze walec jest odksztalcony w taki sposéb, ze powierzchnia jego
z = 0, h pozostaje ptaska i obcigzona jedynie sitami normalnymi. Zaktadamy dalej,
ze walcowa powierzchnia jest wolna od obciazenia. Odksztalcenie takie ma miejsce
przy $ciskaniu (rozciaganiu) walca migdzy dwiema plaskimi sztywnymi plytami.
Zgodnie z (2.13) wynikaja stad nastgpujace warunki brzegowe:

w=0 dla z=0,1,
.L.'13 =0, uz+w’=0, dla Z=07 la

]

2.17)

ti9=10,  w-Fw =0 Ndiat="y,
(2.18)

1
i i (”'+T “f) —2(p+u1*¥)u+M;w,=0 dlar=a.

3. Rozwiazanie ogoélne

Dla uktadu réwnan rézniczkowych (2.15) poszukujemy rozwiazania w postaci
szeregow

n

3.1 U= 2": a, (r)cosvz, w= Z B, (r)sinvz, P lakat

w ktorych a, () i f, (r) sa funkcjami zmiennej r. Uktad (2.15) jest spelniony wtedy,
gdy funkcje te spelniaja dla kazdego v nastepujace zwyczajne réwnania rézniczkowe :

+ P

e =22 2 -
2 a,,) V2 22 (@+-p*¥) antvM, 0 0,

N.(dza,l 1 da, 1
\Ndr2 " ¢ dn
(.2)

N'( o ) 2 (@ 251!/(‘12’3’+i ) 2 M =0
—Vi¥, dr r Uy _’_# ( +u ) dr? # ﬂr il zﬁn— .

Rozprawy Inzynierskie — 11
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W celu rozwigzania ukladu (3.2) wyrazamy f, przez a, z pierwszego réwnania,

S S (dzan | da, 1 ) 72 (044 ¥)
@3 dr~ vM; \ dr? rodr 2% M; -

i podstawiamy (3.3) do réwnania drugiego. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe czwartego rzedu, ktore da si¢ przedstawi¢c w nastgpujacej postaci

(34) (H*+2v* bH*+v* C) 0, =0,
gdzie
ra d [1 d
dr\ r dr ]
AR 1 [ N; M; M; 2 (P 'I’)]
' 2| 2 (@+2¥Y)N; w2 (D+p*y) N, :
M
c B

Podstawiajac funkcje (3.1) oraz (3.3) do warunkéw brzegowych (2.18), otrzymujemy
warunki brzegowe na funkcje a,:

M= (D+u2 ¥
[H2+v2 : ]i" - )]a,,=0 dla: r=a,
1
(3.6) ( N M, d? a, 22 (D+u P) M,
o 2 i 4 =
1 M )H a,—2(p+p* %) ar? +v M a,=0
dia r='a;

Rownanie (3.4) i warunki brzegowe (3.6) okre$laja jednorodne zagadnienie brzego-
we. Je$li zagadnienie to ma rozwiazanie niezerowe, ciatlo B nie znajduje si¢ w rowno-
wadze trwalej i traci stateczno$¢ [4].

Roéwnanie (3.4) mozna przedstawi¢ w postaci
3.7 (H*4+v* k2) (H*4+v* k%) a, =0,
gdzie

Ky =_]/b+ l’/bz—c , =04 = ],,/b— l'/szc

sa funkcjami parametréw deformacji A i u.

Rozwigzanie réwnania typu (3.7) wraz z obszerna analiza podane sg w pracy
[3]. Dla x, # «, catke ogdlna otrzymujemy jako sume rozwiazan dwéch rownan
Bessela:

(3.8) (H*+v*k2) a,=0, (H*+v*k3)a,=0.
Rozwiazanie ogdlne jest wiec nastepujace:

(3.9 a4, = CyJy (vic  r)+Co Jy (vik3 1)+C3 Yy (VK 1) +Co Yy (VK2 7).
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Jezeli ky = k, to odpowiednim rozwiazaniem jest funkcja
(3.10) a,= CyJ, (vkr)+C, rJy (vkr)+C5 Y, (vkr)+Cy rY, (ver),

gdzie C; sa stalymi calkowania, J; sa funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, a Y;

drugiego rodzaju. Poniewaz jednak funkcje Y; sa nieokreslone dla r=a, wigc biorac

pod uwage fizyczny sens zagadnienia stale przed nimi musza by¢ zerami.
Ostatecznym rozwiazaniem rownania (3.6) jest uklad funkcji

(3.11) a,=C1J, vk, 1)+C, J, (vk, 1), dla k;#x,,
(3.12) a, = Cy Jy (ver)+Cy rdo (vir), - dla k;=kx,.

4. Warunki ufraty statecznosci

Jako warunek utraty statecznosci przyjmujemy osiagniecie takiego stanu, w ktorym
zagadnienie brzegowe natozenia malych odksztalcen na odksztalcenia skorczone
dopuszcza wieloznaczne rozwigzanie. W obecnym zagadnieniu istotne znaczenie
ma wielko$¢ »2—C. Odrézniamy dwa podstawowe przypadki, dla ktérych spo-
rzadzamy odrebne warunki utraty statecznosci.

1. Przypadek >—C # 0 (xy # x,). Podstawiamy rozwigzanie (3.11) do
warunkow (3.6) i otrzymujemy

C M} =22 (@442 W)~k Ni1J, (e, @)+
+C, [M}—22 (D42 ¥)—x2 N;1J, (k2 0) =0,
Cy (VA2 (D+p* P) M, —(Ly M{—L} My) k> v>—
4.1 —2(p+utyw) MY1J (viy @)? J; vk, @)+
+2(p+p*¥) Mi[(vicy @) Jo (vky @)—2J, (vic; @)]}+C, {922 (D+u>P) My —
—(L, M:—‘L: M,) k5 v*=2(p+p* V)] M: (vie, @) J; (v, @)+
+2(p+u*¥) M [vic, aly (vi, @)—2J, (vic, @)]} = 0.
Istnieje nietrywialne rozwiazanie powyzszego ukladu wtedy, gdy wyznacznik,

utworzony ze wspélczynnikow przy statych C;, réwna si¢ zeru. Jest to warunek
utraty stateczno$ci:

@2  [M]-22 (P42 ¥)—x] N1, (vkq @) {v22 (D+p> W) M, —
— (LY M3—L} M,) k2 v2 =2 (p+u* $)M;1J (v, a)* T, (vic, @)+
T2 (p+u* V) M7 [k, alo (vic, @)—2J, (vie, @)} —[M7— 22 (D42 ¥)—
=3 NY1Jy (vicp @) {[vA% (D-+p2 W) My—(Ly M —LY M) i3 v2 =2 (p+
+ut )M (vky a)* Iy (vicy @)+2 (p+p* ) MY [vky aJy (vic; a)—2J, (vky a)]} = 0.
Warunek (4.2) mozna stosowac bezposrednio, gdy 56> — ¢ > 0, b > 0, co oznacza,
Ze Ky i i, 53 rzeczywiste. Natomiast gdy x; # k, sg urojone lub zespolone, nalezy

warunek ten odpowiednio przeksztalci¢ i wyrazi¢ przez funkcje Bessela urojonego
i zespolonego argumentu.
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2. Przypadek b*>—c =0, k; = k, = k. Otrzymujemy ten warunek podsta-
wiajac rozwiazanie (3.12) do warunkéw brzegowych (3.6). Wtedy beda miaty one
postac:

C, {v? [M{—22 (D+pu® V)] —N;} J, (vka)+
+Cy {[v* M{—v? 22 (D+p* ¥)—Ni]vkaJo—2N} J, (vka)} =0,
Ci{vA* (D+p>¥) M, +Ny M ~N{ M, =2 (p-+u*) M7] (vka)* J, (vka)—
—2(p+p* ¥) Mi+12J, (vka)—via Jo (vka)l}+C, {[vA? (D+pu> ¥) M, —
—2(p+u*¥) M{+N, M;—N; M,] (vka)® J, (vica) —
=2 [(p+p* ¥) M{—N, M{+N; M,] (vka)* J; (vka)} = 0.

@.3)

Przypadek ten obejmuje tylko niektdre szczegdlne wartosci parametréw defor-
macji A i u. Przy tym x moze by¢ rzeczywiste, urojone lub zespolone.

Otrzymane rezultaty (4.2) i (4.3) dla walca $cisliwego istotnie si¢ r6znig od odpo-
wiednich warunkow otrzymanych w pracy [3] dla walca niescisliwego. Wywolane
jest to tym, ze warunek brzegowy 7'!! = 0 dla walca $ciSliwego jest drugiego rzedu,
podczas gdy ten sam warunek dla walca niesci§liwego jest trzeciego rzedu.
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Pe3some

YCTOVMYUBOCTSL MOJIHOI'O YIIPYI'OI'O LIUJIMH/PA
TP BOJIBHINX JEPOPMALMAX

PaccmaTpuBaercss yCTOWYMBOCTE IOJHOTO KPYrOBOTO LMJIMHAPA, NOABEPKEHHOTO KOHEYHOMY
PacTSKEHUIO MM cxaTio. IIpeamonaraercs, YTo MaTepuas LMJIMHAPA SIBISCTCS YIPYTHM, CXKH-
MaemMbIM ¢ Haunbosiee Mpou3BOIBHON (M3HYeCKoi XapaxTepucTHkou. VCmonb30Basicsi METOX Ma-
JBIX jaedopmanuii, HaJOKEHHLIX HA IpPeABApUTEbHbIe KOHeuHble medopmamwu. Ilocnie nmHEapu-
3a0UH 3aBUCHMOCTEH 7151 Masoi 106aBouHOM Aedopmannm, nojyyaercs cucteMa aaddepeHInaib-
HBIX YPaBHEHHH C YaCTHLIMH IMPOU3BOAHBIMH, KOTOpAs IMOCIE PAa3JiOKEHHsT MCKOMBIX (yHKIM
B psnel Dypee, cBenacs K cucreMe OOBIKHOBEHHbLIX MU depeHunanbHbIX ypaBHeHuii. Haxomures
obmiee pemienne 3TOM cUCTeMbl. [lalOTCsi KpaeBble YCIOBHS IJisl HATPY3KHW, NEPICHAMKYIAPHOM
TOPIEBBIM TOBEPXHOCTAM M GOKOBOIM IOBEPXHOCTH, CBOOOIHON OT HATPY3KH.

JlaroTcs yCrnoBus MOTEPH YCTONMHBOCTH, COOTBETCTBYIOIEH MPUBEJERHOMY CrIOCO0Y HArpy3KH.
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Summary
STABILITY OF A FULLY-ELASTIC CYLINDER AT LARGE DEFORMATIONS

The paper considers the stability of a full circular cylinder subjected to a finite stretching or
compressing. It is assumed that the cylinder material is elastic and compressible with a completely
arbitrary physical characteristic. The method of small deformations superposed on the initial
finite deformations is used. After the linearization of the relationships for a small additional deforma-
tion a set of partial differential equations was obtained, which upon the decomposition of the
functions sought for into a Fourier series became reduced to a set of ordinary differential equations.
The general solution of this set of equations has been found. The boundary conditions were
constructed for a load vertical to the front surfaces, and the lateral surfaces are not under load.

The conditions of loss of stability are given corresponding to the above mentioned manner of
loading.
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