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RUSZT O SZESCIOKATNEJ SIATCE PRETOW

WITOLD GUTKOWSKI, JAN OBREBSKI (WARSZAWA)

1. WSsTEP

Tematem niniejszej pracy jest analiza rusztu ptaskiego sktadajacego si¢ z prostych,
sprezystych pretéw, tworzacych w planie siatkg szeSciokatéw réwnobocznych.
Ruszt ten obciazony jest w weztach sitami prostopadtymi do plaszczyzny konstrukcji
- oraz momentami o wektorach lezacych w tej plaszczyznie (rys. 1).

Zagadnieniom rusztéw o siatkach czworokatnych i tréjkatnych poswigconych
jest w literaturze wiele prac, natomiast problemem szeSciokatnych siatek pretowych
zajmowano si¢ jedynie w pracach [2, 7 i 8], podajac tylko rozwiazania przyblizone
[7 i 8] lub bardzo szczegdlnych przypadkéw [2].

W pracy oparto si¢ na podstawowych zaleznosciach z geometrii z pewnymi uzu-
petnieniami niezbednymi w tego typu zagadnieniach, sformutowanymi w artykule [3].

Podstawowe wyniki sa nastgpujace: uzyskano rozwigzanie réwnan réwnowagi
wezta konstrukcji przy zalozeniu upraszczajacym, ze sztywno$¢ pretéw na skreca-
nie jest réwna zeru oraz podano przyklady rozwiazan dla rusztu ograniczonego ko-
fem 1 pasma rusztowego.

2. GEOMETRIA RUSZTU

Podobnie jak we wszystkich zagadnieniach regularnych siatek pretowych problem
sprowadza si¢ do wyznaczenia nieznanych wartosci sit wewnetrznych i przemieszczen
w okre$lonych punktach konstrukcji, ktérymi sa wezly rusztu. Ze wzgledu na zasto-
sowany aparat matematyczny dogodnie jest tak sparametryzowa¢ punkty wezlowe,
aby odpowiadaly im wspétrzedne o liczbach catkowitych. W tym celu jak wyjasnio-
no w pracy [3] najdogodniej jest wprowadzié siatke¢ punktéw okreslona zaleznoscia

(21) r=xj g ]=1’ 29

gdzie r jest wektorem polozenia punktu, g; sa wektorami bazy oraz x’ liczbami
catkowitymi.

W rozpatrywanym zagadnieniu wektory g; wyraZaja si¢ przez jednostkowe
wektory prostokatnego uktadu wspotrzednych i:

(2:2) gr‘-ﬁf i,
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gdzie macierz f% ma postac:

1[y3 —1]
K] = — .
Jak latwo sprawdzié, tak okre§lone wektory g, i g, tworza wzajemnie kat 120°.
Ponadto wprowadzono kierunkowe wektory T4 lezace na pretach taczacych
dwa sasiednie punkty:
(2.3) Ty= T('A) gi,

gdzie wskaznik A oznacza numer preta W danym wezle. W rozpatrywanym przypadku
rusztu sze$ciokatnego wskaznik ten przyjmuje wartosci 4 =1, II, IIL Maciez wspot-
czynnikéw T(,, (x', x*) mozna przedstawi¢ w sposéb nastgpujacy:

1 0
2.4) T, x)=pu(x, )| 0 1],
-1 -1

gdzie

1, jeSli x'+x*=3n+1,
2.5) ulxt, x)=1 0,  jesli = x'4-x%=3n,
-1, jesli x'+4+x?>=3n-1.

Symbol n oznacza liczbg catkowita.

3. OZNACZENIA 1 ZALOZENIA

Jak wynika z. poprzednich rozwazai, zasadnicza trudno$cia w rozpatrywanym
zagadnieniu jest wybranie takiego elementu powtarzalnego, ktéry przedstawialby
zesp6t pretéw i wezta, typowy dla calej konstrukcji. Latwo zauwazy¢ na podstawie
wzoru (2.4), ze w calym ruszcie szeSciokatnym wystepuja wlasciwie dwa rodzaje
weztéw, z ktérych kazdy mozna otrzymac przy danym T, przez przesunigcie
i obrét drugiego o 180°. Przy takim postgpowaniu numeracja A pretow w wezle
zostaje zachowana. W zwiazku z powyzszym jako element powtarzalny wybrano
wezel o wspétrzednych (x', x*) oraz przylegajace do mnich prety III i III.- Dwa
7 nich skierowane sa wzdluz osi wspStrzednych x! i x?, natomiast trzeci wzduz
pomocniczego kierunku x* zgodnie z rys. 3.

Wszystkie réwnania, a wigc réwnania rownowagi sit wewngtrznych i prze-
mieszczen, przedstawiono za pomoca operatorow réznicowych. Oznaczenia tych
operatoréw, ich sens oraz sposoby wykonywania na nich dziatan zostana podane
w p. 4.

Przemieszczenia i odksztalcenie rusztu okreslone zostaly za pomoca dwdch nie-
wiadomych wektorow: wektora W okreslajacego przemieszczenie wezta w kierunku
prostopadtym do plaszczyzny oraz wektora 0 okreslajacego infinitezymalny kat
obrotu wezla; prowadzi to do trzech niewiadomych skalarnych w, 0! i 6%, gdzie
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0" i 0% sa sktadowymi wektora ® w ukladzie g oraz w ugigciem prostopadtym
do plaszczyzny konstrukcji.
Pozostale oznaczenia przyjeto nastepujaco:

E modut Younga,

E
G=——— odut sprezystosci na $cinanie,
20+7) my prezy n

J moment bezwladnosci poprzecznego przekroju preta wzgledem osi poziomej,
geometryczna sztywnos$¢ skrecania,

sztywno$¢ preta A na zginanie,

sztywno$¢ preta 4 na skrecanie,

dlugo$¢ preta A4,

moment zginajacy preta A,

moment skrecajacy preta A,

moment zginajacy dziatajacy na pret A4 w koficu nie przylegajacym do wezla
(a8

moment zewnetrzny przylozony w wezle,

o skladowa momentu MG réwnolegla do x!,

sktadowa momentu Mg réwnolegla do x2,

sily zewnetrzne przylozone w weztach i prostopadle do plaszczyzny rusztu,
wersory rownolegle do kierunku A,

L= 12 Polx', x%)

k
X4y

~'(kA)
0¢a)
04y

wersory prostopadie do kierunku A,
kat obrotu przekroju przywezlowego wywolujacy zginanie,
kat obrotu przekroju przyweztowego wywolujacy skrecanie,

Q(s) sila poprzeczna preta A.

Jako dodatkowe zatozenie przyjeto, ze wszystkie prety wykonane sa z materiatu
sprezystego, a gléwne osie bezwladnosci przekroju poprzecznego sa odpowiednio
réwnolegle i prostopadle do plaszczyzny rusztu. Prety zbiegaja si¢ w weztach w taki
sposéb, ze ich osie przecinaja si¢ dokladnie w jednym punkcie, tworzac sztywne
wezly. Dzigki tym zatozeniom sily prostopadle do plaszczyzny rusztu powoduja
jedynie pionowe przemieszczenie weztéw.

4. OPERATORY ROZNICOWE O WYKLADNIKACH FUNKCYJNYCH I ICH WELEASNOSCI

W naszych rozwazaniach podstawowym operatorem réznicowym bedzie ope-
rator przesunigcia Boole’a, powodujacy przyrost argument6w funkcji o 4 = 4 )
dla i=1,2 w mys$l wzoru

“.1) EY EY ®(x!, x?) =& (x'+h!, x2+h?).

Jezeli przyjrzymy si¢ blizej siatce szesciokatnej, badanej w niniejszej pracy, to
-okaze sig, ze wystepuja tu wykladniki operatoréw bedace nie statymi lecz funkcjami
polozenia rozpatrywanego punktu.

Wezmy pod uwage dwa wezty sieci lezace na koricach jednego preta A, a wiec
na obydwu korncach wektora T4). Przyrosty wspétrzednych odcinka taczacego
‘wezly beda oczywiscie rowne sktadowym wektora T4y w ukladzie osi wsp6trzednych
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x!, x2. W ten sposéb zgodnie ze wzorem (2.4) dla poszczegblnych kierunkow otrzy-
mamy nastgpujace wyniki: za pomoca wektora T, mozna okre$li¢ przesunigcie,
przy ktérym nastgpuje zmiana wspotrzednej x' o u; natomiast wspotrzedna x?
zachowuje swa warto$¢; za pomoca wektora Ty przesunigcie, w ktérym nastgpuje
zmiana wspoirzednej x2 o u przy zachowaniu niezmienione; drugiej wspotrzedne;j.
Podobnie wektor Tyy; okresla przesunigcie, przy ktérym obie wsp6irzedne zmniejsza-
ja sig o warto$¢é u.

W dalszych rozwazaniach dla poszczegdlnych kierunkéw przyjmiemy nastgpujace
oznaczenia operacji przesunigcia:

dla A=1I E(I)d5=E‘1‘d5(x1,x2)=<I>(x1+u, X
“.2) dla A=Il Eg, ®=E}; O(x', x)=d(x!, x2+u),

dla A=IIl Eg,®=Ej &(x', x*)=E " E;" @ (x!, x2)=D(x* — u, x*— ).
Jak wynika z powyzszego, w przypadku siatki sze$ciokatnej przejscie z dowolnego
wezta rusztu do drugiego sasiadujacego z nim powoduje przyrost odpowiednich
zmiennych niezaleznych nie o liczbg stata lecz o wielko$é u=pu (x!, x*), bedaca
funkcja potozenia wezta (x', x?). Poniewaz funkcja u wystepuje jako wykladnik
w operatorze Boole’a, ten ostatni nabywa nowych wiasnosci. W zwiazku z tym
nalezy odrézni¢ dwa zasadnicze rodzaje dziatania tych operatoréw:

a) dziatanie wprost na funkcj¢ @ w punkcie (x!, x?) dajace warto$¢ @ w punkcie
o wspétrzednych (x!+au, x*+bp), tj. przesunigcie, co zgodnie z definicja (4.1) daje
4.3) E™ EY &(x', x*)=@(x'tapu, x24+-bp);

b) dziatanie ztozone z dwu kolejnych przesunie¢ z punktu (x', x*) do punktu
o wsp6trzednych (x!-+apu, x>+by), a nastepnie z punktu (x'+ap, x>*4bu) do no-
wego punktu. W takim przypadku nalezy uwzgledni¢ zmiang argumentéw nie tylko
funkcji @, ale rowniez i funkcji u:

(4.4) Eiu(xl’ *%) Egu(x‘, >y *Ealw(x‘, %), Egu(x‘, x2) @(xl’ x2)=
=Eiu(n' x2) Eg"(xlr x2) @ [x1 +aﬂ (xl, x2)’ x2+bu(x1, xz)]=
=@ [x'+cu(x', x*)+ap (x*+cu(x?, x%), x2+du(xt, x?)), x*+
Tdu(xt, x2)+-bu (x' Fep(xt, x?), X2 +du(x', x))].
Nalezy przy tym zwrdci¢ uwage na to, ze, jak to wynika z dalszego badania funkcji 4,
przy dzialaniach takich istotna jest kolejnoé¢ wykonywanych operacji, poniewaz
nie jest spenione prawo wykladnicze, tj.
4.5) E* E® +EY EY ®OFEY EF+ETEX @,
W zwiazku z powyzszym wprowadzono symbol * dla odréznienia tych dziatan od
dziatan przemiennych.

W celu umozliwienia bardziej zwigzlego zapisu wzoru (4.4) rozpatrzmy zachowa-
nie si¢ funkcji u w przypadku dokonania na niej operacji przesunigcia. W naj-
prostszym przypadku dochodzimy do zaleznos$ci
4.6 Ef p=E; p=E3 u=—p,

co od razu wynika z wlasnoéci geometrycznych siatki szeSciokatnej.

Rozprawy Inzynierskie — 4
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Postaramy si¢ teraz przedstawi¢ operacje przesunigcia dokonywane na u w spo-
s6b ogdlniejszy.
Ze wzoru (2.5) latwo otrzymaé zalezno$é

4.7 u(xt, x?)=x+x2—3n,

gdzie n jest liczba catkowita tak dobrana, ze u(x', x*) dla kazdych catkowitych
x! oraz x> moze przyja¢ jedna z trzech wartosci: 1, 0 lub —1. Dokonujac operacji
dowolnego przesunigcia na u okreSlonej wzorem (4.7) otrzymamy

(4.8). .. EGH) EonGh 2 4y (1 x3) =l 4 x2tau(xt, x2)+bp(x', x*)—3n=
=pu(xt, x)+au(xt, x?)+bu(x', x*)—3n=pu(x*, x*) [l +a+b]-3n,
gdzie n zachowuje poprzednio podane znaczenie. Biorac wigc pod uwage, Ze n jest

liczba calkowita (przyjmujaca wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne), mozemy
napisaé

(4.9) Eou(=t 5 ponh, )y (el x2) = g (x?, x°) [1+a+b—3n].
Tablica 1 Rezultat tych operacji na funkcji u w zaleznosci
od sumy warto$ci a+b podajemy w tablicy 1.
a+b ESHEN !, 1 Na podstawie tablicy 1 mozemy wyrdézni¢ trzy
k E 358 rezultaty dziatan okre$lonych za pomoca wzoru
=Y 3 a7 (4.4):
=4 0 1) jesli c+d=3n+0, gdzie n jest liczba cal-
e +u kowita, to
B, —u
¥l 0 (4.10) EE«EPEY O (x', x*)=
0 +
1 _7[ =E£a+c)uE§b+d)u @(xl, xz);
; - 2 jesli c4+d=3n+1, to
s il @.11) E®E«E™ E% & (x', x?)=
6 +u =E{¢~# E@-Dr p(x1, x2);
7 v b

3) dla przypadku c+d=3n—1 operacja (4.4)
jest nieokre§lona, gdyz argumenty nie naleza do zbioru punktéw weztowych
konstrukcji.

Warto zauwazy¢, ze w szczegdlnoéci postugujac sie¢ wzorami (4.10) i (4.11)
otrzymujemy

B ED Difxt{x¥y= Bt xPY,
gdy a=3n+1 oraz
(E*4-2) % (E™*—2) & (x!, x?)=—-3D(x', x?),
E™ x« E™ & (x!, x?) =@ (x'+au, x*—bpy),
EY % E™ & (x*, x?)=® (x' —au, x*+bp),
jesli a, b=3n-+1.

3
,
I
E
:
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Na podstawie przeprowadzonych rozwazan stwierdzamy, ze dla operatoréw Boo-
le’a o wyktadnikach funkcyjnych g przy naszych zalozeniach spelnione sa prawa
rozdzielno$ci i przemiennosci, natomiast nie jest spelnione prawo wykladnicze.

5. ZWIAZKI FIZYCZNE POMIEDZY SIEAMI I PRZEMIESZCZENIAMI DLA PRETA PROSTEGO

Stosujac znane wzory metody przemieszczer [1] napiszemy zwiazki pomigdzy
sifami wystgpujacymi w precie a przemieszczeniami danymi na jego koncach.
Zwroty dodatnie momentow, sit poprzecznych oraz przemieszczen byly przyjete
w wyzZej wspomnianych wzorach transformacyjnych zgodnie z rys. 2:

k i
.

Rys. 2
& 2Edsx g0
Mik=_l(2¢i+¢k—3'/’),
i 2EJ L
My, =‘T‘ (9i+20—3y),
]
(5.1 GJ*

M= My =_l_(¢k— ?1),

=yk_yi
4 ;e

e et e e e
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W celu przystosowania wzoréw (5.1) do konkretnych warunkéw zadania musimy
wszystkie wystgpujace tam wielkoSci ¢;, @y, 9;, @, i ¥ wyrazié za pomoca oznaczef
przyjetych w p.3. Wprowadzmy dodatkowo dwa uktady wersoréw: 1) wersoréw t, 4
réwnolegtych odpowiednio do kierunkéw I, IT i III oraz wersoréw t,, prostopad-
lych odpowiednio do kierunkéw L, IT i III. Wersory z definicji spetniaja warunek
to4) X ty=n, gdzie n jest wektorem jednostkowym skierowanym zgodnie z osig n
prawoskretnego uktadu wspotrzednych.

Przy takich oznaczeniach mozemy wyznaczy¢ przemieszczenia kofncéw preta A
za pomoca nastgpujacych zaleznosci:

(.D'i (4) =b'(A) = Of(A) =6 f(,;t) glk;
Py =Eca Oy =13y Ecay 0' 8= —Eay 0' iy Qs
S (Ep—Dw
et
Pi (A)=0(A)=0E(A)=0i t(kA) 8ik >

(5.2)

Pty =Eca) Oy =101 Eay 0" 8= —E 4 0" 1, gux.»
gdzie dla siatki szeSciokatnej macierze wystepujace w (5.2) maja postaé

ks by 2
3 " 3
oy < =
- : 3 3
iy=nl 0 1], By=u .2%— —]/5—
1
By .y
3

3

Elementy tych macierzy sa wielko$ciami bezwymiarowymi.

W dalszej czgéci zadania przyjeto nastepujace zalozenia:

a) zwroty dodatnie momentéw $krecajacych sa zgodne z osiami wspétrzednych,
a dodatnie momenty zginajace powoduja rozcigganie dolnych widkien konstrukcji
(rys. 31 9);

b) dodatnie zwroty poszczegdlnych sktadowych wektora kata obrotu w poszcze-
gblnych weztach przyjeto zgodnie z rys. 5;

c) dodatnie ugigcia skierowane sa zgodnie z zalozeniami p. 3 ku dolowi.

Przy tych zalozeniach nasze wzory transformacyjne przyjma postaé:

a = = 6w
M 4y=Mui=Kay [(4+2E(A)) O —(Ey—1) _l_] ,

~ 7 s 6w
(5.3) M gy=My = — K [(2+4E(A)) Oy—(Ewn—1 —l—] ’
M= Mik(A) = Mk:(4)= K(A) (E(A) 5 9(4) s
A=1T11.
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Rys. 4

Piszac wzory (5.3) w rozwinigtej postaci dla poszczegdlnych pretéw, mozna udo- |
wodnié¢ zwiazek

(5.4) E(A) M(A)=M(A)'

Praktycznie rzecz bioragc mozemy uwazaé, ze dla kazdego prgta majacego kierunek

A istnieja dwa niezalezne wzory na momenty, tj. wzory (5.3); oraz (5.3),.

1

\

Bs

Rys. 5

6. ROWNANIA ROWNOWAGI WEZLA

W celu zbadania réwnowagi ukladu rozetnijmy (myslowo) nasza konstrukcje
odcinajac prety w weztach. Przylézmy obecnie do wezldw sity i momenty zewnetrzne
oraz wewnetrzne, z jakimi oddzialywuja na nie odcigte prety (rys. 3). Oznaczajac
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wektory momentéw na konfcach preta A przez My, E4) M4, oraz wektor momentu
- zewngtrznego przylozonego do wezta przez My, otrzymamy nastgpujace réwnanie
~ wektorowe réwnowagi wezla:

III

- (6.1) D My +Mg=0.
: A=

- Rozkladajac wektory M, na skladowe wzdluz osi T 4 i t. oraz oznaczajac je
przez M(A, i M, otrzymamy z (6.1) nastgpujace réwnanie:
T1I

(6.2) 2 (=M 4 f(lA) 8+ My t{8)+ Mg 8,=0.

A=1
Rzutujac sume wektorowa (6.2) na kierunki k=1, 2 otrzymujemy dwa réwnania
rownowagi wezla:
: 11
(6.3) Z (—M 4y Ty 8+ May tl gy Qi)+ M g1 =0.
A=1
Przejdzmy obecnie do réwnari réwnowagi sit dziatajacych na wezet. Ze wzgledu
na przyjete zatozenie odnoénie do obciazen jak i polozenia w przestrzeni osi bez-
wiladnoSci pretéw nalezy zbada¢ jedynie sume rzutéw sit na o§ pionowa, a wiec
wzdtuz wektora normalnego n. Przyjmujac dodatnie zwroty sit poprzecznych Qw
i obciazen zewngtrznych P zgodnie z rys. 3 napiszemy trzecie réwnanie réwnowagi
W postaci
111

(6:4) Y 1Qwu+P=0.

A=1
Rozpatrujac dodatkowo réwnowage kazdego z pretéw otrzymujemy trzy nastepujgce
dodatkowe zaleznoéci:
Ey Moy~ My
l b

(6.5) Qu=nH A= 1L, III.

Podstawiajac (5.3), i (5.3); do (6.3) oraz (5.3),, (5.3), do (6.5) i do (6.4) otrzymu-
jemy nastepujacy ukiad trzech réwnan réwnowagi wezla:

111 s 6W
Z {" Ky f(sA) 8rs [(4— 2E4)) 0 f(kA) 8ik— (E(A) w i) _I_] +
a=1

(6.6) +Keay t(sA) grs(_E(A)_ Do t(kA) gik}‘f‘Mé & =0,

11t

74 2w
Z 6K a) [(1 —E) 0" iy g~ (Ey—1) ——I—] =PI,

A=1

pduiei=1,2:k=1,2; §=1,2: r=1.4albo r=2 oraz g,k=g, g jest iloczynem skalar-
nym wektoréw jednostkowych, a wigc wielkoscia bezwymiarowa.
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Przy zalozeniu, ze I?(A)=IZ', K =K oraz przedstawiajac uklad réwnan (6.6)
W postaci rozwinigtej otrzymamy:
<13 3 33
u K| E+ES+4) 01~ Q+EY) 02—~ - (B3-EDw|+

1 1 3 1 1
+K[(Ef+TEg+TEg—7) 0! +(—75f—715;+.

1 3 1
+—4—E§+?) 02]—{-M(1)——2- Mé} =0,
33

.3 3
&N { —K[—7 (2+E3)6' + (E4+-E3-+4) 0 — p—— (B4~ EY) w] +

1 1 ! 3 1
+K[(—7E‘1‘—7E‘2‘+7E§+’4T) e (7E§‘+E‘2‘+

1 3 ] 1 ;
‘f“?Eg—?) 92]—7Mé+ﬂ/[§} =0,

= i by 12
ﬂK{3l/3 (E4—E%)0' =33 (EL—E3) 0~ u— (Ei+ B4+ E4—3) } =Pl

Dwa pierwsze réwnania zostaly dodatkowo pomnozone stronami przez u a trzecie
przez p? przy wykorzystaniu zaleznosci 4 = . Ma to na celu otrzymanie jednolitych
mnoznikéw wzgledem x dla poszczegdlnych niewiadomych 61, 6% i w we wszystkich
réwnaniach (6.8).

Analizujac uklad réwnan (6.3) mozna stwierdzié, ze przy zatoZeniu, ze prety
rusztu nie maja zdolnosci przenoszenia momentow skrecajacych, a wiee ze K 4, =0,
oraz przy braku obcigZenia rusztu momentami zewngtrznvmi ME=0 prawdziwa
jest zalezno$é

(6.8) MI=MIX=MI[I'
Oznaczajac M( 4 =M i wykorzystujac (6.5) trzecie réwnanie rownowagi (6.4) moze-
my przedstawi¢ w postaci

(6.9) (E*+ES+E!—3) M= —PI.

~

7. ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN ROWNOWAGI WEZLA W PRZEMIESZCZENIACH
PRZY POMINIECIU SKRECANIA

W celu otrzymania rozwiazania uktadu rownan (6.7), ktéry jest ukladem réwnan
réznicowych czwartego rzedu wzgledem trzech nieznanych funkcji 6*, 6% i w o wspéi-
czynnikach funkcyjnych, przyjeto natgpujace uproszczenia:

(7.1) I?(A)=IZ, K(A)=O, Mg=0, k=1, 2.
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Wprowadzajac oznaczenia

W=/12W, P=—— —PI 2’.
(7.2) 5
0 =0 [~ =P,
oraz wykorzystujac zaleznosci
E4) (u8)= —A.uE(A) o,
(7.3) : L
Ecqy (1? w)=p? Ecqyw,

otrzymamy nastepujaca posta¢ uktadu réwnan

l/

(EA+-ES—4)0'+(2—EY) 0> +—— (E5—E§) w=0,

(7.4) (Q—EY0'+(E*+E'—4) 0*+—— ‘/ (EX—E¥) w=0,
L =

(E}—Ef) 0" +(ES~E}) 0+ 3 ~= (EY+-E3+Ef—3) w= P,

Uklad (7.4) bedzie podstawa do dalszych rozwazan oraz do rozwiazania konkretnych
przyktadéw. Jesli wyrugujemy z niego raz niewiadoma #2, drugi raz niewiadoma
6!, to otrzymamy dwa niezalezne réwnania zawierajace kat obrotu oraz ugigcie
dla kazdego z weztéw:

3(E5-2) 8"+~ V (—E"+8EY—EX—6) w=
(1.5) £ -
V

3(E“ 2) 92 +——(—8E"+E4+E!+6) w=—

Przeksztalcajac wzor (5.3), przy wykorzystaniu (5.2) oraz (6.8), mozemy napisac

(B2 = e == (2 )W,

7
(7.6) ; 2 (<13 s i
(Et—2)60 =K.—V—+——(El—l)w.

Wykorzystujac te zwiazki do (7.5) otrzymujemy dwa réwnania identyczne o postaci

~

2‘/5 g ¢ 9
(7.7) T(Ef+E;—1—E‘3'—3) W=—33’)—“'/—§ g %

Wykonywujac na kazdej stronie powyzszego réwnania dziatania E{+4-E5+E%—
oraz wykorzystujac (6.9), otrzymamy ostatecznie jedno réwnanie réznicowe czwar-
tego rzedu z jedna niewiadoma w:

12

(78)  (Bi+Ei+EI=3) » (Bi+Ei+Ei—3) w=-c5 (Bi+ES-+E4+6) Pui®.
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Obecnie wyznaczymy pozostale niewiadome. Dzialajac na obie strony (7.5),
operatorem (E4+2) otrzymamy

—EY E2++10E: —2E" —2E;* E; " —4) w+

3
1=
(1.9) 0l=u 27

l
ll
Analogicznie dzialajac na obie strony (7.5), operatorem (E*--2) otrzymamy
2V§

271

(1100 0=y

5 "+E E5—10E!+2E2+ 2ET* E; *4-4) w—

)
sy 27]/3K (EY+2) P.

Przeksztalcajac (7.8) znajdziemy

~

2K 1
—? T (EY+ES+E5—3) w—f—?Pl/ﬂ.

W celu otrzymania wzoru na sity poprzeczne, wykorzystujac (6.5) oraz (7.11),
obliczymy

(7.11) M

Qi=u (E{+ES+E5—EY Ey; " —E" Ey—4) w,

N oW
b B S

(7.12) Q:=p 5 (E{+4E;+E—E; " E;~E{ E}*~4) w,

2 K
Os=n3 37 (EI+E;+H4ES—E " E;  —E[ " E; ** —4) w.

Roéwnania réznicowe (7.8) - (7.12) stanowia uklad réwnan pQzwalajacych na
rozwigzanie dowolnego zadania, dotyczacego zagadnienia zginania rusztu pretowego
o siatce szedciokatnej, obciazonego zgodnie z przyjetymi zalozeniami. Wszystkie
WwyZzej wspomniane niewiadome sa funkcjami ugiecia w (x!, x2). Rozwiazanie réw-
nania (7.8) zaleze¢ bedzie od o$miu statych: czterech wzgledem x! i czterech wzgle-
dem x?. Dzigki wykorzystaniu zwiazkéw (7.8) - (7.12) oraz warunkéw brzegowych,
wynikajacych z danego zadania, wyznaczymy wszystkie stale. Postegpowanie to
niczym nie rézni si¢ od sposobu przyjetego powszechnie dla teorii plyt. Przyktady
rozwigzania, przeprowadzone ta metoda dla rusztu kolowego oraz dla pasma
rusztowego, sa zamieszczone w p. 8.

8. PRZYKLADY

8.1 Pasmo rusztowe podparte swobodnie na brzegach

Rozpatrzmy pasmo rusztowe przedstawione na rys. 6, swobodnie podparte
oraz obciazone jedynie sitami P (x', x*)=pu? P, (x', x?), Po=const we wszyst-
kich weztach. W danym przypadku nalezy w réwnaniu (7.8) przyja¢ nastepu-
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jacy warunek wynikajacy ze stalej wartosci ugie¢ wezléw rusztu dla kazdego
x!=const:

8.1 E;""W=Egs"-+1)” W,

gdzie n jest liczba catkowita. Przyjmujemy teraz oznaczenia xl=x, x*= y oraz
zaktadamy

(8.2) w(x, y)=p* [w(x)+w ()]
Po podstawieniu (8.2) do (7.8) oraz wykorzystujac (8.1) otrzymamy nastepujace
réwnanie réznicowe dla powierzchni ugigcia pasma:

l2

3
83) 2 wlr+4p)—4w (x+3m)+6w (x+2u) — 4w (x+ ) +w ()] = — —5 w2

Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego ma postaé
(8.4 wo (x, Y)=p? [A;+ A4, x+ A3 x>+ 4, X°],

a rozwiazanie szczegolne

1 2Bl
=== x%
(8‘5) ws (x’ y) Au 16 K X,

skad réwnanie powierzchni ugigcia dla pasma rusztowego, zalezace od czterech
statych, jest nastgpujace:

; i :
(8.6) w(x, y)=u? [Al—I—AZ X+ Az x2+A, x3+—ﬁ T x‘*]-
Wykorzystujac symetri¢ ugigcia rusztu znajdziemy

A2=A4=0.
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Z warunku, ze ugiecie na podporze jest réwne zeru, w (4, y)=0, oraz wstawiajac
(8.6) do (7.11), przyréwnujac moment na podporze do zera, wyznaczamy stale
A, i A; dla powierzchni ugig¢cia rusztu:

3824 PI? 287 P

A Ml il & &
Wz6r na ugigcie pasma rusztowego jest wigc nastgpujacy:

lZ

1
(8.7) w(x, y)= ,uz—K-— —(3824 287x%-+3x%).

Poshrgujac sie otrzymana funkcja ugigcia ze wzoréw (7.9) — (7.12) otrzymujemy
wszystkie pozostate funkcje poszukiwanych przemieszczen oraz sit wewngtrznych
panujacych w ruszcie:

2
ol P g 4 j
=HF 41/3( ux®—x24-95ux+-16),
- PI
(8.8) M=,u2-§—(16—x2),

£
Q1=,u7(—2,ux—l),

02
0,=0, Q3=,u7(2,ux— 1.

Wykresy powierzchni ugiecia, momentéw oraz sil poprzecznych pasma podaja
rysunki 7, 8 i 9. Nalezy pamietaé, ze wykres w okreéla $ciste wartosci ugie¢ jedynie
w wezlach rusztu.

8.2. Ruszt o ksztalcie kolowym

Rozpatrzmy obecnie ruszt o ksztalcie kolowym, skladajacy si¢ z szeSciokatéw,
o mozliwie najwickszym promieniu, tj. o podporach lezacych w punktach wezlo-
wych o nastgpujacych wspdirzednych: (4, 1), (4, 3), (3,4) (1,4), (—1,3), (=3, 1),
(=4, =1, (-4, =3), (=3, -9, (-1, -4, {1, =3), 3, —1) (rys. 10). Nalezy
przy tym zwrécié uwage na fakt, ze przy zwiekszaniu $rednicy tego okregu nigdy
nie uda sie umiesci¢ na jego obwodzie wszystkich punktéw podparcia przy jedno-
czesnym zaloZeniu umiejscowienia podpor w weztach konstrukcji. Ruszt ten jest
swobodnie podparty na obwodzie oraz obciazony jedynie sitami P=u? P, (x*, x?),
gdzie P,=const we wszystkich weztach. Sily te sa skierowane prostopadle do
plaszczyzny rusztu.

Rozwigzanie tego zadania mozna przeprowadzi¢ tak samo, jak to zrobiono
w przypadku pasma rusztowego. Rozwiazujemy wtedy réwnanie (7.8) i wykorzystu-
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jemy dla tak znalezionej funkcji ugigcia odpowiednie warunki brzegowe w celu
znalezienia statych. Mozna tez rozwigza¢ réwnanie (6.9), a potem na tej podstawie,
majac wyznaczona funkcje momentéw, obliczy¢é z zaleznoéci (7.7) poszukiwana
powierzchni¢ ugig¢ weztéw. Ten drugi sposéb ze wzgledu na konieczng znajomosé

\4
E g e Bl
Tans N7
\ B sy ——\—7\
Y= TH NAo\ N \
) e Fichen N
D gy

A \\ ;
Nz \3 '\g X

\\
A SN
\ \\
_\__\\_._\ f
______ A

rozkladu momentéw zginajacych na obwodzie mozliwy jest tylko w przypadku
rusztéw swobodnie podpartych. Poniewaz w naszym zadaniu wlasnie z takim
rusztem mamy do czynienia, wigc dla odmiany przeprowadzimy rozwigzanie ta
droga.

Na wstepie rozwigzemy réwnanie momentéw (6.9). W tym celu podstawimy
do (6.9)

(8.9) M (x, )= 12 (x, y) [M (x)+ M ()]
Otrzymamy stad réwnanie réznicowe o postaci
(8.10) 12 [M (x+p)+M (y)+M (x)+ M (y+ )+ M (x— )+ (y— ) -
—3M (x)—3M(y)]= —Ply?.

Zastepujac je dwoma réwnowaznymi réwnaniami

= 5 < Pl
w2 [M(x+p)—2M (x)+M (x— w)] = St B -

iz 0 o Pl
W [M(y+up)—2M(y)+M(y—p)] = T >,

otrzymamy
Mo(x)=A1+Az X, Mo(}’)-‘—‘BrJr‘Bz Y.
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Stad rozwigzanie ogdlne ma postaé
(8.11) My (x, y)=p? [C,+C, x+Cs)].

W tym przypadku stala C, jest suma dwu statych.
Zakladajac nastepnie postaé rozwiazania szczegdlnego

(8.12) M=4, xy+4, x*+4; y*
oraz przyjmujac dla uzyskania osiowej symetrii rozwigzania, ze A,=A;=—A,,
po podstawieniu (8.12) do (6.9) otrzymamy

A1=—A2=—A3=Tﬂ >

a co za tym idzie rozwiazanie szczegdlne ksztaltu
T Ol :
M= w By’ -y,
Tak wigc funkcja momentéw ma postaé

e Pl
(8.13) M=ﬂ2lC1+C2 x+C3y+—3—(xy—x2—y2)]-

Ze wzgledu na symetri¢ zadania nalezy przyjaé C,=C;=0, a nastepnie podstawiajac
wspétrzgdne dowolnego punktu podparcia i przyréwnujac moment do zera
otrzymamy

C'13P12
1_3 Ho.

W ten sposéb znalezliSmy nastgpujaca funkcje¢ rozkltadu momentéw w ruszcie:
= Pl
(8.14) M=,u27(13—|-xy—x2—y2).

Podstawiajac (8.14) do (7.7) oraz wykonujac analogiczne dzialanie i stosujgc po-
nownie rozdzielenie zmiennych

(8.15) w(x, p)=p* [w(x)+w»)l,

znajdziemy, Ze rozwiazanie ogdlne réwnania (7.7) ma postaé

(8.16) Wo (X, p)=p* [C1+C; x+Cy y].

Zakladajac rozwigzanie szczegdlne postaci

B17)  wi(%0)= 42 [A; X+ 4, X+ Ay 24y x4+ e
+As y A6 X3 y+ A, xp> 444 x2 y2]

Rozprawy Inzynierskie — §
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oraz ponownie przyjmujac dla uzyskania osiowej syinetrii ugiet, ze A,=Az;=—A4,,
otrzymamy po wstawieniu (8.17) do (7.7) (oraz poréwnujac wspotczynniki przy
odpowiednich potegach wielomianu):

2

Pl 1
=2 —\|— £ e 2
ws (X, V) =4 ¢ (72)[155xy 155x2 —155y%+
+3x*43y*—6x3 y—6xy°+9x2 y?].
Skad
w(x, y)=C1+C; x+C3 y+

12

P2 [ 1
+p? & 3 (7—2) [155xy —155x2 — 155y% 4+ 3x*+3y* — 6x3 y — 6xp3+9x2 y?].

Ze wzgledu na osiowa symetri¢ zadania przyjmujemy C,=C;=0, a nastgpnie
przyréwnujac ugigcie w dowolnym punkcie podparcia do zera otrzymamy

S
RESEAYD

Na tej podstawie znajdziemy

P2
8.18) w(x,y)=pu* a (72-) [1508+155xy —155x% — 155y +
+3x*43y*—6x3 y —6xpy3+9x2 y2].

Podstawiajac tak uzyskana funkcje ugiecia kolejno do wzoréw (7.9), (7.10) i (7.12)
otrzymamy wszystkie pozostate wielkosci poszukiwane dla rozpatrywanego rusztu:

Pl
Pty TRLA SRS Ty s seba 2 = 2 2E LT3 3 j&
O'=pnF¢ 12V3[ 2xy—x242y*+ pu(—6xy*+6x% y—2x>+4y*+51x—102y)],
02—,uPI [2xy—2x*+y*+pu (—6xy>+6x* y—4x342y>+102x—51y)]
R 123 s
P
(8.19) Q1=u~ luy=2ux—1],

- P
Q2=u7[yx—2ﬂy—1],

P
Q3=ﬂ-_;;[ux+ﬂy—1]-

Powyzsze wzory stanowia kompletne rozwiazanie zagadnienia. Ilustracj¢ otrzyma-
nych wynikéw stanowia rysunki 11, 12 i 13. Tutaj réwniez nalezy mie¢ na uwadze
to, ze wykres w okresla Sciste wartosci jedynie w wezlach rusztu.
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9. WNIOSKI

Przedstawione w tej pracy rozwiazanie rusztéw pretowych o regularnej siatce
jest przyblizeniem wlasciwego rozwiazania ze wzgledu na zalozenie, Ze sztywnosé
pretéw na skrecanie jest réwna zeru. Przyblizenie to jest jednak wystarczajace dla
wszelkiego rodzaju konstrukcji, dla ktérych sztywno$é na skrecanie jest bardzo
mala w poréwnaniu ze sztywnoscia preta na zginanie. W celu zbadania, w jakim
stopniu otrzymane wyniki réznia si¢ od rzeczywistych, nalezatoby wykonaé odpo-
wiednie badania modelowe. Zasadniczym osiagnigciem przeprowadzonych badaf
jest otrzymanie takiego ukladu réwnan réwnowagi, ktéry opisuje réwnocze$nie
stan w obydwu rodzajach weztéw rusztu. Stato si¢ to mozliwe jedynie dzieki kon-
sekwentnemu opisaniu geometrii ukladu oraz wprowadzeniu réznicowych opera-
toréw Boole’a z wyktadnikami funkcyjnymi.

Na uwage zastuguje prostota wykonywanych obliczen oraz krétka i zwiezta
posta¢ otrzymanych wynikéw. Wszystkie wielkosci poszukiwane w przedstawionych
rozwigzaniach mozna wyrazi¢ za pomoca wielomianéw, w ktérych najwyzszy sto-
piefi byt stopniem czwartym. Dzigki zaproponowanej metodzie obliczeA mozna
otrzyma¢ nastgpne warijanty rozwigzan dla rusztéw utwierdzonych, co nie przedsta-
wia trudnosci, gdyz wiaze si¢ jedynie ze zmiana warunkéw brzegowych zadania.
W ten sposéb mozna zaproponowaé rozwiazania dla pasma dwustronnie utwier-
dzonego, z jednej strony utwierdzonego a z drugiej swobodnego lub z jedna krawe-
dzig utwierdzona a druga swobodnie podparta. Metoda ta pozwala réwniez na
zastosowanie maszyn cyfrowych.
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Pe3mowmMme
POCTBEPK C MECTHUYI'OJIbHOM CTEPXHEBOW CETKON
Temoit HacTOsmIel pabOTHI SBJISETCS aHAIU3 IUIOCKOTO POCTBEPKA, COCTOSINErO W3 NPSIMBIX
YOPYTHX CTep)KHe#, oOpasyrommx B IUIAHE CETKy DPaBHO-CTOPOHHBIX IIECTUYTOJLHHKOB. OTOT

POCTBEPK HArpy’>XeH B y3JlaX CWJIAMM, NEPICHAUKYJIAPHBIMY K IJTOCKOCTH KOHCTPYKIMH ¥ MOMEHTa-
MH, C BEKTOpPaMH{ PacCIOJIOKEHHBIMH B 3TOHM IUIOCKOCTH. Bo BceM POCTBEPKE UMEETCA TOJIBKO ABA
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pOZia Y37I0B, U3 KOTOPBIX KaXIblid MOXET ObITh CO3JaH MyTeM NEPEABMKEHHsS ¥ 060pOTa BTOPOro
Ha 180°. Ilpx pelmeHny 3afa4u BHIOpaH, AMEHHO TaKOi NOBTOPSIEMBIA 3JIEMEHT, YPAaBHECHHSI PaBHO-
BECHs KOTOPOTO ONMCHIBAIOT OHOBPEMEHHO COCTOSIHHE B 000X POJjax y3/10B. DTO CTAI0 BO3MOXKHO
6arofaps MOC/IEAOBATEIbHOMY ONHCAHHWIO T€OMETPHM CHCTEMBI, & TaKXK€ BBENCHHIO Pa3sHOCTHBIX
nmeifcTBuif s omepaTopoB Byms, ¢ GyHKIMOHAIBHBIME IIOKa3aTEJIsIMHU.

PesynbTaToM paboOThI, ABISETCS PEIICHWE YpPaBHCHWH DABHOBECHs Y37d, NIPH YNPOIIAOIIEM
MPEMNIOIOKEHNH, YTO JKECTKOCTh CTEPXKHEW Ha Kpy4eHHe paBHsETCs Hymo. JlaroTcs, Kpome TOro,
MIPAMEPHI.

SUMMARY
A GRILL OF HEXAGONAL LATTICE RODS

The subject of this paper is an analysis of a flat grill consisting of direct elastic rods forming in
a plan the lattice of equilateral hexagonals. The grill is loaded in joints with forces perpendicular
to the plane of the construction and with vector moments lying in this plane.  the entire gril.
appear only two kinds of joints, every one of which can be obtained by removal of the other joint
and turning it through about 180°. For solution of the problem was chosen a repeated element such
that the equilibrium equation simultaneously describe the statein both kinds of joints. This was made
possible by the consequent description of geometrical structure and by introducing the differential
equations for Boole’s operators with function exponents. The work results in solution of the equi-
librium equations of a joint, subject to the simplification that the rigidity of the rods for twisting is
equal to 0.

Also given are numerical examples.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 grudnia 1970 r.



