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MODELOWANIE ROZKLADOW NAPREZEN
I PRZEMIESZCZEN W OTOCZENIU WIERZCHOLKA
KARBU TROJKATNEGO W PLASKICH ZAGADNIENIACH
TEORII SPREZYSTOSCI
CZESC 1

ANDRZEJ] SEWERY N (BIALYSTOK)

Praca przedstawia sposob modelowania rozkladéw przemieszczen, odksztalcen i naprezen
w obszarach plaskich posiadajacych karby tréjkatne o dowolnym kacie rozwarcia, za pomoca,
metody elementéw skoniczonych. W czeéci I wyprowadzone zostaly wzory na naprezenia i prze-
mieszczenia w poblizu wierzcholka karbu tréjkatnego oraz wyznaczone zaleznosci wspélczyn-
nikéw asymptotycznosci naprezen od kata rozwarcia karbu dla dwéch przypadkéw obciazenia:
rozrywania (Ar) oraz $cinania wzdtuznego (Arr). Dokonano tego wprowadzajac odpowiednia,
funkcje naprezen we wspdlrzednych biegunowych zwiazanych z wierzcholkiem karbu. Spelnia
ona réwnanie biharmoniczne oraz warunki brzegowe na krawedziach karbu. Wprowadzono
takze uniwersalny wspélczynnik asymptotycznosci naprezeni, ktéry jest wystarczajacym przy-
blizeniem dla celéw inzynierskich i mozna go stosowaé przy numerycznym modelowaniu zlo-
zonych stanéw obciazenia. W II czesci pracy oméwiony zostal nowy element skoriczony AST
(asymptotic strain triangle), ktérego funkcje interpolujace uwzgledniaja zmiane asymptotycz-
nosci naprezen i odksztalceri wraz ze zmiang kata rozwarcia karbu.

WAZNIEISZE OZNACZENIA

polowa kata wierzchotkowego w klinie,
polowa kata rozwarcia karbu,
modul Younga,
€i; tensor odksztalcenia,
€ryE€9,Yr9 Odksztalcenia w ukladzie biegunowym,
F funkcja naprezen Airy’ego,
G modul odksztalcenia postaciowego,
Ky, K11 wspélezynniki intensywnosci naprezen dla karbéw tréjkatnych,
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wsp6lczynnik asymptotycznosci naprezen,

uniwersalny wspélczynnik asymptotycznosci naprezer, _
wspélczynniki asymptotycznoéci naprezei dla I i IT przypadku
obciazenia karbu,

liczba Poissona,

obciazenia skupione,

tensor przemieszczenia,

wspélrzedne biegunowe,

naprezenia w ukladzie biegunowym,

tensor naprezenia,

naprezenia w ukladzie kartezjaiiskim,

przemieszczenia w ukladzie kartezjaniskim,

przemieszczenia w ukladzie biegunowym,

energia odksztalcenia,

kat wierzchotkowy w karbie tréjkatnym (rys. 5),

wsp6lrzedne kartezjaniskie.

1. WSsTEP

4 Zagadnienia mechaniki kruchego pekania zajmuja wazne miejsce we
wspblczesnym konstruowaniu. Mozliwos$é okreslenia warunkéw, w ja-

CPT bLb
S o<l = b
pl B

Rys. 1
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Rys. 2

kich konstrukcja moze ulec zniszczeniu pozwala nie tylko na zwigkszenie
bezpieczenistwa uzytkowania, ale réwniez wielokrotnie umozliwia przed-
luzenie okresu jej uzytkowania.

Wystepowanie karbéw tréjkatnych, ktérych szczegélnym przypad-
kiem sa szczeliny plaskie, spowodowane jest wadami materialowymi lub
niedoskonala technologia wykonania konstrukeji. Ze wzgledu na kat roz-
warcia (2/3) karby tréjkatne mozna podzieli¢ na nastepujace grupy:

a) 23 < 0; karb o ujemnym kacie rozwarcia, moze powsta¢ w przy-
padku wystapienia odpowiednich warunkéw podparcia (rys.la);

b) 283 = 0; szczelina plaska (rys.1b);

c) 0 < 28 < ; karb o dodatnim kacie rozwarcia — rys.l1c;

d) 28 = =; pélplaszczyzna — nie wystepuje wierzcholek karbu, stad
tez brak osobliwosci;

e) 28 > m; klin o nieobciazonym wierzcholku — zagadnienie bez
wiekszego znaczenia technicznego.

W rzeczywistych konstrukcjach moga wystepowaé jednoczesnie karby
o réznych katach rozwarcia. Przykladem tego moze byc¢ szeroko zasto-
sowany spaw pachwinowy (rys.2). Duzymi literami zaznaczone zostaly
wierzcholki karbéw: A, B— szczelina plaska, (8 = 0); C,D, E,F - karb
rozwarty, (20 = %w); G,H - klin, (28 = %71')
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2. ELEMENTY LINIOWEJ MECHANIKI PEKANIA. ROZKLAD NAPREZEN
I PRZEMIESZCZEN W OTOCZENIU WIERZCHOLKA SZCZELINY
PLASKIEJ

Rozrézniamy trzy podstawowe przypadki obciazen szczeliny (rys.3):
a) rozrywanie (typ I);

b) écinanie wzdtuzne (typ II);

¢) $cinanie poprzeczne (typ III).

a p b c
B
7}:
1
=
p
Typ I Typ I Typ IT
Rys. 3
v %
- Cy'x
r i
V)
0 X
Rys. 4

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ dwoma przypadkami obciazen do-
tyczacymi zagadnien plaskich (plaskiego stanu naprezenia lub plaskiego
stanu odksztalcenia).

Réwnania wyrazajace naprezenia 0,0y 1 Tz Oraz przemieszczenia
u, v na froncie szczeliny plaskiej w ukladzie biegunowym (r,9) (rys.4),
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dla I przypadku obciazenia w plaskim stanie odksztalcenia mozemy
przedstawi¢ w nastepujacy sposéb [4, 5, 8]:

Oy = il cos g(l — sin —qsin §19),
Vorr 2 = I
oy = %cos g(l + singsin gﬂ),
(2.1) : Tay ! = —\/Iéi_# sin g cos 5 cos g—ﬂ,
U = IC(; cosz(1—2u+sin2g)
v oE IC{; sm—(1—2u+sm 2)

Dla II przypadku obc1a,zen1a rozklady naprezen oraz przemieszczen
mozna przedstawié za pomoca nastepujacych wzoréw [4, 5, 8]:

o, = —%sin g(2+cosgcos g—ﬂ),

0= Ku s'ngcosgcos§19
Vo S onr = 2 o

(2.2) Tiy- 0 \/I;::_rcos g(l - singsin -219),
Ku o U
. ) sm —(2 2v + cos —2—)
oty ; .
s = 27rcos2(—1+21/+sm 2).

Dla plaskiego stanu naprezenia we wzorach na przemieszczenia nalezy
liczbe Poissona v zamieni¢ na wyrazenie v/(1 + v).

Wystepujace we wzorach wartosci Ky i Kyy sa wspolczynnikami in-
tensywnosci naprezen, odpowiednio dla I i II przypadku obciazen. W
przypadku szczeliny plaskiej zdefiniowane sa one w nastepu_)a,cy sposob
[8]:

(2.3) Ki+iKy = lim 0+[\/2?(a,, + i7yy))-

Zalezno$ci miedzy naprezeniami w ukladzie kartezjariskim (o, 0y, Tzy)
a naprezeniami w ukladzie biegunowym (o,, 0y, 7r9) sa nastepujace:
o, = ogcos’) + gy sin? 9 + 27y sind cos 1,
(2.4) gy = oysin’d+ oy cos’ ¥ — 27,y sin g, cos 9,
Ty9 = Tzy(cos® 9 —sin® ) + (o, — o) sin ¥ cos V.
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Zaleznoéé miedzy przemieszczeniami w ukladzie kartezjanskim i bie-
gunowym wyraza si¢ wzorami:

u, = ucos?+ vsind,
(2.5)
uy = —usind+ vcosd.

Wykorzystujac powyzsze wyrazenia mozna otrzymac wzory opisujace
rozklady naprezeri i przemieszczeri w poblizu wierzchotka szczeliny plas-
kiej w ukladzie biegunowym dla plaskiego stanu odksztalcen:

a) dla I przypadku obcia,ienia:

or 0= (cosﬂ lsingsinﬂ)
e £ 4 2 .
oy = = (cosﬂ ls' 1,is'm?)
"'\/27” e e s
(2.6) Ted = ‘/ﬁzsmﬂcos
K Y oV
8, = cos—2—(1—2u+sm 5)
Uy = Iél sm—(1—2u+sm —)
b) dla II przypadku obciazenia:
K,
o, = ﬁsin—g—(——;—+gcosﬂ),
oy = —ﬁgsinﬂcos—
" T T Vamr2 2’
Kin 1 3 v
2.7 g = =J J),
(2.7) Trd \/__2(cos +cos2cos )
U = Igl smg(21/+2cosz9—cos2£)
s ¥
uy = Igl cos—( —2 4+ 2v 4 2 cos ¥ — cos® 5)

Wzory (2.6) i (2.7) posluza do poréwnania z analogicznymi zalez-
noéciami dla karbu o dowolnym kacie rozwarcia otrzymanymi w dalsze]
czesci pracy.
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W przypadku karbu tréjkatnego (rys.5) rozklad przemieszczen moze
byé otrzymany za pomoca przeksztalcenia Mellina [4, 5] i przyjmuje
woéwczas postac:

(2.8) u(r,9) = Cyr¥ sin g—ﬂ + Cyr?s sin 2519 +....

Prosty i efektywny sposéb otrzymania rozwiazania powyzszego zaga-
dnienia przedstawiony zostal w pracy [2]. Dobranie potencjaléw Koto-
sowa-Muscheliszwili [6, 7] typu:

#(z) = az'™,  P(z) = b2’

i spelnienie warunkéw brzegowych na krawedziach karbu prowadzi do
otrzymania charakteru asymptotycznoéci rozkladu naprezen (o ~ r=3)
w otoczeniu wierzcholka karbu tréjkatnego:

(2.9) sin(A — 1)w = £(A - 1) sinw,

zgodnym z réwnaniami przedstawionymi w pracach [3, 9]. W dalszej
czesci niniejszej pracy otrzymano analogiczna posta¢ asymptotycznosci
rozwiazania oraz jawny rozklad naprezern i przemieszczen w otoczeniu
wierzcholka karbu tréjkatnego w zaleznosci od przypadku obciazenia.

3. OKRESLENIE ROZKLADU NAPREZEN I PRZEMIESZCZEN W POBLIZU
WIERZCHOLKA KARBU TROJKATNEGO

Rozpatrzmy okolice wierzcholka karbu o kacie rozwarcia 2(3. Analiza
zostanie przeprowadzona w ukladzie biegunowym przedstawionym na
rys.6.
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yi

Alr,0)
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Rys. 6

Wprowadzamy funkcje naprezen Airy’ego w postaci:
(3.1) F(r,9) = Ar~®=9(B cos D19 + By sin Dyd+
+Bj sin G19 cos Go¥ + Bysin G3d sin G4Y),

gdzie A, By, Dy, By, Dy, B3, G1,G9, By, G3, G4 sa stale. Spelniaja one nas-
tepujace warunki:
a) réwnanie biharmoniczne w ukladzie biegunowym [1, 7]

9? 5} 9? ][02F OF  9'F

(9 o T ror T o
b) warunki brzegowe na krawedziach karbu
dad=n—-Lorazd=—-7+0:
A
(33) Oy = 0, CZ}’ll ’a? = 0,
& & .. 0
r209 roréd
Pochodne funkcji naprezen (3.1) po wspétrzednych biegunowych maja
postac:

or? i ror + 72092 k =i0;

(3.4) 9 =0, czyli

F
%7 = —(A = 2)Ar~*~)(B, cos Dy + By sin Dyd+
+Bjy sin G19 cos Go¥ + By sin G310 sin G4d),
0*F

(3.5) —5 = (A= 2)(A = 1)Ar~*(Bj cos D19 + B, sin D9+

or
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([3d5] + Bssin G19 cos Go¥ + By sin G3¥ sin G49),
cd.
oF —(A=2) -
39 = Ar (—B1D; sin D19 + BaD; cos Dyd+
+B3G1 cos G119 cos Go — B3Ga sin G199 sin God+
+B4G3 cos Gz sin G4 — B4G4sin G39 cos G4Y),
m = —(}\ — 2)A1‘ (—B1D1 sin D19 + By D, cos Do+
+B3G| cos G199 cos G9¥ — B3Gy sin G190 sin G+
+B4G3 cos G3U sin G4 — B4G4 sin G39 cos G4’l9),
*F —(x=2) 2 2.
597 = Ar [-B1Dj cos D19 — ByDj sin Dy —

—B3(G? + G2) sin G19 cos Go9 — 2B3G1G3 cos G19 sin Gy —
-—B4(G§ + G?) sin G309 sin G49 — 2B4G3G4 cos G39 cos G4).

Wprowadzamy oznaczenie:
(3.6) a=m-f.
spelniajac warunek (3.3) dla ¥ = a oraz ¥ = —a otrzymujemy réwnania:
(A = 2)(A = 1)Ar~*(B; cos D1« + By sin Do+

+ B3 sin G cos Goa + By sin Gzasin Gga) = 0,
(3.7) (A = 2)(A = 1)Ar~*(By cos Dy — By sin Doar—
— By sin Gyja cos Goa + By sin Gzasin Gya) = 0.

Analizujac réwnania (3.7) mozna doj$¢ do wniosku, ze sa dwie moz-
liwosci rozwiazania tego zagadnienia:

a) gdy By = 0 i By = 0, wéwczas funkcja naprezen F(r,d) jest
nieparzysta wzgledem zmiennej 9 - bedzie modelowala ona II przypadek
obcigzenia,

b) gdy B, = 0 i By = 0, wéwczas funkcja naprezeri F(r,?) jest
parzysta wzgledem zmiennej 9 - otrzymamy rozwiazanie dla I przypadku
obcigzenia.

Zal6zmy na wstepie, ze By =01 By = 0.
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Wykorzystujac réwnania (3.5) do spelnienia warunku (3.4) dla¥ = «
oraz ¥ = —a otrzymujemy:

(3.8)  — Ar~*(\ + 1)(ByD; cos Dyax + B3G) cos Gya cos Gaa—
—B3G3 sin Ghasin Gaa) = 0.
Po podstawieniu wyrazeri (3.5) warunek (3.2) przyjmie postac:
(3.9) Ar~C+2 [By[(X — 2)? — D][\* — Dj]sin Dyd + B [(A — 2)X*-
—(G? + G)[(A = 2)* + N] + (G? + G2) + 4G?G}] sin G119 cos Gy9—
—2B3G1G3(A — 2)? + A% — 2(G? + G3)] cos G1U'sin Go9] = 0.
Wyrazenie (3.9) prowadzi do nastepujacego ukladu réwnan:
[(A-2)* - Djj(\* - Dj) = O,
(3.10) A—-22+22-2AGI+ G} = 0,
(A =2)X* = (G1+ GV + (A = 2] + (G + G3)" +4GIG; = 0.

Ostatecznie otrzymujemy nastepujace zaleznosci na wspoéiczynniki
D2aG17G2:

Dy=+\ lub Dy=+(A-2),
Gi=+(A-1) i Gy==I,
(3.11) lub
Gi=41 i Gy=%(A-1).

Podstawiajac do réwnan (3.7) 1 (3.8) Do =A-2,G; =1,Gy =
= A —1 otrzymamy uklad ré6wnan, rozwiazanie ktorego gwarantuje nam
spelnienie wszystkich zalozonych warunkéw brzegowych:

Bysin(A — 2)a + Bssina cos(A — 1)a =0,
(3.12) By(X — 2) cos(A — 2)a + Bs[cos acos(A — 1)a—
—(A =1)sinasin(A - 1)a] = 0.
Wyznaczony z pierwszego réwnania wspélczynnik By,

cos(A — 1a

3.13 By = — B3 sin @ ————
e . g smasin(/\ - 2)a’
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podstawiamy do réwnania drugiego i otrzymujemy
(3.14) Bs[—(\ — 2)sinacos(A — 1)acos(A — 2)a + cosacos(A — 1)arx

x sin(A — 2) — (A = 1) sinarsin(A — 1)asin(A — 2)a] = 0.

Réwnanie to nie jest okreélone dla o = 0, jednak przypadek taki
nie ma sensu fizycznego. Warto zauwazy¢, ze wybdr stalych G1,Gs i
D, nie wplywa na postaé réwnania (3.14). Poniewaz nie oczekujemy
rozwiazania trywialnego, stad B3 # 0.

Po prostych przeksztalceniach trygonometrycznych otrzymujemy nas-
tepujaca zaleznosc:

(3.15) — (A =1)sin2a +sin2(A - 1)a = 0.

Réwnanie to mozna rozwiaza¢ numerycznie. Wyznaczona w ten spo-
s6b zaleznoéé wspétczynnika asymptotycznosci naprezen od kata rozwar-
cia karbu (A\(8)) przedstawiona jest na wykresie (rys.7).
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Tablica 1. Wartosci wspélczynnikéw asymptotycznosci naprezen dla réznych
katéw rozwarcia karbu.

[ B(rad) | afrad) A1 i Ao
1,5708 | 1,5708 | ,0000 | —1,0000 | ,0000
1,5080 | 1,6336 | ,0741 -,8514 | ,0385
1,4451 | 1,6965 | ,1378 -,7215 | ,0741
1,3823 1,7593 | ,1929 -,6059 | ,1071
1,3195 1,8221 | ,2407 -,5021 ,1379
1,2566 | 1,8850 | ,2822 -,4081 | ,1667
1,1938 | 1,9478 | ,3182 -,3223 | ,1935
1,1310 | 2,0106 | ,3493 -,2439 | ,2188
1,0681 | 2,0735 | ,3762 -,1717 | ,2424
1,0053 2,1363 | ,3992 -;1051 ,2647

,9425 | 2,1991 | ,4189 -,0002 | ,2857
,8796 | 2,2619 | ,4355 ,0133 | ,3056
,8168 | 2,3248 | ,4494 ,0663 | ,3243
,7540 | 2,3876 | ,4610 ,1156 | ,3421
,6912 | 2,4504 | ,4706 ,1614 | ,3590
,6283 | 2,5133 | ,4783 ,2042 | ,3750
,5655 | 2,5761 | ,4844 ,2440 | ,3902
,5027 | 2,6389 | ,4892 ,2812 | ,4048
,4398 | 2,7018 | ,4929 3158 | ,4186
3770 | 2,7646 | ,4956 ;3482 | ,4318
,3142 | 2,8274 | ,4975 ,3783 | ,4444
,2513 2,8903 | ,4987 4063 | ,4565
,1885 | 2,9531 | ,4995 ,4324 | ,4681
,1257 | 3,0159 | ,4998 4567 | ,4792
,0628 | 3,0788 | ,5000 4792 | ,4898
,0000 | 3,1416 | ,5000 ,5000 | ,5000
-,0628 | 3,2044 | ,5000 ,5192 | ,5098
-,1257 | 3,2673 | ,5002 ,5369 | ,5192
-,1885 | 3,3301 | ,5005 ,5531 | ,5283
-,2513 | 3,3929 | ,5013 ,5679 | ,5370
-,3142 | 3,4558 | ,5025 ,5814 | ,5455
-,3770 | 3,5186 | ,5044 ,5936 | ,5536
-,4398 | 3,5814 | ,5070 ,6046 | ,5614
-,5027 | 3,6442 | ,5105 ,6145 | 5690
-,5655 | 3,7071 | ,5150 ,6232 | ,5763
-,6283 | 3,7699 | ,5205 ,6309 | ,5833
-,6912 | 3,8327 | ,5271 ,6376 | ,5902
-,7540 | 3,8956 | ,5348 ,6435 | ,5968
-,8168 | 3,9584 | ,5434 ,6485 | ,6032
-,8796 | 4,0212 | ,5528 ,6527 | ,6094
-,9425 | 4,0841 | ,5629 ,6562 | ,6154
-1,0053 | 4,1469 | ,5734 ,6590 | ,6212
-1,0681 | 4,2097 | ,5843 ,6613 | ,6269
-1,1310 | 4,2726 | ,5952 ,6631 | ,6324
-1,1938 | 4,3354 | ,6062 ,6644 | 6377
-1,2566.| 4,3982 | ,6170 ,6654 | ,6429
-1,3195 | 4,4611 | ,6277 ,6660 | ,6479
-1,3823 | 4,5239 | ,6380 6664 | ,6528
—1,4451 4,5867 | ,6480 ,6666 | ,6575
—1,5080 | 4,6496 | ,6575 ,6667 | ,6622

362]
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PrzeprowadZmy dyskusje otrzymanego rozwiazania:

a) A = 1 — zagadnienie klina o kacie wierzcholkowym 2« obcigzonego
sita skupiona w wierzcholku;

b) A = 2 - zagadnienie klina o kacie wierzchotkowym 2« obcigzonego
momentem skupionym w wierzchotku;

c) A = 0 — reprezentuje zerowe naprezenia,

d) A = Ai(B) - zagadnienie karbu tréjkatnego — funkcja wspélczynni-
ka asymptotycznosci naprezeri od kata rozwarcia dla II przypadku obcia-
zZenia.

Nalezy zwrécié uwage, ze dla szczeliny plaskiej wartos¢ Ay = 0,5
zgodnie z rozwigzaniem (2.7), natomiast A\ = 0 w przypadku karbu
o kacie rozwarcia bliskim 7 /4, co jest zwiazane z kierunkiem naprezen
gléwnych 0,09 dla czystego écinania. Dla pélplaszczyzny otrzymujemy
liniowy rozklad naprezeri od swobodnego brzegu (A = —1).

Tablica 1 przedstawia warto$ci wspélczynnika Ay dla katéw rozwar-
cia m/2 > B > —n /2. Graficznie zaleznoé¢ ta przedstawiona zostala na
rys.9.
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Okreélmy teraz rozklad naprezen w poblizu wierzcholka karbu tréj-
katnego wynikajacych z wprowadzenia funkcji naprezer Airy’ego. Wzory
na naprezenia w ukladzie biegunowym maja postaé [1, 7):

o 8 7'261' r2 99?2’

o0‘F

(3.16) 097 75 G
g e . O
™ = 1299 " rorod

Wykorzystujac zaleznoéci (3.16), (3.13), (3.11) oraz (3.5) mozemy
otrzyma¢ rozklad naprezeri w otoczeniu wierzchotka karbu tréjkatnego:

o, = —Cyr~[Ca() — 2)sin(\ — 2)9 + Asind cos(A — 1)9+
+2 cos ¥ sin(A — 1)9],
(3.17) 0y = (A —2)Cir~*[Casin(X — 2)d + sin ¥ cos(A — 1)),
Trg = Cir [Ca(X = 2) cos(X — 2)9 + cos ¥ cos(A — 1)d—
—(A =1)sin¥sin(A — 1)9)],
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gdzie C; jest zalezne od kata rozwarcia karbu i wyraza sie wzorem:

Baid sin Ao
= e By 2 ( ~ sin(A — 2)a)

Wspétczynnik C; wyznaczymy poréwnujac wyprowadzone wzory
(3.17) z rozwiazaniem (2.7) dla szczeliny plaskiej. Podstawiajac do wzo-
réw (3.18) i (3.17) wartosci o = 7 oraz A = 0, 5 otrzymujemy zaleznoéci
okreslajace naprezenia dla szczegélnego przypadku karbu tréjkatnego -
szczeliny plaskie;j:

oy = g—l—sing(—l+§cosﬂ)
LA SR D :
Ci3
(3.19) oy = _7§SIH0COS2
T = (cos319+cosﬁcos19)
gt fz 2 :

Wykorzystujac analogie ze wzorami (2.7) mozna wyznaczy¢ wartoéé
wspoélczynnika C) dla szczeliny plaskie;j:
K
V2T

Rozszerzajac te zaleznos$¢ na karby o dowolnym kacie rozwarcia mozna
przyjac:
(3.20) Ci=

C=

Ky
C3(27l’ )’\" :
przy czym wspoéiczynnik intensywnosci naprezen dla II przypadku obcia-
zenia ($cinanie wzdluzne) bedzie zdefiniowany dla dowolnego karbu tréj-
katnego w nastepujacy sposéb:

(3.21) Ky=_lim [(@27r)*7y].

=0,r—04

Wspétczynnik C3 wystepujacy w réwnaniu (3.20) wynika bezpoére-
dnio z definicji wspélczynnika intensywnosci naprezen (3.21) i wynosi:

Cs= CQ(A[[ - 2) + 1.

Ostatecznie, naprezenia w otoczeniu wierzcholka karbu tréjkatnego
dla IT przypadku obciazeri mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:
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=K . :
oy = _C§(2—7r:'!)"7 [Ca(A1 = 2) sin(An — 2)9 + Aqrsin ¥ cos(Ai—
—1)9 + 2 cos I sin( Ay — 1)9],
Ky . ;
(3.22) oy = W(/\H —2) [Cysin(Ap — 2)¥ + sinJ cos(Ar — 1)9]
Ky

T = W [C2(A]] - 2) COS(A][ - 2)19 +

+ COSﬁCOS(An - 1)19 - (/\][ - 1) sinﬂsin(/\" - 1)19] :
Zwiazki fizykalne dla plaskiego stanu naprezen maja postac:

Ep = %(Ur_l’aﬂ),
(3.23) gy = %(0,9 - va,),
21+ v) Trd
Tt = E Trd = ek
Zwiazki geometryczne mamy dane wyrazeniami
=
: ’U,a,-r ’ la’u,y
(3.24) S 759

Ouy . 10u, uy

Lol o e

Korzystajac z zaleznoéci (3.23), (3.24) i (3.22) obliczymy rozklad
przemieszczei w otoczeniu wierzcholka karbu tréjkatnego dla II przy-
padku obciazen w plaskim stanie naprezenia:

o .

thy ==

cosVUsin(Ay — 1)9|,

14

2v : 2
+ (1 o )\II) sin ¥ cos(A;p — 1)9 — 1

(3.25) -

2(1 ] A][)G(?ﬂ'T)"“C;;

[C2(A[1 oo 2) COS(A]I - 2)'!9—

Uy =
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1—-v

(3.25) =

2
= Xy e
[Cd.] 1 e cos v COS(/\H 1)’(9 ( 11 1 w2

V) sin I sin(A — 1)9|.

Wzory na przemieszczenia dla plaskiego stanu odksztalcen mozna
otrzyma¢ przez zastapienie liczby Poissona v wyrazeniem v/(1 — v).
Podstawiajac do réwnan (3.25) wartosci dla szczeliny plaskiej a = 7 i
A = 0,5 otrzymamy wyrazenia tozsame ze wzorami (2.7). Swiadczy to
o poprawnosci wyprowadzonych zaleznosci. Nalezy jeszcze zaznaczyé, ze
posta¢ réwnan (3.22) oraz (3.25) nie zalezy od wyboru zestawu stalych
D,,G1 i G; podanych zaleznoéciami (3.11).

Zalézmy teraz, ze w réwnaniu (3.1) stale B = 0i B3 = 0. Spelnienie
warunkéw brzegowych (3.3) i (3.4) dla ¥ = +a prowadzi do nastepuja-
cych réwnan:

A=2)(A - l)Ar"\(Bl cos Dy + Bysin Gsasin Gya) = 0,
(3.26)
(A —1)Ar~*[-B,D; sin Dya + B4(Gj3 cos Gzasin Gya+
+G4sin Gaa cos Gya)] = 0.
Po wstawieniu wyrazeri (3.5) do réwnania biharmonicznego (3.2)
otrzymujemy:
(3.27) Ar=C+D[By[(A — 2)? — D}|[A% — D}] cos D19 + By ([\2-
—(G3+GH(A -2 - (G2 +GHY + 4G§GZ) sin G399 sin G 49+
+2B4G3G4[(X — 2)* + A? — 2(G2 + G?2)] cos G39) cos G49] = 0.
Stad otrzymujemy zaleznosci na wspélczynniki Dy, G3 i Gy:
D1 = 0 lub D1 = :E(A = 2),
Gs3=x(A-1) i Gy= =1,
(3.28) lub
Gs=%1 i Gy=%(A-1),
analogiczne do wyrazen (3.11).
Bez wzgledu na dobér zestawu wspélczynnikéw (3.28) wyrazenia
(3.26) mozna przeksztalcié¢ do nastepujacej postaci uzalezniajacej wspol-

czynnik asymptotycznosci naprezen od kata rozwarcia karbu dla I przy-
padku obciazenia:

(3.29) sin2(A — 1)a+ (A — 1) sin 2a = 0.
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Tak samo jak w przypadku zaleznosci (3.15) réwnanie to rozwigzuje-
my numerycznie. Zalezno$¢ wspélczynnika asymptotycznosci naprezern
od kata rozwarcia karbu (A(8)) graficznie przedstawiona jest na rys. 8.
Mozna latwo zauwazy¢, ze wyrazenie (3.29) jest spelnione dla A = 1 (za-
gadnienie klina obciazonego sila skupiona w wierzchotku) oraz A = Ai(3)
- funkcji wspélczynnika asymptotycznosci naprezen od kata rozwarcia
dla I przypadku obciazenia (zagadnienie karbu tréjkatnego). Warto-
éci wspélczynnika asymptotycznosci naprezei w przypadku rozdziera-
nia dla katéw rozwarcia karbu —n/2 < 8 < 7/2 zamieszczone zostaly
w tablicy 1, graficznie przedstawia je rys. 9. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze
wspblezynnik A; przyjmuje warto$é¢ 0,5 dla szczeliny plaskiej (zgodnie
ze wzorami 2.6) oraz zeruje si¢ dla pélplaszczyzny (nie wystepuje wtedy
osobliwo$¢).

Korzystajac z réwnan (3.5) oraz (3.16) obliczymy rozklad naprezen
we wspélrzednych biegunowych dla I przypadku obciazenia:

o, = —Cyr~[C5(A — 2) cos(\ — 2)9 + Asin(A — 1)IsinI—
—2cos(A — 1)J cos V)],

(3.30) oy (A = 2)Cyr~ [Cs cos(A — 2)9 +sin(A — 1)Isin ],
Tg = Cyr *[-Cs(\ = 2)sin(X — 2)9 + cos I sin(A — 1)9+
+(A = 1)sind cos(A — 1)d],
gdzie wspélczynnik Cs dany jest nastepujacym wyrazeniem:

B 1 ( cos A\ )

S il B 2\ coRla=2a

Wspélczynnik Cy okreélimy wykorzystujac rozwiazanie (2.6) dla szcze-
liny plaskiej. Podstawiajac do wzoru (3.31) wartosci o = 7 oraz A = 0,5
otrzymujemy wyrazenie nieokreslone. Obliczajac wartos¢ Cs w granicy,
gdy a — 7, korzystajac przy tym z twierdzenia de 'Hospitala, otrzymu-
jemy Cs = —2/3. Tak wiec w przypadku szczeliny plaskiej wzory (3.30)
przyjma postac:

Gr= g(c0s2+lsingsinﬂ)
giiggs . T 2 4
S " L 9
32 = — e oSN By
(3.32) oy ﬁ(cosz 2sm2sm19>,
el . 9
9 = —==sindcos—.

Jr2 2
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Poréwnujac powyzsze wyrazenia ze wzorami (2.6) mozna okreslié
wspolczynnik Cy w przypadku szczeliny plaskiej podanej rozdzieraniu:

K
Cy= T

Rozszerzajac te zalezno$¢ na dowolny karb tréjkatny (a wiec i uwzgled-
niajac zmienno$¢ wspéiczynnika asymptotycznosci naprezen) mozna za-
lozyé:

3.33) Cy= .. A

( . 4= Cs(27|')'\l,

gdzie wspéiczynnik intensywnosci naprezen od rozdzierania dotyczy kar-
béw o dowolnym kacie rozwarcia. Mozna go zdefiniowaé w nastepujacy
sposob:

: A
(3.34) K= 0=(1f£30+ [(27r)May] .

Wspélczynnik Cg wystepujacy w réwnaniu (3.33) wynika bezposred-
nio z definicji (3.34) i wynosi:

Ce= (i —2)C:.

Ostatecznie rozklad naprezen w otoczeniu wierzcholka karbu tréjkat-
nego dla I przypadku obciazeri mozna przedstawi¢ za pomoca nastepu-
jacych wyrazen:

K; .
o, = —W [Cs(A1 — 2) cos(Ar — 2)9 + Asin(A—

—1)d9sind — 2 cos(A; — 1)J cos ],

K . .
(3.35) o9 = (M- Z)W [C5 cos(Ar — 2)0 + sin(A; — 1) sinJ],

K .
Catayw [~ Cilh = Dysinhn ~ D+

+cosdsin(A; — 1)39 + (A — 1) sin 9 cos(A; — 1)9].

Korzystajac ze wzoréw fizykalnych (3.23) oraz zwiazkéw geometrycz-
nych (3.24) obliczymy rozklad przemieszczeri w poblizu wierzcholka kar-
bu tréjkatnego dla I przypadku obciazenia w plaskim stanie naprezenia:

: s I{IT
B08) . = 30 = NG @)y [-C5(M = 2) cos(N\ — 2)9+

Ty =
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(3.36) ¥ ( sy ,\I) sindsin(A\ — 1)9 + 1-?—1/ cos ¥ cos( A1 — 1)19],

[cd.] 1+v
K[’I‘
2(1= \)G(27r)"Cy

Zcosﬁsin()q -1)9 + ()q -1-

ug = [~Cs( — 2) sin(A — 2)9-

=

2 :
T V) sin 9 cos( A1 — 1)19].

Réwnania dla plaskiego stanu odksztalceri mozna otrzymac przez
zastapienie liczby Poissona v wyrazeniem v/(1—v). Podstawienie a =,
A =0, 5 powoduje otrzymanie wyrazef na przemieszczenia dla szczeliny
plaskiej, tozsamych z (2.6).

Obliczmy teraz wypadkowe sily dzialajace na wierzchotek karbu tréj-
katnego (klina). Poniewaz calkowanie odbywa si¢ po wycinku okregu o
promieniu r i srodku w wierzchotku (rys.10) wzory przyjma postac:

o
B = /(0, cos ) — Ty sin 9)rdd,

-
o

(3.37) Py = [(ovsin®+ 7.9 cos9)rdv,

M() = 7T,-,97‘2d'(9.

W II przypadku obciazenia otrzymujemy P, = 0, P, = 0, My = 0 dla
A#11i)#2. Gdy A =1 naprezenia wynosza;

g7
o, =—2—sind, o9=0, T9=0.
T
Wystepuje wéwczas niezerowa warto$¢ sily pionowej:

Py = =2C, (a - %sin 2a) :
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Potwierdza to uprzednie zalozenie, ze jest to zagadnienie klina ob-
ciazonego pionows sila skupiona w wierzchotku [1]. W przypadku gdy
A\ = 2 naprezenia przyjma, postac:

;= —2%1 sin29, oy=0,
r
Top %(cos 29 — cos 2a).

Mamy wéwczas do czynienia z klinem obcigzonym w wierzchotku
skupionym momentem:

M, = Ci(sin 2 — 2a.cos 2a).

W I przypadku obciazenia niezerowe wartosci wyrazen (3.37) otrzy-
mujemy dla A = 1. Jest to zagadnienie klina obciazonego pozioma sila
skupiona, [1]:

1
P =0 (oz + Esin 201) .
Naprezenia wOwczas Wynosza:
O % —274 costY, 09=0, T9=0.

Oszacujmy warto$¢ energii w obszarze wycinka kola w otoczeniu
wierzcholka karbu tréjkatnego (rys.10):

W=0/—

Poniewaz wzory na naprezenia oraz odksztalcenia sa postaci = f(9)
otrzymujemy:

\Q
BN | =

a,-js,-jrdﬂdr.

1~

-
W= /r1'2"g(a)dr,
0

gdzie f(9), g(«) sa odpowiednimi kombinacjami funkcji trygonometrycz-
nych.

Wynika stad wniosek, ze dla A < 1 energia w okolicy wierzchotka
karbu tréjkatnego ma warto$¢ ograniczona — nie wystepuje tam obciaze-
nie skupione.
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4. PODSUMOWANIE

Wspélczynniki asymptotyczne naprezen dla tych samych katéw roz-
warcia karbéw, ale dla réznych przypadkéw obciazenia znacznie sie ré-
znia. Celowe bylo wiec wprowadzenie dwéch wspélczynnikéw asympto-
tycznosci naprezen:

a) A1 — dla I przypadku obciazenia;

b) A — dla IT przypadku obciazenia.

Wyrazenia okredlajace rozklad naprezen i przemieszczen w poblizu
wierzcholka karbu tréjkatnego mozna otrzymac wykorzystujac superpo-
zycje wczeéniej otrzymanych rozwiazan:

oij = Aiyr~ay(9) + Bijrbi;(9),
(4.1) Eij = C,'jT_A'C,'j('ﬁ)+D,'j7‘_'\"d,'j(‘l9),
¢ = Fr'™1f(9) + Gir'Mgi(9),

gdzie A;j, Bij, Cij, D F;, G; - stale; a;(9), bij(9), cij(9), dij(9), fi(9), gi(¥)
- kombinacje funkcji trygonometrycznych kata 9.

Do celéw inzynierskich wskazane byloby zastapienie obu wspélczyn-
nikéw asymptotycznoéci naprezeri jednym o uniwersalnym znaczeniu.
Po zsumowaniu stronami réwnai (3.15) i (3.29) otrzymamy wyrazenie:

(4.2) sin2(Ag — 1)a=0.

Wystepujacy w nim uniwersalny wspélczynnik asymptotycznosci nap-
rezen Ao mozna okresli¢ wzorem:
T

Wstawiajac wyrazenie (3.6) otrzymujemy:

(4.4) Ao=1 2 —B)’
Przebieg zmiennoéci funkcji Ao(3) pokazany jest na rys.9 oraz w ta-
blicy 1, gdzie poréwnano ja z wartoSciami wspdlczynnikéw A, Ay dla
réznych katéw rozwarcia karbu.
Przyblizone wzory modelujace rozklad naprezen, odksztalcen i prze-
mieszczent w poblizu wierzcholka karbu tréjkatnego maja wéwczas nas-

tepujaca postac:
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oij = Ay fi;(9),
(4.5) €ij = Bijra1gi;(9),
qG = C;r%h.-(ﬁ),

gdzie A;j, B;j, C; — stale; f;;(¥9), gij(19), hi(J) — kombinacje funkcji trygo-
nometrycznych kata 9.

Poréwnujac je ze wzorami (2.8) mozna zauwazy¢, ze charakter asymp-
totycznosci pierwszego wyrazu sumy i wyrazen przyblizonych jest analo-
giczny. Z powyzszych rozwazani wynika wniosek, Ze uniwersalny wspol-
czynnik asymptotycznosci naprezeni jest wystarczajacym przyblizeniem
do celéw inzynierskich. Stosowanie go jest uzasadnione przy zlozonym
stanie obciazenia, szczegdlnie podczas numerycznego modelowania roz-
kladéw naprezefi i przemieszczen w otoczeniu wierzchotka karbu tréj-
katnego, za pomoca metody elementéw skoriczonych. Przy jednorod-
nym obciazeniu karbu (rozrywanie lub $cinanie wzdluzne) wskazane jest
uzycie odpowiedniego wspélczynnika A; lub Ay
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PesomMme

MOJIEJIMPOBAHME PACIIPE/IEJIEHUN HAIIPSIDKEHUM U NEPEMEILEHMM B
OTKPECHOCTH BEPIIIMHBI YTJIOBOI'O BBIPE3A B IINIOCKUX 3AJAYAX TEOPUH
YIIPYTOCTH

Yacts I

Pa6oTa mpencTaBnaBiseT cnoco6 MOoeNMPOBaHHSA pacIpele/eHHM mepeMemeHnN, ne-
dopManui H Hanps>KeHHM O NIOCKHX obnacTeil o6/lafalOIAM Yr/OBEIMH BhIpe3aMH C
IPOM3BOJIbHBIM YIJIOM PacKpPLITHSA, IPH MOMOIIHE METONa KOHEYHLIX ajeMenToB. B I yacTn
BEIBefIeHbI GOPMYJIEI ISt HAPS>KeHHH ¥ MepeMelleHH) B6IM3H BePIIMHEI YTIIOro BEIpesa, a
TaKXe onpe/esieHbl 3aBECHMOCTH K03(pPHIHEeHTOB aCAMITOTHKHE HANPS>KEHHH OT yria pa-
CKPBITHSA BbIpPe3a [IA IBYX Clly4aeB HarpyXeHHA: pa3phiBa (A1) # mpoponsHOro casura (An).
9To mpoBefieHO BBOAA COOTBELTBYIONYI0 QYHKIHIO HANPSXKEHAN B MONIOCHEIX KOOPAHHA-
TaX, CBA3aHHBIX C BepIIHHON BeIpe3a. OHa yoBJIeTBOpPSAeT GHrapMOHHYECKOMEI YPaBHEHHIO
M PaEHYHBIM YCJIOBHSM Ha Geperax Bripesa. BeeneH Takke yHuBepcaabHbIH Ko3(pduHeHT
aCMMITOTHKH HAaNps>kKeHHM, KOTOPHIA ABIAETCA [OCTATOYHLIM NPUGNHIKEHHeM N/ HH-
’KHeHePCKHX PacyeTOB H MOXKHO ero IPMMEHSTh IPH YHCIeHHOM MOETHPOBAHAH CIOKHBIX
Hanps>keHHBIX cocTagsHUR. Bo II yacTu paGoTsl 06cyskIeH HOBBIM KOHeUHBIN aeMeHT AST
(asymptotic strain triangle), koTOporo WHTepHONHpyIOIHKe GYHKIHHE YYHTHIBAIOT H3MEHE-
HHe aCHMITOTHKH Hanps keHUH ¥ nedopManuil COBMECTHO C H3MEHEHHEM YIJIa PaCKPEITHA
BbIpe3a.

SUMMARY

MODELLING OF STRESS AND DISPLACEMENT DISTRIBUTIONS IN VICINITY OF
AV - NOTCH VERTEX IN PLANE ELASTICITY

Part 1

Modelling of stress, strain and displacement distributions is presented in the case of plane
regions containing V — notches of arbitrary vertex angles. In Part I the formulae for stres-
ses and displacements occuring at the V — notch are given, and the relations between stress
asymptoticity coefficients and the notch vertex angle are derived for two cases of loading: nor-
mal tension (A1) and longitudinal shear (Ajp); this is achieved by introducing a suitable stress
function expressed in polar coordinates centered at the notch vertex. The function satisfies
the biharmonic equation and the boundary conditions along the boundary of the notch. A
universal stress asymptoticity coefficient is also introduced, sufficient for aproximate analysis
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of engineering problems and suitable for numerical modelling of complex stress states. In Part
II of the paper a novel finite element AST (Asymptotic Strain Triangle) is introduced which
shape functions account for the stress and strain asymptoticity changes due to the notch angle
variation.
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