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OPTYMALIZACJA PARAMETRYCZNA PRETA PRZY
ROZNYCH SPOSOBACH ZAMOCOWANIA

ANDRZEJ] FORYS (KRAKOW)

Przedmiotem pracy jest parametryczna optymalizacja preta lepkosprezystego. Pret o sy-
metrii cylindrycznej, réwnomiernie zbiezny jest poddany dzialaniu okresowo zmiennej sily sku-
pionej oraz tlumieniu wewnetrznemu i zewnetrznemu. Funkcjg celu jest amplituda krytyczna
oscylujacego skladnika sily. Rozwazono cztery rodzaje zamocowania preta. Wplyw sposobu
zamocowania na optymalny ksztalt preta jest bardzo wyrazny. Wyniki przyktadowych obliczen

s3 przedstawione na wykresach.

1. WsTEP

Parametryczna optymalizacje ksztaltu preta lepkosprezystego, sci-
skanego sila, Sledzaca, ktora jest okresowa funkcja czasu, oméwiono w
pracy [1]. Za funkcje celu przyjeto w tej pracy amplitude krytyczna
oscylujacego skladnika sily $ledzacej. Zagadnienia optymalizacji para-
metrycznej dla ukladu trzech pretéw sa oméwione w pracach [2, 3].

Niniejsza praca jest wzorowana na pracy [1]. Przedmiotem jej jest
parametryczna optymalizacja ksztaltu preta lepkosprezystego, Sciska-
nego sila okresowo zmienna w czasie, przy réznych rodzajach zamo-
cowania koncéw preta. Rozwazono prety o symetrii walcowej, réwno-
miernie zbiezne. Poszukiwano optymalnego ksztaltu preta ze wzgledu
na stateczno$¢ jego ruchu, przy czym rozpatrywano pierwszy obszar nie-
stateczno$ci. Wyniki przedstawiono na wykresach. Optymalny ksztalt
preta zalezy od sposobu zamocowania preta.
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2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA
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Rys. 1

Pret prosty o przekroju kolowym (rys.1) jest wykonany z materialu
lepkosprezystego typu Kelvina-Voigta i porusza sie w osrodku, ktéry
dziala na pret sila oporu proporcjonalna do predkosci oraz do promie-
nia przekroju preta. Dlugosé | preta oraz jego objetos¢ V' sa ustalone.
Promien r(z) przekroju preta dany jest wzorami:

(1)  r(@) = n(l-e7) =npi(zie), @€,

dl [ ro(1 — e+2s§), z € [0, L]

ro(1+e-2e2), el

gdzie ry > 0 oraz € sa parametrami, ktére okreslaja ksztalt preta (rys.2).
Poniewaz zachodzi zwiazek (por. [1]):

\Y%
2.3 -
o i \l7rl(1—6+s2/3)’
tylko jeden z nich jest niezalezny. Przyjmujemy, Ze € jest parametrem

optymalizacji. Dla pretéw pryzmatycznych ¢ =0. Zakladamy, ze
r(z) > 0dla z € (0,1); stad € € (—o0, 1].

(2.2) ] = ropa(z; €),

r
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Rys. 2

Rozwazamy cztery sposoby zamocowania preta:
I. Dwa konice swobodnie podparte,
II. Jeden koniec zamocowany, drugi koniec swobodnie podparty,
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III. Dwa konce zamocowane,
IV. Dwa korice swobodne.
Na pret dziala osiowa sila niezachowawcza

(2.4) P(t) = Py + P, cosVt,

gdzie t oznacza czas, a Py, P; i ¥ oznaczaja dodatnie stale.

Badamy niestateczny ruch preta, przy czym ograniczamy sie do pierw-
szego obszaru niestateczno$ci. Optymalizacja ksztaltu preta, za posre-
dnictwem parametru €, polega na poszukiwaniu maksimum funkcji celu,
ktora jest amplituda P, oscylujacego skladnika sily (2.4), przy ktérej
pret traci statecznosé¢ (por. [1]).

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Roéwnanie drgan poprzecznych preta przyjmujemy w postaci:
o2 w Bw 0w
3.1 EI Al P(t)—
B1) oy [BIE) 5 + M(e) | + Pt S+
ow 0w

+1(2) 5 + pA(2) 557 = 0,
gdzie w(z,t) oznacza ugiecie przekroju o wspéirzednej z w chwili ¢, I(z)
oraz A(z) oznaczaja odpowiednio moment bezwladnosci pola przekroju
oraz pole powierzchni przekroju, E oznacza modul Younga, A oraz
7 odpowiednio oznaczaja wspélczynnik tlumienia wewnetrznego oraz
zewnetrznego, p oznacza gestos¢ materiatu.

Warunki brzegowe sa, dla rozwazanych przypadkéw nastepujace:
L

2 3
w(0,t) = 0, (EI6w+,\I6 )(0 t) =0,

Ox? 0x%0t
(3:2) Pw w
w(l,t) = 0, (EI 7.2 T Al 522 at) Lt)=0
II.
w(0,8) = 0, g—“’(o,t)=o
(3.3) g

w w
w(l,) = 0, (Elam2 + AL 231:) (I,t)=0.
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II1.
w(0,t) = 0, g—t:(O, t) =0,
(3.4)
w(l,t) = 0, g—:(l,t) = 0.
IV.
w Bw \ ; 3 62 Sw \]
(3.5)
%w Bw K w Bw \]
(Elam2 + AT 26t) @) =0, |5 (EIa : +Arm)_ (1,2) =o.

Przyblizonego rozwiazania zagadnienia brzegowego danego réwna-
niem (3.1) oraz jednym z warunkéw (3.2)-(3.5) poszukujemy w postaci
(metoda Galerkina):

% :
(3.6) wiz,t) = nz=:1 gn(t)vn(z),

gdzie znane funkcje v,(z) spehiaja odpowiednie warunki brzegowe, a
funkcje gn(t) sa szukanymi funkcjami czasu.

Przyjmujemy nastepujace funkcje v,(z) dla poszczegélnych przypad-
kéw:

L
(37) vn(x) =/Sin nlﬂ

II.
(3.8)  wa(z) = sinKy(cos n;x - chn'l'x) — COS Kp(sin Tx - hn,l.x),
gdZie K1 = 3’9266, Ko = 7,0686, th Ko = th Kt

III1.
(3.9) vp(z) = (sin 0, — shoy,)(cos U';—x - cha,l.x)+

+(Ch0’,. U'l'x s U,l‘_x))

gdzie oy = 4,7300, 09 = 7,8532; coso,cho, = 1.
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IV.
(3.10) vp(z) = (sino, —

On On
l l
+(chop l a,l,a: )-

Podstawienie wyrazenia (3.6) do réwnania (3.1), pomnozenie kolejno
przez v,(z),m = 1,2,..., N i scalkowanie kazdego z otrzymanych w
ten sposéb réwnan wzgledem z w przedziale od 0 do ! prowadzi do
nastepujacego ukladu réwnain rézniczkowych zwyczajnych (por. [1]):

N
(311) Z(A,Jq, + B,'jdj + C,'J‘qJ' + D,-jqj COSGT) w3 =1,.. N,

j=1

)+

gdzie zostaly wprowadzone nastepujace oznaczenia:

T AN AT R T _‘Lt_o
§= T w=U g T=1, 0=09, A=g, T'= 7

4 l4 14 2
By = E7;/2 0, B = ;’;,21’1, f(5)=(1—5+%)—1,
Aij = f(e) / vi(€)v;(§)P*(& €)dE,
(3.12)

1

Bij = Af(e) [v(€)vj(€)¢*(&;€)dE + T/ (e) / vi(€)v; () (& €)de,
0

Cis = X&) [ (O ()" (& €)dE + Bo / vi(€)v] (6)dé,

0
D;; = ﬂl/vi(f)v;"(f)df
0

W wyrazeniach (3.11), (3.12) kropka nad g¢; oznacza rézniczkowanie
wzgledem 7, przecinek nad v; oznacza rézniczkowanie wzgledem &, a
¢(€;¢) omacza funkeje p1(€;€) albo (€ e).

W dalszych obliczeniach pozostawiamy jedynie dwa pierwsze wyrazy
sumy (3.6), zatem uklad (3.11) sklada si¢ z dwéch réwnan (N = 2).
Na ich podstawie wyznaczamy granice pierwszego obszaru niestatecz-
nosci preta. Obszar ten wystepuje w otoczeniu podwojonej najnizszej
czestosci drgari wlasnych preta [4, 5]. Aby wyznaczyé obszar niestatecz-
nosci zakladamy rozwiazanie ukladu réwnan (3.11) w postaci:

(3.13) gj(T) = Ajsin 02 + Bj cos — o

1 =1,2
27 ] R
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gdzie Aj, B; sa stalymi. Podstawienie (3.13) do réwnai (3.11) prowadzi
do ukladu czterech liniowych, jednorodnych réwnan algebraicznych na
stale A;, B;. Nietrywialne rozwiazanie istnieje, jezeli wyznacznik ukladu
zeruje sie:

2 2
—%-Au +Cn+ 1_7211, —%-Alz +Ci2 + %12,

2 2
"%’Aﬂ + Coy + —Dgu, —%'An +Cox + %22,

(3.14)
—gBu, —gBlz,

—ngl, —ngz,

gBu, 3312
3321, ngz
sE e B, wBRE oyl
—%%Aﬂ +Can — Qf"‘, —%%Azz +Can - _D222
Na podstawie réwnania (3.14) obliczamy, w otoczeniu podwojonej
najnizszej czestosci wlasnej, krytyczna amplitude 3; oscylujacego skiad-

nika sily w zaleznosci od bezwymiarowej czestosci kolowej § wymuszenia,
przy pozostalych wielkosciach ustalonych.

4. OPTYMALIZACJA KSZTALTU PRETA

Krytyczne wartosci wielkosci 3; zaleza od wartosci parametru opty-
malizacji €, ktory opisuje ksztalt rozwazanego preta. Optymalnym jest
taki pret, dla ktoérego wartos¢ krytyczna [3; jest maksymalna.

Dla przypadkéw I, III, IV ksztalt preta okreslony jest za pomoca
funkcji pq(z;€), dla przypadku II za pomocy funkcji ¢;(z;e) (wzory
(2.2) i (2.1)). Dla przypadkéw I, II, III przyjeto wartoéci wielkosci Sy
mniejsze od wartosci stalej sily krytycznej. Dla przypadku IV przyjeto
Bo = 0.

Wyniki przyktadowych obliczen przedstawiaja wykresy zamieszczone
na rysunkach 3, 4, 5, 6. Wykresy odzwierciedlaja duzy wplyw ksztaltu
preta na jego statecznos¢. W przypadkach I oraz IV (rys.3 oraz rys.6)
optymalna wartoscia, parametru ¢ jest jedynka, zatem optymalny pret
ma ksztalt dwéch stozkéw zlozonych podstawami. W przypadku II
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(rys.4) wartoécia optymalna parametru ¢ jest 0,15 — optymalny pret
ma tutaj ksztalt stozka Scigtego. Natomiast w przypadku III (rys.5)
optymalna wartoéé € dazy do minus nieskoriczonosci, co odpowiada opty-
malnemu pretowi w ksztalcie dwéch stozkéw o wspélnym wierzchotku.
Interesujace jest wystapienie w tym przypadku takiej warto$ci parame-
tru €, réwnej 0,3 (pret w ksztalcie dwéch stozkéw Scietych zlozonych
mniejszymi podstawami), przy ktérej pret najlatwiej traci statecznosé.

5. UWAGI KONCOWE

Wyniki przedstawione w niniejszej pracy wskazuja na silna zalezno$é
pomiedzy optymalnym ksztaltem preta, a sposobem jego zamocowania.
Zalezno$¢ sity krytycznej od tlumienia wewnetrznego i zewnetrznego jest
typowa: wieksze tlumienie powoduje wzrost sily krytyczne;.

Trzy pierwsze rodzaje zamocowania preta (przypadki I, II, ITI) wys-
tepuja w réznego rodzaju konstrukcjach. Natomiast pret o obydwu kon-
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cach swobodnych (przypadek IV) moze w przyblizeniu opisywaé plywa-
jacy statek. Wydaje sie interesujace poréwnanie otrzymanych w pracy
wynikéw z wynikami do$wiadczen.
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PesomMme

IMAPAME TPUYECKAS OIITUMU3ALIUA CTEPYKHSA ITPH PASHBIX CITOCOBAX
3AKPEIUVIEHUA

IIpenMeToM paboThl ABNAETCH NapaMeTPHYECKas ONTHMH3ALMS BASKOYNPYroro crep-
xHA. CTepXXeHb ¢ UMMHHAPAYECKON CHMMETpel, PABHOMEPHO CXONAIIAMACS, IOABEPraeTCs
[eHCTBHIO MEPHONUYECKH NepeMeHHOM COCPeITOYeHHOM CHIIEI H BHYTPEeHHEMY M BHEIIHEMY
saTyxaHuAM. PyHKIHeH elH ABASETCA KPUTHYECKASd aMIUIATY[a OCLHJIIMPYIOLIEr0 KOM-
IOHEHTa CHJIbI. PacCMOTpeHBI YeTHIpe 3aKpelieHus CTepXKHA. Binsnne cnocoba 3axpenie-
HHEA Ha ONTHMAJIbHYI0 GOPMY CTEPIKHA ABIAETCA OYeHb OTYETIHBLIM. Pe3yabTaThl mpuMep-
HEIX PacyeTOB NpeNeCcTaB/eHbl Ha JUarpaMMax.
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SUMMARY

PARAMETRIC OPTIMIZATION OF A BAR UNDER DIFFERENT SUPPORT
CONDITIONS

The paper is devoted to the problem of parametric optimization of a visco-elastic bar. The
axially symmetric, uniformly tapered bar is subject to periodically variable concentrated force
and exhibits internal and external damping. The objective function is the critical amplitude
of the oscillating force component. Four types of support conditions of the bar are analyzed.
The support conditions are of primary importance for the optimum form of the bar. Several
numerical results are illustrated by graphs.
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