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ANNA DOLLAR I ZDZISLAWA KORD A S (KRAKOW)

W pracy poszukuje sie takiego rozkladu granicy plastycznosci materiatu, ktéry umozliwia
calkowite uplastycznienie przy wyczerpaniu noénosci granicznej kolowych cylindréw grubo-
Sciennych poddanych dzialaniu obciazeri zlozonych (ci$nienie, niewielki moment zginajacy, sita
podiuzna i wplyw temperatury). Jest to ogdlniejsze potraktowanie problemu analizowanego
w pracy [5], gdzie uwzgledniano jedynie ci$nienie wewnetrzne. Praca jest uzupelnieniem pro-
blematyki okreslenia ksztaltéw elementéw konstrukcyjnych podlegajacych calkowitemu upla-

stycznieniu w stadium zniszczenia, ktéra ma zwiazek z optymalnym projektowaniem.

1. WSsTEP

Badanie ksztaltow elementéw konstrukcyjnych, podlegajacych calko-
witemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia ma bezposredni zwiazek
z optymalnym projektowaniem. Pozwala mianowicie na dobranie takich
ksztaltéw, w ktérych nie ma w stanie granicznym stref sprezystych (lub
sztywnych, zaleznie od przyjetej schematyzacji wykresu rozciagania).
Istnienie takich stref, w mys$l twierdzen D.C.DRUCKERA, R.T.SHIELDA
[2] oznacza na ogét niewlasciwe zaprojektowanie konstrukcji (niewlasciwe
wykorzystanie materiatu). Stad tez problematyka okreslania ksztaltéw
cial wykazujacych calkowite uplastycznienie w stadium zniszczenia wy-
daje sie wazna nie tylko z poznawczego, ale tez z utylitarnego punktu
widzenia (niektore rozwigzania moga znalez¢ zastosowanie w praktyce).
Szersze oméwienie tej problematyki mozna znalezé w pracy [3].
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Problem catkowitego uplastycznienia w stadium zniszczenia niekolo-
wych cylindréw grubosciennych jednorodnych badali Z.KORDAS i
M.ZYCZKOWSKI w pracy [6].

Whplyw niejednorodnosci plastycznej materialu na te ksztalty badala
A.DOLLAR w pracy [1]. W pracy Z.KORDAS i A.WROBLEWSKIEGO [5]
poszukuje sie takiego rozkladu granicy plastycznosci materiatu, ktéra
umozliwia calkowite uplastycznienie przy wyczerpaniu nosnosci granicz-
nej kolowych cylindréw grubosciennych pod dzialaniem cisnienia wewne-
trznego.

Niniejsze opracowanie dotyczy réwniez cylindréw o przekrojach ko-
lowych. Jest jednak ogodlniejsze, obejmuje bowiem obciazenia zlozone,
dzialajace na cylinder. W szczegdlnosci, w obecnej pracy poszukuje sie
takiej niejednorodnosci plastycznej materialu, ktéra zapewnia catkowite
uplastycznienie w stadium zniszczenia kolowych przekrojéow cylindréw
grubosciennych, poddanych jednoczesnemu dzialaniu ci$nienia, niewiel-
kiego momentu zginajacego, sily podluznej i temperatury.

2 ZALOZENIA I ROWNANIA PODSTAWOWE

Rozwazamy kolowy gruboscienny cylinder o promieniach a i b, z
materiatu niescisliwego, idealnie sprezysto-plastycznego, ktérego granica
plastycznosci jest zmienna w przekroju cylindra. Cylinder obciazony jest
ci$nieniem wewnetrznym p,, zewnetrznym p,, momentem zginajacym
(czyste zginanie bez sily poprzecznej), sila podluzna i znajduje sie w
polu temperatur T'(r,9). Uwzglednienie obok dzialania réznicy ciénien
dodatkowych obciazen oraz pola temperatur jest istotne z uwagi na rze-
czywiste warunki pracy rurociggu. Skladowe stanu naprezenia (przy
pominieciu sily poprzecznej) zalezne sa jedynie od r i ¥ (niezalezne od z
(rys.1)). Podobnie jak w pracy Z.KORDAS i W.SKRABY [4], do okresle-
nia rozkladu naprezen zastosujemy superpozycje rozwigzania plaskiego
stanu odksztalcenia elementu cylindra oraz krzywizny i wydluzenia tego
elementu (rys.2). (Nie uzywa si¢ tu terminéw: zginanie i rozciaganie,
poniewaz plaskiemu stanowi odksztalcenia towarzyszy juz pewien mo-
ment zginajacy M, i sila podluzna N,).

Stan naprezenia w dowolnym punkcie cylindra okreslony jest czworka
sktadowych o,, 04,0, 79, ktére sa funkcjami r i 9. Skladowe te musza
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(2.1)

oraz (wobec przyjetego kryterium ksztaltowania) warunek plastycznosci
Hubera Misesa - Hencky’ego w formie réwnosci:

(22) (or— 0,9)2 + (o9 — cf,)2 + (o, — a,)2 + 61',2,, = 2002(1', 9),

gdzie o,(r,9) oznacza zmienng na powierzchni przekroju granice pla-
stycznosci. Napiszemy ja w postaci nastepujacego szeregu:

(2.3) a,(r,9) = 0, + 0,i(r,9)oq + 0,ij(r, Vaiaj + . . .,

w ktérym parametr o jest odpowiednikiem parametru o w pracy [1]
oraz parametru § w pracy [5]. Parametry a;,a; beda uwzglednialy
wplyw obciazen zlozonych.
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Trzy réwnania naprezeniowe (2.1) i (2.2) zawieraja cztery niewia-
dome. Konieczna jest zatem analiza zwiazk6w odksztalceniowych. Réw-
nania nierozdzielczosci odksztalcenn przyjmuja tu nastepujaca postac:

2
8% %3;:21 ik
(2.4) i L
2
e k=
g 18, 1 &'F 08 18%(ry,9)  Oe,
(@8) e v g (gt et ot

(pozostale sg spelnione tozsamosciowo).
Réwnania (2.4) sa spelnione przez nastepujaca funkcje ¢,:

(2.6) €, = a3 + agr cos 1V,

gdzie a3 1 ay oznaczaja parametry proporcjonalne odpowiednio do wy-
dluzenia i krzywizny osi (uklad osi jak na rys. 1). Prawo podobieristwa
dewiatoréw

D5=QO'D0,

ktére mozna traktowaé badz jako réwnania Hencky’ego - Iliuszyna, badz
tez jako réwnania Levy’ego - Misesa (przy formalnym traktowaniu e;;
jako predkosci odksztalcen) przyjmuje postaé:

Er—E; = <P(o'r s Uz),
(2.7) g9 —€ = p(o9—o0.),
Yro = 20Try.

Przy zalozeniu niescisliwosci materialu, wzgledna zmiana objetosci
ciala jest wprost proporcjonalna do réznicy temperatur AT i prawo
zmiany objetosci przyjmuje postac

(2.8) Er+egt+e,=ayq AT,

gdzie a4 parametrem okreslajacym wspélczynnik rozszerzalnoéci cieplnej
materiatu.

Rozwazany problem jest zatem opisany ukladem dziewieciu réw-
nan (2.1), (2.2), (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) o dziewieciu niewiadomych
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Ory 09y 0z, Troy Ery €9, €z, Yro OTaZ ¢ (modul zaawansowania odksztalcen pla-
stycznych). Z dwéch pierwszych réwnan (2.7) oraz (2.6) i (2.8) mozna
wyznaczy¢ naprezenie o,, ktére wyraza sie nastepujaco:

1 1
(2.9 0y = 5(0,. +0s) + -2—(;(3(13 + 3agr cosd — ayAT).

Wstawiajac tak wyznaczone o, do (2.2) otrzymujemy warunek pla-
stycznosci w nastepujacej postaci:
4 AT
(210) ‘P2 {300 — [(0',. - O’,y + 4T ',]} =3 (03 + agr cos — 047)

Zwiazki pomiedzy skladowymi stanu naprezenia a obciazeniem zew-
netrznym okreslimy z warunkéw brzegowych, ktére w naszym przypadku
przyjmuja postac

Pa + (7, l9)!.»:« ra=0,
Pa = Trﬂ(ra 19)|,=., +a,
P+ op(r,9),_, - b=0,

pb = Tro(r’ 19)'!‘:0 ; b

(2.11)

3. POSZUKIWANIE ROZWIAZANIA PRZY ZASTOSOWANIU METODY
PERTURBACJI ROZWIAZANIA PODSTAWOWEGO

Rozwiazania tak postawionego problemu poszukuje si¢ w postaci sze-
regu potegowego czterech malych parametréw:

oy - charakteryzuje niejednorodnos$¢ materialu (odpowiada parame-
trowi a z pracy [1] i  z pracy [5]).

ay - charakteryzuje krzywizne osi elementu cylindra (odpowiada pa-
rametrowi 3 z pracy [4]).

a3 - charakteryzuje wydluzenie osi elementu cylindra (odpowiada
parametrowi « z pracy [4]).

a4 - charakteryzuje wplyw pola temperatur.

Szereg ten mozemy zapisa¢ nastepujaco:

(31) .’E(T, 19) = X, + Xioi + Xjjo05+ ...5 4,5 =1,2,3,4,

gdzie X = 0,,09,0;, Tr9,Ery €0, €2y Ve P, O,
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We wzorze (3.1) przyjeto konwencje sumacyjna Einsteina oraz X;; =
X jis

+5 Wielko$ci z indeksem 0 sa skladowymi stanu naprezenia i od-
ksztalcenia oraz ¢ dla jednorodnego cylindra kolowego o promieniach a
i b obciazonego jedynie réznica ciSnien:

20 a
2 sty Sosa e 0N R
C C
Erg = _'ﬁa 9, 7‘_2’ Ezo =07 71'170 = Oa
20, . T

(3.3)
20,

= r _\/§Cl
Oy, = 75'(1nb+1)—pb, Po =

o, r?’

00
000

-
0;, = \/§(2In3 +1) — s,

gdzie C jest stala, ktora przy pelnym uplastycznieniu pozostaje niewy-
znaczona (wlacza sie¢ ja w parametry o;).

Wprowadzajac przyjeta postaé rozwigzania (3.1) do réwnan podsta-
wowych i poréwnujac wyrazy przy odpowiednich potegach ozf-a;-’ , otrzy-
muje sie uklady dziewieciu réwnan, w ktérych niewiadomymi sg kolejne
poprawki skladowych stanu naprezenia i odksztalcenia oraz ¢ w poszcze-
gélnych stopniach przyblizenia. Zastosowanie metody malego parame-
tru prowadzi do linearyzacji warunku plastycznosci (2.10) i do pseudo-
wyznaczalnych ukladéw réwnan naprezeniowych w kolejnych szczeblach
przyblizenia. Rozwiniecie skladowych stanu naprezenia w réwnaniach
réwnowagi wewnetrznej (2.1) w szereg potegowy (3.1) prowadzi do réw-
nan o postaci analogicznej do wyjsciowej, tak dla pierwszych, jak i dla
drugich stopni przyblizenia:

przyblizenie pierwsze

doy,
or

larrl’; + ar,- N a-‘l’,' — 0’

r 09 r
0Ty, laa,;,. 2Ty,
or r 09 r

+
(3.4)
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przyblizenie drugie

Ogy; 101y, 0y, — 09,
or T r 09 i r
31',-,9 160',9‘. 2T,.|9..J. 3

= 0,
(3.5)

W warunku plastycznosci (2.10) wystepuja wielkosci X w kwadracie

(36) X2 = Xo2 + (X,-oz,-) + 2X0X,'a,- - 2X0Xijaiaj +...
= X2 4 2X, X + (XiX; + 2X, Xij) a0 + . .. -

Wstawiajac szereg (3.6) na X? do warunku plastycznoéci (2.10) otrzy-
muje sie

(37) [502 S 29004Piai = (‘Pi‘Pj = 2‘P°‘Pij)aiaj +. ]{[3 oo — \Tr,

1
=09, ]+2 [3 400 ,i (0',-0 P 0'.90)(0‘,. i U"i)] a; + [gaoiaoj'l'

+3%00%ij — (U"-' i Ul’i)(a" = U‘Pj) =, 2(0'0 3 0'90)(0"'-';' X 01’.‘,‘)_

3 00
—4T,y, - Tr'(’,-]aiaj +... } 3 (a;; + agr cosV + a4é3z) g

Poréwnujac wspoélczynniki przy o; oraz przy o; i aj otrzymuje sie zli-
nearyzowane warunki plastycznosci w kolejnych stopniach przyblizenia:
przyblizenie pierwsze

(3.8) Oy, — 09, = —%ao;,

przyblizenie drugie

V3 2
(3.9) Or; =09 = ;_Tn’;'rrﬂj s ilSipe '\7—5001']',

00

gdzie funkcje R;; okreslone sa nastepujaco:

\/50'00 6

Ryl = 4—C'~’_ cos’ 9,
\/30’00 ‘1,4

(3.10) Ry = Y2
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V30,
(:.)[‘cz}?) R23 e 402

V30, i 2
3602 " [AT(r,9))%,
R34 o \/-aoo 4
1202
1224 — \/gooo 5
4C?
pozostale R;; = 0.
Warunki brzegowe przyjmuja postac:
w pierwszym szczeblu przyblizenia

9 cos 9,

Ry =
AT(r,9),

r°AT(r,9) cos ¥,

(3.11) Ory, =On =Teoy =Troy = 0,

ls

w przyblizeniu drugim

(312) 0,.".'“ = O'r‘.j'b = Try:; = Tpy:: = 0.

rd
ilq i),

4. ROZWIAZANIE W KOLEINYCH SZCZEBLACH PRZYBLIZENIA

Warunek plastycznoéci w pierwszym przyblizeniu (3.8) napiszemy w
postaci
(4.1) oy, — 09, = Ki(r,9),

gdzie podobnie jak w pracy [1] przyjmiemy, ze

(4.2) Kidedia —%ao;.

Uklad réwnari wyjsciowych w pierwszym przyblizeniu (3.4) i (4.1), z
podstawieniem (4.2), sprowadza si¢ do jednego réwnania rézniczkowego,
czasteczkowego drugiego rzedu, niejednorodnego na poprawke napreze-
nia stycznego T,y,.

Tak samo jak w pracy [1], funkcje K;(r, ) rozwiniemy w szereg try-
gonometryczny
(4.3) Ki(r,9) = 3 kni(r) cos nd,

n
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bowiem poszukuje sie rozwiazan okresowych ze wzgledu na 9. Na pod-
stawie réwnan umieszczonych w pracy [1] mozna stwierdzié, iz w pierw-
szym stopniu przyblizenia problem rozwiazuja takze funkcje o,;, w kto-
rych wspélczynniki rozwiniecia spelniaja nastepujace réwnosci catkowe
(wzory (4.6) w pracy [1]):

b
/k,..(r) sin(vn? —1ln %) dr = 0,

(4.4)
b
/k,,‘.(r) cos(vn? — 1ln %)dr = 0.

Pierwsze poprawki naprezen stycznych sa wtedy nastepujacymi sze-
regami:

(4.5) o Zn/k,,,.(p) cos(vVn? —1ln /;))dpsin né.

Po wstawieniu poprawek (4.5) do warunku plastycznosci, dla dru-
giego stopnia przyblizenia otrzymuje sie nastepujaca jego postaé:
3 7 ;
(4.6) oy — 0y, = £ [En/km-(p) cos(vVn? —1ln g)dpsm m?] X
B, <p

Og

2
—ﬁaoij.

Prawa strone tego warunku nalezaloby przedstawi¢ w postaci szeregu
Fouriera i dokonaé analogicznych obliczeri jak w pracy [1] dla pierw-
szego stopnia przyblizenia, co doprowadziloby do réwnosci catkowych
na wspoétczynniki tego rozwiniecia, a tym samym do okreslenia drugich
poprawek granicy plastycznosci o,;;(r,9).

Rozwiazanie tak postawionego zadania przedstawia jednak w ogdl-
nym przypadku spore trudnosci rachunkowe i nie bedzie w przedstawio-
nej pracy rozwazane. W sposob istotny upraszcza rozwiazanie problemu
zalozenie kolowej symetrii (co moze mie¢ miejsce np. przy uwzglednieniu
wplywu samego rozciagania, czy tez przy kolowo symetrycznym rozkla-
dzie pola temperatury), ktére prowadzi do szerokiej klasy poszukiwa-
nych funkcji o0,i(r),0,:j(r). W takich przypadkach, przy przyjeciu
0,i = 0,i(r), pierwsze poprawki stanu naprezenia s nastepujacymi funk-
cjami promienia 7:

¥ [Zn:n/k,,j (p) cos(Vn? — llng)dpsin nﬁ] + R;j —
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Trd; = 0,
(4.7)

.i(p)
——"~dp + B;.
EvoY, / p
Z warunkéw brzegowych (3.11) wynika, ze
B=i0;

a pierwsza poprawka granicy plastycznosci musi speliaé¢ réwnosé catkowa,

b
9,i(r)
4.8 =22 2dr = 0.
(48) e
Warunek plastyczno$ci w drugim stopniu przyblizenia, wobec zero-
wych pierwszych poprawek naprezen stycznych 7,4, upraszcza sie do
postaci

(4.9 oy — 09; = Rij(r) — ¢

ﬁff g ()-
Drugie poprawki skladowych stanu naprezenia sa nastepujacymi funk-
cjami promienia 7:

ij

Trl,.'j 7 0)
i1
@10) o, = = [~ |Ry(o) = Z50uile)| dp+ By
Z warunkéw brzegowych (3.12) wynika, iz

(4.11) B;; =0,

a druga poprawka granicy plastycznosci musi speliaé réwnosc catkowa

(@.12) f i)y, o OB R,

a

Przy braku kolowej symetrii, interesujaca wydaje sie klasa rozwigzan po-
stawionego problemu, dla ktérej stan naprezenia jest identyczny ze sta-
nem naprezenia odpowiadajacym jednorodnemu cylindrowi pod dziala-
niem ci$nienia (przyblizeniu zerowemu stanu naprezenia). Inaczej mé-
wiac, gdy wplyw zginania, rozciagania i temperatury na naprezenia
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bylby ”"kompensowany” wplywem niejednorodnoéci granicy plastyczno-
sci.

Jezeli zatem przyjaé, zerowe poprawki skladowych stanu naprezenia,
to w pierwszych przyblizeniach musi zachodzié¢

(4.13) 0, =0,
a w drugich stopniach przyblizenia

V3
(4.14) Ovij = -E—R,'j.
Granica plastycznosci (2.3), wobec przyjecia jej pierwszych poprawek
zgodnie z (4.13), a drugich zgodnie z (4.14), jest z dokladnoscia do
drugiego przyblizenia nastepujaca funkcja kata 9 i promienia 7:

2
(4.15) o,(r,9) =0, |1+ &2- %rs cos’ 9 + d%%r“ - &%%

+apasr® cosd — &3&4%7‘4 + &2&4%1'5 cosd|,
gdzie &; = a;( v/3/2C) sa nowymi malymi parametrami.

Oczywiscie, funkcje (4.15) stanowia tylko jedna mozliwo$¢ z szero-
kiej klasy rozwiazan wyzej postawionego problemu. Jej sens praktyczny
wida¢ na przykladzie cylindra pod dzialaniem ci$nienia i niewielkiego
momentu zginajacego. ”Wzmacniajac” granice plastycznoéci (np. przez
odpowiednia obrébke termiczna) w obszarach najwiekszego wplywu zgi-
nania, mozna osiagnaé calkowite uplastycznienie zginanego rurociagu
kotowego.

5. PRZYKLADY

W przedstawionych przykladach przyjeto wartosci parametréow aq, a3
i @4 i badano ich wplyw na wielko§¢ granicy plastycznosci opisanej
funkcja (4.15). Przyklady zilustrowano wykresami funkcji [o,(r, 8)—0,,].
Wykresy te pokazuja, jak nalezaloby ”wzmocni¢” granice plastyczno-
$ci, by uzyskaé calkowite uplastycznienie kolowego cylindra poddanego
dzialaniu ci$nienia oraz momentu zginajacego, sily podluznej i tempe-

ratury.
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Rys. 3

Rysunek 3 pokazuje, jak nalezaloby ”wzmocni¢” granice plastyczno-
$ci dla cylindra, ktérego krzywizna osi scharakteryzowana jest parame-
trem ag = 0, 75.

Rysunek 4 pokazuje, jak nalezy ”"wzmocni¢” granice plastycznosci dla
cylindra, o wydluzeniu osi scharakteryzowanym parametrem a3 = 0, 75.

Rysunek 5 pokazuje, jak nalezaloby ”wzmocni¢” granice plastyczno-
$ci dla cylindra znajdujacego sie w polu temperatury o wplywie scha-
rakterg'zowanym parametrem a4 = 0,05; przyjeto nastepujace dane:
Yo = b= % T, = 20°C; Ty = —20°C; Ty = 10°C; Ts = 70°C.

Rysunek 6 pokazuje jednoczesny wplyw krzywizny i wydluzenie osi
cylindra oraz pola temperatury, scharakteryzowanych parametrami
as =a3=0,75,a; = 0,05.
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Rys. 4. "Wzmocnienie” granicy plastycznosci dla cylindra o wydluzeniu osi
scharakteryzowanym parametrem az = 0.75
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Rys. 5. "Wzmocnienie” granicy plastycznosci dla cylindra znajdujacego si¢ w polu
temperatury o wplywie scharakteryzowanym parametrem &4 = 0.05;przyjeto nastepujace
dane: %g- — %‘}- = %; L =2006; T = =000 T, S 10°C T =70°C

(441)
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Rys. 6. Jednoczesny wplyw krzywizny i wydluzenie osi cylindra oraz pola temperatury
scharakteryzowany parametrami a; = az = 0,75, a4 = 0,05
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PeszomMme

IOMCKHU IUIACTUYECKON HEOAHOPOCTU MATEPHUAJIA JIIS MOTHOCTBIO
TNTACTHMYECKHMX KPYTOBBIX HIMJIMH/IPOB ITOJIBEPTHY ThIX TEMCTBYIO
CJIOJKHBIX HATPYXXEHUHA

B paboTe mmeTcs Takoro pacupefeieHHs Npenena IJIACTHYHOCTH, KOTOPHIA [1aeT BO-
3MOXXHOCTb IIOJIHOH INIACTHYHOCTH, IPH HCYepNAaHHH NpeleNbHON Hecyled cnocoGHOCTH,
KPYTOBBIX TOJCTOCTEHHBIX LAJIHHAPOB, MOABEPrHYTHIX AEHCTBHIO CIOXKHBIX Harpy>KeHHH
(naBnenme, HeGoNbIION M3rHGAIOIAN MOMEHT, IPOMIONILHAS CHJIA M BIMSHHUE TEMIEPATYphI).
970 Gonee 06mas TPaKTOBKa NPOoGIeMbl, aHATH3HPOBAHHOM B paGoTe [5], rIe yuTeHO TONBKO
BHyTpeHHee faBnenue. PaboTa sBiseTcs MoNoNHeHHEEM Ipo6IeMaTHKH onpefieNieHUs popM
KOHCTPYKIIHOHHBIX 3JIeMEHTOB, IOJIeXKAMUX MOJHOH IUVIACTHYHOCTH B CTaJMM pa3pylie-
HHASA, KOTOPas WMeeT CBSA3b C ONTHMAIBHEIM IPOEKTHPOBAHHEM.

SUMMARY

THE SEARCH OF PLASTIC NONHOMOGENEITY OF MATERIAL FOR FULLY
PLASTIFIED CIRCCULAR CYLINDERS UNDER COMBINED LOADINGS

In the paper a distribution of yield stress of material, leading to full plastification at the
moment of exhaustion of limit carrying capacity, for circular thick-walled cylinders, under com-
bined loadings (pressure, small bending moment, normal force and influence of temperature) is
sought. It is a more general approach to the problem analysed in paper [5], where only internal
pressure was taken into account. The paper makes a further developement in the problems
of determination of shapes for structural elements, showing full plastification at the stage of
collapse, connected with optimal design.
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