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Praca przedstawia dwa sposoby obliczania współczynników intensywności naprężeń KI i 

KIT dla karbów trójkątnych w płaskich zagadnieniach teorii sprężystości. Wykorzystują one 

rozkład przemieszczeń otrzymany za pomocą metody elementów skończonych. Pierwsza me· 

toda polega na obliczeniu wartości przemieszczeń w otoczeniu wierzchołka karbu. Warto­

ść współczynników intensywności naprężeń w punkcie osobliwym otrzymujemy wówczas za 

pomocą ekstrapolacji. Druga metoda wykorzystuje zmianę kształtu ostrza karbu . Wyniki 

otrzymane podczas obliczeń metodą elementów skończonych porównywane są z rozkładami 

przemieszczeń wyprowadzonymi analitycznie. N a zakończenie porównano wartości współczyn· 

ników intensywności naprężeń dla wybranych karbów trójkątnych otrzymanych obiema meto­

dami. W tym celu wyznaczone zostały zależności otrzymanych wartości współczynników KI 

i KIl od wielkości elementów osobliwych modelujących rozkłady przemieszczeń w otoczeniu 

wierzchołka karbu. 
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WAŻNIEJSZE OZNACZENIA 

pole powierzch'ni elementu skończonego, 
kąt przyległy do połowy kąta rozwarcia karbu· {3, 
szerokość tarczy, 
połowa kąta rozwarcia karbu, 
odległość węzłów środkowych od węzła osobliwego w elemencie AST, 
moduł odkształcenia postaciowego, 
współczynniki intensywności naprężeń dla karbów trójkątnych, 
graniczne współczynniki intensywności naprężeń, 
współczynnik asymptotyczności naprężeń, 
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uniwersalny współczynnik a.symptotyczności naprężeń [7), 

współczynniki a.symptotyczności naprężeń dla 

I i II przypadku obciążenia karbu, 

liczba Poissona, 
długość boku elementu skończonego na kierunku 

ekstrapolacji, 
połowa długości karbu wewnętrznego, 

współrzędne biegunowe, 

tensor przemieszczenia, 
przemieszczenia i-tego węzła elementu skończonego, 

przemieszczenia w układzie biegunowym, 

tensor naprężenia, 

naprężenia główne, 

naprężenia w układzie biegunowym, 

naprężenia w układzie kartezjańskim, 

współrzędne lokalne zwia,zane z elementem AST. 

1. WPROWADZENIE 

W niniejszej pracy przedstawione zostały dwa sposoby obliczania 
współczynników intensywności naprężeń dla karbów o danym kącie roz­
warcia. Bazują one na rozkładzie przemieszczeń otrzymanym za pomocą 
metody elementów skończonych, przy użyciu elementów osobliwych AST 
[8]. Wykorzystane zostały wzory analityczne na przemieszczenia i naprę­
żenia w otoczeniu wierzchołka karbu trójkątnego [7]. Porównanie cha­
rakteru obu rozkładów umożliwia wyliczenie współczynników intensyw­
ności naprężeń. Znajomość w Iw współczynników wielokrotnie pozwala 
na określenie trwałości konstrukcji. Są one wartościami określającymi 
rozkład naprężeń i przemieszczeń w otoczeniu wierzchołka karbu. 

Porównanie wartości współczynników intensywności naprężeń z war­
tościami granicznymi daje możliwość przewidzenia rozpoczęcia procesu 
kruchego pękania. W przypadku szczelin płaskich graniczne współczyn­
niki intensywności KIc oraz KIlc są stałymi materiałowymi w płaskim 
stanie odkształcenia, natomiast w płaskim stanie naprężenia zależą także 
od wymiarów geometrycznych szczeliny. Należy zwrócić uwagę, że dla 
półpłaszczyzny (nieobciążonej na brzegu) wartością graniczną jest na­
prężenie niszczące (J c' Można je traktować jako graniczny współczynnik 
intensywności naprężeń KIc dla karbu o kącie rozwarcia 2f3 = 1f. Należy 
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więc wywnioskować, iż dla każdego kąta rozwarcia karbu istnieją gra­
niczne wartości KIc i K IIc , przekroczenie których powoduje rozpoczęcie 
(lub kontynuację) kruchego pękania. 

Jednostką miary współczynników intensywności naprężeń w układzie 
SI jest [Pa·m~], gdzie A jest odpowiednim współczynnikiem asymptotycz­
ności naprężeń [7]. W przypadku szczeliny płaskiej otrzymujemy miano 
[Pa·mO,5] (gdyż Al ,II = 0,5), natomiast dla półpłaszczyzny - [Pa] (dla 
rozrywania Al = O). 

2. ELEMENTY LINIOWEJ MECHANIKI PĘKANIA 

2.1. Rozkład naprężeń i przemieszczeń w otoczeniu wierzchołka karbu 
trójkątnego 

Rozważmy nieskończoną, liniowo-sprężystą tarczę z karbem trójkąt­
nym o kącie rozwarcia 2f3 i prostoliniowych krawędziach. Analiza zo­
stanie przeprowadzona w układzie biegunowym (r, 19), którego początek 
znajduje się w wierzchołku karbu (rys.1). 

y 

A(r,/J) 

x 

Rys. 1 

Wprowadzamy funkcje naprężeń Airy'ego postaci: 

(2.1) FI (r, 19) = r-(~1-2) [Al COS(AI - 2)19 + B I sin(AI - 1)19 sin 19] 

dla przypadku I typu obciążenia karbu (rozrywanie) oraz 

(2.2) Fil ( r, 19) = r-(~1l-2) [AlI sin( AlI - 2)19 + BIl sin( AlI - 1)19 cos 19] 
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dla przypadku II typu obciążenia karbu (ścinanie wzdłużne) [7] . FUnkcje 
te spełniają równanie biharmoniczne: 

(2.3) 

Stałe Al, B I , An , Bn wyznaczane są z warunków brzegowych na 
krawędziach karbu: al1 = Tr l1 = O. 

Wykorzystując związki fizykalne i geometryczne otrzymujemy rów-. . . ... .. 
narua wyrazające napręzerua ar, al1 l Tr l1 oraz przemIeszczema Ur, Ul1 w 
otoczeniu wierzchołka karbu w płaskim stanie naprężenia: 

a) dla I przypadku obciążenia (rozrywanie): 

KI Al + 2 
ar - CI(27fr)AI[COS(AI - 2)'I9cosAla - Al _ 2 COS(AI - 2)acosAI'I9], 

KI 
al1 C

I
(27fr )AI [- cos( Al - 2)'19 cos Ala + cos( Al - 2)a cos AI'I9]' 

Tr l1 - C (KI )A [sin(AI - 2)'19 cos Ala -~ COS(AI - 2)asin AI'I9]' 
I 27fr I Al - 2 

(2.4) 

4 
Kir. Al - l-FlI 

Ul1 - 2(1 _ Ar )G(27fr )AIC
I 
[sm ( Al - 2)'19 cos Ala - Al _ 2 x 

X COS(AI - 2)asinAI'I9] . 

gdzie a = 7f- (3, a współczynnik CI dany jest następującym wyrażeniem : 

(2.5) CI = COS(AI - 2)a - cos Ala; 

b) dla II przypadku obciążenia (ścinanie wzdłużne): 

C (~{II )A [(AlI - 2)sin(AII - 2)'I9sinAlla-
n 7fr II 

- (AlI + 2) sin( AlI - 2)a sin AII'I9]' 
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C (KIl )A (Ali - 2)[- sin( AlI - 2)19 sin AIIO+ 
II 27rT II 
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+ sin(AII - 2)0' sin AII19]' 

C (KIl )A [-(AlI - 2) COS(AII - 2)19 sin Alla­
II 27rT II 

- AlI sin( AlI - 2)0' cos AII19]' 

( A ~~(~ )A C [(AlI - 2)sin(AII - 2)19sinATIa-2 1 - II 7rT II II 

-( AlI + 2
1 

- II) sin( AlI - 2)0' sin AII19], 
1+11 

KlIT . 
U19 2(1- AII)G(27rT) AlI ClI [-(Ali - 2)COS(AII - 2)19 Slll AIIa+ 

gdzie 
(2.7) 

+(AII - _4_) cos An19 sin(AII - 2)0']. 
1+11 

ClI = AIIsin(AII - 2)0' - (AlI - 2)sinAIIa. 

Wzory na przemieszczenia dla płaskiego stanu odkształceń można 
otrzymać poprzez zastąpienie liczby Poissona II wyrażeniem 11/( 1 - II). 

W spółczynniki intensywności naprężeń KI (od rozdzierania) i KIl 
(od ścinania wzdłużnego) dla karbów trójkątnych można zdefiniować w 
następujący sposób [7]: 

(2.8) KI + iKII = ~~ [(27rT)AI(J'19 + i(27rT)AII Tr19 )], 

r_O+ 

gdzie Al, AlI są współczynnikami asymptotyczności naprężeń dla I i II 
przypadku obciążenia zależnymi od kąta rozwarcia karbu. Można je 
wyznaczyć z następujących równań: 

(2.9) 
sin2(AI -1)0' + (Al -1) sin 20' = O, 

sin2(AII -1)0' - (AlI -1) sin 20' = O. 

Wykresy zależności AI(,B) i AII(,B) dla kątów rozwarcia karbu -7r /2 ~ 
,B ~ 7r /2 przedstawia rys.2. 
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0)5 r--------.--------,--------,------, 

-1 00 L-.!---L-L-'--'---'-L-l--'--L-'--'---'-'-----.l--'--L-'---'-:--' 
, -0,5071 -0.2511 O 0,2511 0,50n 

Kqt rozwarcia szczeliny f3 

Rys. 2 

2.2. Element skończony AST modelujący rozkład przemieszczeń i 
naprężeń w otoczeniu wierzchołka karbu trójkątnego 

Element skończony AST (rys.3) jest przeznaczony do modelowania 
płaskich zagadnień teorii sprężystości z uwzględnieniem asymptotycz­
nych rozkładów naprężeń w pobliżu wierzchołka karbu trójkątnego . Śro­
dek układu współrzędnych Oxy jest zaczepiony w węźle osobliwym 1, 
natomiast węzły 2 i 3 są wierzchołkami trójkąta równoramiennego. Oś 
1} układu lokalnego 0~1} związanego z elementem AST jest przesunięta o 
odległość 

(2.10) 
l 

8 = 0,5 1- A , 

gdzie A jest współczynnikiem asymptotyczności naprężeń wyznaczonym 
ze wzorów (2.6). Węzły 4 i 6 leżą na osi 1}, a węzeł 5 znajduje się w 
środku podstawy trójkąta. 

Funkcje kształtu elementu AST są takie same jak dla ośmiowęzłowego 
izoparametrycznego elementu czworokątnego [5]. Rozkład przemieszczeń 
w elemencie we współrzędnych biegunowych ma postać 
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y 3(1,1) 

2(1,-1) 

Rys. 3 

Charakter naprężeń założonych w elemencie AST równa się 

(2.12) 

Otrzymane zależności świadczą o dużych możliwościach elementu w 
zakresie modelowania dowolnych płaskich zagadnień teorii sprężystości. 
Zostały one opisane w pracy [8]. 

3. WYZNACZENIE WSPÓLCZYNNIKÓW INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻEŃ 

DLA KARBÓW TRÓJKĄTNYCH 

3.1. Metoda ekstrapolacji 

Współczynniki intensywności naprężeń opisują charakter rozkładu 
naprężeń i przemieszczeń w pobliżu wierzchołka karbu: 

(3.1) 
(27rrt.\[ J(JC/>ij({)) + (27rr).\IlJ(n1/Jij({)), 

2~[(27rrt.\[ J{Iq,i({)) + (27rr).\IlJ{nWi({))], 

4>ij, 1/Jij, q,i , Wi - kombinacje funkcji trygonometrycznych. 
W metodach asymptotycznych do znalezienia współczynników inten­

sywności naprężeń można wykorzystać wyrażenia określające rozkład 

naprężeń i przemieszczeń w otoczeniu wierzchołka karbu (3.1). Jeżeli w 
rezultacie obliczeń otrzymamy wartości odpowiednich naprężeń i prze­
mieszczeń punktu o współrzędnych (r, {)) położonego blisko wierzchołka 
karbu, to współczynniki intensywności w tym punkcie można wyliczyć 
w następujący sposób: 
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(2 )>'1 Unm '(2 )>'11 Uk/ 
- 1fT CPnm( d) + t 1fT 'l/Jk/( d)' 

2G [(2 )>'1 ąm '(2 )>'11 ąk ] 
-:;:- 1fT <I> m ( d) + t 1fT W k( d) . 

(3.2) 

Naprężenia w metodzie elementów skończonych oblicza się przez 
różniczkowanie przemieszczeń. Stąd też metody asymptotyczne oblicza­
nia współczynników intensywności naprężeń w celu zminimalizowania 
błędu dotyczą właśnie przemieszczeń. Podwyższenie dokładności uzy­
skuje się, wykorzystując różne procedury ekstrapolacji. Jeżeli założymy 
d = const i obliczymy współczynniki intensywności naprężeń w punktach 
o różnych współrzędnych biegunowych T, to możemy je również wyzna­
czyć w punkcie osobliwym. Najczęściej do tego celu wykorzystywana jest 
liniowa lub kwadratowa ekstrapolacja [3]. Element AST wymaga eks­
trapolacji po współrzędnej T>' (zgodnie z rozkładem naprężeń) - rysA. 
Otrzymamy wówczas następujące wzory: 

1 8>'r 
KI - 1 _ 8>.r KI (8L) - 1 _ 8>./<I(L), 

(3.3) 
1 8>'n 

Kn = 8>' Kn(8L) - f>>' Kn(L), 1- n 1- n 

gdzie L oznacza długość boku elementu na kierunku ekstrapolacji, 8 jest 
dana wzorem (2.10). 

W przypadku szczeliny płaskiej wyrażenia (3.3) przyjmą postać 

Kr,n = 2Kr,n(L/4) - Kr,n(L), 

I. ~ . oL : / 

Rys . 4 
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czyli otrzymujemy współczynniki intensywności naprężeń obliczane za 
pomocą kwadratowej ekstrapolacji [1,2,3]. 

W wielu przypadkach do obliczania współczynników intensywności 
naprężeń dla szczeliny płaskiej stosowana była także liniowa ekstrapola­
cja [3]. Otrzymujemy wówczas następujące wzory: 

3 1 
KI,n = 4K1,n(L/4) - 4KI,n(L). 

Stosowanie tej metody jest niezgodne z wyrażeniem (2.8) definiującym 
współczynniki KI i Kn i obarczone jest dużym błędem, spowodowanym 
niezgodnością stopnia ekstrapolacji z charakterem rozkładu przemie­
szczeń i naprężeń w okolicy wierzchołka karbu. 

Załóżmy kierunek ekstrapolacji {) = O. Korzystając z zależności (2.4) 
i (2.6), otrzymujemy wzory na przemieszczenia na tym kierunku: 

(3.4) 
Kur [. 4 

UI1 - 2(1-An)G(27rr)AnCn -(An-2)smAua+(An-l+)x 

x sin(An - 2)a], 

gdzie CI i Cn dane uprzednio wzorami (2.5) i (2.7). 
Z powyższych wzorów w prosty sposób można obliczyć współczyn­

niki intensywności naprężeń w punktach o współrzędnych biegunowych 
{) = O oraz r = hL i r = L. Korzystając ze wzorów ekstrapolacyjnych 
(3.3) wyznaczamy współczynniki KI i Kn w punkcie osobliwym. Należy 
zwrócić uwagę, że liniowy rozkład przemieszczeń nie wpływa na wartość 
współczynników intensywności naprężeń. 

Zasadniczą wadą tej metody jest znaczny spadek dokładności obli­
czeń dla małych współczynników asymptotyczności naprężeń A (w przy­
padku gdy A = O zeruje się mianownik w wyrażeniach (3.3)). Obliczenia 
takie mają jednakże niewielkie znaczenie techniczne. 

3.2. Metoda zmiany kształtu karbu 

Druga z asymptotycznych metod wyznaczania współczynników in­
tensywności naprężeń polega na wykorzystaniu zmiany kształtu krawędzi 
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karbu trójkątnego w pobliżu jego wierzchołka. Dotychczas metoda ta 
była wykorzystywana do znalezienia współczynników Kr i Kn dla szcze­
lin płaskich [2, 6]. 

Zmianę kształtu krawędzi karbu możemy wyznaczyć podstawiając 
do wyrażeń (2.4) i (2.6) wartość {) = a. Otrzymujemy wówczas wzory: 

a) dla I przypadku obciążenia (rozrywanie): 

KrT 4 cos Ara cos( Ar - 2)a 
U r -

2(1 - Ar)G(211"T )AI (1 + lI)( Al - 2) cos Ara - cos( Ar - 2)a' 
(3.5) 

- KrT 2 cos a 
2(1- Ar)G(211"T)AI 1 + lIsin(Ar -l)a' 

b) dla II przypadku obciążenia (ścinanie wzdłużne): 

U r = 
KnT 4 sin(An-2)asinAna 

2(1- An)G(211"T)AII 1 + li Ansin(An - 2)a - (An - 2) sin Ana' 

KIlT 1 
(3.6) 

2(1 - An)G(211"T )AII A sin( An - 2)a - (An - 2) sin AlIa x 

[ 
. 4 (An - 2).11. ] 

x sm(An - 2)acoSAna(An - 1 +) - 2 sm2a. 

Powyższe wyrażenia można zapisać w następujący sposób: 

(3.7) 

gdzie wartości elementów macierzy Cu, C12, C21, C22 bezpośrednio wynikają 

ze wzorów (3.5) i (3.6). 
Należy zwrócić uwagę, iż powyższe wyrażenia mogą przyjmować dla 

pewnych szczególnych przypadków (np. a = 11", A = 0,5) wartość nieo­
kreśloną. Można wówczas wykorzystać twierdzenie de I'Hospitala i zas­
tąpić licznik oraz mianownik wyrażenia ich pochodnymi po zmiennej a . 
Otrzymamy następujące wzory: 

T -4 
~----~~~~~--~~--~x 
2(1 - ).1)G(211"r)AI (1 + lI)().1 - 2) 

(3.8) Cu = 



(3.8) 
[cd.] 

gdzie 
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r 2 -sina 
C21 = 2(1- AI)G(27rr)"11 + v [(Al - 1) + Al] cos(AI - 1)a' 

-r 4 
C12 = 2(1- Au)G(27rr)"1I (1 + v)C

o 
[(AlI -1 + Au) sin2(AII-

-1)a - sin2a], 

C22 = 2(1 _ Au~G(27rr )"11 ~J (Ali - 1 ~ v) [cos 2( AlI - 1 )ax 

x (AU - 1 + Au) - cos 2a] - AII(AII - 2) cos 2a], 

dAlI 
AlI = da a, 

Co = ~~I[sin(AII - 2)a + sin Ali a] + AII(AII - 2 + Ali) COS(AII - 2)a­

-(AlI - 2)(AII + AlI) cos Alla. 

Pochodne współczynników asymptotyczności naprężeń pO kącie a otrzy­
mujemy różniczkując wyrażenia (2.9): 

dAl 2(AI -1)[cos2a + COS2(AI -1)a] 
-

da -2a cós 2(AI - 1)a + sin 2a 
(3.9) 

dAlI 2(AII - 1)[cos2a - COS2(AII - 1)a] 
-

da 2a cos 2( Ali - 1)a - sin 2a 

2f3 

6L 

L 

Rys. 5 
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Wartości U r i Ut'} są przemieszczeniami węzła leżącego na krawędzi 
karbu w odległąści r od wierzchołka (rys.5, węzeł A). 

Rozwiązanie układu równań (3.7) umożliwia nam znalezienie warto­
ści współczynników intensywności naprężeń KI i KIl dla danego zaga­
dnienia. 

4. ZALEŻNOŚĆ WARTOŚCI WSPÓLCZYNNIKÓW INTENSYWNOŚCI 

NAPRĘŻEŃ OD GĘSTOŚCI PODZIALU OKOLIC WIERZCH OLKA 

KARBU NA ELEMENTY SKOŃCZONE 

Ważnym problemem jest gęstość podziału obszaru w pobliżu punktu 
osobliwego. Ma ona znaczny wpływ na dokładność otrzymanych wyni­
ków, gdyż do obliczeń wykorzystywane jest jedynie pole przemieszczeń 
powstałe wskutek zaburzeń wywołanych geometrią karbu trójkątnego . 

W niniejszej pracy wyznaczone zostały wartości współczynników inten­
sywności naprężeń przy różnej długości L boku elementu osobliwego 
AST modelującego rozkład przemieszczeń w otoczeniu wierzchołka karbu. 
Porównano wyniki otrzymane przy wykorzystaniu obu wcześniej opisa­
nych metod. 

Zostały wykonane obliczenia dla następujących przypadków: 
a) tarcza ze szczeliną płaską obciążona naprężeniami normalnymi 

0"2 = 100 (rys. 6a, l = 1, b = 10), 
b) tarcza ze szczeliną płaską obciążona naprężeniami tnącymi 

Txy = 100 (rys. 6b, l = 1, b = 10), 
c) tarcza z karbem trójkątnym obciążona naprężeniami normalnymi 

0"2 = 100 (rys. 6c, 1= l,b = 10,/31 = 1r/4), 
d) tarcza z karbem trójkątnym obciążona naprężeniami normalnymi 

0"1 = 100 (rys. 6c, 1= l,b = 10,/31 = 1r/4), 
e) tarcza z karbem trójkątnym obciążona naprężeniami tnącymi 

Txy = 100 (rys. 6d, 1= 1, b = 10,/32 = 1r/6). 
Siatki podziału tarcz (ze względu na symetrię rozpatrzono ćwiartkę) 

dla najmniejszej gęstości podziału przedstawione zostały na rys. 7a,b. 
Na rys. 8a, b, c, d , e zostały graficznie przedstawione wyniki obliczeń 

dla wyżej wymienionych przykładów (A - metodą ekstrapolacji, B -
metodą zmiany kształtu karbu). 

W przypadku tarczy z wewnętrzną szczeliną płaską (rys. 8a) można 
je porównać z wartością współczynnika KI, wyliczonego wg wzoru uwzglę-
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dniającego wpływ skończonych wymiarów tarczy (l = 1, b = 10), obcią­
żonej naprężeniami rozciągającymi (0"2 = 100) [4]: 

7rl 
KI = 0"2[7rlsecb ]O ,5 = 181,75. 

Jak można zauważyć wartości obliczone numerycznie niewiele różnią 
się od powyższej wartości, błąd dla każdej z metod nie przekracza 5% 
dla zadanej gęs}ości podziału obszaru na elementy skończone. 

Analiza wykresów prowadzi do wniosku, iż istnieje pewna graniczna 
wartość długości boku elementu osobliwego, po przekroczeniu której rap­
townie rośnie błąd obliczeń, spowodowany tym, że obie metody dotyczą 
lokalnych zjawisk w otoczeniu wierzchołka karbów trójkątnych. Można 
przyjąć, iż wymiar elementów specjalnych, modelujących rozkład naprę­
żeń i przemieszczeń w okolicy wierzchołka karbu trójkątnego, nie może 
być większy od 0,1 długości karbu zewnętrznego lub 0,05 długości karbu 
wewnętrznego. Jest to warunek konieczny, aczkolwiek nie zawsze do­
stateczny. Aby wyeliminować błędy, wynikające ze zbyt rzadkiej siatki 
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podziału należy stosować do obliczeń jednocześnie metodę ekstrapola­
cji jak i metodę zmiany kształtu krawędzi karbu. Dopiero otrzymanie 
zbliżonych rezultatów prowadzi do wniosku, że modelowanie zagadnienia 
było poprawne. 

Należy poza tym zwrócić uwagę, iż dla tarcz obciążonych naprę­
żeniami tnącymi występuje znacznie większy rozrzut wyników. Jest to 
charakterystyczne dla zadań statyki rozwiązywanych za pomocą metody 
elementów skończonych i świadczy o pewnej niedoskonałości elementu 
AST. 

5. WPLYW DOKLADNOŚCI CALKOWANIA PODCZAS OBLICZANIA 

MACIERZY SZTYWNOŚCI ELEMENTU OSOBLIWEGO NA OTRZYMANĄ 
WARTOŚĆ WSPÓLCZYNNIKÓW INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻEŃ 

Duży wpływ na dokładność otrzymanych wyników podczas obliczeń 
za pomocą elementów osobliwych AST ma sposób całkowania podczas 
wyznaczania wartości elementów macierzy sztywności. Ze względu na 
postać funkcji interpolujących [8] całkowanie po powierzchni elementów 
metodami analitycznymi jest bardzo skomplikowane, stąd też wykorzy­
stana została jedna z metod numerycznych. Polega ona na podziale 
obszaru elementu osobliwego na pewną ilość trójkątów wzajemnie przys­
tających. W każdym z małych trójkątów założone zostało kwadratowe 
przybliżenie rozkładu funkcji podcałkowej. Do obliczeń wykorzystano 
wartości funkcji podcałkowej w punktach Gaussa, będących środkami 
boków trójkątów. W przypadku podziału elementu osobliwego na N 
pasów (rys. 9) otrzymujemy N2 trójkątów, czyli M = 3N2 punktów 
całkowania. W spółrzędne większości punktów powtarzają się, co znacz­
nie skraca czas obliczeń. Wartość całki można zapisać w następujący 
sposób: 

M 

1= J f(x, y)dA = Aw L f(Xi, Yi), 
A ~1 

(5.1) 

gdzie A - pole powierzchni elementu, w - waga (w = l/M), Xi, Yi -
współrzędne i-tego punktu całkowania. 

Wykonane zostały obliczenia zależności wartości wynikowej (współ­
czynnika intensywności naprężeń) od ilości punktów całkowania w ele­
mentach osobliwych modelujących rozkłady przemieszczeń w otoczeniu 
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wierzchołka karbu trójkątnego. Graficznie przedstawia ją rys.lO. Na osi 
odciętych zaznaczona została wartość N - ilość pasm podziału elementu. 
Wykorzystany został przykład a) z poprzedniego rozdziału (tarcza ze 
szczeliną płaską obciążona naprężeniami rozrywającymi). Otrzymane 
wyniki porównano także z ' yliczoną wcześniej wartością ścisłą współ­
czynnika KI. Można przyjąć, iż minimalna ilość pasm podziału powinna 
wynosić 

2 
N~8' 

gdzie 8 jest dana wzorem (2.10). Dzięki temu pomiędzy węzłem oso­
bliwym a węzłami bocznymi elementu znajdą się co najmniej cztery 
trójkąty całkowania. 

Podsumowując powyższe obliczenia należy stwierdzić, iż na dokład­
ność wyznaczenia współczynników intensywności naprężeń KI i KIl ma 
wpływ wiele czynników, z których należy przede wszystkim wymienić: 

a) gęstość siatki podziału otoczenia wierzchołka karbu na elementy 
skończone, 

b) zgodność modelowania zagadnienia przez elementy osobliwe, 
c) dokładność podczas budowy i odwracania macierzy sztywności. 
Oczywiście podczas wykonywania obliczeń niezbędna jest rzetelna 

analiza każdego z nich. 
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ACJłMIITOTH'łECKI1E METO)U>I PACqET A K03<1><I>Hl.l;IiEHTOB HHTEHCHBHOCTH 
HAIIP'sDKEHHH .lVI.sł YfJIOBbIX BbIPE30B B TIJIOCKHX 3A,llAQAX TEOPHH 

YTIPYfOCTH 

Pa60Ta npe,[{cTaBJIJleT ,[{Ba cnoc06a pac'leTa K03cł1cł1HUHeuToB HUTeUCHBUOCTH uanpJl­

)KeHHH KI H Kil AJIJI yrJIOBLIX BLIpe30B B nJIOCKHX 3a,[{a'laX TeopHH ynpyroCTH. OHB 

HCnOJlb3ylOT pacnpe,[{eJIeHHe nepeMew;eHHH, nOJIy'leHLIx npH nOMOW;H MeTo,[{a KOHe'lHLIX 

3JIeMeHTOB. TIepBLIH MeTO,[{ 3aKJIIO'IaeTCJI B paC'IeTe 3Ha'leHBK HanpJI:lKeHBK B OKpeCTHOo 

CTH BepWHHLI BLIpela. 3Ua'leHHe K03~HUHeHTOB HHTeHCHBUOCTH HanpJl)KeHHH B OC060H 

TO'lKe nOJIy'laeM Tor,[{a npH nOMOW;H 3KCTpanOJIJlUHH. BTOpOK MeTO,[{ HCnOJIb3yeT H3Me­

ueUHe cłIopMLI BLIpe3a. Pe3yJIbTaTLI nOJIy'leuLI BO BpeMJI paC'IeTOB MeTO,[{OM KOUe'lULIX 

3JIeMeUTOB, cpaBUHBalOTCJI c pacnpe,[{eJIeUHaMH nepeMew;eUHK, BLIBe,[{eULIMH aUaJIBTB'Ie­

CKB. B 3aKJIIO'IeHHB cpaBHeHLI 3Ha'leHHJI K03~HUHeuToB HHTeHCHBHOCTH HanpJl)KeUHH 

,[{JIJI H36pauuLIx yrJIOBLIX Bblpe30B, nOJIy'leHbI 060Ma MeTo,[{aMH. C 3TOK ueJIblO onpe,[{e­

JIeHbI 3aBHCBMOCTH nOJIy'leHblx 3Ha'leHHH K03~HUHeHToB KI H Kil OT BeJIH'IHHbI oc06b1x 

3JIeMeHTOB, Mo,[{eJIBpylOW;HX pacnpe,[{eJIeHHJI nepeMew;eHBH B OKpeCTHOCTH BepWHHbI BbI­

pela. 

SUMMARY 

ASYMPTOTIC METHODS OF EVALUATION OF STRESS INTENSITY FACTORS FOR 
V - NOTCHES IN PLANE ELASTICITY THEORY 

Two methods of evaluation of the S.LF.(stress intensity factors) KI, KIl for V - notches 
in pIane elasticity are presented. The methods are based on the displacement fields obtained 
by the F .E.M. The first one consists in evaluating the stresses in the neighbourhood of the 
notch vertexj value of the S.I.F at the singular point in then obtained by extrapolation. In 
the second method, use is marle of deformation of the notch-edge. The results obtained by 
the F .E.M are compared with those following from the analytical investigations. Values of the 
S.LF. derived for varius V - notches by means of the both methods are then comparedj their 
dependence on the size of finite element s modelling the displacement distribution in the V -
not ch vicinity is demonstrated. 
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