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ASYMPTOTYCZNE METODY OBLICZANIA
WSPOLCZYNNIKOW INTENSYWNOSCI NAPREZEN DLA
KARBOW TROJKATNYCH W PLASKICH
ZAGADNIENIACH TEORII SPREZYSTOSCI

ANDRZEJ SEWERY N (BIALYSTOK)

Praca przedstawia dwa sposoby obliczania wspélczynnikéw intensywnosci naprezen Ki i
Ky dla karbéw tréjkatnych w plaskich zagadnieniach teorii sprezystosci. Wykorzystuja one
rozklad przemieszczen otrzymany za pomoca metody elementéw skoficzonych. Pierwsza me-
toda polega na obliczeniu wartoéci przemieszczen w otoczeniu wierzchotka karbu. Warto-
§¢ wspélczynnikéw intensywnosci naprezenn w punkcie osobliwym otrzymujemy wéwczas za
pomoca, ekstrapolacji. Druga metoda wykorzystuje zmiane ksztaltu ostrza karbu. Wyniki
otrzymane podczas obliczen metoda elementéw skoriczonych poréwnywane sa z rozkladami
przemieszczenn wyprowadzonymi analitycznie. Na zakoriczenie poréwnano wartosci wspélczyn-
nikéw intensywnosci naprezeni dla wybranych karbéw tréjkatnych otrzymanych obiema meto-
dami. W tym celu wyznaczone zostaly zaleznosci otrzymanych wartosci wspélczynnikéw Ki
i K11 od wielkoéci elementéw osobliwych modelujacych rozklady przemieszczen w otoczeniu

wierzcholka karbu.

WAZNIEISZE OZNACZENIA

pole powierzchni elementu skoticzonego,
kat przylegly do polowy kata rozwarcia karbu - 3,
szeroko$¢ tarczy,
polowa kata rozwarcia karbu,
odlegloéé wezléw srodkowych od wezla osobliwego w elemencie AST,
modul odksztalcenia postaciowego,

Ky, K11 wsp6lczynniki intensywnosci naprezei dla karbéw tréjkatnych,
Ky, K11 graniczne wspolczynniki intensywnosci naprezeii,

A wspdlczynnik asymptotycznosci naprezen,

Qoo
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A uniwersalny wspétczynnik asymptotycznoéci naprezen [7],
AL Alr wspélezynniki asymptotycznosci naprezen dla
Ii II przypadku obciazenia karbu,
v liczba Poissona,
L dlugoséé boku elementu skorficzonego na kierunku
ekstrapolaciji,
l polowa dlugosci karbu wewnetrznego,
r, 9 wspdlrzedne biegunowe,
'3 tensor przemieszczenia,
Ui,y V; przemieszczenia i-tego wezla elementu skoriczonego,
Up, U przemieszczenia w ukladzie biegunowym,
0 tensor naprezenia,
01,02 naprezenia gléwne,
Ory 09, Try naprezenia w ukladzie biegunowym,
Oy Oys Tay naprezenia w ukladzie kartezjanskim,
& wspotrzedne lokalne zwiazane z elementem AST.

1. WPROWADZENIE

W niniejszej pracy przedstawione zostaly dwa sposoby obliczania
wspolczynnikéw intensywnosci naprezen dla karbéw o danym kacie roz-
warcia. Bazuja one na rozkladzie przemieszczen otrzymanym za pomoca
metody elementéw skoniczonych, przy uzyciu elementéw osobliwych AST
[8]. Wykorzystane zostaly wzory analityczne na przemieszczenia i napre-
zenia w otoczeniu wierzchotka karbu tréjkatnego [7]. Poréwnanie cha-
rakteru obu rozkladéw umozliwia wyliczenie wspélczynnikow intensyw-
nosci naprezen. Znajomos$¢ w/w wspélczynnikéw wielokrotnie pozwala
na okreslenie trwaloséci konstrukcji. Sa one warto$ciami okreslajacymi
rozklad naprezen i przemieszczenn w otoczeniu wierzchotka karbu.

Poréwnanie warto$ci wspélczynnikow intensywno$ci naprezen z war-
tosciami granicznymi daje mozliwos$¢ przewidzenia rozpoczecia procesu
kruchego pekania. W przypadku szczelin plaskich graniczne wspoélczyn-
niki intensywnosci K. oraz Kjj. sa stalymi materialowymi w plaskim
stanie odksztalcenia, natomiast w plaskim stanie naprezenia zaleza takze
od wymiaréw geometrycznych szczeliny. Nalezy zwroéci¢ uwage, ze dla
pélplaszczyzny (nieobciazonej na brzegu) wartoscig graniczng jest na-
prezenie niszczace o,. Mozna je traktowaé jako graniczny wspoiczynnik
intensywnosci naprezen Kj. dla karbu o kacie rozwarcia 23 = 7. Nalezy
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wiec wywnioskowac, iz dla kazdego kata rozwarcia karbu istnieja gra-
niczne wartosci K. i Kiy., przekroczenie ktérych powoduje rozpoczecie
(lub kontynuacje) kruchego pekania.

Jednostka miary wspoélczynnikéw intensywnosci naprezen w ukladzie
SI jest [Pa-m*], gdzie A jest odpowiednim wspélczynnikiem asymptotycz-
nosci naprezen [7]. W przypadku szczeliny plaskiej otrzymujemy miano
[Pa-m®] (gdyz M1 = 0,5), natomiast dla pélplaszczyzny - [Pa] (dla
rozrywania A; = 0).

2. ELEMENTY LINIOWEJ MECHANIKI PEKANIA

2.1. Rozktad naprezen i przemieszczen w otoczeniu wierzchotka karbu
trojkatnego

Rozwazmy nieskoriczona, liniowo-sprezysta tarcze z karbem tréjkat-
nym o kacie rozwarcia 23 i prostoliniowych krawedziach. Analiza zo-

stanie przeprowadzona w ukladzie biegunowym (r, ), ktérego poczatek
znajduje si¢ w wierzchotku karbu (rys.1).

y
A(r, )

28 v

=)
x

Rys. 1

Wprowadzamy funkcje naprezen Airy’ego postaci:
(2.1)  Fi(r,9) = r~ %2 [4; cos( A — 2)9 + Brsin(A — 1)9 sin 9]
dla przypadku I typu obciazenia karbu (rozrywanie) oraz
(2.2) Fy(r,9) = p~(n-2) [Ansin(Anr — 2)9 + By sin(Ap — 1)9 cos 9]
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dla przypadku II typu obciazenia karbu ($cinanie wzdtuzne) [7]. Funkcje
te spelniaja rownanie biharmoniczne:

92 0 92 ][62F gr .. o°F

s Or? o ror ¢ r2092

(2.3) or? 3 ror = r209?

=0.

Stale A, Br, Ay , Bnp wyznaczane sa z warunkow brzegowych na
krawedziach karbu: oy = 7,9 = 0.

Wykorzystujac zwiazki fizykalne i geometryczne otrzymujemy row-
nania wyrazajace naprezenia o,,0y 1 T,y Oraz przemieszczenia u,,uy w
otoczeniu wierzcholka karbu w plaskim stanie naprezenia:

a) dla I przypadku obciazenia (rozrywanie):

g 1+2
o = Cranr) [cos(Ar — 2)V cos M — %2 cos(A; — 2)a cos AV,
98 T (grr)" [— cos(Ar — 2)9 cos Ajax + cos(A; — 2)a cos \jY],
1
K; A ;
Tt 5 Ciznry —————[sin(Ar — 2)9 cos A — iy cos(\; — 2)asin Ad)],
(2.4)
e I{IT
U T T - MGG [cos(Ar ~ 2)0 cos Ao
A+ 2}L
—ﬁ cos(A; — 2)a cos AV,
Kir 3 THE l__%_
T [sin(A\; — 2)9 cos \joe — ———T Y x

2(1 = NM)G(2mr)Cy A —2
X cos(A; — 2)asin \jY].
gdzie a = 7 — 3, a wspélczynnik Cy dany jest nastepujacym wyrazeniem:
(2.5) C1 = cos(A; — 2)a — cos A\ja;

b) dla II przypadku obciazenia (Scinanie wzdluzne):

Kn . .
B W[(/\n 2) sin(An — 2)9 sin Anar—

— (A + 2) sin(Aqp — 2)asin \jpd],
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Ky : :
Oy = W(An — 2)[— Sln(/\n - 2)19 sin Ajja+
+ Sin()\][ - 2)a sin /\11’!9],
Ky :
Trg = m[—()\n — 2) cos(Ayp — 2)9 sin Ajja—
_)‘II Sin()\n = Z)a COos )\1119],
(2.6) "
ur > <
e A —2 Air — 2)9 sin A\jja—
Y = U GG s 5 2)dsin Yo
l-v, . A
(A + 21 T u) sin(Ar — 2)asin A\d),
Kyr s
= - - — A
Uy A= )\n)G(27rr)""Cn[ (A1 = 2) cos(Anr — 2)9 sin A\jort+
4 g
+(AH - n V) cos A1 Sln()\][ - 2)01]
gdzie
(27) C]I = An Sin(An - 2)01 - (/\1] - 2) sin Ana.

Wzory na przemieszczenia dla plaskiego stanu odksztalcein mozna
otrzymaé poprzez zastapienie liczby Poissona v wyrazeniem v /(1 — v).

Wspélezynniki intensywnosci naprezen Kj (od rozdzierania) i Ki
(od écinania wzdluznego) dla karbéw tréjkatnych mozna zdefiniowaé w
nastepujacy sposéb [7]:

(2.8) K1+ iKy = lim [(27r) Moy + i(27mr) i),
r—04

gdzie A1, A\;r sa wspoélczynnikami asymptotycznoséci naprezen dla I i II
przypadku obciazenia zaleznymi od kata rozwarcia karbu. Mozna je
wyznaczy¢ z nastepujacych rownan:

sin2(A; — 1)a + (A1 — 1) sin 2a = 0,
(2.9)

sin2(A;p — 1)a — (A;p — 1) sin2a = 0.
Wykresy zaleznosci Ai(B3) i Au(B) dla katéw rozwarcia karbu —m/2 <
B < 7/2 przedstawia rys.2.
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Rys. 2

2.2.  Element skotczony AST modelujgcy rozklad przemieszczen 1
naprezen w otoczeniu wierzchotka karbu tréjkgtnego

Element skoniczony AST (rys.3) jest przeznaczony do modelowania
plaskich zagadnien teorii sprezystosci z uwzglednieniem asymptotycz-
nych rozkladéw naprezen w poblizu wierzcholka karbu tréjkatnego. Sro-
dek ukladu wspélrzednych Ozy jest zaczepiony w wezle osobliwym 1,
natomiast wezly 21 3 sa wierzcholkami tréjkata réwnoramiennego. O$
n ukladu lokalnego 0€n zwiazanego z elementem AST jest przesunieta o
odlegtosc

(2.10) § = 0,57,

gdzie A jest wspolczynnikiem asymptotyczno$ci naprezen wyznaczonym
ze wzoréw (2.6). Wezly 4 i 6 leza na osi 7, a wezel 5 znajduje sie w
srodku podstawy tréjkata.

Funkcje ksztaltu elementu AST s takie same jak dla osmioweztowego
izoparametrycznego elementu czworokatnego [5]. Rozklad przemieszczen
w elemencie we wspolrzednych biegunowych ma postaé

(2.11) gi = r'Ai(ug, ve, 1) + vV Bi(wg, vi,, ) + Ci(ur, vi, 1)
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Charakter naprezen zalozonych w elemencie AST réwna sie
(2.12) gij = r_Ac,'j(uk, Uk, M) + 7‘1_2Ad,'j(uk, Uk, 7).

Otrzymane zaleznosci $wiadcza o duzych mozliwosciach elementu w
zakresie modelowania dowolnych plaskich zagadnien teorii sprezystosci.
Zostaly one opisane w pracy [8].

3. WYZNACZENIE WSPOLCZYNNIKOW INTENSYWNOSCI NAPREZEN
DLA KARBOW TROJKATNYCH

3.1. Metoda ekstrapolacyi

Wspélczynniki intensywno$ci naprezen opisuja charakter rozkladu
naprezen i przemieszczen w poblizu wierzcholka karbu:

oij = (27T7')_'\'K1¢,'j(19) + (27!'1‘)'\"K11¢,‘j(19),
ik
G = %G
®ij, ¥ij, @i, ¥; - kombinacje funkcji trygonometrycznych.

W metodach asymptotycznych do znalezienia wspétczynnikéw inten-
sywnosci naprezen mozna wykorzystaé wyrazenia okreslajace rozklad
naprezen i przemieszczein w otoczeniu wierzchotka karbu (3.1). Jezeli w
rezultacie obliczen otrzymamy wartosci odpowiednich naprezen i prze-
mieszczen punktu o wspélrzednych (r, ) polozonego blisko wierzchotka
karbu, to wspélczynniki intensywnosci w tym punkcie mozna wyliczyé
w nastepujacy sposéb:

(3.1)
(27”‘)_'\’]{1(1);(19) -+ (27I'T)AllKII\I’,'('l9)],
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; . i Ok
(3 2) KI + ZKII ' a (27('7') ¢nm(19) + 1(27”.) ¢k1(0),
: : £ 2G Ar M 9k
Ki+iKy = (27r) mw)+z(21r r) )|

Naprezenia w metodzie elementéw skonczonych oblicza sie przez
rézniczkowanie przemieszczen. Stad tez metody asymptotyczne oblicza-
nia wspélczynnikéw intensywnosci naprezen w celu zminimalizowania
bledu dotycza wlasnie przemieszczenn. Podwyzszenie dokladnosci uzy-
skuje sie, wykorzystujac rézne procedury ekstrapolacji. Jezeli zalozymy
9 = const i obliczymy wspélczynniki intensywnosci naprezen w punktach
o réznych wspétrzednych biegunowych r, to mozemy je réwniez wyzna-
czy¢ w punkcie osobliwym. Najczesciej do tego celu wykorzystywana jest
liniowa lub kwadratowa ekstrapolacja [3]. Element AST wymaga eks-
trapolacji po wspélrzednej r* (zgodnie z rozkladem naprezen) - rys.4.
Otrzymamy woéwczas nastepujace wzory:

1 &M
Pt

6 T—gurn(D),

gdzie L oznacza dlugosé¢ boku elementu na kierunku ekstrapolacji, 6 jest
dana wzorem (2.10).
W przypadku szczeliny plaskiej wyrazenia (3.3) przyjma, postaé

Kin =2Kiu(L/4) — Kin(L),

—-Ki(L),
(3.3)

Ky = ———Kn(6L) -

Rys. 4
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czyli otrzymujemy wspoélczynniki intensywnosci naprezen obliczane za
pomoca kwadratowej ekstrapolacji [1,2,3].

W wielu przypadkach do obliczania wspélczynnikéw intensywnosci
naprezen dla szczeliny plaskiej stosowana byla takze liniowa ekstrapola-
cja [3]. Otrzymujemy wéwczas nastepujace wzory:

3 1
Kin = ZKI,II(L/4) - ZKI,II(L)-

Stosowanie tej metody jest niezgodne z wyrazeniem (2.8) definiujacym
wspolczynniki K7 i Kjp i obarczone jest duzym bledem, spowodowanym
niezgodnoscig stopnia ekstrapolacji z charakterem rozkladu przemie-
szczen i naprezen w okolicy wierzchotka karbu.

Zalézmy kierunek ekstrapolacji ¥ = 0. Korzystajac z zaleznosci (2.4)
i (2.6), otrzymujemy wzory na przemieszczenia na tym kierunku:

l1—v
oA M+21Fy
U = 21 = \)CETNC, cos A\jox — T_Z——cos(/\l -2)af,
(3.4) = :
& ur oihs A 2
! g 2(1.~ ’\II)G(ZWT)""CH[ (A — 2) sin Aijr + (Ann ' V)x

x sin(Arr — 2)a],

gdzie C; i Cy; dane uprzednio wzorami (2.5) i (2.7).

Z powyzszych wzorow w prosty sposob mozna obliczy¢ wspdélczyn-
niki intensywnosci naprezenn w punktach o wspéirzednych biegunowych
Y9 =0oraz r = 6L ir = L. Korzystajac ze wzoréw ekstrapolacyjnych
(3.3) wyznaczamy wspélezynniki K7 i Ky w punkcie osobliwym. Nalezy
zwréci¢ uwage, ze liniowy rozklad przemieszczen nie wplywa na wartosc¢
wspoélczynnikéw intensywnosci naprezen.

Zasadnicza wada tej metody jest znaczny spadek dokladnosci obli-
czen dla matych wspélczynnikéw asymptotycznosci naprezen A (w przy-
padku gdy A = 0 zeruje si¢ mianownik w wyrazeniach (3.3)). Obliczenia
takie maja jednakze niewielkie znaczenie techniczne.

3.2. Metoda zmiany ksztattu karbu

Druga z asymptotycznych metod wyznaczania wspolczynnikéw in-
tensywnosci naprezen polega na wykorzystaniu zmiany ksztaltu krawedzi
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karbu tréjkatnego w poblizu jego wierzcholka. Dotychczas metoda ta
byla wykorzystywana do znalezienia wspélczynnikéw Kj i Ky dla szcze-
lin plaskich [2, 6].
Zmiane ksztaltu krawedzi karbu mozemy wyznaczyé podstawiajac
do wyrazen (2.4) i (2.6) wartoé¢ ¥ = a. Otrzymujemy wéwczas wzory:
a) dla I przypadku obcigzenia (rozrywanie):

1. Kir 4 cos Aja cos(Ap — 2)a
i 2(1 — N)G(27r)M (1 + v)(A1 — 2) cos M — cos(A; — 2)a’
(3.5)
- Kyr 2 cos «
Uy =

2(1 — N)G(2rr)M 1 4+ vsin(A; — 1)a’

b) dla II przypadku obciazenia (Scinanie wzdluzne):

Kyr 4 sin(A;p — 2)asin A\
ur = . . )
2(1 — Mp)G(27r)*M 1 + v Agsin(Anr — 2)a — (Anp — 2) sin Ao
(3.6)
K[[T 1
Uy =

2(1 = M\p)G(27r) M Asin(Ay — 2)a — (Ap — 2) sin o

4 (A —2)Mpr
T 1/) - 5 sin 2a| .

X [sin()\n — 2)a cos Aija( Aip —

Powyzsze wyrazenia mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Uy cu ¢z || Ki
34 [Uo]_[cn 022] [KII],
gdzie warto$ci elementéw macierzy ci1, €19, €21, C22 bezposrednio wynikaja
ze wzoréw (3.5) i (3.6). ’

Nalezy zwrocié uwage, iz powyzsze wyrazenia moga przyjmowac dla
pewnych szczegélnych przypadkéw (np. o = m, A = 0,5) warto$¢ nieo-
kreslona. Mozna wéwczas wykorzystac twierdzenie de ’'Hospitala i zas-
tapic¢ licznik oraz mianownik wyrazenia ich pochodnymi po zmiennej a.
Otrzymamy nastepujace wzory:

r —4
2= NG (1 + ) (M =2)

(38) Ci1 =

5 sin 2o+ [(Ar — 1) + Aq]sin 2(A; — 1)
[(/\1 - 2) + A]] Siﬂ(/\[ - 2)a - [/\1 + A]] sin \jo’
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e o r 2 —sina :
[cd] 2(1 = M)G2rr)M 1+ v[(A = 1) + Af] cos(A; — 1)a

~F 4 |
e 2(1 = M\1)G(27r)M (14 v)C, [(Arr = 14 Ayp) sin 2(Ap—

—1)a — sin 2a],

) [cos2(Aip — 1)ax

L £ : i[(,\ ol
2= o1 - )G\ T Ty
X (At — 14 Ay) — cos2a] — An(An — 2) cos 2a],
gdzie
d\1 di1

Ar=—~a, An=—"o,

di, . i
Co = d—;[SIIl(An = 2)a + sin Aua] + /\“(/\1[ -2+ AH) COS(A][ = 2)(1—
—()\11 = 2)()\11 4 An) COS /\na.

Pochodne wspéiczynnikéw asymptotycznosci naprezen po kacie o otrzy-
mujemy rézniczkujac wyrazenia (2.9):

dhi _ 2(A = 1)[cos2ar + cos 2(\ — 1)a]

(5.0} da =~ —2acos2(A\j—1)a+sin2a ’
' ddi _ 2(Mp = 1)[cos2a — cos 2(Ay — 1)a]
da 2acos2(Ap — 1)a —sin2a
28 i
dL
L

Rys. 5.
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Wartosci u, i uy sa przemieszczeniami wezla lezacego na krawedzi
karbu w odleglosci r od wierzcholka (rys.5, wezel A).

Rozwiazanie ukladu réwnan (3.7) umozliwia nam znalezienie warto-
sci wspolczynnikéw intensywnosci naprezen Kj i Ky dla danego zaga-
dnienia.

4. ZALEZNOS$E WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW INTENSYWNOSCI
NAPREZEN OD GESTOSCI PODZIALU OKOLIC WIERZCHOLKA
KARBU NA ELEMENTY SKONCZONE

Waznym problemem jest gestos¢ podzialu obszaru w poblizu punktu
osobliwego. Ma ona znaczny wplyw na dokladnos¢ otrzymanych wyni-
kéw, gdyz do obliczenn wykorzystywane jest jedynie pole przemieszczen
powstale wskutek zaburzen wywolanych geometriag karbu tréjkatnego.
W niniejszej pracy wyznaczone zostaly wartosci wspolczynnikéw inten-
sywno$ci naprezen przy réznej dlugosci L boku elementu osobliwego
AST modelujacego rozklad przemieszczen w otoczeniu wierzchotka karbu.
Poréwnano wyniki otrzymane przy wykorzystaniu obu wczesniej opisa-
nych metod.

Zostaly wykonane obliczenia dla nastepujacych przypadkéw:

a) tarcza ze szczelina plaska obciazona naprezeniami normalnymi
oy = 100 (rys. 6a, | = 1,b = 10),

b) tarcza ze szczeling plaska obciagzona naprezeniami tnacymi
Tay = 100 (rys. 6bPEEE] D= 10}

c) tarcza z karbem tréjkatnym obciazona naprezeniami normalnymi
oy =100 (rys. 6¢c, I =1,b= 10,0, = 7/4),

d) tarcza z karbem tréjkatnym obciazona naprezeniami normalnymi
o1 =100 (rys. 6¢c, I =1,b= 10,6, = 7/4),

e) tarcza z karbem tréjkatnym obciazona naprezeniami tnacymi
Ty = 100 (rys. 6d, I = 1,b = 10,8, = 7/6).

Siatki podziatu tarcz (ze wzgledu na symetrie rozpatrzono ¢wiartke)
dla najmniejszej gestosci podzialu przedstawione zostaly na rys. 7a,b.

Narys. 8a, b, c, d, e zostaly graficznie przedstawione wyniki obliczen
dla wyzej wymienionych przyktadéw (A — metoda ekstrapolacji, B —
metoda, zmiany ksztaltu karbu).

W przypadku tarczy z wewnetrzna szczeling plaska (rys. 8a) mozna
je poréwnac z wartoscia wspolczynnika Ky, wyliczonego wg wzoru uwzgle-
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dniajacego wplyw skoriczonych wymiaréw tarczy (I = 1,b = 10), obcia-
zonej naprezeniami rozciagajacymi (o = 100) [4]:

K; = 02[7rlsec7%l]°'5 = 181,75,

Jak mozna zauwazy¢ wartosci obliczone numerycznie niewiele roznia,
sie od powyzszej wartosci, blad dla kazdej z metod nie przekracza 5%
dla zadanej gestosci podzialu obszaru na elementy skonczone.

Analiza wykresow prowadzi do wniosku, iz istnieje pewna graniczna
wartos¢ dlugosci boku elementu osobliwego, po przekroczeniu ktoérej rap-
townie rosnie blad obliczeni, spowodowany tym, ze obie metody dotycza
lokalnych zjawisk w otoczeniu wierzchotka karbéw trdjkatnych. Mozna
przyjat, iz wymiar elementéw specjalnych, modelujacych rozklad napre-
zen 1 przemieszczenn w okolicy wierzcholka karbu tréjkatnego, nie moze
by¢ wiekszy od 0,1 dlugosci karbu zewnetrznego lub 0,05 dlugosci karbu
wewnetrznego. Jest to warunek konieczny, aczkolwiek nie zawsze do-
stateczny. Aby wyeliminowac¢ bledy, wynikajace ze zbyt rzadkiej siatki
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podzialu nalezy stosowaé do obliczen jednoczes$nie metode ekstrapola-
cji jak i metode zmiany ksztaltu krawedzi karbu. Dopiero otrzymanie
zblizonych rezultatéw prowadzi do wniosku, ze modelowanie zagadnienia
bylo poprawne.

Nalezy poza tym zwré6ci¢ uwage, iz dla tarcz obciazonych napre-
zeniami tnacymi wystepuje znacznie wiekszy rozrzut wynikow. Jest to
charakterystyczne dla zadan statyki rozwiazywanych za pomoca metody
elementéw skoriczonych i §wiadczy o pewnej niedoskonalosci elementu

AST.

5. WPLYW DOKLADNOSCI CALKOWANIA PODCZAS OBLICZANIA
MACIERZY SZTYWNOSCI ELEMENTU OSOBLIWEGO NA OTRZYMANA
WARTOSC WSPOLCZYNNIKOW INTENSYWNOSCI NAPREZEN

Duzy wplyw na dokladnos$é¢ otrzymanych wynikéw podczas obliczen
za pomoca elementéw osobliwych AST ma sposéb calkowania podczas
wyznaczania wartosci elementéw macierzy sztywnosci. Ze wzgledu na
postaé funkeji interpolujacych [8] calkowanie po powierzchni elementéw
metodami analitycznymi jest bardzo skomplikowane, stad tez wykorzy-
stana zostala jedna z metod numerycznych. Polega ona na podziale
obszaru elementu osobliwego na pewna, ilo§¢ tréjkatow wzajemnie przys-
tajacych. W kazdym z malych tréjkatéw zalozone zostalo kwadratowe
przyblizenie rozkladu funkcji podcatkowej. Do obliczenn wykorzystano
wartosci funkcji podcatkowej w punktach Gaussa, bedacych srodkami
bokow tréjkatow. W przypadku podzialu elementu osobliwego na N
paséw (rys. 9) otrzymujemy N? tréjkatéw, czyli M = 3N? punktéw
calkowania. Wspoélrzedne wiekszosci punktéw powtarzaja sie, co znacz-
nie skraca czas obliczen. Wartos¢ calki mozna zapisa¢ w nastepujacy
sposob:

M
(5.1) I=[1(@y)dd=Aw Y f(zi,u),
A e

gdzie A — pole powierzchni elementu, w — waga (w = 1/M),z;,y; —
wspoéirzedne i-tego punktu catkowania.

Wykonane zostaly obliczenia zalezno$ci warto$ci wynikowej (wspét-
czynnika intensywno$ci naprezeni) od ilosci punktéw catkowania w ele-
mentach osobliwych modelujacych rozklady przemieszczenn w otoczeniu
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wierzcholka karbu tréjkatnego. Graficznie przedstawia ja rys.10. Na osi
odcietych zaznaczona zostala warto§¢ NV - ilo§¢ pasm podziatlu elementu.
Wykorzystany zostal przyklad a) z poprzedniego rozdzialu (tarcza ze
szczeling plaska obciazona naprezeniami rozrywajacymi). Otrzymane
wyniki poréwnano takze z ' yliczona wczesniej wartoscia, Scista wspol-
czynnika Kj. Mozna przyjacl, iz minimalna ilo§¢ pasm podzialu powinna
wynosi¢
N22,

gdzie 6 jest dana wzorem (2.10). Dzieki temu pomiedzy wezlem oso-
bliwym a wezlami bocznymi elementu znajda sie co najmniej cztery
tréjkaty calkowania.

Podsumowujac powyzsze obliczenia nalezy stwierdzi¢, iz na doklad-
no$¢ wyznaczenia wspélczynnikéw intensywnosci naprezen Kj i Ky ma
wplyw wiele czynnikéw, z ktérych nalezy przede wszystkim wymienié:

a) gestos¢ siatki podzialu otoczenia wierzchotka karbu na elementy
skoriczone,

b) zgodno$¢é modelowania zagadnienia przez elementy osobliwe,

c) dokladno$é podczas budowy i odwracania macierzy sztywnosci.

Oczywiscie podczas wykonywania obliczen niezbedna jest rzetelna
analiza kazdego z nich.
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PesomMme

ACHMIITOTUYECKME METO/IBI PACYETA KO3®PULIMEHTOB MHTEHCUBHOCTH
HATIPSIP)KEHUU IUIA YTJIOBBIX BBIPE30B B ITVIOCKUX 3AZTAYAX TEOPHUH
YIIPYTOCTH

Pa6Gora npencrasnseT aBa cnocoba pacyera K03¢pQHUIMEHTOB WHTEHCHBHOCTH HANps-
skenu# Ky u Ky Ons yriaoBeIX BLIpe3oB B IUIOCKMX 3a[ayaX TeOopHH ynpyrocTH. OHE
HCIONB3YIOT pacnpefelieHHe NepeMelleHnd, MOoJyYeHbIX NPH NMOMOIIA MeTONa KOHeYHBIX
aneMeHTOB. IlepBEI MeTOH 3aKII0YaeTCs B pacyeTe 3HaYeHHW HANPSOKEHHH B OKPECTHO-
CTH BepIIMHBI BhIpe3a. 3HayeHHEe KO3(pPHUIMEeHTOB HHTEHCHBHOCTH HaNpsAXKeHHH B ocobor
TOYKe IONyYyaeM TOr/a IPH NMOMOIIM 3KCTpamoasuuu. BTopoil MeTon MCHONb3yeT H3Me-
HeHHe GopMEBI Bhipesa. Pe3ynbTaThl MOJNyYeHHI BO BPeMS PacHeTOB METONOM KOHEYHBIX
3JIeMEHTOB, CPAaBHHBAIOTCA C paclpele/leHHaMH lepeMelleHHH, BbIBeleHBIMH aHAIUTHYE-
CKH. B 3aknioYeHHH CpaBHeHbI 3HaYeHHS KO3QDHIMEeHTOB WHTEHCHBHOCTH HANPSOKeHHH
nns u36paHHBIX YIJIOBBIX BhIPE30B, MONy4YeHsl o6oma MeTonaMu. C 3TOM Leabio ompene-
JIEHBI 3aBHCHMOCTH NOJIy4YeHBIX 3HaYeHHH KoaddunuenTos Ky ¥ K OT BeIHYHHEI 0COOBIX
3JIeMeHTOB, MOMIEJIUPYIOIIUX PACIpefeieHHs NepeMelleHHi B OKPeCTHOCTH BEPUIIMHBLI Bhi-
pesa.

SUMMARY

ASYMPTOTIC METHODS OF EVALUATION OF STRESS INTENSITY FACTORS FOR
V - NOTCHES IN PLANE ELASTICITY THEORY

Two methods of evaluation of the S.I.F.(stress intensity factors) Ky, Ky for V — notches
in plane elasticity are presented. The methods are based on the displacement fields obtained
by the F.E.M. The first one consists in evaluating the stresses in the neighbourhood of the
notch vertex; value of the S.I.LF at the singular point in then obtained by extrapolation. In
the second method, use is made of deformation of the notch-edge. The results obtained by
the F.E.M are compared with those following from the analytical investigations. Values of the
S.LF. derived for varius V — notches by means of the both methods are then compared; their
dependence on the size of finite elements modelling the displacement distribution in the V -
notch vicinity is demonstrated.
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