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PLASKIE DRGANIA SWOBODNE NIEPODPARTYCH
PIERSCIENI KOLOWYCH
CZESC II. FORMY DRGAN WLASNYCH

BOGDAN OLSZOWSKI (KRAKOW)

W pracy oméwiono analize poréwnawcza plaskich form drgan wlasnych réznych typéw
modeli uscidlonych, przestrzennie swobodnych pierscieni kolowych. Analiza ta stanowi dalsze
rozwiniecie tematu prezentowanego w publikacji [1] tylko w aspekcie poréwnai czestoéci drgan

‘wlasnych.

1. WSTEP

Za podstawe analizy poréwnawczej przyjmiemy uklad jednorodnych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych o postaci normalnej

Rys. 1. Elementary wycinek pier$cienia kolowego

(1.1) X'(8) = L(w)X(8),
opisujacych ustalone drgania harmoniczne uscislonego modelu pierscie-
nia [1], odbywajace si¢ z czestoicia kolowa w. W zapisie réwnan (1.1)
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Tablica 1.
Wersja | 1 12 V3 o T QTN M
I 1 EI EI mAR? w? QR? | NR2 [ MR
(EI#o0) R’EA | R%kGA | EI ET | Er.| EI
i R2EA 1 EA | mAR? Sl & X M
(EA#00) EI ¥GA EA EA | EA | REA
111 R%GA | kGA 1 mAR? 2| @ N M
(kGA#c0) | ~ EI EA ¥GA ¥GA | XGA | RkGA
Tablica 2.
WERSJA I (EI # o0) | WERSJA 11 (EA # c0) | WERSJA 111 (kGA £ o)
Typ|1]4|5 it 2| 4 6 1 3 5 6 7
] o o ] 1 0[1/e]| 0 1/e 0[1/s] 0 1/s
v, |0]e]|0 e -1 1 1 0| 0 [e/s efs
v3 |0]0]s 3 050 afe sfe Il 1 1 1
e=EI/(R*EA) 3 wariant A gdy r = 0
r = J/(R?A)
s=EI/(R*kGA) wariant B gdy r #0

postuzymy sie wielkosciami bezwymiarowymi pokazanymi na rys.1, a
zdefiniowanymi w tablicy 1 oraz za pomoca wzoréw (1.2), przy czym
wielko$ci wymiarowe wymagajace odréznienia zostaly nadkreslone ”da-
szkiem”. Zréznicowanie definicji podanych w tablicy 1 uwzglednia trzy
mozliwe wersje obliczeniowe i jest zabiegiem koniecznym, umozliwia-
jacym réwnolegla, analize poréwnawcza modeli wszystkich typow zesta-
wionych w tablicy 2.

X(8) = [U(B),W(8),4(8),Q(8), N(B), M(B)I",
UB) = U(B)/R, W(B)=W(B)/R,

(1.2)
0 -11 0-10
Lw) = [211( ) 212], Ly=|1 0 0}, Lo=|1 0 0|,
21\W 22 ey 10 0
L12 = diag(u3,1/2,—u1), Lgl(w)=p2diag(—1,—1,r),
r = J/(ARY).

Poszukiwanie bazy wlasnej w przestrzeni rozwiazan réwnania (1.1)
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zlozonej z funkcji
(1.3) X(B) = ae*

spelniajacych warunek okresowosci rozwiazan po obwodzie pierscienia
(1.4) A=ibin, 850,152, 3w

w ktérym n jest liczba falowa, prowadzi do zespolonego réwnania alge-
braicznego
(1.5) [L(w) — AT]Ja = 0.

E —r /l
1
\ T/n B

EEZ

[t JT/ZH\

Rys. 2. Funkcje bazowe H, (), Hz(5)

w/n

=)

Réwnanie to ma nietrywialne rozwigzania a tylko wtedy, gdy para
liczb (w,n) spelia réwnanie

(1.6) det[L(w) — AI] = 0.

Jest przy tym obojetne, ktéra z wartosci &+ in zostanie podstawiona za
zmienna, A, bowiem zmienna ta wystepuje w rozwinieciu wyznacznika
(1.6) tylko w potegach parzystych [1]. W tej sytuacji kazdej czestosci
wlasnej w odpowiadaja dwie wartoéci Ay = +in,A\y = —in, a co za tym
idzie takze dwa liniowo niezalezne rozwiazania

(1.7) X1(B) = ajet™, X,(B) = aze;™™,

tworzace baze w dwuwymiarowej podprzestrzeni wlasnej () zwigzanej z
czestoscia wlasna w. Ta specyficzna wlasno$é przestrzeni form drgan,
niepodpartych pierscieni kolowych decyduje o szczegélnych wlasciwo-
$ciach dynamicznych tych ukladéw.
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W zwiazku z tym, Ze wyznaczanie niewiadomych a;,a; odbywa sie
na podstawie rownan o macierzach wzajemnie sprzezonych

(1.8) [L(w) —inI]la; =0, [L(w)+ inlla; =0,

niewiadome te sa réwniez wzajemnie sprzezone a; = a;. Umozliwia
to skupienie uwagi tylko na jednym réwnaniu np. (1.8); z niewiadoma,
a;, bez zawezania ogélnosci rozwazan, wszystkie bowiem wlasciwosci
rozwiagzania a; sa rownoczesnie takze wlasciwoéciami rozwigzania z nim
sprzezonego a;. Dla uproszczenia zapisu niewiadoma a; oznaczymy w
dalszym ciagu przez a i konsekwentnie przyjmiemy, ze A = A} = in.

2. FORMY DRGAN WLASNYCH W PRZYPADKU REGULARNYM (n > 1)

Uproszczenie zapisu oraz wynikajace z niego usprawnienia dalszej
analizy uzyskamy dzieki wprowadzeniu do rozwazan nowych niewiado-
mych Z(B) i b, zwiazanych z X(3) i a wzorami

X(8) = PZ(B) = P[U(B), N(B), M(8), W (B), $(8),Q(B)]",

(2.1)
a = Pb,

w ktérych przez
100000
000100

P=180010"%110

010001
001000

oznaczono ortogonalna macierz odpowiednich przestawien wspéirzed-
nych. Po uwzglednieniu (2.1) otrzymujemy zamiast (1.5) nowe réwnanie

(2.2) [L*(w) = inI]b=10

rownowazne ukladowi dwu réwnan rzeczywistych

(2.3) L*(w)b’'+nb" =0, L*(w)b”"-nb' =0,

przy czym

(24) L*(w)=PTL(w)P = [ s 45460 ] b= +id
L3(w) 0
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-1 1 V3 1 V9 0
(25) Liw=|-p* 0 1|, Liw)=|0 0 —-n
0 wiippt g -2 -1 0

Na podstawie (2.3), w wyniku eliminacji, otrzymujemy dla wyzna-
czenia niewiadomych b’,b” dwa identyczne réwnania

(2.6) (L) +2Ib' =0, [(L*)*+nIb" =0,
w ktérych
Li(w) 0
*\2 27 1

(2.7) (L*) +nI—[o Lz(w)],

(k3 —m-u -n
(28) L = LIL}+n’I=| -2 &, 0],

I —p2 -1 K1

( ke 1 wm+uys
(29) Ly = LIL}+n’I=|0 & -n |,

| 20?7 —p? K3
(2.10) k1 = n?—wrp?, Ko=n?—1-wp? k3=n?—1- vp’

Z postaci réwnarti (2.6) wynika, ze oba wektory b’, b” naleza do pod-
przestrzeni zerowej tego samego operatora (2.7). Dzieki jego strukturze
quasidiagonalnej réwnanie

(2.11) [(L*)? + n’1] [ :; ] =0

jest rownowazne dwom niezaleznym réwnaniom

(2.12) Li(w)x; =0, Lg(w)xs=0,

ktére maja rozwiazania nietrywialne dla tych samych par liczbowych
(w,n) poniewaz

(2.13)  det(L;) = det(Ls) = det(L* — AXI) = det(L — AI) =

= Ki[kok3 — 2(va + V3)p2] - vi(Ke + 2)p2.

Rozwiazanie ogélne réwnania (2.11) mozna wiec napisa¢ w postaci

X1

(2.14) x= [x2

_al®@ Ot
]—A[0]+B[e2]—AE1+BE2,
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w ktérej przez A, B oznaczono dowolne stale liczbowe, a przez ey, e; od-
powiednie, niezerowe rozwiazania réwnan (2.12). Zbiér rozwigzan (2.14)
tworzy dwuwymiarowa, podprzestrzen zerowa operatora (2.7), przy czym
liczby A, B odgrywaja role wspoélrzednych wektora x wzgledem bazy
(E1, Eg) tej podprzestrzeni.

Jak wynika z (2.6), kazdy z wektoréw b’,b” jest rozwigzaniem réw-
nania o postaci (2.11). Na podstawie zatem (2.14) mozemy napisaé

b’ = A'E, + A"E,;, b" = B'E, + B"E,.

Stale A', A", B', B" wystepujace w tych wzorach nie moga byé¢ jednak
zupelie dowolne, poniewaz wektory b’,b” nie sa niezalezne i musza
speliaé zwiazki (2.3). Ze zwiazkéw tych wynika, ze

All ot €B,, BII — —EA’,

przy czym
(2.15) e = (elL3je;)/(nele,).

Ostatecznie wiec pozostaja tylko dwie dowolne, niezalezne stale A', B',
ktére w dalszym ciagu oznaczymy przez A, B i dzieki temu otrzymamy

(2.16) b’ = AE; + eBE,, b” = BE; — €AE,.

Baze (1.7) podprzestrzeni wlasnej 2, dzieki zwiazkom (2.1) mozemy
obecnie przeksztalci¢ do nowej postaci

(2.17) Z,(8) = be™, Z,(B) = be~",

a nastepnie wykorzystujac fakt, ze funkcje (2.17) sa wzajemnie sprzezone,
nada¢é jej wygodniejsza, postaé rzeczywista,

Yi(B) = b'cos(nB) — b"sin(np),
Y2(B) = b"cos(np) + b'sin(np).
Uwzglednienie zwigzkéw (2.16) prowadzi do wzoréw

(2.19) Y1(B) = AH,(B) — BH(B), Ys(B) = AHy(f) + BH,(B),

w ktorych postuzono sie oznaczeniami

H,(8) = Ejcos(nf)+ eEysin(nf) = Hy(8 + 7/2n),
Hy(8) = E;sin(nf) — eEycos(nf) = —H;(B + 7/2n).

(2.18)
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Funkcje H;(3), Ho(3) okreslone wzorami (2.20) i pokazane schema-
tycznie na rys.2 stanowia najdogodniejsza dla dalszych rozwazan baze
podprzestrzeni wlasnej {2 zwiazanej z czestoscia wlasna w.

Konsekwencja, istnienia dwuwymiarowych podprzestrzeni wiasnych
jest mozliwoé¢ wystepowania jednocze$ciowych drgan swobodnych w po-
staci réznego rodzaju fal, poczawszy od stojacej (z ustalonym polozeniem
wezkéw na obwodzie) az do biegnace]j (z wezlami przemieszczajacymi sie
z predkoscia liniowa v = twR/n), poprzez wszystkie przypadki posre-
dnie wymagajace oddzielnej analizy.

W celu uzyskania jednoznacznosci, oznaczymy przez wyi k — tq czes-
tos¢ wlasna przynalezna liczbie falowej n [1], a przez 2, odpowiadajaca
jej dwuwymiarowsa podprzestrzen wlasna rozpieta na bazie (Hjux, Hopk)-
Baza ta jest ortogonalna w sensie iloczynu skalarnego

27

(2.21) (F,G) = [ F"(8)G(B)dB.

0

Ogdlnie, warunek ortogonalnosci (Hink, Hjm1) = 0 dwu réznych form
bazowych Hinx € 2nk, Hjmi € 2m jest spelniony w dwu przypadkach:
1) gdy i # ji2) gdy n # m. W pozostalych przypadkach (tzn. gdy
i = j,n = m,k # l) formy bazowe nie sa wzajemnie ortogonalne w sensie
definicji (2.21).

Okreslenie bazowych form drgan wlasnych Hj (i = 1,2) na podsta-
wie wzoréw (2.20) sprowadza sie do obliczenia wektoréw e;, e; odpowia-
dajacych ustalonej parze liczbowej (n,wni). Wektory te, z dokladnoscia
do stalego mnoznika, mozemy wyznaczy¢ na podstawie réwnan (2.12),
z ktérych wynika, ze w rozwazanym przypadku (n > 1)

(2.22) ef =[ry, 20, a], eF = [P’ — Kiks, 2v1p%, 2k1P%),
przy czym wprowadzono oznaczenie

0% 2(” + ¥ )p2]/ll1, gdy 141 # 0’
2.23 = { s S 4. s
@) = { (K2 + 2)p* /K1, gdy k1 # 0.

Wzory (2.22) s3 uniwersalne i obowiazuja przy n > 1 dla modeli
wszystkich typéw. Dzieki wykorzystaniu zwiazkéw wynikajacych z ze-
rowania si¢ wyznacznikéw (2.13) wzorom tym mozna w niektérych przy-
padkach szczegélnych nadaé inna, prostsza i wygodniejsza postac.
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3. SZCZEGOLNE PRZYPADKI FORM DRGAN WLASNYCH (n < 1)
Wyznaczanie form wlasnych w przypadku, gdy n < 1, wymaga ana-

lizy indywidualnej poszczeg6lnych modeli z powodu wystepowania pew-
nych osobliwosci.

3.1. Przypadek n =0

Rozwiazania e, e; wyznaczamy na podstawie réwnania (2.2), ktére
przybiera postac¢ trzech niezaleznych ukladéw réwnan rzeczywistych

Rys. 4. Forma drgan ¢(8) = 1,W(B) = —r
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1 bs

(3.1) [ —p? bs 120,
be
V1b3 =N
Z postaci tej wynika, ze istnieja tylko dwie wartosci p?:

(3.2) po = 1/va, gy = (1+1)/(rvs),
ktérym odpowiadaja rozwiazania nietrywialne
(3.3) el = [1,-pi,0], e2=0,
(3.4) e; = 0, e =[-r1,-rpg),
przy czym

j 0, gdy v #0,
(3.5) AT { nieokreslone (dowolne), gdy »; =0.
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¢=0

Rys. 7. Forma drgan ¢(8) = 0,U(B) = -W(p)

Jak wynika z (3.3) drganiom odbywajacym sie¢ z czestoscia wlasna
Po1 nie towarzysza zadne efekty zwiazane ze zginaniem i $cinaniem (e; =
0). Forme wlasng odpowiadajaca czestosci pg;, opisana przez funkcje
U(B) = 1, zilustrowano na rys.3 pokazujac przemieszczenia wybranych
przekrojow poprzecznych drgajacego pierscienia. Z formga ta skojarzona
jest sita podluzna N(B) = —(1/v2) réwnomiernie éciskajaca caly pier-
§cien. Drgania tego rodzaju moga wystepowaé tylko w tych typach
modeli (2,4,6,7), ktére maja skoriczong sztywnosé EA (por. tabl.2).

Sytuacja w pelni analogiczna ma miejsce réwniez w przypadku drgan
wlasnych modeli o skoriczonej sztywnosci kGA (typy 3,5,6,7) i niezero-
wej (r # 0) bezwladnosci obrotowej przekrojéw poprzecznych (tabl.2).
Odbywaja sie one z czestoScia wlasng pgg, a ich formie pokazanej na
rys.4, zwiazanej z czystym $cinaniem, nie towarzysza zadne inne efekty
(e; = 0). Forma ta jest opisana przez dwie funkcje ¢(8) = 1,W(B) =
—r, przy czym jest z nia skojarzona sita poprzeczna Q(8) = —(1+r)/vs.
Poniewaz przy r — 0 jest ppo — 00, zatem ten przypadek graniczny nie
ma zadnego sensu fizycznego.

3.2. Przypadek n =1

Podstawe wyznaczania rozwigzan ej,e; stanowia w tym przypadku
réwnania i wzory (2.12) - (2.13). Wynika z nich, ze

(3.6) det(Ly) = —p® {vivavsrp* — [(11 + va)va + 2(va + va)yr]p*+

+2(V1 + vy + V3)} 5
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i ze w nastepujacych trzech przypadkach: 1) v, = v3 = 0, ¥ = 1,
)u=v3=0,1,=1i3) vy =1,=0, v3=1 jest det(L;) = —2p? # 0.
Oznacza to, Ze rozwiazania nietrywialne w tych przypadkach nie istnieja,
a modele uproszczone typu 1, 2 i 3 nie wykazuja ”jednofalowych” drgan
wilasnych. W pozostalych czterech przypadkach drgania takie s mozliwe
i otrzymujemy

4) dla modeli typéw 44 i 4B (v3 =0,v; # 0,15 # 0):

V1Vy V9
+ vy
7 S [ & %o BRI
(3.7 e v |, e 21y sl TETEATTTY

2v vop? — 2

5) dla modelu typu 5B (v = 0,v; # 0,v3 # 0,7 # 0):

0 0 '
(38) e = V1 , =] —V3 |, p2 = : 3,
e 1 rv\vs

6) dla modelu typu 6 (v =0,v5 # 0,v3 # 0):

it 0} v3
(39)  epsr|oge] wk hgd SEaplalls
2—1/2})2 2 VaV3

7) dla modeli typéw 7A i TB(vy # 0,vy # 0,v3 # 0) wzory maja
postaé (2.22), przy czym p? jest pierwiastkiem réwnania

nvgugrp? — (1 4+ v3)ve + 2(va + 1/3)1/17']1)2 +2(v1 + o+ v3) = 0.

Jednofalowe (n = 1) formy drgan wlasnych (2.20) okreslone na pod-
stawie wyszczegélnionych powyzej wzor6w przedstawiono na rys. 5, 6
i 7 ilustrujacych przemieszczenia charakterystycznych przekrojow
drgajacego pierScienia.

4. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH
Na podstawie wzoréw (2.20), (2.22) i (3.7)-(3.9) przeprowadzono,

dla omawianego w [1] przykladowego pierscienia zeliwnego, obliczenia
form drgani wlasnych, modeli wszystkich typéw przy zalozeniu, ze ich
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Tablica 3.
Typ 4A 4B 5B 6 TA 7B
P 20,461 20,364 | 117,35 23,385 20,461 20,363 | 117,91
-1,0000 -1,0000 0,0000 -1,0000 -1,0000 -1,0000 0,00487
e; | 416,67 416,67 65,104 | 416,67 416,67 416,67 -2,0309
-2,0000 | -2,0000 | -1,0000 | -130,21 -1,9697 | -2,0309 | -1,0000
1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 | -0,00487
cey 2,0000 2,0000 1,0000 0,0000 1,9697 2,0309 1,0000
2,0000 -1,9810 | -65,104 130,21 1,9697 -2,0113 | -65,739

wlasnosci fizyczne sa okreslone za pomoca trzech parametréw bezwymia-
rowych e, r, s. Przyjeto, ze parametry te sa zdefiniowane tak samo jak w
[1] i ze przyjmuja te same co tam wartosci liczbowe e = EI/(R?EA) =
0,0048,r = J/(R?A) = 0,0048,s = EI/(R*kGA) = 0,01536. Wyniki
obliczen zestawiono w tablicach 3 i 4 tylko dla dwu wybranych przypad-
kéw odpowiednio, gdy n =1in = 2.

uw,¢
58
4A,4B,7A ¢ 4A,48,7A
o 58,6
6
¥ W 4A, 4B, 58, 6,7
/ | ! |
0 05 10 15 2
. v 4A,4B, 58,6, 7A
S
“|1®
2ok
Ol =
§|tg
Tldw

Rys. 8. Zaleznoé¢ form drgani, odpowiadajacych czestosci wyy, od parametru §
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o
\U,W, ¢ & e
RISR
2 IS8
20) 8|¢s
: o
1A,2,3,4A,5A.6 v 14,2,3,4A,5A,6
i IS W 14,2,3,4A,5A,6
1A,3.4A,5A 05 1 ‘
00 05 10 15 2
6
PN ¢ 1A,4A
— s
TA4A 15 2,3,5A,6
-20

Rys. 9. Zaleznoéé¢ form drgaii, odpowiadajacych czestosci wgy, od parametru £

uw, ¢
30
Z
2 4A6
20 LA ¢ e ———————s
] TA=: 3,5A
3,6
10 w 1A,2,3,4A,5A,6
3 1A,2,3,4A,5A,6
6 .
0 | 15 -
05 10 1.
—05)_TA: 3,44, 5A U 2,6 £
1 5 7A,3,4A, 5A
-1.0 o g
2 X f.
"145“ m gm
N igw
S
SESS
b F

Rys.

10. Zaleznoéé form drgan, odpowiadajacych czestoéci wez, od parametru £

Uzyskanie wynikéw dla wszystkich rodzajéw modeli wymagato stoso-
wania trzech wersji obliczeniowych, rézniacych sie¢ definicjami wielko$ci
bezwymiarowych (por.tabl.1i2). Z tego tez powodu otrzymane wyniki
mogly by¢ ze sobg poréwnane tylko dzieki temu, ze zostaly czysto formal-
nie przeliczone do jednej, ustalonej wersji. W przeprowadzonych obli-
czeniach zastosowano przeliczanie do wersji I i do niej wlasnie odnosza
sie wszystkie wartosci wielkoéci bezwymiarowych p, N, M, Q.




[z¥8]

Typ | 1A 1B 2 3 1A 4B
P | 2,6833 | 2,67118 | 19,365 | 10,825 | 2,6668 | 32,474 | 2,6557 | 32,226
1,0000 | 1,0000 |  1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | -0,5115 | 1,0000 | -0,4972
er | 4,8000 | 4,7589 | 625,00 | 78,125 | 4,7959 | 52323 | 4,7554 | 520,24
3,0000 | 3,0000 | 250,00 | 48,828 | 2,9770 | -4,0460 | 2,9772 | -3,9887
0,5000 | 0,5000 |  2,0000 | 0,5000 | 0,5115 | 1,0000 | 0,5114 | 1,0000
ee; | -1,5000 | -1,5000 |  0,0000 | 0,0000 | -1,4885 | 2,0230 | -1,4886 | 1,9943
-6,0000 | -5,9486 | -500,00 | -97,656 |-5,9540 | 8,0921 | -5,9040 | -1,9642
Typ | 5A 5B 6 7A 7B
P | 2,6045 | 2,5945 | 120,45 9,7995 | 35653 | 2,5804 | 32,462 | 2,5798 | 32,225 | 121,32
1,0000 | 1,0000 | 0,00543 | 1,0000 | -0,6815 | 1,0000 | -0,5108 | 1,0000 | -0,4971 | 0,00933
er | 45222 | 44877 | 52,507 | 75643 | 558,65 | 4,5186 | 523,09 | 4,4846 | 520,23 -4,0609
2,8263 | 2,8277 | -2,0000 | 42,919 | -76,923 | 2,8059 | -3,8093 | 2,8074 | -4,0497 | -2,0000
0,5000 | 0,5000 | 0,00272 | 0,6815| 1,0000 | 0,5108 | 1,0000 | 0,5108 | 1,0000 | -0,00508
ees |-1,4132 | -14138 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | -1,4030 | 11,9047 |-1,4037 | 2,0249 | 1,0000
-5,6527 | -5,6097 | -65,634 | -85837 | 153,85 |-56118 | 7,6187 | -5,5699 | -1,9938 | -66,650




Tablica 5.

Wersja I II III
P pr=p | pu=+ep |pur=+/sp
N NI=N NH=6N NHI=8N
M MI=M M1[=eM M1H=8M
Q |Qr=Q | Qu=ceQ | Qur=sQ
e = EI/(R’EA) s = EI/(R?kGA)
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Wartosci te mozna przeliczaé¢ do wersji II lub III stosujac odpowie-
dnio wspélczynniki e i s zgodnie z tablica, 5.

Dodatkowo przeprowadzono obliczenia majace na celu zbadanie za-
leznosci form drgan wlasnych od wartosci zmiennych e, r, s. ZaleznosSci
te badano przy zalozeniu, ze wlasnosci modelu pierscienia sa opisane za
pomoca wektora x, okreslonego wzorem

(4.1) x(§) = &x1 4 (1 = §)xo,

w ktéorym przez x; i X, oznaczono wektory opisujace wlasnosci odpo-
wiednio modelu 7B(§é = 1) i wybranego modelu uproszczonego (§ =
0). W kolejnych wersjach obliczeniowych, ze wzgledu na osobliwosci
wystepujace w analizie por6wnawczej poszczegélnych modeli, przyjeto
za [1] rézne definicje wspélrzednych wektoréw x; i x,, mianowicie

YA

Niw
"iw
oS8
NS
Jeles
§ non
s L9
i 1A,2,3,4A,5A, 6 ¢ 1A,2,3,4A,5A,6
1A,2,3,4A,5A,6 uw 1A,2,3,4A, 5A,6
0 | /3 1 »
05 10 15 &

Rys. 11. Zaleznoéé form drgan, odpowiadajacych czestosci woa, od parametru §

wwersjii:  x; = (e,r,8)7T, Xo = (€5, 70y 85) 7,
w wersji I x; = (1/e,7,5/€)T, Xo = (1/€0,T0, S0/€0)7T,
w wersji III:  x; = (1/5,7,e/8)T, X, = (1/50,70,€0/50)".
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Zdefiniowanie wektora x jako funkcji (4.1) tylko jednej zmiennej nie-
zaleznej £ sprawia, ze zostaja jedynie od niej uzaleznione wartosci ba-
danych wielkosci U, N, M, W, &, Q, ktére skladaja si¢ na okreslenie (2.1)
formy drgan wlasnych. Wykresy niektérych z tych zaleznosci pokazano
na rys.8,9,10,11. Jest przy tym istotne, ze formy drgai modeli upro-
szczonych sa reprezentowane przez rzedne funkcji tylko w punkcie £ = 0.
Wszystkie pozostale rzedne, w punktach £ # 0, dotycza réznych mo-
deli typu 7B o wlasnosciach okreslonych przez wartosci wspélrzednych
wektora x obliczone zgodnie ze wzorem (4.1). W zwiazku z tym ozna-
czenia poszczegblnych krzywych na rys. 8,9,10,11, symbolami modeli
uproszczonych, nalezy rozumie¢ tylko umownie i jedynie w ten spo-
s6b, ze krzywe te ilustruja zmiany form drgan wlasnych modeli 7B o
wlasno$ciach zmieniajacych sie w funkcji € ” wzdluz Sciezki” prowadzace;j,
w przestrzeni wspolrzednych wektora x, ku wybranemu modelowi upro-
szczonemu (£ = 0) o zaznaczonym symbolu.

5. PODSUMOWANIE

Na podstawie przeprowadzonej analizy poréwnawczej mozna podjaé
prébe opisu istotnych cech charakterystycznych wszystkich rodzajéw
form drgan wlasnych, réznych typéw modeli pierscieni kotowych.

Formy wlasne drgan bezfalowych (n = 0) zostaly juz oméwione szcze-
gélowo w p.3.1. Oméwienia wymagaja natomiast jednofalowe (n = 1)
formy drgan wlasnych przedstawione schematycznie na rys.5, 6 i 7.

I tak na rys. 5 pokazano przypadek, w ktérym forma drgan jest
okreslona przez trzy funkcje U, W, @ o wartosciach amplitudalnych tego
samego rzedu. Drgania takie moga sie pojawiaé w modelach typow 4A,
4B, 7TA, 7B z bezwymiarowymi czestoSciami wlasnymi o wartosciach
zblizonych do p = 20,4 (por. tabl. 3). W przypadku wymienionych
czterech modeli, amplitudy przemieszczen U, W,® maja sie do siebie
odpowiednio jak —1 : 1 : 2. Zaleznos¢ U = —W jest konsekwencja
spelienia przez sily bezwladnosci drgajacego pierscienia jego warunkow
réwnowagi jako ciala przestrzennie swobodnego. Spelnienie tych warun-
kéw jest mozliwe dzieki ruchom pierscienia wynikajacym z rozciagliwosci
jego osi.

Forme drgan pokazana na rys.6, okresla gléwnie tylko przemieszcze-
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nie katowe @ przy zerowych (model typu 5B) lub tez znikomo matlych
(model typu 7B) warto$ciach przemieszczen liniowych U, W. Drgania
takie moga wystepowa¢ w wymienionych typach modeli z czestosciami
wiasnymi zblizonymi do wartoéci p = 117,5 (por. tabl. 3). W przy-
padku drgaii modelu 5B, wobec braku sil bezwladnosci zwigzanych z
wystepowaniem przemieszczen U, W, zachodzi zwigzek N = —Q.

Cecha charakterystyczna drgan wlasnych o formie pokazanej na rys.
7 i czestoéci p = 23,385, jest zupelny brak przemieszczen katowych &
spowodowany nieskonczenie wielka sztywnosScig pierscienia na zginanie
(ET = 00). Opisane drgania mogg sie pojawia¢ w modelu typu 6 tylko
dzieki rozciagliwosci jego osi umozliwiajacej spelnienie warunkéw réw-
nowagi przez sily bezwladnosci dzialajace na swobodny pierscien.

Wykresy zaleznosci form drgan jednofalowych, odpowiadajacych niz-
szej czestosci wlasnej wyy, od wartosci parametru &, przedstawiono na
rys.8 przy zalozeniu, ze normowanie form odbywa sie wzgledem przemie-
szczenia W. Konsekwencja takiego sposobu normowania jest, w przy-
padku przejécia granicznego do modelu 5B, nieograniczony wzrost kata
&, ktéry dominuje przemieszczenia U, W, gdy € — 0. Zastosowanie w
tym przypadku normowania wzgledem kata ¢ prowadzi oczywiscie do
wyniku zgodnego z rys.6: & = 1, przy U W — 0, gdy £ — 0.

Jednofalowe formy drgani, odpowiadajace wyzszej czestosci wlasnej
w9, charakteryzuja sie znaczna przewaga wartosci kata @ nad przemie-
szczeniami U,W w calym zakresie zmiennosci parametru {. Poniewaz
przewaga ta jest co najmniej tysiackrotna, wykresy funkcji U, W, & nie
zostaly pokazane i sg analogiczne do przedstawionych na rys.11.

Jezeli chodzi o dwufalowe (n = 2) formy drgain wlasnych, to zostaly
one zestawione w tablicy 4. Z tablicy tej wynika, ze modele typéw 2, 3
i 6 o nieskoriczenie wielkiej sztywnosci EI, wykonuja drgania, podczas
ktorych przekroje poprzeczne pierscienia nie doznaja zadnych obrotéw
(@ = 0). Fakt ten znajduje réwniez potwierdzenie na rys.9, na ktérym
przy £ — 0 wykresy funkcji @ zmierzaja do zera. Rysunek ten przed-
stawia zaleznosci dwufalowych form drgan wilasnych od parametru ¢ w
przypadku drgan zachodzacych z najnizsza czestoscia wlasna ws;.

Na rys. 10 przedstawiono analogiczne wykresy form wilasnych, ale
odbywajacych sie z czestos$cig posrednig wey. Na uwage zasluguje dosé
jak sie wydaje niespodziewane zachowanie funkcji U i @, ktore przy
¢ — 0 zmierzaja do nieskonczonosci. Zachowanie to mozna prébowaé
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wytlumaczy¢ poslugujac sie analogia z dwumasowym ukladem drgaja-
cym, w ktorym wartos¢ jednej z mas zmierza do zera. Przy dokonywaniu
przejscia granicznego, w ukladzie tym, druga z czestosci drgan wlasnych
oraz amplituda malejacej masy, rosna nieograniczenie. Mamy tu wigc do
czynienia jak gdyby z zanikaniem odpowiedniego, dynamicznego stopnia
swobody drgan ukladu.

Rysunek 11 ilustruje zaleznosci form drgan wlasnych od parametru
& w przypadku drgan zachodzacych z najwyzsza czestoScia wlasna wo;.
Wobec znacznej przewagi (ponad tysiackrotnej) wartoéci kata @ nad
pozostalymi przemieszczeniami, wykresy z rys. 11 nie wnosza do opisu
badanego zjawiska zadnych istotnych informacji.

Na zakonczenie warto zauwazy¢, ze mimo swej konstrukcyjnej pro-
stoty, przestrzennie swobodne pierscienie kolowe jako uklady drgajace,
okazuja sie jednak obiektami o do$¢ interesujacych wlasnosciach dy-
namicznych. Badanie mozliwo$ci zastosowan w analizie tych ukladéw
réznych typoéw modeli uproszczonych, ujawnia ich interesujace i znacz-
nie zréznicowane wlasnosci dynamiczne, zaslugujace na uwage, jak sie
wydaje, nie tylko ze wzgledéw czysto poznawczych.
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PesoMe

IUIOCKHME CBOBOJTHBIE KOJIEBAHUSA HEITOAIEPTBIX KPYTOBBIX KOJIELL.
YACTD II. $OPMBI COBCTBEHHBIX KOJIEBAHUH

B pa6oTe oGCyxIeH CPaBHHTENbHLIN aHANHS NIOCKAX GopM coGCTBEHHEIX KoneGanmi
Pa3HBIX THIOB YTOYHEHHBEIX MoJeliel, MPOCTPAHCTBEHHO CBOGONHBIX KPYIOBRIX KOJIeL.
STOT aHANH3 Npe[CTaBlaeT JajlbHellIee Pa3sBETHE TeMbl 06CyXIeHHON B nybnuxanum [1]
TOJIBKO B aclleKTe CpaBHEHHH YacTOT COOCTBEHHBIX KoneGaHHH.
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SUMMARY

FREE IN-PLANE VIBRATIONS OF UNSUPPORTED CIRCULAR RINGS
PART II. NATURAL MODES

The aim of the paper is a comparison of natural modes obtained numerically for different
types of ring models taking into account extension, rotary intertia and shear deformation.
Special attention is laid on the singularities appearing in two cases when the wavenumber is
equal to zero or one.
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