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PLASKIE DRGANIA SWOBODNE NIEPODPARTYCH
PIERSCIENI KOLOWYCH
CZESC 111. FORMY JEDNOCZESTOSCIOWYCH DRGAN
SWOBODNYCH

BOGDAN OLSZOWSKI (KRAKOW)

Na podstawie poprzednich opracowar [1,2] w niniejszej pracy oméwiono charakterystyczne
cechy jednoczestosciowych drgaii swobodnych, powstajacych w modelu pierscienia uscislonym
w sensie Timoshenki, zwiazane z wystepowaniem dwuwymiarowych podprzestrzeni wlasnych.

Dodatkowo oméwiono réwniez ogélny przypadek drgan swobodnych i wymuszonych.

1. WsTEP

Przestrzennie swobodne pierscienie kolowe, wykonujace drgania w
plaszczyznie wyznaczonej przez ich oé teoretyczna, sa ukladami o dosé
specyficznych wlasnosciach dynamicznych. Wlasnosci te wynikaja z
charakterystycznej dla takich pierscieni struktury przestrzeni ich form
drgan, bedacej suma prosta dwuwymiarowych podprzestrzeni wlasnych,
odpowiadajacych kolejnym czestoSciom wilasnym [1,2]. Dzieki swoim
wlasciwoséciom, pierScienie bez podpér moga wykonywaé jednoczesto-
Sciowe drgania swobodne o jakosciowo réznych formach, zaleznych od
aktualnych warunkéw poczatkowych ruchu. Drgania te w dwu skraj-
nych przypadkach szczegélnych przybieraja prosta postaé fali stojacej (z
ustalonym polozeniem wezléw na obwodzie pierécienia) lub biegnacej (z
wezlami poruszajacymi sie po obwodzie ze stala predkoscia liniowa v =
+wR/n). W przypadku natomiast ogdlnym, takie jednoczestoéciowe
drgania swobodne przybieraja postac fali pulsujacej, stanowiacej pewna,
posrednia forme ruchu, zawierajaca si¢ pomiedzy wymienionymi dwiema
formami szczegolnymi.
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Celem niniejszej pracy jest analiza jednoczestosciowych form drgan
swobodnych uscislonego modelu pierscienia w aspekcie ich réznorodnosci
zwiazanej z dwuwymiarowoscig podprzestrzeni wlasnych.

" JEDNOCZESTOéCIOWE DRGANIA SWOBODNE

Jako podstawe dalszych rozwazan przyjmiemy macierzowe réwnanie
rézniczkowe czastkowe

(2.1) X (B,1) = L(D)x(8, 1),

opisujace drgania swobodne modelu pierscienia i oméwione szczegélowo
w pracy [1]. Rozwiazaniem tego réwnania jest kazda funkcja o postaci

(2.2) x(B,t) = X (B) coswt + X,(B) sin wt

pod warunkiem, ze w = wy; jest dowolng czestoscia wlasna rozwazanego
modelu pierécienia, a obie funkcje amplitudowe X, X, sa okresowymi
rozwiazaniami o okresie 2n7, tego samego réwnania rézniczkowego zwy-
czajnego

(2.3) X'(8) = L(w)X(8),
w ktérym

X(B) = [U(B), W (8),2(8), Q(B)N(B), M(B)]"

jest bezwymiarowym wektorem stanu przekroju poprzecznego.

Na podstawie analiz przeprowadzonych w pracach [1,2] wiadomo, ze
catka ogélna réwnania (2.3), odpowiadajaca ustalonej parze liczbowej
(n,wnt), jest kombinacja liniowa,

(2.4) X(8) = A1G1(B) + A2Ga(B)

o dowolnych wspétczynnikach A;, Ag, utworzona z dwu liniowo niezalez-
nych rozwiazan réwnania (2.3)

Gi(B) = F;cos(nf) + cFysin(np),

(2.5)
Gy(B) = F;sin(npf) — eFycos(nf).
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Funkcje (2.5) tworza baze w dwuwymiarowej podprzestrzeni wlasnej
2.k, odpowiadajacej czestosci wlasnej wnr. We wzorach (2.5) postuzono
sie oznaczeniami

F{ -— (611’030a0a612ael3)a
(2.6)

F; = (0,e5,e,€,0,0),
przy czym wektory

elT = (e, e12,€13), e? = (ea1, €22, €23)
oraz stala ¢ sa okreslone tak samo jak w [2] i odpowiadajg ustalonej
parze liczbowej (n,wnt).
Kazda z funkcji amplitudowych X, X,, jako calka ogdlna tego sa-

mego réwnania (2.3), moze byé zapisana w postaci (2.4), dzieki czemu
otrzymujemy

Xe(B) = AG1(B) + B.G1(B),

Xs(B) = AsGi(B) + B;Ga(B),
przy czym A, B., A, B; sa dowolnymi stalymi liczbowymi. Zamiast
(2.2) otrzymujemy zatem
(2.8) x(B,t) = [AcG1(B) + B.G2(B)] coswt +
+[AsG1(B) + BsGo(B)]sinwt =
= [(A.Fy — B.F3) cos(nf) + (B.F1 + A.F2) sin(nf)] coswi+
+[(AsF; — BseF3) cos(nf) + (B;F1 + AseFy) sin(nf)] sin wt.
Wynikaja stad nastepujace wzory dla przemieszczen
(2.9) u(B,t) = en1{[Accos(nB) + B.sin(nf)] coswt +
: +[A; cos(nfB) + B, sin(nf)]sinwt},
(2.10) w(B, t) = eeq{[Acsin(nB) — B, cos(nf3)] coswt +
+[A; sin(nfB) — B, cos(nf)]sinwt},
(2.11) @(B,t) = (ex/ean)w(B, 1),

na podstawie ktérych mozna zaproponowaé¢ wygodng interpretacje geo-
metryczng drgan swobodnych dla poszczegdlnych skladowych wektora
stanu x(f3,t). Oméwienie tej interpretacji ograniczymy jednak dla upro-
szczenia tylko do jednej, mianowicie radialnej skladowej stanu przemie-
szczenia.

(2.7)
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3. GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA DRGAN JEDNOCZESTOS’CIOWYCH
Funkcje (2.9) opisujaca skladowa radialng drgan swobodnych piers-
cienia mozna zapisaé nieco inaczej
(3.1) u(B,t)/en = (A.coswt + A, sinwt) cos(nf) +
+(B, coswt + B, sinwt) sin(nf) =
= Esin® cos(nf3) + E cos @ sin(nf) = E'sin(nf + @),
postugujac sie oznaczeniami
Ecos® = B,coswt+ B,sinwt,
(3.2)
Esin® = A.coswt+ A,sinwt,

z ktérych wynika, ze

(3.3) E*(t) = r?cos’wt + r’sin’wt + (r.,r,)sin 2wt,
(3.4) tgd(t) = y(t)/=z(t),
przy czym
() | _ = . .18, _[B,
(3.5)[ u(t) ] = r(t) =r.coswt+rysinwt, r,= [ d. ] , Ty= [A, ] ,

(36) [r(®)] = E(t), (re,rs) = AcAs + BeB,.

Zapis (3.1) przedstawia funkcje u/e;; w postaci quasisinusoidalnej o
zmieniajacych si¢ w czasie amplitudzie E i fazie . Zwiazek (3.5) jest
parametrycznym réwnaniem pewnej elipsy (rys.1) na plaszczyZnie karte-
zjanskiego ukladu wspétrzednych Ozy, o osiach gléwnych wyznaczonych
przez dwa wektory ry, ry, r7 > r2, (r1,r3) = 0 okreélone wzorami

(3.7) r; =r.coswt; + rysinwt;, i =1,2,
w ktérych wty i wty = wt) + /2 sa pierwiastkami réwnania
(3.8) tg(2wt) = 2(rc, 1) /(r? — rl),

wynikajacego z warunku (d/dt)(E%(t)) = 0. Jezeli przez wt,, oznaczymy
pierwiastek gléwny réwnania (3.8), tzn. taki, ze —7/4 < wt, < 7/4, to
wt; i wty moga byé¢ okreslone jednoznacznie na podstawie tablicy 1.
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Rys. 1

Zmiany amplitudy F i fazy & drgania (3.1) obrazuje ruch wektora
wodzacego r punktu P po obwodzie elipsy (rys.1). Ruch ten odbywa sie
ze zmienng predkoscia liniowa,

v(t) = (t) = w(rs coswt — resinwt),
ktorej odpowiada predkosé¢ katowa wektora r(t)
(3.9) &(t) = v/|r| = (v,cos® — v, sinB)/E = (v,& — v,y/E? =

= |r x v|/E? = w|r, x r,|/E>

Jezeli wzér (3.3) przeksztalcimy do postaci

(310) (1) = 5(2 +22) + J}(rz —12)2 = (re, 1) cos[26(t — tm)],

to otrzymamy dla wt,, = wt; i wt,, = wt; odpowiednio

(3.11) Bt oot

| J%(rz )\ 12— 2+ (e m)
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Tablica 1.
(e, ) D0 rf St |- wf =g Ul <ng
wity, = wh>0| wh=7/4 |wty <0
Wito = -71'/4
Fat)<UlEsE K=, <t
wtp = |wt <0|wtj=-7/4|wty >0
wty = /4

Otrzymane w ten sposéb wzory (3.9)-(3.11) umozliwiaja pelna analize
wszystkich przypadkéw jednoczestosciowych drgan swobodnych, odby-
wajacych sie z ustalong czestoscig wlasng w = wpg.

Rozwazmy jeden z takich przypadkéw, gdy wektory r.,r; spelniaja
warunki: (r.,r;) = 01i |r,| = |r,|. Na podstawie wzoréw (3.9), (3.11)
stwierdzamy, ze w przypadku tym

E = Euu= FBun =E, = |ti}=const,
(3.12) :
@ = @ = const.

Przy zalozeniu, ze #(0) = 0 wynika stad, ze & = wt i forma drgai
radialnych opisana wzorem (3.1) przybiera postaé fali biegnacej

(3.13) u(B,t)/en = E,sin(np + wt).

Katowe polozenie gléwnego wezla tej fali mozna okresli¢ z warunku
u(B,t) = 0, z ktérego wynika, ze f* = —wt/n. Rozwazana fala ma wiec
stala amplitude F, i biegnie po obwodzie pierscienia ze stala predkoscia,
liniowa v = —wR/n. Odpowiadajaca temu przypadkowi elipsa z rys.1
jest kolem o promieniu E,, po obwodzie ktérego punkt P porusza sie ze
stala, predkoscia katowa & = w. Jak sie okazuje, kolem takim mozna sie
postuzy¢ réwniez przy interpretacji wszystkich pozostalych przypadkéw
jednoczestosciowych drgan swobodnych.

Rozwazmy mianowicie odwzorowanie ”elipsy obrazujacej” ruch drga-
jacy (rys.1) na kolo o promieniu réwnym wiekszej pélosi tej elipsy (rys.2).
Przy takim odwzorowaniu, niejednostajnemu ruchowi promienia wodza-
cego r punktu P elipsy, odpowiada jednostajny ruch promienia wodza-
cego R odpowiedniego punktu P’ na obwodzie kota. Ruch punktu po
elipsie mozna wiec uwazac za ruch tego punktu po kole, ale obserwowany
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yA

wt=7/2 wt

wt=0

<Y

wl=7

wt=3m/2

Rys. 2

pod takim katem, ze kolo jest widziane jako dana ”elipsa obrazujaca”,
okres$lona na plaszczyznie Ozy za pomoca wektoréw r.,r,. W takiej
interpretacji odwzorowanie, o ktérym mowa, jest rzutowaniem réwno-
leglym kola, odpowiednio usytuowanego w przestrzeni tréjwymiarowej,
na plaszczyzne Ozy.

Wzory (3.9) i (3.10) przybieraja znacznie prostsza postaé jezeli w ich
zapisie zamiast wektoréw r.,r, wykorzysta sie wektory gléwne rj,rs.
Przejscie do tego nowego zapisu wymaga jedynie takiej zmiany spo-
sobu odmierzania czasu 7, aby wektor r; stal sie wektorem wodzacym
punktu poczatkowego elipsy obrazujacej, tzn. odpowiadajacego chwili
poczatkowej ruchu 7 = 0. Musi by¢ w tym celu spelniony zwiazek
T = t — t;. Przeksztalcenia wzoréw mozna dokona¢ wykorzystujac
transformacje

r. = rjcoswt; —rpsinwt;,
(3.14)
r; = rpsinwt; + rocoswt;

odwrotna wzgledem (3.7) i uwzgledniajaca zwiazek wty = wt; + 7/2.
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H}
10 E=10
€§0
. 9
05 N2
/2 ot
Rys. 3
v
/2

/4

Rys. 4

Po podstawieniu (3.14) do (3.9), (3.10) otrzymujemy

E1) = %(rg +r3) + %(rf —ri)cos2wr, T=t—1
(3.15)
B(r) = wlri|ral/E*(7).

Jezeli wprowadzimy nastepujace wielkosci bezwymiarowe
(3.16) F¥(r) = EXr)/r}, ¥(r) =9(1)/w, €= |rsl/|ri],
to wzory (3.15) mozna napisa¢ w postaci
1
F¥1) = 5[1 +e?4(1-€Y)cos2wr], e<F(r)<1,

. v .
(1) = e/F%1), e<¥(r) < 1/e.
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e=10
/ 2 \
-7/2n 0 m/2n 7
Rys. 5
e=05
3 \\
-m/2n 0 a/2n /?
Rys. 6

Wykresy funkcji F(7;¢) i ¥(7;e) w przedziale [0, 7/2] sporzadzone
przy zalozeniu, ze ¥(0) = 0 pokazano na rys. 3 i 4. Przedluzenia tych
wykreséw na przedzial [7/2, 7| otrzymuje sie uwzgledniajac fakt, ze F
wykazuje symetrie wzgledem osi pionowej o réwnaniu wt = 7/2,¥ za$
symetrie wzgledem punktu o wspélrzednych (7/2,7/2). Funkcja ¥ dla
wartoéci parametru € = 0 jest w przedziale [0, 7] funkcjg Heavisidea o
postaci

VU(wt) = TH(wt — 7/2).

Kolejne fazy ruchu fali przemieszczenia radialnego u(f3,t) po obwo-
dzie pierScienia, pokazano na rys. 5, 6 i 7 odpowiednio dla e = 1,1/2,0.
W przypadku gdy € = 1, mamy do czynienia z fala biegnaca o stalej am-
plitudzie E(t) = Ey (F(7) = 1), ktére] grzbiet przemieszcza sie po pozio-
mej trajektorii prostoliniowej ze stala predkoscia katowa, (P(T) = -w/n
(W(T) = —=1/n). Gdy € = 1/2, fala staje sie pulsujaca i jej grzbiet
kredli trajektorie falisto-pilozebowa (por. rys.8), po ktérej porusza sie
on ze zmienng predkoscig katowa. Gdy wreszcie ¢ = 0, fala staje sie




558 BOGDAN OLSZOWSKI

E=00
5 ' BN
i N
e oty
-71/2n 0 7/2n /?
Rys. 7

€=00 7/2n

Rys. 8

stojaca. Istnieja przy tym dwie mozliwosci interpretacji tego przypadku.
W pierwszej z nich fale stojaca traktujemy jako przypadek graniczny
(e — 0) fali pulsujacej: grzbiet fali przemieszcza sie dokladnie pionowo w
wyniku zmniejszania sie amplitudy i w momencie gdy réwna sie ona zeru,
jak gdyby wykonuje skok z predkoscig nieskoniczenie wielka z punktu o
wspélirzednej m/2n do punktu o wspélrzednej —n/2n. W interpretacji
drugiej, grzbiet fali oscyluje w pionie od +Ej do —Ej przy ustalonym
polozeniu wszystkich jej wezléw. Na rys. 8 pokazano rodzine trajektorii
”grzbietowych” dla réznych wartosci parametru 0 < € < 1. Na kazdej
z trajektorii naniesiono punkty oznaczone cyframi 0,1, 2,3, ...,10, przez
ktére przebiega grzbiet fali w réwnych odstepach czasu At = 0,17 /w. W
przypadku gdy € = 1, punkty te sa rowniez przestrzennie rownoodlegte
na obwodzie pierscienia o0 A = 0,17 /n. Wynika stad stala predkosé li-
niowa ruchu fali biegnacej: |v| = wR/n. Wraz ze zmniejszaniem sie war-
tosci parametru € okreslonej wzorem (3.16)3, grzbiet fali przebiega przez
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najnizszy punkt trajektorii z coraz to wieksza predkoscia, osiagajaca w
granicy warto$¢ nieskonczenie wielka, gdy € = 0.

4. OGOLNY PRZYPADEK DRGAN SWOBODNYCH

Wywolana przez dowolne warunki poczatkowe forma drgania swo-
bodnego jest kombinacja, liniowa wszystkich form drgan wlasnych piers-
cienia, identyfikowanych za pomocsg indekséw n, k

o 1l

(41) X(,B,t) = Z Z {[AcnkGlnk(ﬂ) + BcnkG2nk(ﬂ)] COS(wnkt)+

n=0 k=1

+[AankGlnk(/B) 4 BSﬂkG2ﬂk(/8)] Sin(w"kt)} ’

przy czym l, =2gdyn <1, l,=3,gdy n > 1 [1].

W celu okreslenia stalych Ak, Benk, Asnk, Bsnk na podstawie da-
nych warunkéw poczatkowych, postuzymy sie zapisem wyodrebniajacym
przemieszczeniowa i silowa skladows drgan wlasnych piericienia. W
zapisie tym skorzystamy ze wzoréw (2.5), ktérym nadamy nieco inng
postac

' _ [ Rink(8), |  Rink = (Uink, Wink, Bint)”, . _
(42) G’mk(ﬁ) = [ Sink(ﬂ) ] . Sink = (Qinka NinkaMink)T’ £ 1’ ’
po wprowadzeniu oznaczen
[ €11 cos(nf3), | ey sin(nf3)
(4.3), Ri.e(B) = | cearsin(nf) |, Ronr(B) = | —eeqscos(nf) |,
| ez sin(nf) | —cegy cos(nf),
[ eeg3sin(nf) | —cegg cos(nf)
(4.3), Sink(B) = | ergcos(nB) |, Sonk(B)=| erzsin(npB)
| ejzcos(nB) | ejg sin(nf3)

Dzieki (4.2), dla skladowe]j przemieszczeniowej otrzymujemy repre-
zentacje analogiczng do (4.1)

(44) l‘(,@, t) - i f: {[Acnlenk(ﬂ) L BcnkR2nk(IB)] Cos(wnkt)+

n=o k=1

+[Asnlenk(/3) 5 BsnkR2nk(/3)] Sin(wnkt)}'
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Na podstawie (4.4) warunki poczatkowe ruchu pierscienia napiszemy
nastepujaco

(4.5) rop = l‘(ﬂ, 0) = gé[Acnlenk(ﬁ) + BcnkRan(IB)]v

(46) g = l‘(ﬂ, 0) = ni;o&é;:l wnk[Asnlenk(ﬂ) + BankR2nL-(,B)]-

Jak mozna latwo wykaza¢ (por. Dodatek), warunek ortogonalnosci form
drgan wilasnych pierscienia ma postac

(4 7) < R—mk’ MRJmI >= /R nk(ﬁ MRJml(,B)dB = amlc‘su‘snmékla

przy czym M =diag(1,1,r), aink =< Rink, MRjni > .
Na podstawie (4.5)-(4.7) otrzymujemy

00 Iy
< I, MRlyh >= Z E[Acnk < RlnkaMRIgh = =
n=0 k=1
+Bcnlc < R2nk,Mngh >] = alghAcgh’

skad
Acgh =< Iy, Mngh > /algh

i analogicznie

(4.8) Begh = < ro,MRyg > [arggh,
(49) Asgh = < l..O?MI}'I.‘III > /(wghalgh)7
(4.10) By = <19, MRy, > /(wg;.a2g;,).

5. DRGANIA WYMUSZONE HARMONICZNIE
Za podstawe analizy drgan wymuszonych przyjmiemy uklad réwnan
rézniczkowych [1], napisany w postaci bezwymiarowej
(5.1) x'(8,t) = Lx(B,t) + £(B, 1),
po wprowadzeniu oznaczen
£(8,1) = [0,0,0, —qu(B, ), —qu(B, ), ,(8, )],

R3 R3 R?
qQu = ﬁqu’ quw = EQw, Qo = ﬁqsw

(5.2)
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Przyjmijmy, ze wzér (2.2) okresla odpowiedZ pierécienia na wymu-
szenie harmoniczne dane w postaci

(5.3) f(B8,t) = —=F(B) coswt — F,(B) sin wt,
przy czym

F. = (O, 0,0, Geus Gew> —‘Icv)T,
(5.4) :

Fs - (0’ Oa 07 Qsus Qsw) —q8<P) J

Po podstawieniu (2.2) i (5.3) do (5.1) otrzymujemy dla wyznaczenia
niewiadomych funkcji X., X, okreslajacych odpowiedZ pierscienia, dwa
niezalezne od siebie uklady réwnan

x,c(:@) = L(w)xc(:@) —Fc(lg),
xfs(ﬁ) i L(w)xs(ﬂ) i Fs(/B)

Wobec ich identycznej budowy poszukiwanie odpowiedzi mozna sprowa-
dzi¢ do rozwiazania réwnania

(5.6) X'(B) = L(w)X(B) - F(B),

(5.5)

po zredukowaniu ktérego do postaci przemieszczeniowej (por. Dodatek)
mozemy napisac

(5.7) (D+p*M)R+F =0,
gdzie
(5.8) R = (U,W,9)", F = (F,,Fu, F,)".

Rozwiazania R(3) bedziemy poszukiwa¢ w postaci szeregu

(59) R(B) = 3 3 [ARunk(8) + ButRans ().

n=o k=1
Podstawienie (5.9) do (5.7) i wykorzystanie tozsamosci
(5.10) DRn; = —pi:MRini

prowadzi do ukladu rownan
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(5:11) & (6% - i) AuMR1uk(5) + BuMRaws(3)] + F(9) = 0.

Niewiadome obliczymy wykorzystujac warunek ortogonalnosci form drgan
wlasnych o postaci (4.7)

oo |

E 2(1’2 _p?\k)[Ank < R'igh,MRlnk > +Bnk < RighyMR2nlc >]+

n=0 =1
+ < Rign, F >=0.

Stad otrzymujemy

(P® - i) Aghonght < Rygn, F >=0 gdyi=1,

(p® - pgh)tha29h+ <Rgn,F>=0 gdyi=2
i ostatecznie, po wprowadzeniu oznaczen

Fion =< R, B > Jouy: 1=1;2

wzory na wspoélczynniki szeregu (5.9) przedstawiaja sie nastepujaco
(5.12) Agh = Fign/(Pjh — 9*),  Byh = Fagn/ (05 — P°)-

Powracajac do réwnan (5.5) mozemy ich rozwiazania w przemie-
szczeniach napisa¢ w postaci szeregéw

Rc(ﬂ) -~ f %[Acnlenk(,B) O BcnkRan(ﬂ)L

n=0 k=1

(5.13) 1
Rs(/B) = ';o’g[Asnlenk(,@) + BsnkR2nk(:3)]

o wspélczynnikach okreslonych wzorami analogicznymi do (5.12)
Acgh = Flcgh/(pﬁh 5 p2)a Bcgh = F2cgh/(p3h e p2)’

Aggh = Fuogn/(03 — ), Bagh = Faogn/ (0} — 1),

w ktérych postuzono sie oznaczeniem

(5.14)

(515) F'ijyh =< R'ighaF*‘J'> /aigh’ 1= 1a27 .7 =g, s,

przy czym
F.= (qcm‘Icwanga)T’ Fs= (Q.suaqswaqstp)T'
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6. ZAKONCZENIE

W trzech czesciach niniejszego cyklu tematycznego zostala zapropo-
nowana i oméwiona szczegélowo koncepcja opisu zjawisk dynamicznych,
zachodzacych w drgajacym pierécieniu Timoshenki, za pomoca ukladu
réwnan rézniczkowych o postaci normalne;.

Taki wlasnie opis okazal sie nie tylko wygodny, ale co wazniejsze
umozliwil przedstawienie wynikéw analizy w postaci zwartych wzoréw
stuzacych do obliczania czestosci i form drgan wlasnych, a takze od-
powiedzi na wymuszenia harmoniczne o postaci zewnetrznie samozrow-
nowazone;j.

Wydaje sie, ze otrzymane rezultaty powinny stanowi¢ dogodna pod-
stawe do dalszych analiz w dziedzinie dynamiki pierscieni Timoshenki.
Ku takiemu przypuszczeniu sklania na przyklad poréwnanie prostych
wzor6w i zalezno$ci uzyskanych przez autora ze wzorami przytaczanymi
w literaturze [np. 3,4].

Jest prawdopodobne, Ze na podstawie proponowanej koncepcji pos-
tepowania bedzie mozliwe zbudowanie bardzo sprawnego algorytmu ge-
nerowania Scistych elementéw skonczonych, kolowych pierscieni Timo-
shenki. Algorytm taki powinien umozliwi¢ sprawna, analize dynamiczna,
dowolnych ukladéw zlozonych z takich elementéw.

DODATEK. WARUNEK ORTOGONALNOSCI FORM DRGAN WLASNYCH
PIERSCIENIA

W celu wyprowadzenia tego warunku, uklad réwnai ruchu (2.3)
nalezy przeksztalci¢ do innej postaci, napisanej tylko w przemieszcze-
niach U, W,® i charakteryzujacej si¢ samosprzezonoscia operatora roz-
niczkowego.

Ten nowy uklad réwnan tworza dotychczasowe réwnania 4, 5 i 6
po wyeliminowaniu z nich sit @, N, M na podstawie réwnan 1, 2 i 3.
Uzyskanie samosprzezonosci operatora rézniczkowego wymaga jednak
jeszcze dodatkowego przemnozenia ostatniego z réwnan przez liczbe -1.
Otrzymujemy w ten sposob rownanie macierzowe
(D.1) DR = —p’MR,

w ktérym poshizono sie nastepujacymi oznaczeniami:
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D= C2d2+Cld+ Co, d=d/dt, g;= 1/1/,', =123

o3 0 0 0 o9+ 03 —03
(D2) Coy=|:0"50 1045 Cyss —(02 + 0’3) 0 01,
0 0 gy - g3 0 0
—ogy O 0 1590, 0 U
Co =11 =09 g3 |, M=10.10 ; R=|W
0 o3 —03 0.0y (¢

Operator macierzowy D ma te wlasno$é, wynikajaca z jego samo-

Sprzezonosci, ze
DT = Cyd? — Cyd + C,.

WprowadZzmy nastepujace okreslenie iloczynu skalarnego
(D.3) <F,G >= [F7(8)G(8)ds
i oznaczmy przez Rini, Rjm dwie rézne formy drgan wiasnych pierscienia
(por. p.4). Dzieki samosprzezonoéci operatora D otrzymujemy
(D.4) < Rinty DRt >=< Rjmmi, DRjng > .
Rownos¢ te mozna sprawdzié¢ postugujac sie calkowaniem przez czesci i
uwzgledniajac warunki brzegowe.

Na podstawie réwnania (D.1) mozemy teraz napisa¢

(D.5) < Rint, DRjm >= —pf,,, < Rk, MR >

(D6) < ijhDRinlc >= —p?;k <l ijlaMRd'nk >,
a po uwzglednieniu (D.4) dodatkowo

(D.7) < R;nk,Dijl >= —pﬁk < Rink,Mijl s g

Odejmujac stronami (D.5) i (D.7), otrzymujemy przy zalozeniu, ze
Pnk 75 Pmi

(D.8) < Rink, MRy >= 0.
Przyjmujac, ze
(D.9) < Rink, MRink >= Qink

warunek ortogonalnosci form drgan wlasnych pierscienia mozemy zapi-
sa¢ w postaci ogdlnej

(D.10) < Rinty MR jmi >= @inkijbnmbii

stusznej dla dowolnych warto$ci indekséw ¢, j,n,m, k, .
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Pe3zomMme

TUVIOCKME CBOBOJHBIE KOJIEBAHUSA HEITOATIEP TBIX KPYT OBBIX KOJIELL.
YACTbD III. OMTHOYACTOTHBIE CBOBOJHBIE KOJIEBAHUSA

Ha ocHoBe mpensiaymux craTeit [1, 2] 06cyx/ieHBl OCHOBHbIE YEPTHI OHOYACTOTHBIX
cBoboHBIX KoneGaHHMH Mopeneld KPYroBelX KoJell, YTOYHeHHBIX B cMbicie THMomeHKO.
Jlo6aBouHO 06CyxaeHbl obmue cny4yau cBOGONHBIX H BHIHYXKAEHHBIX KoJNeGaHHIA.

SUMMARY

FREE IN-PLANE VIBRATIONS OF UNSUPPORTED CIRCULAR RINGS
PART III. FREE SINGLE-FREQUENCY VIBRATIONS

Description of the characteristic features of free single-frequency vibrations is given for
Timoshenko-type rings, the analysis being based on the previous results presented in [1, 2J; a
general case of free and forced vibrations is discussed.
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