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INERCYJNYM

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

Przedmiotem rozwazani w rozprawie jest zastosowanie réwnan Lagrange’a drugiego ro-
dzaju do wyprowadzenia réwnan ruchu belki Timoshenki pod wplywem ruchomego skupionego
obciazenia inercyjnego. Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju zastosowano zaréwno do mo-
delu ciaglego belki swobodnie podpartej, jak réwniez do modelu dyskretnego belki o dowolnych
warunkach brzegowych. Wyprowadzone przeksztalcone réwnanie ruchu modelu ciaglego jest
czwartego rzedu ze wzgledu na zmienna czasowa i przestrzenna o zmiennych wspétczynnikach
przy wszystkich pochodnych. Podano réwniez warianty tego réwnania. Analize¢ modelu dys-

kretnego ograniczono do dwéch wariantéw metody aproksymacyjne;j.

1. WSTEP

Koncepcja wprowadzenia wspélrzednych uogélnionych do zagadnie-
nia dynamiki belki pod wplywem ruchomej sily skupionej i obcigzenia
ciaglego bezmasowego i réwnomiernie rozlozonego nie nalezy, jak sie
powszechnie sadzi, do TIMOSHENKI [2]. Juz w roku 1899 RADAKO-
WIC w zapomnianej pracy [1] wyprowadzil prawidlowo réwnanie ru-
chu belki Eulera we wspélrzednej uogdlnionej, stosujac réwnania La-
grange’a drugiego rodzaju. Historia problemu oméwiona jest szcze-
gélowo przez PANOWKE w pracy przegladowej [3]. Nastepnie wielu au-
toréw w réznych pracach rozszerza te idee do przypadku ruchomego
obcigzenia masowego. Nalezy w tym miejscu przede wszystkim wymie-
ni¢ obszerne rozprawy KONASZENKI [4-6] poswiecone belce Bernoulliego-
Eulera-Krylowa. Belka Timoshenki pod wplywem ruchomego obciazenia
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inercyjnego byla przedmiotem analizy w pracy MORGAJEWSKIEGO i Ko-
RZEMIAKINY [7]. Do wyprowadzenia réwnan ruchu modelu ciaglego belki
w tej pracy zastosowano jednak metode ortogonalizacyjna Bubnowa-
Galerkina. FiLipPow, KOCHMANIUK stosujac podej$cie SCHALLEN-
KAMPA (8] wykorzystuja w wielu pracach i opracowaniach monograficz-
nych uogdlnione wspéirzedne i sity Lagrange’a [9-11]. Z polskich opraco-
wanl po§wieconych tej tematyce wymienimy rozprawe NALESZKIEWICZA
[12], LANGERA i Jego Szkoty [13-15] i [52], KRASINSKIEGO i NIZIOLA
[16] i wiele innych. NALESZKIEWICZ w [12] wyprowadza réwnania ruchu
belki Eulera réwniez przy wykorzystaniu rownan Lagrange’a drugiego
rodzaju. Wyprowadzenie tam jest jednak inne i bardziej skomplikowane
od proponowanego w niniejszej pracy. Energia kinetyczna zostala tam
bowiem wyznaczona lacznie dla belki i ruchomej masy.

2. DYNAMICZNE ROWNANIA RUCHU BELKI TIMOSHENKI — MODEL
CIAGLY

Rozwazania rozpoczniemy od wyprowadzenia réwnan ruchu swobo-
dnie podpartej, pryzmatycznej belki Timoshenki obciazonej skupiona
masa ruchoma M. Zgodnie z rysunkiem 1 zaklada sie, ze ruchoma
masa M przemieszcza sie po belce ze stala predkoscia v. Warunki
brzegowe swobodnego podparcia spelnimy, jesli ugiecie belki w i kat
obrotu przekroju v wyrazimy przez wspélrzedne uogélnione g;(t) i gi(t)
w nastepujacy sposob

w(z,t) = iqi(t)sina;:v,
(2.1) -
Y(e,t) = 3 qi(t)cosaiz,
i=1
gdzie

a;:%, Eoil St

Uklad réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju opisujacy dwumodalny
model belki podaje sie¢ w nastepujacy spos6b:
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| x=vt y
: ™
o—
\ EJ, #GA, m =const /
N . %%

N v

Rys. 1. Schemat dynamiczny rozwazanego zagadnienia

LNV A

2.2) dt \d¢;) dq;i 98¢ "
: ii. or _g B_U =t Q (.)'_E
dt\og;) dg ' ag " T ot

Energia kinetyczna w belce jest okreslona w nastepujacy sposéb:
1

(2.3) / w(z,t))%dz + - /mr2[¢ (z,1))%dz =
0

-5
i=1

er-l

: 3 S .
(mg? +mr’g;) = 3 Z(mq?+ J o),

gz

et g

gdzie r? = % jest kwadratem promienia bezwladnosci przekroju belki,
mr? = Jp, p za$ gestoécia materialu, z ktérego zbudowana jest belka.
Energia potencjalna belki jest okreslona w nastepujacy sposéb:

1 [y, 1] R
= % § [EJo?q + kG A(cugi — §)?]
=1

gdzie B = — 1 jest ré6wnaniem wiezéw wewnetrznych.
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A7 >
ol bzw aw 2&
B-u(5F +2v S5 +v2 5%)
P =Mg

- P
RN

4
Rys. 2. Zastepcza sila N dzialajaca na belke Timoshenki

Uogodlniona sila @); moze by¢ wyznaczona z nastepujacego rozumo-
wania. Dzialanie ruchomego obciazenia na belke sklada sie¢ z ciezaru
P = Mg i sily bezwladnosci B, a $cislej z jej skladowej pionowej. Mamy
zatem ;

(2.5) N =P+ B.
Zasada pracy wirtualnej zapisana w nastepujacy sposob:
(2.6) Néw = Q;6q;, édw = b¢g;sin #t-

prowadzi do wzoru okreslajacego uogdlniong sile Q;

. tmut . tmut
(2.7) Qi= Nsm# = (P + B)sin 17—%—”—
Uogélniona sita Q; w tym przypadku obciazenia jest réwna zeru, co
oznacza, zZe masa jest skupiona w jednym punkcie. Sila bezwladnosci B
jest okreslona wzorem RENAUDOTA [40] w nastepujacy sposéb:

d*w *w w 0w
7;;2‘) ey (W S > W)

W definicji (2.8) wykorzystano:

(2.8) B=—M(

ow 0 dz
x = ol da. =vdf, . ~dw = Edt + a—xda:, v=—
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dw(z,t)] 0w  Ow
(29) dt z'—vt at i -a_.’l}. z—vt
d*w a ad\ (0w ow 0 (0w ow
A e -G ml et m) o w )
_H)i (B_w P aw) % ®w 8 w i v232w
oz \ Ot Oz ot? 0zot [0 1 —

Reasumujac, uogoélniona sila Q); jest okreslona w nastepujacy sposéb:

imvt o*w w 232
r e e +[_M(6t2 e i aﬁ)]

sl
Bl ——
z=vt l

(2.10)
Qi =0.

Wykorzystujac (2.3), (2.4), (2.10) uklad réwnan Lagrange’a okresla-
jacy ruch belki Timoshenki podaje si¢ w nastepujacy sposob:
5 Pl 2
m§; + kGA(ugi — Gi)oi = 79
(2.11)

Jpg; + EJolq; — kGA(ougi — §i) = %Q.
Ukiad réwnan (2.11) mozna przeksztalci¢ tak, aby otrzymaé jedno

przeksztalcone réwnanie rézniczkowe ruchu, zalezne tylko od jednej wspol-
rzednej uogodlnionej np. od ¢;

2
212) Q¥+ [<c% +c)a? + ] 5 =

e ae
i [(a?cf + r—2)Qi + Qi + e Q: ;

gdzie
g E
Cl =
P
Przeksztalcone réwnanie ruchu mozna réwniez wyrazi¢ we wspoélrzed-
nej ¢;(t) w nastepujacy sposéb:

N
p

(213) @'+ [(q +c3)af + °2] d; + aicicyd; =

(Qa Qi) + :_2Q~z
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rézniace si¢ od proponowanego (2.12) tylko prawa strong. W dalszej
czesci pracy okreslimy szczegélowo uogdlniong site Q;(t).
Podstawiajac do (2.10) przyjete przemieszczenie (2.1) otrzymamy

i 00 o0
(2.14) Qi(t) = Psinojut — M LZ gjsinajvt + 2v Y gja;j cos ajvt—
j=1 =1

29 2
—v" ) gjajsin ajvt] sin o;vt.
J=1
Wyrazenie (2.14) wygodniej jest poda¢ w nieco innej formie z roz-
réznieniem czynnikéw pobocznych ¢ # j sprzegajacych nieskonczony
uklad réwnan ruchu

(2.15)  Qi(t) = Psin vt — M(;sin® a;vt + gvay sin 2040t —

o0

—givla? sin® aut) — M [E gj sin ajvt sin avt+
y=1
i#)

+2v Z gjaj cos ajvt sin o;vt — v? Z q,a sin ajvt sin a;vt

j=1 i=
i#j '#J

albo
(216) Q,‘(t) = Psin o;vt — M(q, sin? o;vt+
+giva; sin 2050t — gv’a? sin a,vt)—
M| e | Tt
-5 [z iy {cos [t = )] - cos [ +9) 7|} +
j=1
i#i

+2v § a;q; {sin [(z _j)rTvt] + sin (z +])7r;)t } -

i#j

—v? § a?qj {cos [(z - ])WTvt] — cos (z +J)1r_vt }‘ 3
19

Do okreslenia przeksztalconego réwnania ruchu potrzebna jest druga
pochodna uogdlnionej sity Q;(t) wzgledem czasu, ktéra podaje sie¢ w
nastepujacy sposéb:
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(217)  Qi(t) = —a}v?Psinajut — M ¢} sin® ozvt+

+3a;v §; sin 2050t + a?v?§;(6 cos 2a;vt — sin? ayut)—
—601? 0341'1' sin 2a;vt — 2a‘,-‘v4q,- cos 2a.~vt] -

M

> 11, {cos [(z —j)WTvt] — cos [(z +J)1r_vt }+

l

J
i

Bl o455

-2 [—(z -J) - va,] sin [(z - )Zrlit }+

00 2 ¢
+ > §; { [(z + 3)2 + 4vo;(i + J)— + v2a2] cos [(z 4+ ])F;)
it

2,2 .
AT ATy =1 UaWY 2 9 wvt
i [(1—1) _12_"'4'Uaj(3 —J)T-—-v aJ- cos [(z— )T }_
g T2V ]
5% ij{ [Uag( 1)21—2 b2 'U2CY2(1 —])— - sin [(z de A ) et +

i#j

v’ xol s [ et
+2 |vay(i + ) l—2+va(z+])—— sm[(z+])T -

- 21 q,-v2a;‘? {(z — ])2—cos [( )— R
Jj=
i#i

{1+ 1) ——cos [(z+])7rvt }]

Wprowadzamy pewne wielkos$ci bezwymiarowe

i vt (& M d(—)’ R ’
f—T, ‘u_ml’ T—(—)-
Podstawiajac (2.16) i (2.17) do (2.12) otrzymamy ostatecznie prze-
ksztalcone réwnanie ruchu belki we wspétrzednych uogélnionych g;
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(2.18)

gdzie

(2.19)

WACLAW SZCZESNIAK

Ai(€)ai¥ (§) + B (E)q’"(£) + Ci(§)gi (6) + Di(§)qi(§)+
+Ei(§)ai(§) + 2 [a:5(€)g;" (€) + bij (€)d]'(€) + Cis(€)d] (€)+

+dij(€)g;(€) + €:(€)ai(€)] = Fi(€),

Ai(€) =1+ 2usin?in€,  B;(£) = 6umisin 2mif,

2
Ci(§) = [(01 + )l + ]+2y [% (afcf + ?—2) sin’ inf] 4+
+021%(6 cos 2mi¢ — sin’ i1r(§)] 5

Di(§) =2p [ (2 + Cg)oz. 61301?] sin 271§,

Ei(¢) = ajicicd— 2 - 2u E olct + g%_ o sin® Tié +
1 1§94 vt 02 il r2 i

210 cos 2rie],
Rl 2 |+ 32) - o] snine,
aii(€) = p-cos (i - )] — eos (i + )nel},
bi(€) = 201 { [T+ 3) + o] sin (6 + )me) -
- [f6 =) - | sinf(i - s)ma}
ci€) = {4 57T + S+
ra - % (o + )| coslG 4 yme] - (- -
~Tay(i-j) - el + (a?c';‘ + %)] cos [(i - j)w&]} ,
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219) a6 =2*[{% (o2 + 3) - T+ [T+ 0+

[cd.]
rasl)sin((-+ )we) +{% o1t + F) -
~ =)o [T - 3) = | fsim [ - )me],
e = {ai | i =37 - (adt + 3 35| cosli - symel -
~ai [Trti+ )+ (a2 + 3) & coslli+ ).

W przypadku ¢ = 1 znikaja czlony sprzegajace réwnanie (2.19) i po
wprowadzeniu oznaczenia

2:20) s =22,
gdzie f, = 2P 2 AT 41— jest bliskie statycznemu ugieciu srodka belki Bernoul-

liego-Eulera od skupionej sily P dzialajacej w jej srodku, réwnanie (2.18)
mozna napisa¢ w nastepujacej bezwymiarowej formie:

(221)  A©SMN(©) +BES"© +CES"€) +DEOF O+
+E(§)f(§) = F(§),
gdzie
A=1+2usin’7é, B= 6u7rsin27r£,
2 c%]

I
c=ﬁ[(c%+c%)a%+r +2u[ (a1c1+c%)sm né+

+a31%(6 cos 2m¢ — sin® 7’5)] .

3 :
(22 D=2 [F(a"l’cf + :%—2)011 - 61301:1’] sin 27¢,
4.2 14 o, 2 Ay 2. 2 4 4
E = ajc; - 2u ( ajci + r—)al sin® 7€ + 21°a] cos 27€ | ,

2
4
F = =y [(afcf 1 % - afv2] sin 7§, o = ;

mut
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W réwnaniu tym wszystkie wielkosci pozostajg bezwymiarowe. Mor-
gajewski i Kozemiakina w pracy [7] otrzymali na innej drodze réwnanie
(2.21). ’

Uzasadnienie pomini¢cia czlonéw sprzegajacych i # j w odniesieniu
do belki Eulera znajduje sie w pracy [18].

3. SZCZEGOLNE PRZYPADKI ROWNANIA RUCHU BELKI TIMOSHENKI

Wzér (2.8), ktéry okresla sity bezwladnosci ruchomego skupionego
obciazenia masowego wynikajace ze zlozenia ruchu wzglednego masy M
i ruchu unoszenia belki, jego poszczegélne trzy skladniki maja prosta
interpretacje fizyczna

(31) B = Bgoq + BCor + Bodé’
gdzie $
Bioa = —-M %’é’- — oznacza dodatkowa poprzeczng sile
bezwladnosci,
Bcor = —-2M vg—g— — sile Coriolisa,
Bogs = —-M vzg—;g — sile odsrodkowa.

W celu wyjasnienia roli, jaka odgrywa sila Coriolisa podaje sie prze-
ksztalcone réwnanie ruchu belki bez jej udzialu. Odpowiednio zmienia
sie w takim przypadku uogélniona sila Lagrange’a

sin o;vt.
z=vi

imvt O%w 23210

Po wykorzystaniu (2.1) otrzymamy po pominieciu czlonéw sprzega-
jacych nastepujacy wzor na owa sile i jej druga pochodna wzgledem
czasu:

t
Q; = Psin E;i- — M (§;sin® a;vt — g;v2a? sin? o;vt),

(3.3) Q. = —a; 202 P sin aut — M [q sin? a;vt+
+2a;v §; sin 200t + a?vzij,-(2 cos 2a;vt — sin? a;vt)—
—20:?1)3(},- sin 2a;vt — 2a}‘v4qi cos 2a.~vt] L
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|
|
|
Widok 2z gory : a. =26 xv,
|
|

|
|
|
|
|
l |
| @ |
|

) ML :
4

M V=V
B
V=Vy j I
@

Rys. 3. Sily i przyspieszenia Coriolisa dzialajace na belke¢ Timoshenki jako efekt ruchu
zlozonego — ruchoma masa i drgajaca belka

Réwnanie ruchu belki (2.21) przy i = 1 podaje si¢ w nastepujacy
sposob:

(33)1 AV +Bf"(€) + Cf"(&) + Df'(€) + Ef(€) = F(¢),
gdzie

B = 2un sin 27,
o 1 P v
03 C= iz [+ dat+ Fwouf iz @+ ot + G st ner

+021%(2 cos 7€ — sin® 71'5)} )
D = —4padlsin 2¢.

Brak sity Coriolisa wplynat na zmiane wspoétczynnikéw B, C' i D przy
"), f"(€) i f'(§) w stosunku do podanych wzorami (2.22). W dalszym
ciagu mamy jednak do czynienia z réwnaniem rézniczkowym czwartego
rzedu o zmiennych wszystkich wspélczynnikach.

Jesli pomina¢ sile odsrodkows, to uogdlniona sila bezwladnosci jest
okreslona, po pominieciu czlonéw sprzegajacych, w nastepujacy sposéb:

imvt w 0w .
W= Psm— -+ [ M ( 52 - 2v6m6t)] z=”tsma,~vt,
i
(3.4) Q= Psin i — M(g; sin? a;vt + giva; sin 2a;vt),

l
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(3.4) Q, —a2v?Psinout - M (q V sin? ovt+
[cd.]
+ 4; 3a;v sin 2a;vt + c'j,-Ga? cos 2a;;ut — q.4a 3 sin 2avt).

Réwnanie ruchu belki w tym przypadku podaje sie¢ w nastepujacy
sposéb:

3.5)  AfV(E) + Bf"(€) + Cf'(€) + Df'(€) + B (6) = F(€),
gdzie

Q)

2 g
- |@+ D+ 2]+

2 2
+2p [l (afc% 3) sin? 7€ + 6021? cos 27¢

—
—

(3.5) Dz 2p [ (afc% + Yoy — 4ail3] sin 27€,
E = aid]

c%

Wspélczynnik E przy f(&) jest staly w czasie w tym przypadku.
Nie ulegly zmianie za$ wspétczynniki przy f1V(£)i f"(£) w stosunku do
pelnego réwnania (2.21).

Wreszcie przy pominieciu dodatkowej sity bezwladnosci poprzeczne;j,
jaka wnosi ruchoma masa, uogélniona sita Q;(t) i jej druga pochodna
wzgledem czasu daja sie zapisa¢ w nastepujacy sposob:

invt 0w 5 0%w :
Q; = Psin = + [ M (2v6 5 +v W) =vtsm a;vt,
(3.6) Q; = Psin # — M(gva; sin 2050t — giv’a? sin® avt),
Q: = —q; 292 P sin %—M [a,v q; sin 20;vt+ a2v2(4 cos 20 vt—
—sin a,-vt)q,- - a,-v g; sin 2a;ut 2a4l4q, cos 2a,'vt] :

Roéwnanie ruchu belki Timoshenki przy ¢ = 1 mozna podaé w tym
przypadku w nastepujacy sposéb:

3.7 YO+ Bf"(E€) + Cf'(€) + Df'(€) + Ef(§) = F(§),
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gdzie
A £ 2 o C% 272 2
€= " [(c1 + c3)aj — ﬁ] + 24 [0}13(4 cos 27 — sin® x€))
(3.7,

¥ 3
D=2u [(afcf + %)al% - 601:1’13] sin 27¢.

Wspélczynnik przy czwartej pochodnej jest staly i rowny jeden.
Wspbélczynnik przy trzeciej pochodnej B = B, wspélczynniki zaé przy
drugiej i pierwszej pochodnej C i D przechodza w CiD,D=D.

Jesli uwzgledni¢ tylko wplyw sily odsrodkowej, to uogélniona sila
Qi(t) i jej druga pochodna daje sie napisa¢ w nastepujacy sposéb:

Qi(t) = Psinaut+ M a,?vzq,' sin® a;vt,
(38)  Qi(t) = —a?v?Psin ajut + Ma?v?(§isin? osut+
+20;v¢; sin 20,0t + 2a?v2q,- cos 2a;vt).

Przeksztalcone réwnanie ruchu belki przy ¢ = 1 mozna napisaé¢ w
nastepujacy sposob:

(3.9) Y€ +C*f"(€) + Df'(€) + Ef(€) = F(§),
gdzie

e _Pla, a2, 9 212 2
(3.9)1 Gt= 2 [(cl + c3)af + 7—2} — 2pail® sin® €.

W tym przypadku w réwnaniu ruchu (3.9) znika trzecia pochodna
£"(€). Wspélezynnik D przechodzi w D, a wspélczynnik C' w réwnaniu
(2.21) przechodzi w C*.

Jesli uwzglednié tylko wplyw dodatkowej sily bezwladnosci od rucho-
mej masy na belce, to uogélniona sila i jej druga pochodna wzgledem
czasu wyraza, sie w nastepujacy sposob:

Qi(t) = Psin vt — M§;sin® q;vt,
(3.10) d
Qi(t) = —a?v?*Psin ajut — M(q!" sin® vt +
+2a;v §; sin 2050t + 2a}v%§; cos 2a;vt).



604 WACLAW SZCZESNIAK
Réwnanie ruchu belki w takim przypadku daje si¢ napisa¢ w nastepu-
jacy sposéb:
(3.11)  AfY(&) + Bf"(€) + Cf"(€) + Ef(€) = F(¢),
gdzie ;

B =2B,

(3.11),
g

12
7|+ at+ 3 +
P c
+2u [;5 (alcf + 2 ) sin? 7€ + 201112 cos27€| .

Wreszcie jesli uwzglednié tylko site Coriolisa, to uogélnions site Q;(t)
i jej druga pochodng wzgledem czasu mozna napisa¢ w nastepujacy spo-
sob:
Qi(t) = Psin aut — Mg;v sin 20,0t
C},-(t) = —a; 2y2 P sin vt — Moa;v(4; sin 2a;vt+
+4¢;a;v cos 20,0t — 4a,-v gi sin 2avt).

(3.12)

Réwnanie ruchu belki Timoshenki w takim przypadku podaje sie w
nastepujacy sposob:

V) + Bf"(€) + Cf"(€) + Df'(€) + BF(€) = F(¢),
C= 1—1; [(cf +c3)a? + r%] + 8uai? cos 27€.

Jesli mamy do czynienia z ruchomas, sila bezmasowa na belce Timo-
shenki, zagadnienie analizowane w wielu pracach [19-21], to uogélniona
sita Q;(t) i jej druga pochodna wzgledem czasu sa opisane w nastepujacy
sposéb:

(3.14) Qi(t) = Psinavt, Q;(t) = —a?v?Psinaut.

Roéwnanie ruchu belki w tym przypadku obciazenia ma wszystkie

stale wspélczynniki i jest podane w nastepujacy sposob:

(315) )+ [<c1+c2>a1+ ]f"(£)+

+a4czc2l HE) = L 2L [(a2c + —%) - a2v2] sin 7€
17172 4 T mut ! 2 1 .

(3.13)
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Jak latwo zauwazyc¢, wszystkie przeksztalcone réwnania ruchu belki
Timoshenki (2.21) - (3.15) sa czwartego rzedu ze wzgledu na zmienna
czasowa i maja jednakowe prawe strony F(§). WOL'’PER i MORGA-
JEWSKI w pracy [22] analizuja swobodnie podparta belke Bernoulliego-
Eulera obcigzona ruchoma skupiona masa. Réwnanie ruchu takiej belki
w identycznych bezwymiarowych wspéirzednych podane jest w tej pracy
przy wykorzystaniu algorytmu Bubnowa-Galerkina, przy ¢ = 1 jest okre-
slone w nastepujacy sposéb:

d
(3.16) (1 +p— pcos2mg)f(¢) + 22 Gnone f &)+

+ [1 - ;m2(1 — cos 27€) ] f(&) = sin 7€,

gdzie
AN ¥ e 1
~ Vitiuv,' J \/T 2p’ ml’

_ vt wikt =
N BT TS 1_2 F'

Réwnanie to podane bylo po raz pierwszy przez INGLISA [23] w 1934
roku, nastepnie BOLOTINA [24-25]. W pracy [22] mozna réwniez zna-
lez¢ warianty réwnania (3.16) w zaleznosci od uwzglednienia lub nie
sit Coriolisa, odsrodkowej i dodatkowe;j sily bezwladnosci od ruchomego
skupionego obciazenia masowego. W pracy [18] podane jest pelne réw-
nanie ruchu belki Eulera ze sprzegajacymi czlonami ¢ # j. Dla kom-
pletu podamy warianty réwnania ruchu belki (3.16). I tak, jesli nie
uwzgledniaé sity Coriolisa, to (3.16) redukuje sie¢ do réwnania

2
(3.17) ) [1 4+ p(1 = cos2n)] f"(€)+
+ [1 = pr*(1 = cos 27r£)] f(§) =sinx€.

Jedli w réwnaniu (3.16) nie uwzglednié sily odsrodkowej, to otrzy-
mamy

(3.18) = £ (U= poos IR F1(E) S§n2r£f’(£)+f(£)=sin7r£-

Jesli w (3.16) pominag sily Conohsa. i odsrodkowa, to otrzymamy

2
(3.19) S5+ u— pos2m€)f(€) + £(6) = siné.
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Wszystkie te réwnania sa wazne w przedziale £ € (0,1). W chwili
& = 1 ruchoma masa opuszcza belke. Mamy do czynienia z drganiami
swobodnymi. Réwnanie ruchu belki Timoshenki w drugiej fazie (drgania
swobodne) we wszystkich jego wariantach jest podane w nastepujacy
sposoéb: :
v PHAS “avy G 4220
20 F¥€) + 5 [+ ot + F| 71O+ el 0 =0,

przy £ > 1.
Réwnanie (3.20) ma stale wspélczynniki i jest jednorodne. Warunki

poczatkowe, ktére decyduja o jego rozwigzaniu, wynikaja z poprzedniego
rozwigzania (2.21) lub innych wariantowych réwnar ruchu w chwili £ =
1. W przypadku modelu bezfalowego belki réwnanie drgan swobodnych
jest okreSlone w nastepujacy sposéb [22]:

2
" T
(3.21) fi(§) + Efl(f) =0, przy { > 1.
4. RUCHOMY MOMENT SKUPIONY NA BELCE. MASOWE OBCIAzENIE

ROWNOMIERNIE ROZLOZONE. WPLYW NIEROWNOSCI JEZDNI
BELKI NA DRGANIA

e
EJ, ¥ GA,m = const /
\ [
\§ E
+

| 1

Rys. 4. Skupiony ruchomy moment L zwiazany z masa jako dodatkowe obciazenie belki

Jesli uwzgledni¢ w obciazeniu inercyjnym dodatkowo moment sku-
piony L dzialajacy wraz z ruchomg skupiona masa, (rys.4), to w rozwaza-
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nym wezeéniej zagadnieniu ulegaja zmianie uogélnione sity Q;(t) i Q;(t)
oraz odpowiednio drugie pochodne tych wielkosci wzgledem czasu. Uog6l-
niona site Qi(t) wyznacza sie z zasady pracy wirtualnej zapisanej w
nastepujacy sposob:

(4.1) 6A = L&y — Qi64; = 0.
dx4
- xq=vi, / "
% ’ L o
N / S
V \
va
\ EJ, 22GA, m=const //
v
BN vt
B
A i %

Rys. 5. Inercyjne, ruchome obciazenie ciagle na belce Timoshenki

Zwazywszy na (2.1)y, 61 okresla sie w nastepujacy sposéb:
(4.2) 8y = 6q;(t) cos a;vt.

Podstawiajac (4.2) do (4.1) wyznaczamy uogélniona site Q;(t) okreslo-
na w nastepujacy sposéb: -
(4.3) Qi(t) = Lcos ajut, Q,(t) = —av’L cos ojut.

Sita Q;(t) jest w tym przypadku réwna zeru, chyba ze wraz ze skupio-
nym momentem dziala jeszcze ciezar wlasny ruchomej masy; wéwczas
Qi(t) jest okreslona wzorem (2.7).

Inaczej jest okreslana uogdlniona sila Q;(t) w przypadku dzialania
skupionego momentu na belke Bernoulliego-Eulera. Moment skupiony
L mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

(4.4) L = Pe,

gdzie € jest malym ramieniem pomiedzy pionows para sit P.
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Cze$¢ uogodlnionej sity Lagrange’a (bez udzialu sil bezwladnosci od
ruchomej masy) daje si¢ zapisa¢ nastepujacym wzorem:

(44)1 Qa( ) PSID@ — PSIDM Y

= 2P cos ?(vt )sm z;rle
Wzér ten wynika réwniez z zasady pracy wirtualnej zapisanej w
nastepujacy sposob:

A = hm % Sw(z) — bw(z — ¢€) = Qibq;,
z=vt
(4.4), B
e_’ S [w(:c) w(z—¢)]= L-a——.

Po podstawieniu za P = L/e i wykonaniu przejcia granicznego
z € do zera otrzymuje si¢ uogélniona sile Lagrange’a Q;(t) okreslong
nastepujacym wzorem w tym modelu belki

(4.4) Q(t) = FLcos I, (1) = — 5T 0L cos I12L.

Jesli na belke dziala ciagle, r6wnomiernie rozlozone obciazenie iner-
cyjne o masie m,, to uogdlniona sila Lagrange’a daje sie¢ okresli¢ z
nastepujacego rozumowania:

Zgodnie z rys. 5 elementarna zastepcza sita dN dzialajaca na odcinku
dz, jest zapisana w nastepujacy sposdb:

2 2 2
(4.5) dN = [qo (a Ko +v2‘9x'”)] da,,

ot? 0z 0t
gdzie
xy = vty, dz; =vdt), z; € (0,vt).
Po scalkowaniu (4.5) w granicach (0,vt) oraz wykorzystaniu (2.6)
otrzymamy

*w YA | L5
Q‘(t)‘/[" "‘Q(at2 i w)]sm o

@ =23 @),

(4.6)
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gdzie
s .
w= Y q)sin I, ij=1,23,...
i=1

W tym przypadku przeksztalcone réwnanie rézniczkowe belki Timo-
shenki ma inne wspélczynniki A;(§) — E;(£), jak réwniez inne a;;(§) —
eij(€) niz omawiane juz (2.18). Jest ono przedmiotem innej pracy au-
tora [27] i tu nie bedziemy go blizej omawiaé¢. W odniesieniu do belki
Eulera, MORGAJEWSKI w obszernej rozprawie [28] podal szczegélowe
rozwiazanie tego ostatniego przypadku obciazenia, a w pracy [29] obcia-
Zenie ciagle jest rozlozone na skoriczonym odcinku mniejszym od rozpie-
tosci belki. Réwnania ruchu belek w licznych pracach Morgajewskiego i
Jego Szkoly sa otrzymywane metoda Bubnowa-Galerkina, rozwigzywane
za$ metoda Rungego-Kutty.

DMITRIJEW w kilku pracach [30-32] uwzglednia nieréwnosci jezdni
w réownaniach ruchu belek Bernoulliego-Eulera. Koncepcje te mozna
réwniez przenie$¢ na model belki Timoshenki. Jesli nier6wnosci jezdni
sa opisane pewng ciagla funkcjg n = n(z), to ulega zmianie réwnanie
(2.8):

dw d*p
(47) B=-M (W + W) £
O*w w 0w 8%
o [6t2 MbE I B i
W zwiazku z (4.7) uogélniona sita Lagrange’a (2.14) ulega zmianie
: *w o*w
(4.8) Qi(t) = Psinaut — M [W + 2vm+
202 d’n :
+v ] + 6t2] rzvtsm o;vut.

Znana funkcje n(u) zwykle rozklada sie w pelny szereg Fouriera
00 o0
n(u) = A,+ Y Ajcosjmu+ Y Bjsinjru,
i=1 j=1

—t = Z §2A; cos jmu + E]2B s1n_71ru)

j=1
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gdzie
u € (0,§).
Tak wiec wplyw nieréwnosci jezdni zmienia jedynie calke szczegélng
rozwigzania. Komplikacji. ulega jej wyznaczenie, a wiec i ostateczne
rozwiazanie problemu.

5. WPLYW TLUMIENIA ZEWNETRZNEGO I WEWNETRZNEGO NA
ROWNANIE RUCHU BELKI. WPLYW NIEROWNOMIERNEJ
PREDKOSCI RUCHOMEGO OBCIAZENIA MASOWEGO NA ROWNANIE

RUCHU BELKI TIMOSHENKI

Zakladajac, ze mamy do czynienia z ttumieniem wewnetrznym i zew-
netrznym wedlug liniowego reologicznego modelu ciala lepkosprezystego
typu Kelwina-Voigta zmianie ulega wyjsciowy uklad ruchu (2.2) i (2.11).
Uklad rownan Lagrange’a opisujacy ruch belki mozna zapisa¢ w naste-
pPujacy sposob:

(5.1) @ \ag; -=Q; - R;, j=1,2,

d (3T ) or & ov
dg; ~ Og;
gdzie R; sa to uogolnione sily tlumienia skierowane przeciwnie do Q;.
Zakladajac dwa rézne czasy retardacji w modelu reologicznym Voi-
gta, naprezenia w belce dadza sie opisa¢ w nastepujacy sposéb:

: 3 1)
o, = Ee,+né, = E(e, + 7¢;), : ()= prt
(5.2)
Tzz = G'Yzz 4= TIG;Yzz = G('Yzz o Taﬁ'zz);
gdzie
5
=, G

Sily wewnetrzne, po scalkowaniu (5.2) wzgledem z, mozna zapisa¢ w
nastepujacy sposéb:

(5.3) M, =-EJ(+1¢), T.=kGAB+7.p).

Uklad réwnan Lagrange’a (5.1) po uwzglednieniu dodatkowych sit
uogdlnionych R; prowadzi do dwéch réwnan ruchu belki:
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.. . DA
mg; + (1 + T—)KGA( aigi — §i)oi + cgi = Qi
(5.1') ’

4 slsn i@ o
Jpg; + (1 + "'at)EJa Gi — KGA(aigi — §i) + cyq; = TQ:',

gdzie ¢,cy — sa odpowiednio wspéiczynnikami tlumienia zewnetrznego
w belce odpowiadajacym odpowiednio predkoéciom uogélnionym g; i §;.
KACzZKOWSKI w monografii [33] wyprowadzil te same réwnania stosujac
metode kinetostatyki. Przyjmujac réwnanie wiezéw geometrycznych
przekroju belki w nastepujacy sposéb:

(5.4) B=4=+9¢
oraz definiujac moment M, w nastepujapy sposéb:
(5.5) M, = EJ(¢ + 1),

nastepnie przyjmujac w ukladzie réwnan (1.12) podanych w monografii
[33] s. 188, ze ¢, = —1 oraz wykorzystujac (1.1), otrzymamy uklad
naszych réwnan (5.3). Uklad réwnaii (5.3) daje sie réwniez doprowadzié¢
do jednego przeksztalconego réwnania ruchu czwartego rzedu ze wzgledu
na zmienna czasowa. Rdéwnanie takie przy pewnym szczegdlnym przy-
padku 7 = 7, podane jest w pracy autora [34].

Jesli zalozy¢ w stanie lepkim niescisliwo$¢ materialu, z ktérego jest
zbudowana belka, to wzory (5.2) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

o, = Ee,+3n.6;, n=3n,
(5.6)
Te: = GV + nc'j’zz-

W przypadku plaskiego stanu naprezenia (tarcza) i niescisliwosci
stanu lepkiego otrzymamy

E s :
0% = m(ez + VEy) i 27']0(281: i Ey),

E : :
(5.7) oy = m(sy + ve:) + 20,(26y + £2),
Toy = Gy + NeVzy-

Ostatnim punkterri tego rozdzialu jest wyprowadzenie réwnan ru-
chu belki Timoshenki w przypadku, kiedy ruchome inercyjne obciazenie
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przesuwa si¢ po konstrukcji ze zmienna predkoscia. W odniesieniu do
klasycznej belki Eulera znany jest szereg pracy z tego zakresu [35-36],
a szczegblnie godne odnotowania rozprawy KONASZENKI [5] i DMITRI-
JEWA [37]. Analizuje si¢ w nich dynamike prostej przegubowo podpartej
belki, na ktérej znajduje sie bezmasowa sila skupiona lub bezmasowe
obciagzenie ciagle przemieszczajace sie po konstrukeji ruchem jednostaj-
nie przyspieszonym lub jednostajnie opéznionym. Rozwiazanie anali-
tyczne w tym przypadku sprowadza sie¢ do rozwigzania calki

ty
(5.8) S(t)= £ /sin [ﬂ (vot - gtz)] sinwy,(t; — t)dt,

milw, 3 l
gdzie a jest przyspieszeniem z jakim porusza sie sila skupiona.
Wynik calkowania (5.8) przedstawia si¢ w postaci tzw. funkcji Fre-

snela [35-36] i [5]. W przypadku za$ obciazenia ciaglego, calka (5.8) daje
sie zapisa¢ w nastepujacy sposéb [36]:

n;r (votl + 2tl)] sinwy,(t — t1)dt;.

(5.9) Sa(t) =- 29 jco
0

mnmTwy

Inna metoda rozwiazania tego problemu w odniesieniu do prostej
belki przegubowo podpartej podana jest w pracy DMITRIJEWA [37].
Wszystkie te opracowania, jak juz wspomniano, odnosza sie do bezi-
nercyjnego obciazenia. Uwzglednienie masy obciazenia w przegubowo
podpartej belce Eulera znajduje sie w interesujacej rozprawie NIKITINA
[38]. Nalezy réwniez odnotowaé prace DMITRIJEWA [39] z tego zakresu.
Wzorujac sie na pracy [38] przyspieszenie belki okresla sie w nastepujacy
sposéb:

dw 0w 0w Pw  Ow

bt R 2= - i
(5.10) 2= 9 +2(v, £ at)a 5 + (vo £ at) 522 +a 9%

gdzie

a
VEskal, x=vot:h—2—t2.

Pewnego komentarza wymaga ostatni skladnik wzoru (5.10). Re-
prezentuje on iloczyn wektorowy wektoréw a i ¢ = %?v—v Czynnik ten
odgrywa istotna role w tym przypadku ruchu i nalezy go uwzglednic¢ w
obliczeniach.



ZASTOSOWANIE ROWNAN LAGRANGE’A DRUGIEGO RODZAJU 613

Skladnik ten zniknie jesli a = 0, a wiec w przypadku ruchu jed-
nostajnego ruchomego obciazenia. Wzér (5.10) przechodzi wéwczas w
nastepujacy podany przez RENAUDOTA [40]:

dw w 0w w
i | = 2 3 X
e i o8 T ot T o

Zgodnie z (5.10) uogdlniona sila Q;(t) jest okreslona w nastepujacy

sposéb:

iTut &*w
Qi(t) = Psin ST M 2 + 2(v, £ at) 6t2
ow imot
2_ ow| . vl
(5.12) +(v, £ at) 52 ta 52| 52
Q~i=07 .'L'=U,,tﬂ:-‘—z-t2, 'U='Uo:*:at.

2

Komplikacji ulegnie wiec przeksztalcone réwnanie ruchu belki Timo-
shenki (2.18). W cytowanej pracy NIKITINA [38] mozna znalez¢ réwniez
przypadek ruchomego réwnomiernie rozlozonego inercyjnego obcigzenia,
ktorego czolo przemieszcza sie po belce Eulera ze zmienng predkoscia.
Roéwnania ruchu belki w tej pracy wyprowadza si¢ metoda Bubnowa-
Galerkina. W rozwiagzaniu szczegélowym zaklada sie udzial trzech pierw-
szych postaci drgan wlasnych, calkowanie numeryczne prowadzono meto-
da Rungego-Kutty. Rezultaty obliczen wskazuja na bardziej niekorzy-
stny przypadek ruchu jednostajnie opéZnionego na przeciazenie dyna-
miczne konstrukcji belki Eulera. Przeciazenie to ma charakter oscyla-
cyjny i jest funkcja sredniej predkosci obciazenia.

6. MODEL DYSKRETNY KONSTRUKCJI, KOMPUTEROWE METODY
ROZWIAZANIA PROBLEMU

Pojawienie sie w konicu lat pieédziesigtych komputera spowodowalo
w dynamice konstrukcji pod ruchomymi obcigzeniami przewartosciowa-
nie metod obliczeniowych w kierunku algorytmizacji przebiegu procesu
obliczeniowego oraz wyszukanie modelu adekwatnego do tej techniki.
Takim skutecznym modelem osrodka ciaglego stat si¢ model dyskretny
'jako jedyny pozwalajacy na ogdl przy skomplikowanej geometrii kon-
strukcji prowadzi¢ obliczenia z wystarczajaca dokladnosciag w odniesie-
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niu do praktyki inzynierskiej. Jedna, z pierwszych prac, w ktoérej zastoso-
wano model dyskretny w odniesieniu do belki Timoshenki jest publikacja
HURTY’EGO i RUBINSTEINA [41], jak réwniez monografia [42] tych sa-
mych autoré6w. W pracy [41], jak réwniez w monografii [42], podstawa,
algorytmu aproksymacyjnego jest réwnanie wiezéw geometrycznych w
belce podane w nastepujacy sposéb:

(6.1) w = wy + wr,

gdzie w jest calkowitym ugieciem belki Timoshenki, wys — ugieciem belki
wywolanym czystym zginaniem oraz wr — ugieciem belki wywolanym
czystym $cinaniem.

W pracy autora [54] okreslono przeksztalcone réwnania rézniczkowe
opisujace odpowiednio funkcje wps i wr. Pomyst réwnania wiezéw w
postaci (6.1) nalezy do ANDERSONA i MIKLOWITZA [55-56]. Jak latwo
zauwazy¢ w pracy [54], przeksztalcone réwnania rézniczkowe opisujace
funkcje wys 1 wr sa czwartego rzedu ze wzgledu na zmienna czasowa,
Lewe strony tych réwnan sa identyczne jak w przypadku przeksztalcone-
go réwnania rézniczkowego opisujacego calkowite ugiecie belki w. Iden-
tyczne muszg by¢ réwniez trzy calki ogélne przypisane tym réwnaniom.
Kat obrotu przekroju i wywolany czystym zginaniem jest pierwsza
pochodng geometryczna ugiecia wys

ow M
or -~
KLASZTORNY i LANGER w pracy [52] zastosowali metode aproksy-
macyjng do rozwiazania problemu belki Timoshenki pod ruchoma sila
bezmasowa lub grupa sil. Réwnanie wiezéw w tej pracy przyjete jest w
postaci (6.1). Funkcje aproksymujace przyjeto takie same odnosénie do
przemieszczen wy i wr. Uogdlnione wspéirzedne gy i ¢r po wyznaczeniu
energii kinetycznej, potencjalne;j i sily uogélnionej, w wyniku spelnienia
réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju, prowadza do ukladu réwnan

(6.2) Y=

(6.3) 6B’ + BCH + Ka = = gradl = V(7),

gdzie
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C = y)\;B jest macierza tlumienia proporcjonalna do macierzy bezwlad-
nosci.

Po rozwiazaniu zagadnienia wilasnego belki, na réwnaniu (6.4) do-
konana jest tra.nsformac a wlasna. Wprowadzajac zamiane zmiennych

qd = NRy, gdzie N = = N7 a R jest ortonormalna macierza wlasna,
réwnanie (6.4) przechodz1 w nastepujace:
(6.4) BHp}Y" + *Br{p}¥ +ly =R"NV,

gdzie {p} jest widmem warto$ci wlasnych, okreslonych w nastepujacy
sposob:
1 EJ

(6.5) {p} =R'NBNR, p; = XS\ i

Wprowadzajac nastepnie zwezenie bazy y do § o liczebnosci zbioru
qMm, autorzy wylaczyli przebiegi wysokoczestosciowe uzyskujac rozwigza-
nie wystarczajaco dokladne przy istotnej efektywnosci realizacji kom-
puterowej. Jak juz wspomniano, obciazenie ruchome w tej pracy jest
bezmasowe. Macierz bezwladnos$ci, macierz tlumienia i macierz sztyw-
nosci sa w zwiazku z tym stale w czasie. Dyskretne sformulowanie za-
gadnienia statycznego i dynamicznego odnosnie do belki Timoshenki
znajduje si¢ réwniez w pracach CHENGA [43] i KACZKOWSKIEGO [44].
W odniesieniu do ruchomych obcigzenn bezmasowych i masowych dys-
kretny model konstrukcji jest stosowany w kilkudziesieciu rozprawach
LANGERA [13-15] i [45-47], KLASZTORNEGO [48], BOROWICZA [49-51] i
szeregu innych. Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju zastosowane w
tym modelu, szczegélnie prosto i efektywnie prowadza do macierzowych
réwnan ruchu wspélrzednych uogdlnionych przestrzeni konfiguracyjnej,
a nastepnie do réwnan we wspéirzednych naturalnych po dokonaniu na
tych réwnaniach transformacji wlasnej. W niniejszym rozdziale uogdl-
nimy rozwiazanie KLASZTORNEGO i LANGERA [52] na przypadek rucho-
mego obcigzenia inercyjnego. Do dyspozycji mamy przede wszystkim
réwnanie wiezé6w geometrycznych w dwdéch postaciach

Y

lub
(6.6) w = wy + wr.

W cytowanych pracach [52] i [41-42] korzystano z drugiego réwna-
nia (6.6);. Jest to uzasadnione w przypadku, gdy mamy do czynienia
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z bezinercyjnym dynamicznym obciazeniem ruchomym. Jesli z rucho-
mym obciazeniem jest zwigzana masa, bardziej racjonalne jest przyjecie
do rozwazan réwnania (6.6); i tak tez postapimy w dalszej czesci tego
rozdziatu. /

Istota postepowania dyskretnego jest przyjecie rozwigzania w postaci
skoriczonego szeregu odnosnie do ugiecia w i kata obrotu v. Przyjmujac
owe wielko$ci w nastepujacy sposéb:

w(z,t) = 3. ¢i(@)ai(t) = "6 = 67,
(6.7) ’:‘
Yot) = 3 $i@)a(t) =aé=9 &,

okreslamy energie kinetyczna i potencjalna w taki sam sposéb jak w
rozdziale 1. Dla prostoty wyprowadzen pominiemy w ukladzie thumienie.
Zakladajac, ze mamy do czynienia z innymi warunkami brzegowymi niz
swobodne podparcie, energia kinetyczna konstrukeji daje sie okresli¢ w
nastepujacy sposob:

et
—

(6.8) = 5 ma’(z,t)dt + = /mr2¢2(x t)dz.

Uwzgledniajac (6.7) okrelimy odpowiednio 8T/d¢; i 8T/d§; jako
niezbedne skladniki réwnan ruchu Lagrange’a

l n
g—g: = 0/ m LEI ¢i(z)q'i(t)] ¢r(z)dz, % =0,

(6.9)

l PV aT
o1 0/ mr? L=Zl¢s(x)q.-(t)] ér(z)dz, a_~‘°'

Energia potencjalna daje sie okresli¢ w nastepujacy sposob:
| 1} [9y(z,1) Bw(:c 1)
U—EO/EJ[—BT dz + / GA[
2
—¢(x,t)] dz,

e no By o )
010 50 = [x6a[§ deraco - §¢i(z)Qf(t)] 8, (z)dz,
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610 2Y ]

i
10 52 = [ B3 |5 8(@a0)] dueis - [ rGax

x [21 HDu0) - £ 50| @z

8(-) __y 0= _,:
B T S i)

Uogdlnione sity Lagrange’a Q; i Q; przy powyzszym zalozeniu daja
sie okresli¢ w nastepujacy sposob:
= Zl Pgi(vt) - M Z:l(iiadn(x) + 2vG:i(2)+
= 1=

(6.11) +v%gi} (x)

_ &),
~ & 38
=0, —=-o
q dz vt
Wykorzystanie (6.1) - (6.11) w réwnaniach Lagrange’a (2.2) prowa-
dzi do ukladu réwnan ruchu okreslonego w nastepujacy sposéb

ﬁii

mey(z)¢i(z)dz + g; z / kG A, (z)(z)dz—

i M: °\.-..

]
j kGAdi(z)d. x)dx_zp¢.(ut) M z;q,qs,(ut)x
1p

(6.12) x¢i(vt) + 2 gl Gidi(vt)d,(vt) + §1 q,-qS,-(vt)qS,.(vt)] ;

e
qzl [ mr?i(z) ¢r(x)dx+q.2 / EJ3\(z)d.(z)dz—
i=1p

~g ):1 / KGA$\(2)¢r(z)dz + Gi(t) 21 KGAB:(2)é(z)dz = 0.
1= 0 =
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Wprowadzamy dalej nastepujace oznaczenia:

q= [fh(t),(h(t)a o q= [Q1(t) @(t), ..
B= };lgm¢,(z)¢g(z)dm, K, = 2 fnGA ¢" ¢' dz,
e nGAcZ,(a:)cﬁ’-(a:)da:, P = P¢;(vt),z € (0,1),
(6.13) - 1
Ks = £ [xGAG(2)i(z)dz, Ky= £ fEJ ¢' ¢' di;
By = § ({' r3i(2)6,(x)de, B=ME ¢,.(vt)¢,-(vt),
K=M % é.(vt)gi(vt), C=2M .-’:31 . (vt) i(vt).

Macierze K,Ci Bsaw ogdlnym przypadku zalezne od czasu, a wiec
ich elementy sa zmienne. Oznaczenia wszystkich macierzy (6.13) mozna
zapisa¢ réwniez w innej formie:

B me¢’, By = mr?¢¢T, B=Mxx",
=2Mxx", K,=kGA¢'¢7T, Ky=EJPJT,

K~ = kGAGHT, Ks=rGAGST, K=MxxT,

P = Py, X = ¢(vt).

Réwnania ruchu (6.12) po wykorzystaniu oznaczen (6.13) lub (6.14)
mozna zapisa¢ W nastepujacy sposéb:

(B+B)d+Cq+ (K, + K)g— Kiqg =P,

Bydi + (Ky + Kq)d — Ksq = 0.

Uklad réwnan (6.15) mozna réwniez przeksztalci¢ do jednego réwna-
nia UFLAND [57] czwartego rzedu ze wzgledu na uogdlniong wspéirzedna,
q; lub q;. Przykladowo przeksztalcone réwnanie ruchu w modelu dys-
kretnym na uogélnione wspoélrzedne q; mozna zapisaé w nastepujqcy
sposoéb:

(616)  By(B+B)Tq" +ByC' §+ [By(K, +K)T+
+(Ky + Kg)(B +B)T] 4+ (Ky + Kg)C 4 + [(Ky + Kp)-
(Ko + R)T — K2 q = ByP" + (Ky + Ky)PT.

Réwnanie (6.16) otrzymano z ukladu (6.15) wykonujac nastepujace
operacje. Pierwsze z ukladu réwnan (6.15); mnozymy prawostronnie

(6.14)

(6.15)



ZASTOSOWANIE ROWNAN LAGRANGE’A DRUGIEGO RODZAJU 619

przez odwrécong macierz K !, Otrzymujemy w wyniku wektor § (po
wykorzystaniu KzK;' = |. Wstawiajac wektor § do drugiego réwnania
(6.15), i wykonujac mnozenie lewostronne réwnania przez Kz otrzymamy
(6.16). Uklad réwnan (6.15) mozna jeszcze zapisa¢ w nastepujacy spo-
séb:

(6.17) B4 +Cq +Kq =P,

gdzie .
«_|4q s+ _|B+B 0 3P
SN e P T

2% G Co Vel K, +K -K;
o 0 0]’ ¥ _[—K; K¢+K,g]'

(6.17);

Réwnanie (6.17) jest szczegdlnie przydatne do zastosowania konkret-
nej realizacji komputerowej. Ponadto bardzo latwo daje sie w tym mo-
mencie wprowadzi¢ do ukladu tlumienia. Zakladajac model tlumienia
wedlug reologicznego modelu Kelwina-Voigta macierz tlumienia linio-
wego mozna wyrazi¢ przez macierz bezwladnosci i sztywnosci

(6.18) C' =aB" + K.

Wspélczynniki o i # daja sie wyznaczy¢ na drodze postepowania
standardowego.

Zauwazmy réwniez, ze mimo nieuwzglednienia tlumienia uklad réw-
nari (6.15) zawiera macierz C zmienna w czasie, mnozona przez wektor
uogélnionych predkosci q. Jest to rezultat uwzglednienia sity bezwladnos-
ci CORIOLISA [22], ktéra w ogélnosci wprowadza wlasnosci tlumiace roz-
wigzanie. Zalozymy [42] réwniez, ze funkcja aproksymujaca kat obrotu
przekroju v jest pierwsza pochodng geometryczna funkcji aproksymujace;j
ugiecie catkowite belki of

Jest to zalozenie usprawiedliwione wtedy, gdy mamy do czynienia
z warunkami brzegowymi w belce Timoshenki odpowiadajacymi swo-
bodnemu podparciu przegubowemu. W innych przypadkach warun-

kéw brzegowych tak by¢ nie musi. Réwnanie (6.17) z uwagi na to,
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ze wszystkie trzy macierze E‘,é‘ iK' Sg zmienne w czasie, ma warto-
Sci wlasne i wektory wlasne réwniez zmienne w czasie. Czestosci drgan
wlasnych ukladu sa réwniez zmienne w czasie. Pozbawiona jest wiec
sensu transformacja wlasna ukladu (6.17) do wspélrzednych natural-
nych, tak jak postapiono w pracy [52] w przypadku sily bezmasowej.
Jedyna droga mozliwa do zastosowania i uzyskania wynikéw jest bezpo-
Srednie calkowanie numeryczne owego réwnania.

Jesli przyjaé do rozwiazania problemu réwnanie wiez6w w alterna-
tywnej postaci (6.1) lub (6.6)s, to uklad réwnan rézniczkowych modelu
ciaglego podany w pracach [54, 55 i 56] jest okreslony w nastepujacy
sposob:

63wM a Jpa wpm L 0
LTl I
M i e i
pA ETD + pA EYD GA e = q(z,t).

Uklad ten otrzymano przy wykorzystaniu nastepujacych réwnan i
zwiazkow:
awM a BwT
—_—, —EBEJ——, T=kGA—.

dz oz 2 oz

Dwa ostatnie wyrazenia okreslajace sily wewnetrzne sa podane przy
zalozeniu zwrotu osi z w dét. Réwnania (6.20) mozna wyprowadzi¢ na
wiele sposobéw, réwniez przy zastosowaniu réwnan Lagrange’a drugiego
rodzaju.

Zakladajac rozwiazanie zagadnienia dyskretnego podobnie jak (7.6)

(6.21) w=wy+wr, Y=

E¢.(w)q. (t) = ®"q) = q}; 9,

I

WM
(6.22)
wr = Ecﬁ.(w)q, (t) = ®"qr = q7®

okreslamy energie kinetyczna i potencjalna belki oraz uogdlnione sity Q;.
Roéwnania Lagrange’a doprowadzaja w takim przypadku do ukladu réw-
nan wzgledem uogdlnionych wspélrzednych ¢M(t) i g7 (t). W réwnaniach
(6.22) zakladamy te same funkcje aproksymacyjne odnosnie do przemie-
szczen wy 1 wr [42 1 52). Uklad réwnai mozna zapisa¢ w nastepujacy
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sposéb:
oo . ~ M
(B + Bl)qM + BqT + KIQM - Q'. »
(6.23) .
By + Bar + Kiar = Q;,
gdzie
T
a = 0.0, =l O.F0,. ],
L ¢ ( )
_ & b ,0%¢i(z) %4 (z)
K = EI({EJ P dz,

macierze B i K, sa okreslone tak jak poprzednio, oznaczenia (6.13).
Uogolnione sity Q: s okreSlone w nastepujacy sposob:

0 [$]-0[1]-o[8] (%)%

Uklad (6.23) daje sie wiec opisa¢ w nastepujacy sposéb z uwzgled-
nieniem zwiazku (6.24):

(B+B; + é)"iM +Bir + Cay + (Ki + |'~()¢1M =P,
(6.25)
Bdy + (B + B)dr + Car + (K, + K)qr = P.

Macierze B, C,K s takie same jak w (6.13) i (6.14). Uklad (6.25)
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(6.26) B"§" +C"q" + K q" =P,
gdzie
E"‘* i -B+Bl+§ 9 qu= M
e B+B|’ qar |’
Are -é 0 Vet K1+R 0
(6.27) gl R 0 C]’ K —[0 K,+R]’
*k P
P = P]
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W przypadku kiedy ruchome obcigzenie inercyjne pozbawione jest
masy, mamy do czynienia z ruchoma bezmasowsy sila skupiona. Wszyst-
kie macierze ze znakiem tyldy sa wéwczas réwne zeru. Uklady réwnan
ruchu maja stale wspétczynniki-macierze.

Nadmienimy réwniez, ze metoda aproksymacyjna nie jest jedyna
mozliwag do zastosowania w przypadku omawianego zadania. Z po-
wodzeniem mozna rozwigza¢ problem przy uzyciu metody elementéw
skoniczonych, elementéw brzegowych i réznic skoficzonych. Przedsta-
wiony algorytm metody aproksymacyjnej jest wazny dla przypadku, gdy
xz < vt. Jezeli z > vt, to belka wykonuje drgania swobodne z warunkami
poczatkowymi w chwili ¢ = [/v. Warunki te wynikaja z poprzedniego
rozwiazania. Réwnania ruchu w tym przypadku maja stale macierze.

7. ANALIZA NUMERYCZNA NIELINIOWYCH WSPOLCZYNNIKOW
A(€) — F(€) W PRZEKSZTALCONYM ROWNANIU RUCHU BELKI
TIMOSHENKI

Jak juz zaznaczono w rozdziale pierwszym, dynamiczne zagadnienie
belki Timoshenki w bogatej literaturze przedmiotu nie jest nowe. W
pracy przegladowej [58] do polowy 1971 roku omawia sie 352 pozycje z
zakresu belek oraz 232 pozycje z zakresu dynamiki plyty o sredniej gru-
boéci. W jezyku polskim znana jest praca przegladowa WILMANSKIEGO
[59] oraz obszerne trzy opracowania BYSTRZYCKIEGO [60-62].

Oddzielng liczna grupe prac z zakresu zaréwno drgan stacjonar-
nych jak i niestacjonarnych nieskonczonej belki Timoshenki na podlozu
sprezystym, stanowia rozprawy BOGACZA i jego szkoly [63-71]. Przegla-
dowa praca odnosnie do problemu ruchomych obciazen inercyjnych na
belkach i plytach jest obszerna rozprawa autora [72]. Elementy tego
zagadnienia przewijaja sie rowniez w klasycznej juz dzisiaj monografii
FryBY [73].

W tej licznej literaturze poswieconej ruchomym obcigzeniom prze-
wija sie ciagle problem predkosci krytycznej obcigzenia. Przynajmniej
dwie definicje tej wielkosci da sie jednoznacznie ustali¢. Jesli mamy do
czynienia z ruchomym ciaglym obcigzeniem inercyjnym, to przy pewnej
predkosci ruch belki jest niestateczny, a owa predko$¢é wyznaczona po raz
pierwszy przez BOLOTINA [24-25] nosi nazwe predkosci krytycznej w sen-
sie dynamicznej utraty statecznosci. Zatem mamy do czynienia z dwoma
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réznymi pojeciami predkosci krytycznej: predkosci rezonansowe wyzna-
czone przez KRYLOWA [74-75] i TIMOSHENKE [76-77], po przekroczeniu
ktérych drgania konstrukeji sa w dalszym ciagu stateczne, i predkosci
krytyczne Bolotina okreslajace pewne strefy rozwiazania, w ktérych ruch
konstrukcji jest niestateczny. Te ostatnie predkosci zaleza zaréwno od
masy konstrukcji, jak réwniez od masy ruchomego obciazenia.

W przypadku belki Timoshenki rozpatrywanej w pracy, predkosci
krytyczne w sensie Bolotina zostaly wyznaczone w pracy autora [78].
Opierajac si¢ na wynikach badai JAKUSZEWA zawartych w rozprawie
[79], uogdlniong site Q;(t) w pracy [78] nie wyznaczono ze wzoru (2.10);
niniejszej rozprawy, a okreslono ja z nastepujacego rozumowania. Zas-
tepcza site N podana wzorem (2.5) zmodyfikowano w ten sposéb, ze
sile bezwladnosci B nie wyznaczono przy zastosowaniu wzoru Renau-
dota (2.8), ale zgodnie z rézniczkows, postacia zasady zachowania pedu
zalozono mianowicie, ze sila bezwladnosci réwna jest zmianie pedu M -da'—f-
w czasie dt

(7.1) N = Pé(z — vt) — % [M&(a: - vt)%t;i] :

gdzie 6(z — vt) oznacza funkcje Diraca.

W takim podej$ciu uwzglednia sie pelng zmienno$¢ poruszajacego
sie po belce ruchomego obcigzenia inercyjnego.

Uwzgledniajac (7.1) w réwnaniach (2.2) otrzymuje sie ostatecznie,
tak samo jak (2.21), przeksztalcone réwnanie ruchu, jednak o innych
wspélczynnikach A(€) — F(£) niz te w (2.22). Co wiecej, réwnanie ruchu
w tym przypadku ma latwo wyznaczalng calke szczegdlna. Analiza tej
catki prowadzi do wyznaczenia dwu pasm predkosci krytycznych rucho-
mej masy okreslonych w pracy [78] w nastepujacy sposéb:

(7.2) vl = 2(c1c0)’[A £ VB] ™,
1262 2
A= [c¥+c§+ﬁ+2u (c“l’+-;2-7€r§;)] .

~ P o i 2, 1’4 ; 2 2
B= [cl + ¢+ o) + 2p (cl + m)] — 4(1 + 2p)cicy.

Latwo zauwazy¢, ze to ostatnie wyrazenie jest funkcja wspélczynnika
p = M/ml, zalezy wiec od masy obciazenia i masy belki. Wprowadzajac
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wielkoéci bezwymiarowe

c N
d  E  21+v)’
e
r2cin?’
Wyrazenie (7.2) mozna napisa¢ w nastepujacej postaci przydatnej
do konkretnych obliczen i zastosowan:

(7.3)

gy =

(7.4) o} = %3 5 :
(14 2p)0, + co £ V[(1 + 21)00 + co)* — 4(1 + 2p)c,

Zasadniczym celem tego podrozdzialu rozprawy jest numeryczne ro-
zeznanie wartosci i ksztaltu nieliniowych wspélczynnikéw A(€) — F(§)
w przeksztalconym réwnaniu ruchu, opisanych wzorami (2.22) w funkcji
takich bezwymiarowych parametréw jak &, p iy = v/vl,.

Do rozwazan przyjmuje si¢ belke Timoshenki o przekroju prostokat-
nym oraz o h/l = 0,2, gdzie h jest wysokoscig przekroju poprzecznego.
Nastepnie wylicza sie¢ predkosci krytyczne ‘vﬁ, opisane wzorem (7.4) dla
v = 0,167 (zelbet) i v = 0, 3 (stal) oraz dla kilku wartoéci p = M/ml. W
przypadku belki zelbetowej np. przy p = 10,c; = 2,240,6 [m/s] otrzy-
muje sie v}, = 510,9 [km/h], co moze juz stanowié rzeczywista predkoéé
wspdlczesnych super szybkich pojazdéw komunikacyjnych. Wspélczyn-
nik g = 10 jest jednak nierealny w praktyce inzynierskiej. Wyliczenia
wspélczynnikéw A(€) — F(€) przeprowadza si¢ ustalajac p = % oraz
v = 0,01 i~v = 0,5 te dwie ostatnie wielkosci odpowiadaja odpo-
wiednio malej i duzej predkosci ruchomej, skupionej masy na belce.
Przy p = 3 i v = 0,3 ze wzoru (7.4) otrzymuje sie v, = 0,2143c,.
Przyjmujac v = 0,01, otrzymujemy predkos¢ rzeczywista v = 11,2
[m/s] = 40,5 [km/h], a przy v = 0,5 mamy v = 562 [m/s] = 2,023
[km/h]. Wspélczynnik & przyjeto réwny 5/6, za$ r = h/+/12. Oblicze-
nia wspélczynnikéw A(§) — F(€) przeprowadzono na mikrokomputerze
ukladajac odpowiedni program.

Na rysunkach 6 i 7 podano przykltadowo wykresy funkcji A(§) — F ()
przy zalozeniu p = %,‘y = 0,01 oraz 1 = 1. Jak wida¢, wspélczynniki
A(§),C(€), E(§) i prawa strona réwnania (2.21) okreslona wspélczynni-
kiem F'(§) sa wykresami symetrycznymi wzgledem £ = 0,5. Wspélczyn-
niki B(§) 1 D(§) stojace przed nieparzystymi pochodnymi trzeciego
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Tablica 1. Nieliniowe wspélczynniki A(§) — F(§) w przeksztalconym réwnaniu
ruchu belki Timoshenki (2.21) w przypadku px = % =10,i=17=-%=0,5.
Widoczne duze wartoéci wspétezynnikéw C(§) — F(§) w stosunku do A(£) i B(§).

=¥TAE [ BE [CE [ DE) | E€) [FE
x10% | x10° | x10* | x108
0,0 1,000 | 0,000 |0,265| 0,000| 0,263 | 0,000
0,1 1,095 | 5,5400,293 | 0,531 | -0,084 | 0,785
0,2 1,345 | 8,963 | 0,366 | 0,860 | -7,183 | 1,494
0,3 1,655 | 8,963 | 0,453 | 0,860 | -15,958 | 2,056
04 1,905 | 5,540 | 0,525 | 0,531 | -23,058 | 2,417
0,5 2,000 | 0,000 | 0,552 | 0,000 |-25,769 | 2,541
0,6 1,905 | -5,540 | 0,525 | -0,531 | -23,058 | 2,417
0,7 1,655 | -8,963 | 0,453 | -0,860 | -15,958 | 2,056
0,8 1,345 | -8,963 | 0,366 | -0,860 | -7,183 | 1,494
0,9 1,095 | -5,540 | 0,293 | -0,531 | -0,084 | 0,785
1,0 1,000 { 0,000 | 0,265 [ 0,000 | 0,263 | 0,000

Tablica 2. Nieliniowe wspélczynniki A(§) — F(§) w przeksztalconym réwnaniu
ruchu belki Timoshenki (2.21) w przypadku p = _71:741 =) isl y= i =1, 0;

E=%1A€) | B¢ [CE& | DE) | EE) | F(¢)
x10* | x10* | x10% | x10°
0,0 1,000 0,000 | 0,674 | 0,000 | 0,062 | 0,000
0,1 1,191 1,079 | 0,809 | 2,655 |-0,073 | 0,490
0,2 1,691 | 17,927 | 1,163 | 4,295 |-0,426 | 0,933
0,3 2,309 | 17,927 | 1,600 | 4,295 | -0,863 | 1,284
0,4 2,809 | 11,079 (1,954 | 2,655 |-1,217 | 1,509
0,5 3,000 { 0,000 | 2,089 | 0,000 |-1,352 | 1,587
0,6 2,809 | -11,079 | 1,954 | -2,655 | -1,217 | 1,509
0,7 2,309 | -17,927 | 1,600 | -4,295 | -0,863 | 1,284
0,8 1,691 | -17,927 | 1,162 | -4,295 | -0,426 | 0,933
0,9 1,191 | -11,079 | 0,809 | -2,655 | -0,073 | 0,490
1,0 1,000 0,000 | 0,674 | 0,000 | 0,062 | 0,000

[627]
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i pierwszego rzedu sa, antysymetryczne wzgledem & = 0,5. Zwraca réw-
niez uwage fakt malych wartosci rzednych A(§) i B(§) w stosunku do
rzednych pozostalych wykreséw. Ze wzrostem ”i” wszystkie wspoélczyn-
niki zachowuja oscylacyjny charakter zmniejszajac odpowiednio ” okres”,
zwiekszajac ” czestotliwo$é” przy nie zmienionej maksymalnej lub mini-
malnej amplitudzie.

W tablicy 1 i 2 podaje sie wartoéci numeryczne tych wspétczynnikow
dla p =0,5,7 =0,51i%=1 odpowiednio — tablica 1 oraz pu =1, y=1
i 1 =1 — tablica 2

Tablica 2 okreéla wartoéci tych wspélczynnikéw przy v = vi, bo-
wiem v = 1. Réwniez i w tych przypadkach charakter oscylacyjny funk-
cji A(§) — F(&) nie ulega zmianie, a wykresy ich sa podobne do tych
podanych na rys. 61 7.

8. WNIOSKI I UOGOLNIENIA

W pracy wykazano uniwersalnos$¢ zastosowania réwnan Lagrange’a
drugiego rodzaju do okre$lenia réwnan ruchu belki Timoshenki pod
wplywem ruchomego masowego obciazenia skupionego. Owa uniwer-
salno$¢ polega na tym, ze réwnania Lagrange’a stosuje sie z powodze-
niem do modelu ciaglego opisanego ukladem réwnan rézniczkowych i
do modelu dyskretnego belki opisanego ukiadem réwnan o skornczo-
nym wymiarze wspolrzednej uogélnionej. Réwnania rézniczkowe maja
zmienne wspoélczynniki i macierze przy wszystkich pochodnych i jedyna
droga ich rozwiazania jest calkowanie numeryczne. Ramy tej pracy nie
pozwalaja na przyklad obliczeniowy bedacy préoba poréwnania wyni-
kéw rozwiazania modelu ciaglego i dyskretnego. Przyklad taki bedzie
przedmiotem innej pracy. W opracowaniu podano réwniez sposéb UF-
LANDA [57], ktéry zezwala na zastapienie ukladu réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu jednym przeksztalconym réwnaniem ruchu belki czwar-
tego rzedu ze wzgledu na czas i wspéirzedng geometryczna. Model
ciagly belki rozwazano réwniez w przypadku, kiedy nie uwzglednia sie
pelnego czlonu sit bezwladnosci ruchomej masy. Zastosowany model
uwzglednienia inercji ruchomego obcigzenia, to tzw. podejscie Inglisa-
Bolotina-Morgajewskiego. W zakoniczeniu nalezy nadmienic, ze wszyst-
kie szczegélne przypadki rozwiazan od takich czy innych obcigzen oraz
dodatkowe wplywy podane w pierwszej czeSci pracy daja sie przenies¢
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bez problemu do modelu dyskretnego. Metode aproksymacyjna w mo-
delu dyskretnym zastosowano przy dwéch réznych sformutowaniach réw-
nania wiezéw geometrycznych przekroju belki. Pierwszy z tych sposo-
béw wydaje sie by¢ bardziej racjonalny i latwiejszy do konkretnej reali-
zacji komputerowe;j.

W opracowaniu badano réwniez numerycznie nieliniowe bezwymia-
rowe wspélczynniki A(§) — F(€) w przeksztalconym réwnaniu ruchu opi-
sujacym drgania belki. Przytoczono réwniez wzory na predkosci kry-
tyczne belki Timoshenki w sensie Bolotina.
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PeswomMe

NMPUMEHEHUE YPABHEHUSA JIATPAHXKA BTOPOI'O POJIA B IMI;IAMM‘IECKO]Z[
3ATAYE BAJIKH TUMOIIEHKO C ITOABUKHON MHEPLIMOHHOM HATPY3KOH

B paboTe mpenMeToM aHAJNHK3a ABASETCA NpEMeHeHHe ypaBHeHHA Jlarpam>ka BTOpOro
Pona K BLIBONY ypaBHeHHS NBHiKeHHS 6anku TEHMOmMEHKO ¢ HOABHKHOM COCPENOTOYEHHOM
HHEePIHOHHOM HArpy3KoH. YpaBHeHHS JIarpaHka BTOPOro pola NPEMEeHATCS K HIOCTOSHHOM
M NPUrIymeHHOH (AucKpeTHOM) Momenn 6ankm, yNoBNeTBOPAIOmeN rPaHHYHLIM HIH OpY-
THM YCJIOBHSM. YpaBHeHHE [BH)KeHHS B IOCTOSAHHOH MOJie/IE ABJiseTcs NAGPepeRHANLHEIM
YPaBHeHEM 4YeTBEPTOro MOPAMKA B YAaCTHIX NPOH3BOAHLIX, Bce KO3(PHIHEHTH KOTOPOro
H3MEeHAIOTCA BO BpeMeHHH. B paboTe mNpHBOOATCH TOXKe BADHAHTH 3TOro ypasHeHHA. B
NPHIrNIyIIeHHOR (AUCKPETHOM) MOJIe/IA YPaBHEHAS HMEIOT MAaTPHIbl, KOTOPhIE H3MEHAIOTCS
BO BpeMeHH. MeTo[] peleHHs MHCKPETHOM 3a[ayH 3aKJII0YaeTCd B ANNPOKCHMAIHOHHOM
cnocobGe 0606mEeHHBIX KOOPAHHAT.

SUMMARY

APPLICATION OF THE SECOND KIND-LAGRANGE EQUATIONS TO DYNAMIC
PROBLEMS OF A TIMOSHENKO BEAM UNDER MOVING INERTIAL LOAD

Problem of a mass moving at a constant velocity along a Timoshenko beam of constant
cross-section is analyzed. Inertia effects of the moving mass and of the beam itself are applied
to the continuous and discrete models of the beam. The resulting equation describing the
vibration of the beam is a linear differential equation with variable coefficients.
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