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Przedmiotem rozważań w rozprawie jest zastosowanie równań Lagrange'a drugiego ro­

dzaju do wyprowadzenia równań ruchu belki Timoshenki pod wpływem ruchomego skupionego 

obciążenia inercyjnego. Równania Lagrange'a drugiego rodzaju zastosowano zarówno do mo­

delu ciągłego belki swobodnie podpartej, jak również do modelu dyskretnego belki o dowolnych 

warunkach brzegowych. Wyprowadzone przeksztalcone równanie ruchu modelu ciągłego jest 

czwartego rzędu ze względu na zmienną czasową i przestrzenną o zmiennych współczynnikach 

przy wszystkich pochodnych. Podano również warianty tego równania. Analizę modelu dys­

kretnego ograniczono do dwóch wariantów metody aproksymacyjnej. 

1. WSTĘP 

Koncepcja wprowadzenia współrzędnych uogólnionych do zagadnie­
nia dynamiki belki pod wpływem ruchomej siły skupionej i obciążenia 
ciągłego bezmasowego i równomiernie rozłożonego nie należy, jak się 
powszechnie sądzi, do TIMOSHENKI [2]. Już w roku 1899 RADAKo­
WIC w zapomnianej pracy [1] wyprowadził prawidłowo równanie ru­
chu belki Eulera we współrzędnej uogólnionej, stosując równania La­
grange'a drugiego rodzaju. Historia problemu omówiona jest szcze­
gółowo przez PANOWKĘ w pracy przeglądowej [3]. Następnie wielu au­
torów w różnych pracach rozszerza tę ideę do przypadku ruchomego 
obciążenia masowego. Należy w tym miejscu przede wszystkim wymie­
nić obszerne rozprawy KONASZENKI [4-6] poświęcone belce Bernoulliego­
Eulera-Kryłowa. Belka Timoshenki pod wpływem ruchomego obciążenia 
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inercyjnego była przedmiotem analizy w pracy MORGAJEWSKIEGO i Ko­
RZEMIAKINY [7]. Do wyprowadzenia równań ruchu modelu ciągłego belki 
w tej pracy zastosowano jednak metodę ortogonalizacyjną Bubnowa­
Galerkina. FILIPPOW, KOCHMANIUK stosując podejście SCHALLEN­
KAMPA [8] wykorzystują w wielu pracach i opracowaniach monograficz­
nych uogólnione współrzędne i siły Lagrange'a [9-11]. Z polskich opraco­
wań poświęconych tej tematyce wymienimy rozprawę N ALESZKIEWICZA 
[12], LANGERA i Jego Szkoły [13-15] i [52], KRASIŃSKIEGO i NIZIOLA 
[16] i wiele innych. N ALESZKIEWICZ w [12] wyprowadza równania ruchu 
belki Eulera również przy wykorzystaniu równań Lagrange'a drugiego 
rodzaju. Wyprowadzenie tam jest jednak inne i bardziej skomplikowane 
od proponowanego w niniejszej pracy. Energia kinetyczna została tam 
bowiem wyznaczona łącznie dla belki i ruchomej masy. 

2. DYNAMICZNE RÓWNANIA RUCHU BELKI TIMOSHENKI - MODEL 
CIĄGLY 

Rozważania rozpoczniemy od wyprowadzenia równań ruchu swobo­
dnie podpartej, pryzmatycznej belki Timoshenki obciążonej skupioną 
masą. ruchomą M. Zgodnie z rysunkiem 1 zakłada się, że ruchoma 
masa M przemieszcza się po belce ze stałą prędkością v. Warunki 
brzegowe swobodnego podparcia spełnimy, jeśli ugięcie belki w i kąt 
obrotu przekroju 'łjJ wyrazimy przez współrzędne uogólnione qi(t) i iii(t) 
w następujący sposób 

00 

w(X, t) 2: qi(t) sinaix, 
i=1 

(2.1) 
00 

'łjJ(X, t) 2: iii(t) cosaix, 
i=1 

gdzie 
l1r 

ai = l' i = 1,2,3, .... 

Układ równań Lagrange'a drugiego rodzaju opisujący dwumodalny 
model belki podaje się w następujący sposób: 
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x = v t 
l' M v .-

EJ, 1tGA, m = eon st 

Rys. 1. Schemat dynamiczny rozważanego zagadnienia 

d (aT) aT au Qj, dt aqj - aqj + aqj -
(2.2) 

:t (:~) - : + ~~ O~~. - Qj, at 

Energia kinetyczna w belce jest określona w następujący sposób: 

(2.3) 

gdzie r 2 = f jest kwadratem promienia bezwładności przekroju belki, 
mr2 = J p, p zaś gęstością materiału, z którego zbudowana jest belka. 

Energia potencjalna belki jest określona w następujący sposób: 

(2.4) u = ! J EJ [at/J(x, t)]2 dx +! J KGA [aW _ t/J]2 dx = 
2 o ax 2 o ax 

::: ~ E [EJa~q; + KGA(ajqj - qj)2] , 

gdzie f3 = ~ - t/J jest równaniem więzów wewnętrznych. 
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r 
x = v i 

f 
B=M('/W + 2v(/W + v2 ~) YI2 axol a x2 

P=Mg 

Rys. 2. Zastępcza siła N działająca na belkę Timoshenki 

Uogólniona siła Qi może być wyznaczona z następującego rozumo­
wania. Działanie ruchomego obciążenia na belkę składa się z ciężaru 
p = M g i siły bezwładności B, a ściślej z jej składowej pionowej. Mamy 
zatem 

(2.5) N=P+B. 

Zasada pracy wirtualnej zapisana w następujący sposób: 

(2.6) 
. i1f'vt 

N bw = Qibqi , bw = bqi sm -z-

prowadzi do wzoru określającego uogólnioną siłę Qi 

(2.7) 
. i1f'vt . i1f'vt 

Qi = Nsm-
Z
- = (P+B)sm-

Z
- · 

Uogólniona siła Qi w tym przypadku obciążenia jest równa zeru, co 
oznacza, że masa jest skupiona w jednym punkcie. Siła bezwładności B 
jest określona wzorem RENAUDOTA [40] w następujący sposób: 

(2.8) 

W definicji (2 .8) wykorzystano: 

x = vt, dx = vdt, 
dx 

v=-
dt 
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(2.9) dw(x,t)1 _ 8w + V8W I 
dt z=vt - 8t 8x z=vt' 

d?wl (8 8) (8w 8w) 8 (8w 8w) 
dt2 z=vt = 8t + v 8x at + v 8x = 8t 8t + v 8x + 

8 (8w 8w) 82w 82w 282wI 
+v-8 -8 + v-8 = -8 2 + 2v8 8 + v -8 2 • 

X t X t X t X z=vt 

Reasumując, uogólniona siła Qj jest określona w następujący sposób: 

. i7rvt [ (8
2
w 8

2
w 282w )] I . i7rvt 

Qj = Psm -1-+ -M 8t2 + 2v 8x8t + v 8x2 z=vtsm -1-' 

(2.10) 

Wykorzystując (2.3), (2.4), (2.10) układ równań Lagrange'a określa­
jący ruch belki Timoshenki podaje się W następujący sposób: 

2 
mqj + KGA(ająj - iMaj - IQj, 

(2.11) 

Układ równań (2.11) można przekształcić tak, aby otrzymać jedno 
przekształcone równanie różniczkowe ruchu, zależne tylko od jednej współ­
rzędnej uogólnionej np. od ąj 

(2.12) 

gdzie 
2 E 

CI =-, 
p 

Przekształcone równanie ruchu można również wyrazić we współrzęd­
nej ijj(t) w następujący sposób: 

(2.13) 
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różniące się od proponowanego (2.12) tylko prawą stroną. W dalszej 
części pracy określimy szczegółowo uogólnioną siłę Qi(t). 

Podstawiając do (2.10) przyjęte przemieszczenie (2.1) otrzymamy 

(2.14) 

_v2 f: ąjaJ sin ajvt] sin aivt . 
j=l 

Wyrażenie (2.14) wygodniej jest podać w nieco innej formie z roz­
różnieniem czynników pobocznych i i= j sprzęgających nieskończony 

układ równań ruchu 

(2.15) 

00 00 ] +2v ~ qjaj cos ajvt sin aivt - v2 ~ ąjaJ sin ajvt sin aivt 
'.,-1 '.,.1 

albo 

(2.16) Qi(t) = Psinaivt - M(qisin2aivt+ 

+qivai sin 2aivt - ąiv2a~ sin2 aivt)-

-~ [~Ii; {cos [(i - j) 7t
]- cos [(i + j) ~~tH + 

2 ~ . {. [( . .) 7rvt] . [( . .) 7rvt] } + v f;;t ająj sm z - J -1- + sm z + J -1- -
i~j 

-v' ~ "ją; {cos [(i - jt~t]_ cos [(i + j) 7tH]. 
Do określenia przekształconego równania ruchu potrzebna jest druga 

pochodna uogólnionej siły Qi(t) względem czasu, którą podaje się w 
następujący sposób: 
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+3aiV 'iii sin 2aivt + a~v2iji(6 cos 2aivt - sin2 aivt)­

-6a~v3qi sin 2aivt - 2atv4ąi cos 2aivt] -

M [~ IV { [( . ' ) 7rvt] [( . ') 7rvt] } - T (;J ąj cos t -) -1- - cos t +) -1- + 

~ ... {[7rv(..) ] . [(O .)7rvt] + tr ąj 2 -I t +) + vaj sm t +) -Z- -
i~j 

-2 [~V (i _ j) _ vaj] sin [(i _ j) 7r~t]} + 

+ ~ ijj {[U + j)27r;~2 + 4vaj(i + j) ~v + v2a~] cos [(i + j) 7r~t] _ 
i~j 

~ . {2 [ ( . ' )27r
2
V
2 

2 2(' ') 7rv] . [(' ') 7rvt] - tr ąj vaj t -) r - v aj t -) -Z . sm t -) -Z- + 
i~j 

00 { 2 2 [ t] 2 2 . . 2 7r V . . 7rV 
- {;ąjv aj (t-)) rCos (t- ))-1- -

i~j 

_ (i + j)2 7r;~2 COS [(i + j) 7r~t]}] . 
Wprowadzamy pewne wielkości bezwymiarowe 

~ _ vt 
- I' 

M 
J.1.=-, 

mi 
d(-), = (_)' 
d~ . 

Podstawiając (2.16) i (2.17) do (2.12) otrzymamy ostatecznie prze­
kształcone równanie ,ruchu belki we współrzędnych uogólnionych ąi 
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(2.18) Aj(~)q!V (~) + Bj(~)q~"(O + Cj(~)q~'(~) + Dj(~)q~(~)+ 

gdzie 

00 

+Ej(Oqj(~) + L: [ajj(Oq}V (~) + bjj(~)q'j'(~) + Cjj(~)q'j(~)+ 
j=l 
i~j 

[2 [2 2 2 C~ ] [[2 ( 2 2 ~ ) . 2. ] Cj(~) = V2 (CI + C2)aj + r 2 +2Jl V 2 ajCI + r 2 sm l1r~ + 

+a~[2(6 cos 21ri~ - sin2 i1r(Ol , 

( ) 4 2 2 [4 [[4 ( 2 2 ~) 2. 2 . Ej ~ = ajCIC2v4 - 2Jl v2 ajCI + r 2 aj sm 1rl~+ 

+2[4at cos 21ri~1 ' 

(2.19) ajj(O = Jl {cos [(i - j)1r~] - cos [(i + j)1r~]}, 

bjj(~) = 2Jll ([ T( i + j) + aj] sin [(i + j)1r~] -

- [T(i - j) - aj] sin [(i - j)1r~]}, 

Cij(~) = Jll2 {[(i + j)2;: + 4[1r aj(i + j)+ 

+a~ - ~ (a~c~ + ~)l cos [(i + j)1r~] - [(i _ j) 1r
2 

-
1 v2 I r2 12 

-4Taj{i - j) - a~ + :2 (a~c~ + ~~) l cos [(i - j)1r~]}, 
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(~~;.T) dij(~) = 21113 [{ :~ (a~c~ + ~) - T(i + j)aj [T(i + j)+ 

+aj]} sin [( i + j)1l'~] + {:~ (a~~ + ~) -
-T(i - j)aj [T(i - j) - aj]} sin [(i - j)1l'~]] , 

eij(~) = 1114 {aJ [;: (i - j)2 - (a~c~ + ~) :2] cos [(i - j)1l'~]­

-aJ [;: (i + j) + (a~c~ + ~) :2] cos [(i + j)1l'~]} . 
W przypadku i = 1 znikają człony sprzęgające równanie (2.19) i po 

wprowadzeniu oznaczenia 

(2.20) f(~) = q(~), 
fo 

gdzie fo = ;li~ jest bliskie statycznemu ugięciu środka belki Bernoul­
liego-Eulera od skupionej siły P działającej w jej środku, równanie (2.18) 
można napisać w następującej bezwymiarowej formie: 

(2.21) A(~)lv (~) + B(Oflll(~) + C(~)!,,(~) + D(~)!,(~)+ 
+E(~)f(~) = F(~), 

gdzie 
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W równaniu tym wszystkie wielkości pozostają bezwymiarowe. Mor­
gajewski i Kożemialdna w pracy [7) otrzymali na innej drodze równanie 
(2.21). 

Uzasadnienie pominięcia członów sprzęgających i =1= j w odniesieniu 
do belki Eulera znajduje się w pracy [18). 

3. SZCZEGÓLNE PRZYPADKI RÓWNANIA RUCHU BELKI TIMOSHENKI 

Wzór (2.8), który określa siły bezwładności ruchomego skupionego 
obciążenia masowego wynikające ze złożenia ruchu względnego masy M 
i ruchu unoszenia belki, jego poszczególne trzy składniki mają prostą 
interpretację fizyczną 

(3.1) B = Bdod + BCor + Bodś, 

gdzie 
82w 

Bdod - -MW - oznacza dodatkową poprzeczną silę 
bezwładności, 

BCor -2Mv 8
2
w 

0x0l 
- silę Coriolisa, 

Bodś - _Mv282w - silę odśrodkową.. 8x2 
W celu wyjaśnienia roli, jaką odgrywa sila Coriolisa podaje się prze­

kształcone równanie ruchu belki bez jej udziału. Odpowiednio zmienia 
się w takim przypadku uogólniona siła Lagrange'a 

(3.2) . i7rvt [ (8
2
w 2

82W
)] I . Qj = Psm -1- + - M 8t2 + Mv 8x2 z=vtsmO:jvt. 

Po wykorzystaniu (2.1) otrzymamy po pominięciu członów sprzęga­
jących następujący wzór na ową silę i jej drugą pochodną względem 
czasu: 

Q P · i7rvt M(··· 2 2 2 . 2 ) 
j = SIn -1- - ąj sm O:jvt - ąjV O:j sm O:jvt , 

(3.3) Qj = -o:~v2 P sin O:jvt - M [ą~v sin2 O:jvt+ 

+2O:jv "iij sin 2O:jvt + o:~v2ijj(2 cos 2o:jvt - sin2O:jvt)­

-2o:~v3qj sin 2o:jvt - 2o:tv4ąj cos 2o:jvt]. 
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'P 

t :e:r. 

vw = v 

Beor. G.) = ~ 
dl 

I 
I 

Widok z góry lic = 2 Go) x "w 

c.:> I 
I 

" 
I 

M M 
A 

'-J 
B 

V;l; Vw 
(j,) 

Rys. 3. Siły i przyspieszenia Coriolisa dzialajllrCe na belkę Timoshenki jako efekt ruchu 
złożonego - ruchoma masa i drgająca belka 

Równanie ruchu belki (2.21) przy i = 1 podaje się w następujący 
sposób: 

(3.3h AtV (O + B f"'(~) + C !"(~) + D !'(~) + Ef(~) = F(~), 

gdzie 

(3.3h 

Brak siły Coriolisa wpłynął na zmianę współczynników B, C i D przy 
f"'(~), f"(~) i f'(~) w stosunku do podanych wzorami (2.22). W dalszym 
ciągu mamy jednak do czynienia z równaniem różniczkowym czwartego 
rzędu o zmiennych wszystkich współczynnikach. 

Jeśli pominąć siłę odśrodkową, to uogólniona siła bezwładności jest 
określona, po pominięciu członów sprzęgających, w następujący sposób: 

Qi = Psin i1f1vt + [-M (~t~ + 2v :~;t) ]lz=vtSinaivt, 

(3 4) Q P · i1fvt M('" 2 • . ) 
. i = SIn -1- - ąi sm aivt + ąivai sm 2aivt , 
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(3.4) Qj = -a~v2Psinajvt - M(q~V sin2ajvt+ 
[cd.] 

Równanie ruchu belki w tym przypadku podaje się w następujący 
sposób: 

gdzie 

(3.5h 

Współczynnik E przy f(~) jest stały w czasie w tym przypadku. 
Nie uległy zmianie zaś współczynniki przy f IV (~) i /'" (~) w stosunku do 
pełnego równania (2.21). 

Wreszcie przy pominięciu dodatkowej siły bezwładności poprzecznej, 
jaką wnosi ruchoma masa, uogólniona siła Qj(t) i jej druga pochodna 
względem czasu dają się zapisać w następujący sposób: 

Qj = Psin i~vt + [-M (2V :~;t + v2~:~) ]lz=vtSinajvt, 

(3 6) Q P · i7rvt M( . . 2 2 2 • 2 ) 
• j = SIn -1- - qiVaj sm ajvt - qjV aj sm ajvt , 

Qj = -a~v2Psin i7r
1
vt -M [ajv 'ii j sin2ajvt+ a~v2(4cos2alvt­

- sin2 ajvt)qj - 6a~v3qj sin 2ajvt -2atZ4qi cos 2aivt]. 

Równanie ruchu belki Timoshenki przy i = 1 można podać w tym 
przypadku w następujący sposób: 
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gdzie 

Współczynnik przy czwartej pochodnej jest stały i równy jeden. 
Współczynnik przy trzeciej pochodnej B = B, współczynniki zaś przy 
drugiej i pierwszej pochodnej C i D przechodzą w Ć i iJ, iJ = D. 

Jeśli uwzględnić tylko wpływ siły odśrodkowej, to uogólniona siła 
Qj(t) i jej druga pochodna daje się napisać w następujący sposób: 

Qj(t) = Psinajvt + Ma~v2qjsin2 ajvt, 

(3.8) Qj(t) = -a~v2 Psin ajvt + Ma~v2(qj sin2 ajvt+ 

+2ajvąj sin 2ajvt + 2a~v2qj cos 2ajvt). 

Przekształcone równanie ruchu belki przy i = 1 można napisać w 
następujący sposób: 

(3.9) f IV ({) + C· !"({) + D !'({) + Ef({) = F({), 

gdzie 

(3.9h 

W tym przypadku w równaniu ruchu (3.9) znika trzecia pochodna 
fili ({) . Współczynnik D przechodzi w D, a współczynnik C w równaniu 
(2.21) przechodzi w C·. 

Jeśli uwzględnić tylko wpływ dodatkowej siły bezwładności od rucho­
mej masy na belce, to uogólniona siła i jej druga pochodna względem 
czasu wyrażą się w następujący sposób: 

(3.10) 
Qj(t) = -a~v2Psinajvt - M(q!V sin2ajvt+ 

+2ajv ąj sin 2ajvt + 2a~v2qj cos 2ajvt). 
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Równanie ruchu belki w takim przypadku daje się napisać w następu­
jący sposób: 

(3.11) AfIV (~) + iJ!,"(~) + C f"(~) + Ef(~) = F(~), 
gdzie 

iJ = 2B, 
(3.11h 

C = ~: [(C~+c~)a~+ j] + 

+2JL [~: (alC~ + j) sin2 7r~ + 2a~/2 cos 27r~] . 
Wreszcie jeśli uwzględnić tylko siłę Coriolisa, to uogólnioną siłę Qi( t) 

i jej drugą pochodną względem czasu można napisać w następujący spo­
sób: 

Qi(t) = Psinaivt - Mqiv sin 2aivt, 

Qi(t) = -a~v2Psinajvt - MajvCii j sin2ajvt+ 
(3.12) 

+4qiaiv cos 2aivt - 4a~v2qi sin 2aivt). 

Równanie ruchu belki Timoshenki w takim przypadku podaje się w 
następujący sposób: 

(3.13) 
fIV(~) + Bflll(~) + Cf"(~) + D!,(~) + Ef(~) = F(~), 

= 12 
[_2 2 2 c

2
] 2 2 C = 1)7 (q + c2)al + ~ + 8JLall cos27r~. 

Jeśli mamy do czynienia z ruchomą siłą bezmasową na belce Timo­
shenki, zagadnienie analizowane w wielu pracach [19-21], to uogólniona 
siła Qj(t) i jej druga pochodna względem czasu są opisane w następujący 
sposób: 
(3.14) Qj(t) = Psinaivt, Qi(t) = -a~v2Psinaivt. 

Równanie ruchu belki w tym przypadku obciążenia ma wszystkie 
stałe współczynniki i jest podane w następujący sposób: 

(3.15) lV (~) + ~: [(c~ + c~)a~ + ~~] !"(~)+ 
4 2 2

/4 
7r

4 
E J [( 2 2 c~) 2 2] • +alclc2v4f(O = mv4 alcl + r 2 - alv sm 7r~. 
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Jak łatwo zauważyć, wszystkie przekształcone równania ruchu belki 
Timoshenki (2.21) - (3.15) są czwartego rzędu ze względu na zmienną 
czasową i mają jednakowe prawe strony F(~). WOL'PER i MORGA­
JEWSKI w pracy [22] analizują swobodnie podpartą belkę Bernoulliego­
Eulera obciążoną ruchomą skupioną masą. Równanie ruchu takiej belki 
w identycznych bezwymiarowych współrzędnych podane jest w tej pracy 
przy wykorzystaniu algorytmu Bubnowa-Galerkina, przy i = 1 jest okre­
ślone w następujący sposób: 

2 2 2 
'\(1 + J-l- J-lcos211"~)1"(~) + ~sin211"~!,(~)+ 
11" 11" 

(3.16) 

+ [1 - J-lK2(1 - cos 211"~)1 I(~) = sin 11"~, 

gdzie 

1I"~EJ 1 M 
Vkr = T m vI + 2J-l' J-l = mi' 

~ _ vt _ Wl Kt Wl _ 11"2 ~ EJ 
- l - 11"' - 12 m' 

Równanie to podane było po raz pierwszy przez INGLISA [23] w 1934 
roku, następnie BOLOTINA [24-25]. W pracy [22] można również zna­
leźć warianty równania (3.16) w zależności od uwzględnienia lub nie 
sił Coriolisa, odśrodkowej i dodatkowej siły bezwładności od ruchomego 
skupionego obciążenia masowego. W pracy [18] podane jest pełne rów­
nanie ruchu belki Eulera ze sprzęgającymi członami i "# j. Dla kom­
pletu podamy warianty równania ruchu belki (3.16). I tak, jeśli nie 
uwzględniać siły Coriolisa, to (3.16) redukuje się do równania 

2 

'\ [1 + J-l(1 - cos 211"~)] I"(~)+ 
11" 

(3.17) 

+ [1 - J-lK2(1- cos 211"~)1 I(~) = sin 11"~. 

Jeśli w równaniu (3.16) nie uwzględnić siły odśrodkowej, to otrzy­
mamy 

K2 2J-lK2 
(3.18) 2"(1 + J-l - J-l cos 211"01"(0 + - sin 211"~/'(~) + I(~) = sin 11"~. 

11" 11" . 

Jeśli w (3.16) pominąć siły Coriolisa i odśrodkową, to otrzymamy 

2 

'\ (1 + J-l- J-l cos 211"~)1"(0 + 1(0 = sin 11"~. 
11" 

(3.19) 
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Wszystkie te równania są ważne w przedziale ~ E (0,1). W chwili 
~ = 1 ruchoma masa opuszcza belkę. Mamy do czynienia z drganiami 
swobodnymi. Równanie ruchu belki Timoshenki w drugiej fazie (drgania 
swobodne) we wszystkich jego wariantach jest podane w następujący 
sposób: 

(3.20) fłv (~) + l: [(c~ + c~)a~ + c~] f; (~) + atc~~ 1:!I(~) = 0, 
v r v 

przy ~ 2: l. 
Równanie (3.20) ma stałe współczynniki i jest jednorodne. Warunki 

początkowe, które decydują o jego rozwiązaniu, wynikają z poprzedniego 
rozwiązania (2.21) lub innych wariantowych równań ruchu w chwili ~ = 
1. W przypadku modelu bezfalowego belki równanie drgań swobodnych 
jest określone w następujący sposób [22]: 

" 7r
2 

(3.21) fI (~) + 2!I(O = 0, przy ~ 2: l. 
K 

4. RUCHOMY MOMENT SKUPIONY NA BELCE. MASOWE OBCIĄŻENIE 

RÓWNOMIERNIE ROZLOŻONE. WPLYW NIERÓWNOŚCI JEZDNI 

BELKI NA DRGANIA 

p 
L 

p = Mg 

Rys. 4. Skupiony ruchomy moment L związany z maslIr jako dodatkowe obciążenie belki 

. Jeśli uwzględnić w obciążeniu inercyjnym dodatkowo moment sku­
piony L działający wraz z ruchomą skupioną masą (rys.4), to w rozważa-
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nym wcześniej zagadnieniu ulegają zmianie uogólnione siły Qj(t) i Qj(t) 
oraz odpowiednio drugie pochodne tych wielkości względem czasu. Uogól­
nioną siłę Qj(t) wyznacza się z zasady pracy wirtualnej zapisanej w 
następujący sposób: 

(4.1) 8A = L81jJ - Qi8fjj = O. 

Rys. 5. Inercyjne, ruchome obciążenie ciągle na belce Timoshenki 

Zważywszy na (2.1h, 81jJ określa się W następujący sposób: 

(4.2) 81jJ = 8iji(t) cosaivt. 

Podstawiając (4.2) do (4.1) wyznaczamy uogólnioną siłę Qi(t) określo­
ną w następujący sposób: 

(4.3) Qi(t) = L cos aivt, Qj(t) = -a~v2Lcosaivt. 

Siła Qi(t) jest w tym przypadku równa zeru, chyba że wraz ze skupio­
nym momentem działa jeszcze ciężar własny ruchomej masy; wówczas 
Qj(t) jest określona wzorem (2.7). 

Inaczej jest określana uogólniona siła Qi(t) w przypadku działania 
skupionego momentu na belkę Bernoulliego-Eulera. Moment skupiony 
L można zapisać w następujący sposób: 

(4.4) L=Pe, 

gdzie e jest małym ramieniem pomiędzy pionową parą sił P. 
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Część uogólnionej siły Lagrange'a (bez udziału sił bezwładności od 
ruchomej masy) daje się zapisać następującym wzorem: 

(4.4)1 Q (t) P
-· i7rvt p-. i7r(vt-c) 

j = SIn -1- - SlO l = 
- i7r c. i7rc = 2Pcos T(vt - 2) SlO 21. 

Wzór ten wynika również z zasady pracy wirtualnej zapisanej w 
następujący sposób: 

6A = lim L [6w(x) - 6w(x - c)] = Qi6qj, 
' ...... 0 c z=vt 

lim L [w(x) - w(x - c)] = L 88
w

. 
' ...... 0 c x 

Po podstawieniu za P = L/c i wykonaniu przejścia granicznego 
z c do zera otrzymuje się uogólnioną siłę Lagrange'a Qj(t) określoną 
następującym wzorem w tym modelu belki 

Q(t) = o/-Lcos~, Qj(t) = _i~tv2Lcos~. 
Jeśli na belkę działa ciągłe, równomiernie rozłożone obciążenie iner­

cyjne o masie m q , to uogólniona siła Lagrange'a daje się określić z 
następującego rozumowania: 

Zgodnie z rys. 5 elementarna zastępcza siła dN działająca na odcinku 
dXl jest zapisana w następujący sposób: 

(4.5) [ (
82w 82w 82w)] 

dN = qo - mq 8t2 + 2v 8x8t + v2 
8x2 dXI, 

gdzie 
Xl = vtl, dXI = vdtI, Xl E (O, vt). 

Po scałkowaniu (4.5) w granicach (O, vt) oraz wykorzystaniu (2.6) 
otrzymamy 

(4.6) 

Q;( t) = n q. - m. (~t~ + 2. :~; + v' ~:~ ) ] sin i"t, dx" 

.. 82 

Qi(t) = 8t2 (Qi(t)) , 
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00 • 

w = E qj(t) sin J1
r

I
x
l, i,j = 1,2,3, ... 

j=l 
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W tym przypadku przekształcone równanie różniczkowe belki Timo­
shenki ma inne współczynniki Aj(~) - Ej(~), jak również inne ajj(~) -
ejj(~) niż omawiane już (2.18). Jest ono przedmiotem innej pracy au­
tora [27] i tu nie będziemy go bliżej omawiać. W odniesieniu do belki 
Eulera, MORGAJEWSKI w obszernej rozprawie [28] podał szczegółowe 
rozwiązanie tego ostatniego przypadku obciążenia, a w pracy [29] obcią­
żenie ciągłe jest rozłożone na skończonym odcinku mniejszym od rozpię­
tości belki. Równania ruchu belek w licznych pracach Morgajewskiego i 
Jego Szkoły są otrzymywane metodą Bubnowa-Galerkina, rozwiązywane 
zaś metodą Rungego-Kutty. 

DMITRIJEW w kilku pracach [30-32] uwzględnia nierówności jezdni 
w równaniach ruchu belek Bernoulliego-Eulera. Koncepcję tę można 

również przenieść na model belki Timoshenki. Jeśli nierówności jezdni 
są opisane pewną ciągłą funkcją TJ = TJ(x), to ulega zmianie równanie 
(2.8): 

(4.7) 

W związku z (4.7) uogólniona siła Lagrange'a (2.14) ulega zmianie 

. [82
w 82

w 
(4.8) Qj(t) = Psmajvt - M 8t2 + 2v 8x8t + 

8
2
w 82TJ

] 1 +v2~ + ~ 2 sinajvt. 
vX vt z=vt 

Znaną funkcję TJ( u) zwykle rozkłada się w pełny szereg Fouriera 

00 00 

TJ(U) - Ao + E Aj cosj7rU + E Bj sinj7ru, 

(4.9) 
j=l j=l 
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gdzie 
u E (O,~). 

Tak więc wpływ nierówności jezdni zmienia jedynie całkę szczególną 
rozwiązania. Komplikacji ulega jej wyznaczenie, a więc i ostateczne 
rozwiązanie problemu. 

5. WPLYW TLUMIENIA ZEWNĘTRZNEGO I WEWNĘTRZNEGO NA 

RÓWNANIE RUCHU BELKI. WPLYW NIERÓWNOMIERNEJ 

PRĘDKOŚCI RUCHOMEGO OBCIĄŻENIA MASOWEGO NA RÓWNANIE 

RUCHU BELKI TIMOSHENKI 

Zakładając, że mamy do czynienia z tłumieniem wewnętrznym i zew­
nętrznym według liniowego reologicznego modelu ciała lepkosprężystego 
typu Kelwina-Voigta zmianie ulega wyjściowy układ ruchu (2.2) i (2.11). 
Układ równań Lagrange'a opisujący ruch belki można zapisać w nastę­
pujący sposób: 

gdzie Rj są to uogólnione siły tłumienia skierowane przeciwnie do Q j. 
Zakładając dwa różne czasy retardacji w modelu reologicznym Voi­

gta, naprężenia w belce dadzą się opisać w następujący sposób: 

(5.2) 

gdzie 

U z - Ecz + 17Ez = E(cz + TEz), (-) = :t' 

17 
T= E' 

Siły wewnętrzne, po scałkowaniu (5.2) względem z, można zapisać w 
następujący sposób: 

Układ równań Lagrange'a (5.1) po uwzględnieniu dodatkowych sil 
uogólnionych Rj prowadzi do dwóch równań ruchu belki: 
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mąi + (1 + T %t)KGA(aiąi - ąi)ai + ceji = ~Qi' 
(5.1') 

.. B 2 • 2 -
J piji + (1 + TG Bt)EJaiąi - KGA(aiąi - ąi) + ct/Jąi = IQi, 
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gdzie c, ct/J - są odpowiednio współczynnikami tłumienia zewnętrznego 
w belce odpowiadającym odpowiednio prędkościom uogólnionym eji i ąi' 
KĄCZKOWSKI w monografii [33] wyprowadził te same równania stosując 
metodę kinetostatyki. Przyjmując równanie więzów geometrycznych 
przekroju belki w następujący sposób: 

Bw 
(5.4) f3 = Bx + 1/J 

oraz definiując moment M:r: w następujący sposób: 

(5.5) M:r: = EJ(1/J + T~), 
następnie przyjmując w układzie równań (1.12) podanych w monografii 
[33] s. 188, że <()1J = -1/J oraz wykorzystując (1.1), otrzymamy układ 
naszych równań (5.3). Układ równań (5.3) daje się również doprowadzić 
do jednego przekształconego równania ruchu czwartego rzędu ze względu 
na zmienną czasową. Równanie takie przy pewnym szczególnym przy­
padku T = TG , podane jest w pracy autora [34]. 

Jeśli założyć w stanie lepkim nieściśliwość materiału, z którego jest 
zbudowana belka, to wzory (5.2) można zapisać w następujący sposób: 

U:r: EC:r: + 3TJG€:r:, TJ = 3TJG; 
(5.6) 

T:r:z - G,:r:z + TJG 1':r:z. 

W przypadku płaskiego stanu naprężenia (tarcza) i nieściśliwości 
stanu lepkiego otrzymamy 

(5.7) 

U:r: - 1 ~ lI2(c:r: + lIcy) + 2TJG(2€:r: + €1J)' 

u1J - 1 E 2(C1J + lIc:r:) + 2TJG(2€1J + €:r:), 
-li 

T:r:y G,:r:1J + TJG 1':r:1J' 

Ostatnim punktem tego rozdziału jest wyprowadzenie równań ru­
chu belki Timoshenki w przypadku, kiedy ruchome inercyjne obciążenie 
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przesuwa się po konstrukcji ze zmienną prędkością. W odniesieniu do 
klasycznej belki Eulera znany jest szereg pracy z tego zakresu [35-36], 
a szczególnie godne odnotowania rozprawy KONASZENKI [5] i DMITRI­
JEWA [37]. Analizuje się w nich dynamikę prostej przegubowo podpartej 
belki, na której znajduje się " bezmasowa sila skupiona lub bezmasowe 
obciążenie ciągłe przemieszczające się po konstrukcji ruchem jednostaj­
nie przyspieszonym lub jednostajnie opóźnionym. Rozwiązanie anali­
tyczne w tym przypadku sprowadza się do rozwiązania całki 

gdzie a jest przyspieszeniem z jakim porusza się siła skupiona. 
Wynik całkowania (5.8) przedstawia się w postaci tzw. funkcji Fre­

snela [35-36] i [5]. W przypadku zaś obciążenia ciągłego, całka (5.8) daje 
się zapisać w następujący sposób [36]: 

Inna metoda rozwiązania tego problemu w odniesieniu do prostej 
belki przegubowo podpartej podana jest w pracy DMITRIJEWA [37]. 
Wszystkie te opracowania, jak już wspomniano, odnoszą się do bezi­
nercyjnego obciążenia. Uwzględnienie masy obciążenia w przegubowo 
podpartej belce Eulera znajduje się w interesującej rozprawie NIKITINA 
[38]. Należy również odnotować pracę DMITRIJEWA [39] z tego zakresu. 
Wzorując się na pracy [38] przyspieszenie belki określa się w następujący 
sposób: 

(5.10) 

gdzie 
a 2 

V = Vo ± at, x = vot ± '2t . 

Pewnego komentarza wymaga ostatni składnik wzoru (5.10). Re­

prezentuje on iloczyn wektorowy wektorów a i t/> = ~V;. Czynnik ten 
odgrywa istotną rolę w tym przypadku ruchu i należy go uwzględnić w 

obliczeniach. 
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Składnik ten zniknie jeśli a = 0, a więc w przypadku ruchu jed­
nostajnego ruchomego obciążenia. Wzór (5.10) przechodzi wówczas W 

następujący podany przez RENAUDOTA [40]: 

Jlw 82w 82w 82w 
(5.11) dt2 = 8t2 + 2v 8x8t + v2 

8x2· 

Zgodnie z (5.10) uogólniona siła Qj(t) jest określona w następujący 
sposób: 

. i7rvt [82w 82w 
Qj(t) = Psm -1- - M 8t2 + 2(vo ± at) 8t2 + 

(5.12) 282
w 8W]. i7rvt 

+(vo ± at) 8t2 ± a 8x sm -1-' 

- a 2 Qj = O, x = vot ± "2t, v = Vo ± at. 

Komplikacji ulegnie więc przekształcone równanie ruchu belki Timo­
shenki (2.18). W cytowanej pracy NIKITINA [38] można znaleźć również 
przypadek ruchomego równomiernie rozłożonego inercyjnego obciążenia, 
którego czoło przemieszcza się po belce Eulera ze zmienną prędkością. 
Równania ruchu belki w tej pracy wyprowadza się metodą Bubnowa­
Galerkina. W rozwiązaniu szczegółowym zakłada się udział trzech pierw­
szych postaci drgań własnych, całkowanie numeryczne prowadzono meto­
dą Rungego-Kutty. Rezultaty obliczeń wskazują na bardziej niekorzy­
stny przypadek ruchu jednostajnie opóźnionego na przeciążenie dyna­
miczne konstrukcji belki Eulera. Przeciążenie to ma charakter oscyla­
cyjny i jest funkcją średniej prędkości obciążenia. 

6. MODEL DYSKRETNY KONSTRUKCJI, KOMPUTEROWE METODY 

ROZWIĄZANIA PROBLEMU 

Pojawienie się w końcu lat pięćdziesią.tych komputera spowodowało 
w dynamice konstrukcji pod ruchomymi obciążeniami przewartościowa­
nie metod obliczeniowych w kierunku algorytmizacji przebiegu procesu 
obliczeniowego oraz wyszukanie modelu adekwatnego do tej techniki. 
Takim skutecznym modelem ośrodka ciągłego stał się model dyskretny 

·jako jedyny pozwalający na ogół przy skomplikowanej geometrii kon-
strukcji prowadzić obliczenia z wystarczającą dokładnością w odniesie-
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niu do praktyki inżynierskiej. Jedną z pierwszych prac, w której zastoso­
wano model dyskretny w odniesieniu do belki Timoshenki jest publikacja 
HURTy'EGO i RUBINSTEINA [41], jak również monografia [42] tych sa­
mych autorów. W pracy [41], jak również w monografii [42], podstawą 
algorytmu aproksymacyjne·go jest równanie więzów geometrycznych w 
belce podane w następujący sposób: 

(6.1) W=WM+WT, 

gdzie w jest całkowitym ugięciem belki Timoshenki, WM - ugięciem belki 
wywołanym czystym zginaniem oraz WT - ugięciem belki wywołanym 
czystym ścinaniem. 

W pracy autora [54] określono przekształcone równania różniczkowe 
opisujące odpowiednio funkcje WM i WT. Pomysł równania więzów w 
postaci (6.1) należy do ANDERSONA i MIKLOWITZA [55-56]. Jak łatwo 
zauważyć w pracy [54], przekształcone równania różniczkowe opisujące 
funkcje WM i WT są czwartego rzędu ze względu na zmienną czasową. 
Lewe strony tych równań są identyczne jak w przypadku przekształcone­
go równania różniczkowego opisującego całkowite ugięcie belki w. Iden­
tyczne muszą być również trzy całki ogólne przypisane tym równaniom. 
Kąt obrotu przekroju 1/J wywołany czystym zginaniem jest pIerwszą 
pochodną geometryczną ugięcia w M 

(6.2) 1/J = 8WM. 
8x 

KLASZTORNY i LANGER w pracy [52] zastosowali metodę aproksy­
macyjną do rozwiązania problemu belki Timoshenki pod ruchomą siłą 
bezmasową lub grupą sił. Równanie więzów w tej pracy przyjęte jest w 
postaci (6.1). Funkcje aproksymujące przyjęto takie same odnośnie do 
przemieszczeń WM i WT. Uogólnione współrzędne ąM i ąT po wyznaczeniu 
energii kinetycznej, potencjalnej i siły uogólnionej, w wyniku spełnienia 
równań Lagrange'a drugiego rodzaju, prowadzą do układu równań 

(6.3) ,B2Bq" + ,Beq' + Kq = ~o gradL = V( r), 

gdzie 

,B = vlJ ~, r = ~t, ~ = T' q = Iq', q = [ :: l ' 
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c = ,AiB jest macierzą tłumienia proporcjonalną do macierzy bezwład­
ności. 

Po rozwiązaniu zagadnienia własnego belki, na równaniu (6.4) do­
konana jest transforjacjr własna. Wprowadzając zamianę zmiennych 
q = NRy, gdzie N = K- = NT a R jest ortonormalną macierzą własną, 
równanie (6.4) przechodzi w następujące: 

(6.4) ,B2{p}y" + 1r
2,B,{p}y + Iy = RTNV, 

gdzie {p} jest widmem wartości własnych, określonych w następujący 
sposób: 

(6.5) T 1 ~J {p} = R NBNR, Pi = \2' Wj = -14-. 
Ai m Pi 

Wprowadzając następnie zwężenie bazy y do fi o liczebności zbioru 
ąM, autorzy wyłączyli przebiegi wysokoczęstościowe uzyskując rozwiąza­
nie wystarczająco dokładne przy istotnej efektywności realizacji kom­
puterowej. Jak już wspomniano, obciążenie ruchome w tej pracy jest 
bezmasowe. Macierz bezwładności, macierz tłumienia i macierz sztyw­
ności są w związku ' z tym stałe w czasie. Dyskretne sformułowanie za­
gadnienia statycznego i dynamicznego odnośnie do belki Timoshenki 
znajduje się również w pracach CHENGA [43] i KĄCZKOWSKIEGO [44]. 
W odniesieniu do ruchomych obciążeń bezmasowych i masowych dys­
kretny model konstrukcji jest stosowany w kilkudziesięciu rozprawach 
LANGERA [13-15] i [45-47], KLASZTORNEGO [48], BOROWICZA [49-51] i 
szeregu innych. Równania Lagrange'a drugiego rodzaju zastosowane w 
tym modelu, szczególnie prosto i efektywnie prowadzą do macierzowych 
równań ruchu współrzędnych uogólnionych przestrzeni konfiguracyjnej, 
a następnie do równań we współrzędnych naturalnych po dokonaniu na 
tych równaniach transformacji własnej. W niniejszym rozdziale uogól­
nimy rozwiązanie KLASZTORNEGO i LANGERA [52] na przypadek rucho­
mego obciążenia inercyjnego. Do dyspozycji mamy przede wszystkim 
równanie więzów geometrycznych w dwóch postaciach 

Bw 
Bx = t/J +,B 

lub 
(6.6) w = WM + WT. 

W cytowanych pracach [52] i [41-42] korzystano z drugiego równa­
nia (6.6h. Jest to uzasadnione w przypadku, gdy mamy do czynienia 
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z bezinercyjnym dynamicznym obciążeniem ruchomym. Jeśli z rucho­
mym obciążeniem jest związana masa, bardziej racjonalne jest przyjęcie 
do rozważań równania (6.6)1 i tak też postąpimy w dalszej części tego 
rozdziału. 

Istotą postępowania dyskretnego jest przyjęcie rozwiązania w postaci 
skończonego szeregu odnośnie do ugięcia w i kąta obrotu 1/J. Przyjmując 
owe wielkości w następujący sposób: 

w(x, t) n T T - E ~i(X)ąi(t) = q tP = tP q, 
i=1 

(6.7) 
n - T- - T 

1/J(x, t) = E ~i(X)iji(t) = q tP = tP q, 
i=1 

określamy energię kinetyczną i potencjalną w taki sam sposób jak w 
rozdziale 1. Dla prostoty wyprowadzeń pominiemy w układzie tłumienie . 

Zakładając, że mamy do czynienia z innymi warunkami brzegowymi niż 
swobodne podparcie, energia kinetyczna konstrukcji daje się określić w 
następujący sposób: 

(6.8) 

Uwzględniając (6.7) określimy odpowiednio aT/8iji i aT/8itj jako 
niezbędne składniki równań ruchu Lagrange'a 

(6.9) 

8T 
8iji 

- j m [t ~j(X)ijj(t)] ~r(x)dx , aT
8

. = O, 
o 1=1 ąl 

aT fi 2[n- . l- 8T -. = mr ~ ~i(X)ijj(t) ~r(x)dx, 8-. = o. 
8ijj o 1=1 ąl 

Energia potencjalna daje się określić w następujący sposób: 

u = ~ j EJ [81/J(X, t)]2 dx + ~ j KGA[8w(x, t) 
2 o 8x 2 o 8x 

- 1/J(x, t)rdx, 

(6.10) 88~ = j KGA [t ~~(x)ąj(t) - t ~j(x)ijj(t)l ~~(x)dx, 
ąl o 1=1 1=1 
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(6.10) 88~ = j EJ [t ~~(X)ąi(t)] ~~(x)dx - j KGAx 
(cd.] q, O 1=1 O 

X [E <p~(X)qi(t) - E ~i(X)qi(t)l ~r(x)dx, 
8( -) = (_ )' 8( -) = (..:.). 
8x at 

Uogólnione siły Lagrange'a Qi i Qi przy powyższym założeniu dają 
się określić w następujący sposób: 

Qi = E P<pi(vt) - M [E(ąi4>i(X) + 2vqi4>~(X)+ 

(6.11) +v2qi<P?(x))llz=vt<pr(X), 

Wykorzystanie (6.1) - (6.11) w równaniach Lagrange'a (2.2) prowa­
dzi do układu równań ruchu określonego w następujący sposób: 

n l n l 

ąi EJ m4>r(x)4>i(x)dx + qi E J KGA4>~(x)<p~(x)dx-
i=10 i=lO 

n l n [ n 
- ąi E f KGA~i(X)4>~(x)dx = E P<pi(vt) - M E ąi<Pr(vt) X 

(6.12) X <Pi ( vt) + 2 E qi~i( vt)<Pr( vt) + E qi~i( vt)4>r( vt) l ' 
n l n l 

it E J mr2~i(X)~r(x)dx + ąi E J EJ~~(x)~~(x)dx-
i=10 i=10 

n l n 

-qi E J KGA4>~(x)~r(x)dx + ąi(t) E KGA~i(X)~r(x)dx = o. 
i=10 i=1 



618 WACLAW SZCZEŚNIAK 

Wprowadzamy dalej następujące oznaczenia: 

q = [ąl(t), ą2(t), ···f , 
n l 

B = .L Im4>r(x)4>j(x)dx, 
1=10 • 

(6.13) 

n l -
Ki = .L I KGA4>r(x)4>i(x)dx, 

1=10 

n l - -
Kp = .L I KGA4>r(x)4>j(x)dx, 

1=10 

B", = .E } mr2~j(X)~r(x)dx, 
1=10 

- n •• 
K = M.L 4>r(vt)4>j(vt), 

1=1 

Macierze k, 6 i iJ są w ogólnym przypadku zależne od czasu, a więc 
ich elementy są zmienne. Oznaczenia wszystkich macierzy (6.13) można 
zapisać również w innej formie: 

(6.14) 

B = m4>4>T, 
C= 2MXXT, 
Ki = KG A~4>fI', 
P=PX, 

B", = mr2 ~~T, 
KB = KG A4>' 4>fI', 
Kp = KGA~~T, 
X = 4>( vt). 

B=MXXT, 
K", = EJ~'~'T, 
K=MXXT, 

Równania ruchu (6.12) po wykorzystaniu oznaczeń (6.13) lub (6.14) 
można zapisać w następujący sposób: 

(6.15) 
(B + B)q + Cq + (KB + K)q - Kiq = P, 

B",ą + (K", + K.ą.)q - Ksq = O. 

Układ równań (6.15) można również przekształcić do jednego równa­
nia UFLAND [57] czwartego rzędu ze względu na uogólnioną współrzędną 
qj lub qj. Przykładowo przekształcone równanie ruchu w modelu dys­
kretnym na uogólnione współrzędne qj można zapisać w następujqcy 
sposób: 

(6.16) B",(B + Bf qlV + B",C
T 

Ci + [B",(K, + Kf + 

+(K", + Kp)(B + Bfl q + (K", + Kp)C
T q + [(K", + Kp)' 

- T 2] "T T ·(KB + K) - Ki q = B",P + (K", + Kp)P . 

Równanie (6.16) otrzymano z układu (6.15) wykonując następujące 
operacje. Pierwsze z układu równań (6.15h mnożymy prawostronnie 
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przez odwróconą macierz Kil. Otrzymujemy w wyniku wektor Ci (po 
wykorzystaniu KiKil = I. Wstawiając wektor Ci do drugiego równania 
(6.15h i wykonując mnożenie lewostronne równania przez Ki otrzymamy 
(6.16). Układ równań (6.15) można jeszcze zapisać w następujący spo­
sób: 

(6.17) 

gdzie 

(6.17h 

• = [q ] B. = [ B + B O ] p. = [ p ] 
q Ci' O Bl/>' O ' 

t:= [e O] o o ' 

Równanie (6.17) jest szczególnie przydatne do zastosowania konkret­
nej realizacji komputerowej . Ponadto bardzo łatwo daje się w tym mo­
mencie wprowadzić do układu tłumienia. Zakładając model tłumienia 
według reologicznego modelu Kelwina-Voigta macierz tłumienia linio­
wego można wyrazić przez macierz bezwładności i sztywności 

(6.18) 

Współczynniki Q i f3 dają się wyznaczyć na drodze postępowania 
standardowego. 

Zauważmy również, że mimo nieuwzględnienia tłumienia układ rów­
nań (6.15) zawiera macierz e zmienną w czasie, mnożoną przez wektor 
uogólnionych prędkości ci. Jest to rezultat uwzględnienia siły bezwładnoś­
ci CORIOLISA [22], która w ogólności wprowadza własności tłumiące roz­
wiązanie. Założymy [42] również, że funkcja aproksymująca kąt obrotu 
przekroju t/J jest pierwszą pochodną geometryczną funkcji aproksymują.cej 
ugięcie całkowite belki 

(6.19) 
- aj 
J=-. ax 

Jest to założenie usprawiedliwione wtedy, gdy mamy do czynienia 
z warunkami brzegowymi w belce Timoshenki odpowiadającymi swo­
bodnemu podparciu przegubowemu. W innych przypadkach warun­
ków brzegowych tak być nie musi. Równanie (6.17) z uwagi na to, 
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że wszystkie trzy macierze S*, e i K* są zmienne w czasie, ma warto­
ści własne i wektory własne również zmienne w czasie. Częstości drgań 
własnych układu są również zmienne w czasie. Pozbawiona jest więc 
sensu transformacja własna układu (6.17) do współrzędnych natural­
nych, tak jak postąpiono ' w pracy [52] w przypadku siły bezmasowej. 
Jedyną drogą możliwą do zastosowania i uzyskania wyników jest bezpo­
średnie całkowanie numeryczne owego równania. 

Jeśli przyjąć do rozwiązania problemu równanie więzów w alterna­
tywnej postaci (6.1) lub (6.6h, to układ równań różniczkowych modelu 
ciągłego podany w pracach [54, 55 i 56] jest określony w następujący 
sposób: 

(6.20) 

Układ ten otrzymano przy wykorzystaniu następujących równań i 
związków: 

(6.21) w = WM +WT, 1/J = a;;, M = _EJa;::, T = KGAa
a:

T
• 

Dwa ostatnie wyrażenia określające siły wewnętrzne są podane przy 
założeniu zwrotu osi z w dół. Równania (6.20) można wyprowadzić na 
wiele sposobów, również przy zastosowaniu równań Lagrange'a drugiego 
rodzaju. 

Zakładając rozwiązanie zagadnienia dyskretnego podobnie jak (7.6) 

n 

WM = L <Pi (X)qf! (t) = ~T qM = qIt~, 

(6.22) 
i=l 

określamy energię kinetyczną i potencjalną belki oraz uogólnione siły Qi. 
Równania Lagrange'a doprowadzają w takim przypadku do układu rów­
nań względem uogólnionych współrzędnych qf! (t) i qT (t). W równaniach 
(6.22) zakładamy te same funkcje aproksymacyjne odnośnie do przemie­
szczeń WM i WT [42 i 52]. Układ równań można zapisać w następujący 
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(6.23) 

gdzie 

(6.23h 
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(B + B1)ijM + BijT + K1qM = Q~, 

BijM + BijT + KsqT = Q~, 

qM = [qf(t),qr(t), ... ], qT= [qf(t),qf(t), ... ]T, 

B - ~ fi 28~(x) 8~(X)d 
1 - ~ mr x x, 

i=10 X 

KI = E} EJ82<pi~X) 82<pr~X)dx, 
i=10 8x 8x 

macierze B i Ks są określone tak jak poprzednio, oznaczenia (6.13). 
Uogólnione siły Qi są określone w następujący sposób: . 

(6.24) [~; ] = p [ ~ ] - e [ ~: ] - c [ :: ]- K [ :: ] . 

Układ (6.23) daje się więc opisać w następujący sposób z uwzględ­
nieniem związku (6.24): 

(B + B1 + e)ijM + BijT + (ciM + (KI + K)qM = P, 
(6.25) 

BijM + (B + S)ijT + (ciT + (KB + K)qT = P. 

Macierze e, c, K są takie same jak w (6.13) i (6.14). Układ (6.25) 
można zapisać w następujący sposób: 

(6.26) S**ij** + e* ci** + K** q** = p*., 

gdzie 

S** - [B + B1 + e ~] 
B B+B ' q** = [ :: ] , 

- ** [; ~], K** = [ Kl"+ K ~ ] (6.27) C - o Ks + K ' 

P** - l:]· 
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W przypadku kiedy ruchome obciążenie inercyjne pozbawione jest 
masy, mamy do czynienia z ruchomą bezrnasową siłą skupioną. Wszyst­
kie macierze ze znakiem tyldy są wówczas równe zeru. Układy równań 
ruchu mają stale współczyn!liki-macierze. 

Nadmienimy również, że metoda aproksymacyj na nie jest jedyną 
możliwą do zastosowania w przypadku omawianego zadania. Z po­
wodzeniem można rozwiązać problem przy użyciu metody elementów 
skończonych, elementów brzegowych i różnic skończonych. Przedsta­
wiony algorytm metody aproksymacyjnej jest ważny dla przypadku, gdy 
x < vt. Jeżeli x > vt, to belka wykonuje drgania swobodne z warunkami 
początkowymi w chwili t = Z/v. Warunki te wynikają z poprzedniego 
rozwiązania. Równania ruchu w tym przypadku mają stałe macierze. 

7. ANALIZA NUMERYCZNA NIELINIOWYCH WSPÓLCZYNNIKÓW 

A(~) - F(O W PRZEKSZTALCONYM RÓWNANIU RUCHU BELKI 

TIMOSHENKI 

Jak już zaznaczono w rozdziale pierwszym, dynamiczne zagadnienie 
belki Timoshenki w bogatej literaturze przedmiotu nie jest nowe. W 
pracy przeglądowej [58] do połowy 1971 roku omawia się 352 pozycje z 
zakresu belek oraz 232 pozycje z zakresu dynamiki płyty o średniej gru­
bości. W języku polskim znana jest praca przeglądowa WILMAŃSKIEGO 
[59] oraz obszerne trzy opracowania BYSTRZYCKIEGO [60-62]. 

Oddzielną liczną grupę prac z zakresu zarówno drgań stacjonar­
nych jak i niestacjonarnych nieskończonej belki Timoshenki na podłożu 
sprężystym, stanowią rozprawy BOGACZA i jego szkoły [63-71]. Przeglą­
dową pracą odnośnie do problemu ruchomych obciążeń inercyjnych na 
belkach i płytach jest obszerna rozprawa autora [72]. Elementy tego 
zagadnienia przewijają się również w klasycznej już dzisiaj monografii 
FRYBY [73]. 

W tej licznej literaturze poświęconej ruchomym obciążeniom prze­
wija się ciągle problem prędkości krytycznej obciążenia. Przynajmniej 
dwie definicje tej wielkości da się jednoznacznie ustalić. Jeśli mamy do 
czynienia z ruchomym ciągłym obciążeniem inercyjnym, to przy pewnej 
prędkości ruch belki jest niestateczny, a owa prędkość wyznaczona po raz 
pierwszy przez BOLOTINA [24-25] nosi nazwę prędkości krytycznej w sen­
sie dynamicznej utraty stateczności. Zatem mamy do czynienia z dwoma 
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różnymi pojęciami prędkości krytycznej: prędkości rezonansowe wyzna­
czone przez KRYLOWA [74-75] i TIMOSHENKĘ [76-77], po przekroczeniu 
których drgania konstrukcji są w dalszym ciągu stateczne, i prędkości 
krytyczne Bolotina określające pewne strefy rozwiązania, w których ruch 
konstrukcji jest niestateczny. Te ostatnie prędkości zależą zarówno od 
masy konstrukcji, jak również od masy ruchomego obciążenia. 

W przypadku belki Timoshenki rozpatrywanej w pracy, prędkości 
krytyczne w sensie Bolotina zostały wyznaczone w pracy autora [78]. 
Opierając się na wynikach badań JAKUSZEWA zawartych w rozprawie 
[79], uogólnioną silę Qi(t) w pracy [78] nie wyznaczono ze wzoru (2.lOh 
niniejszej rozprawy, a określono ją z następującego rozumowania. Zas­
tępczą silę N podaną wzorem (2.5) zmodyfikowano w ten sposób, że 
siłę bezwładności B nie wyznaczono przy zastosowaniu wzoru Renau­
dota (2.8), ale zgodnie z różniczkową postacią zasady zachowania pędu 

założono mianowicie, że sila bezwładności równa jest zmianie pędu M~ 
w czasie dt 

(7.1) d [ dw] N = P8(x - vt) - dt M8(x - vt)di ' 

gdzie 8(x - vt) oznacza funkcję Diraca. 
W takim podejściu uwzględnia się pełną zmienność poruszającego 

się po belce ruchomego obciążenia inercyjnego. 
Uwzględniając (7.1) w równaniach (2.2) otrzymuje się ostatecznie, 

tak sarno jak (2.21), przekształcone równanie ruchu, jednak o innych 
współczynnikach A(~) - F(~) niż te w (2.22). Co więcej, równanie ruchu 
w tym przypadku ma łatwo wyznaczalną całkę szczególną. Analiza tej 
całki prowadzi do wyznaczenia dwu pasm prędkości krytycznych rucho­
mej masy określonych w pracy [78] w następujący sposób: 

(7.2) 

Łatwo zauważyć, że to ostatnie wyrażenie jest funkcją współczynnika 
J.l = M/mi, zależy więc od masy obciążenia i masy belki. Wprowadzając 
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wielkości bezwymiarowe 

~ KG K 

Co - C~ = E = 2(1 + V)' 

12~ 
0"0 = 1 + T22"' 

r cI1r 

(7.3) 

Wyrażenie (7.2) można napisać w następującej postaci przydatnej 
do konkretnych obliczeń i zastosowań: 

(7.4) v'r = (1 + 21-')0"0 + Co ± /[(1 +2~)0"0 + co]2 - 4(1 + 21-') Co • 

Zasadniczym celem tego podrozdziału rozprawy jest numeryczne ro­
zeznanie wartości i kształtu nieliniowych współczynników A(O - F(O 
w przekształconym równaniu ruchu, opisanych wzorami (2.22) w funkcji 
takich bezwymiarowych parametrów jak e, I-' i , = v/vłr' 

Do rozważań przyjmuje się belkę Timoshenki o przekroju prostokąt­
nym oraz o h/l = 0,2, gdzie h jest wysokością przekroju poprzecznego. 
Następnie wylicza się prędkości krytyczne vłr opisane wzorem (7.4) dla 
v = 0,167 (żelbet) i v = 0,3 (stal) oraz dla kilku wartości I-' = M/ml. W 
przypadku belki żelbetowej np. przy I-' = 10, C2 = 2,240,6 [m/s] otrzy­
muje się vłr = 510,9 [km/h), co może już stanowić rzeczywistą prędkość 
współczesnych super szybkich pojazdów komunikacyjnych. Współczyn­
nik I-' = 10 jest jednak nierealny w praktyce inżynierskiej. Wyliczenia 
współczynników A(e) - F(e) przeprowadza się ustalając I-' = ł oraz 
, = 0,01 i , = 0,5; te dwie ostatnie wielkości odpowiadają odpo­
wiednio małej i dużej prędkości ruchomej, skupionej masy na belce. 
Przy I-' = ł i v = 0,3 ze wzoru (7.4) otrzymuje się vn = 0,2143c2' 
Przyjmując, = 0,01, otrzymujemy prędkość rzeczywistą v = 11,2 
[m/s] = 40,5 [km/h], a przy 'Y = 0,5 mamy v = 562 [m/s] = 2,023 
[km/h]. Współczynnik K przyjęto równy 5/6, zaś r = h/VPi. Oblicze­
nia współczynników A( e) - F( e) przeprowadzono na mikrokomputerze 
układając odpowiedni program. 

Na rysunkach 6 i 7 podano przykładowo wykresy funkcji A(e) - F(e) 
przy założeniu I-' = ł" = 0,01 oraz i = 1. Jak widać, współczynniki 
A(O, C(e), E(e) i prawa strona równania (2.21) określona współczynni­
kiem F(e) są wykresami symetrycznymi względem e = 0,5. Współczyn­
niki B(e) i D(O stojące przed nieparzystymi pochodnymi trzeciego 
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Tablica 1. Nieliniowe współczynniki A({) - F({) w przekształconym równaniu 
ruchu belki Timoshenki (2.21) w przypadku p. = Mr = 1,0, i = 1,'Y = :!i-- = 0,5. 

mi Vkr 
Widoczne duże wartości współczynników C({) - F({) w atosunku do A({) i B({). 

~- ~ -1 A(~) B(~) C(~) D(~) E(~) F(~) 
xl05 X 105 xl04 X 106 

0,0 1,000 0,000 0,265 0,000 0,263 0,000 
0,1 1,095 5,540 0,293 0,531 -0,084 0,785 
0,2 1,345 8,963 0,366 0,860 -7,183 1,494 
0,3 1,655 8,963 0,453 0,860 -15,958 2,056 
0,4 1,905 5,540 0,525 0,531 -23,058 2,417 
0,5 2,000 0,000 0,552 0,000 -25,769 2,541 
0,6 1,905 -5,540 0,525 -0,531 -23,058 2,417 
0,7 1,655 -8,963 0,453 -0,860 -15,958 2,056 
0,8 1,345 -8,963 0,366 -0,860 -7,183 1,494 
0,9 1,095 -5,540 0,293 -0,531 -0,084 0,785 
1,0 1,000 0,000 0,265 0,000 0,263 0,000 

Tablica 2. Nieliniowe współczynniki A({) - F({) w przekształconym równaniu 

ruchu belki Timoshenki (2.21) w przypadku p. = !!r = !, i = 1, 'Y = t = 1,0. 

~ - !!! -1 A(~) B(~) C(~) D(~) E(~) F(O 
X 104 X 104 X 105 X 105 

0,0 1,000 0,000 0,674 0,000 0,062 0,000 
0,1 1,191 1,079 0,809 2,655 -0,073 0,490 
0,2 1,691 17,927 1,163 4,295 -0,426 0,933 
0,3 2,309 17,927 1,600 4,295 -0,863 1,284 
0,4 2,809 11,079 1,954 2,655 -1,217 1,509 
0,5 3,000 0,000 2,089 0,000 -1,352 1,587 
0,6 2,809 -11,079 1,954 -2,655 -1,217 1,509 
0,7 2,309 -17,927 1,600 -4,295 -0,863 1,284 
0,8 1,691 -17,927 1,162 -4,295 -0,426 0,933 
0,9 1,191 -11,079 0,809 -2,655 -0,073 0,490 
1,0 1,000 0,000 0,674 0,000 0,062 0,000 

[627) 
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i pierwszego rzędu są antysymetryczne względem ~ = 0, 5. Zwraca rów­
nież uwagę fakt małych wartości rzędnych A(~) i B(~) w stosunku do 
rzędnych pozostałych wykresów. Ze wzrostem "i" wszystkie współczyn­
niki zachowują oscylacyjny charakter zmniejszając odpowiednio" okres" , 
zwiększając" częstotliwość" 'przy nie zmienionej maksymalnej lub mini­
malnej amplitudzie. 

W tablicy 1 i 2 podaje się wartości numeryczne tych współczynników 
dla J.t = 0,5, , = 0,5 i i = 1 odpowiednio - tablica 1 oraz J.t = 1, , = 1 
i i = 1 - tablica 2. 

Tablica 2 określa wartości tych współczynników przy v = v~r bo­
wiem, = 1. Również i w tych przypadkach charakter oscylacyjny funk­
cji A(Ę) - F(~) nie ulega zmianie, a wykresy ich są podobne do tych 
podanych na rys. 6 i 7. 

8. WNIOSKI I UOGÓLNIENIA 

W pracy wykazano uniwersalność zastosowania równań Lagrange'a 
drugiego rodzaju do określenia równań ruchu belki Timoshenki pod 
wpływem ruchomego masowego obciążenia skupionego. Owa uniwer­
salność polega na tym, że równania Lagrange'a stosuje się z powodze­
niem do modelu ciągłego opisanego układem równań różniczkowych i 
do modelu dyskretnego belki opisanego układem równań o skończo­
nym wymiarze współrzędnej uogólnionej. Równania różniczkowe mają 
zmienne współczynniki i macierze przy wszystkich pochodnych i jedyną 
drogą ich rozwiązania jest całkowanie numeryczne. Ramy tej pracy nie 
pozwalają na przykład obliczeniowy będący próbą porównania wyni­
ków rozwiązania modelu ciągłego i dyskretnego. Przykład taki będzie 
przedmiotem innej pracy. W opracowaniu podano również sposób UF­
LANDA [57], który zezwala na zastąpienie układu równań różniczkowych 
drugiego rzędu jednym przekształconym równaniem ruchu belki czwar­
tego rzędu ze względu na czas i współrzędną geometryczną. Model 
ciągły belki rozważano również w przypadku, kiedy nie uwzględnia się 
pełnego członu sił bezwładności ruchomej masy. Zastosowany model 
uwzględnienia inercji ruchomego obciążenia, to tzw. podejście Inglisa­
Bołotina-Morgajewskiego. W zakończeniu należy nadmienić, że wszyst­
kie szczególne przypadki rozwiązań od takich czy innych obciążeń oraz 
dodatkowe wpływy podane w pierwszej części pracy dają się przenieść 
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bez problemu do modelu dyskretnego. Metodę aproksymacyjną w mo­
delu dyskretnym zastosowano przy dwóch różnych sformułowaniach rów­
nania więzów geometrycznych przekroju belki. Pierwszy z tych sposo­
bów wydaje się być bardziej racjonalny i łatwiejszy do konkretnej reali­
zacji komputerowej. 

W opracowaniu badano również numerycznie nieliniowe bezwymia­
rowe współczynniki A(~) - F(~) w przekształconym równaniu ruchu opi­
sującym drgania belki. Przytoczono również wzory na prędkości kry­
tyczne belki Timoshenki w sensie Bołotina. 
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Pe310we 

TIPHMEHEHHE yP ABHEHH.SI JIArP AH:>KA BTOPOrO POM B ,ZtHHAMHl.{ECKOIł 
3A.l{A l{E BAJIKH THMOIIIEHKO C TIO,ZUłH:>KHOH HHEPUHOHHOH HArPY3KOH 

B pa60Te npe.o;weTOW aRanH3a .BnJleTCJI npHweReRBe ypaBReRHJI JIarpaRlKa BTOpOI'O 
pOAa K BWBOAY ypaBReRH. ABHlKeRH. 6anICH THwomeRKo c nOABHlKROi cocpeAOTO'IeRRoi 
HRepIJ;HORROi Rarpy3ICoi. YpaBReRHJI narpaRlKa BTOpOI'O po.p;& npHWeRJlTC. lC nOCTOJlRROi 
H npHrnymeRRoi (AHCKpeTRoi) WOAenB 6anICH, YAOBneTBopJlIOm.eł rpaRH'IRWW BnH APY­
rHW ycnoBHJlW. YpaBReRHe ASHlKeRH. B nOCTOJlRRoi WOAenH JlBnJleTC. AHcMlepeRIJ;HanioRWW 
ypaBHeHew 'IeTBepToro nOpJlAKa B 'IaCTWX npOH3BOAHWX, Bce KoacłMPHu;HeHTw KOTOpOI'O 
H3weH.IOTC. BO BpeweRHH. B pa60Te npHBO,II,JITC. TOlKe sapHaRTw .TOro ypaBReRBJI. B 
npHrnymeRRoi (AHcICpeTRoi) WOAenH ypaBReRH. HwelOT WaTpHIJ;W, KOTOpwe H3WeRJlIOTCJI 
BO BpeweHH. MeTOA pemeHH. AHCICpeTHoi 3&A&'IH 3aJCnIO'IaeTCJI B annpoKCBWaIJ;BORROW 
cnoc06e 0606m.eRRwx KOOPAHRaT. 

SUMMARY 

APPLICATION OF THE SECOND KIND-LAGRANGE EQUATIONS TO DYNAMIC 
PROBLEMS OF A TIMOSHENKO BEAM UNDER MOVING INERTIAL LOAD 

Problem of a mass moving at a constant velocity along a Timoshenko beam of constant 
cross-section is analyzed. Inertia effects of the moving mass and of the beam itself are applied 
to the continuous and discrete models of the beam. The resulting equation describing the 
vibration of the beam is a linear differential equation with variable coefficients. 
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