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WYZNACZANIE NAPREZEN W KONSTRUKCJACH Z
TECHNOLOGICZNA WARSTWA WIERZCHNIA METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

ZOFIA HANDZEL-POWIERZA

i STANISLAW KUCHARSKI (WARSZAWA)

W pracy zaproponowano sposéb wykorzystania metody elementéw skoriczonych do wy-
znaczania naprezen w elementach maszyn na ktérych zostala ukonstytuowana cienka techno-
logiczna warstwa wierzchnia. Dokonano weryfikacji zaproponowanego sposobu modelowania

warstwy w zakresie sprezystym i sprezysto-plastycznym.

1. WSTEP

W procesie wytwarzania czeSci maszyn stosowana jest coraz czesciej
powierzchniowa obrdébka technologiczna. Kazdy element powstaje w
wyniku oddzialywania na niego pola sil, pola temperatur i $rodowi-
ska w ktorym zachodzi proces produkcji. W ten sposéb na wytwarza-
nym elemencie zostaje ukonstytuowana technologiczna warstwa wierzch-
nia (TWW), o odmiennych niz rdzenn wlasnosciach fizykochemicznych.
Warstwa ta ma grubosé rzedu mikrometréw lub milimetréw. Wiasnosci
warstwy zaleza od parametréw konkretnej obrébki wykariczajacej (tech-
nologicznej). Wplyw warstwy na calkowita no$noéé danego elementu
jest na ogoél niewielki. Natomiast liczne badania fenomenologiczne od-
pornosci na kruche pekanie i wytrzymalosci zmeczeniowej wykazaly, ze
jest ona miejscem inicjacji proceséw prowadzacych do zniszczenia. Dla-
tego istotne jest w ramach obliczen wytrzymalosciowych wyznaczenie
pola naprezen nie tylko w obszarze rozpatrywanego elementu, ale réow-
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niez w jego warstwie wierzchniej. Konieczne jest réwniez uwzglednienie
sprezysto-plastycznego zachowania sie materialu warstwy.

Najbardziej obecnie rozpowszechniona metoda wyznaczania naprezen
w konstrukcjach inZynierskich jest metoda elementéw skodczonych. Za-
stosowanie dostepnych programéw MES do wyznaczania naprezen przy
powierzchni konstrukcji wigze si¢ z pewnymi trudnosciami. W metodzie
tej dokladne wartosci naprezen otrzymujemy w punktach Gaussa, ktére
przy stosowanych zwykle siatkach podzialu na elementy znajduja sie w
pewnej odleglo$ci od powierzchni. Moga sie one znajdowaé dostatecznie
blisko powierzchni jedynie w przypadku bardzo gestej siatki podziatu.
Ponadto element z TWW jest przykladem konstrukcji niejednorodnej
materialowo. Dla tego typu konstrukcji opracowano w ramach MES
m.in. cala klase elementéw stuzacych do wyznaczania naprezen w kom-
pozytach. Jednakze material na ktérym zostala ukonstytuowana TWW
rozni sie od kompozytu przede wszystkim tym, Ze zmiana wlasnosci ma-
terialowych wystepuje tu jedynie blisko powierzchni. Zatem zagadnienia
zwiagzane z TWW wymagaja nieco innego podejscia niz to, ktére stosu-
jemy w kompozytach lub konstrukcjach warstwowych.

2. MODELOWANIE ELEMENTOW zZ TWW

Zaproponowany sposéb modelowania odnosi sie jedynie do konstruk-
cji znajdujacych sie w plaskim stanie naprezenia. W istniejacych tra-
dycyjnych programach MES dla takich zagadnien, podzial na elementy
skoniczone konstrukcji niejednorodnych materialowo dokonywany jest w
taki sposdb, ze w obszarze jednego elementu moze znajdowaé sie tylko
jeden rodzaj materialu. Poza tym siatka podzialu powinna by¢ taka, by
proporcje wymiaréw poszczegélnych elementéw byly wlasciwe dla da-
nego ich typu.

W przypadku elementéw plaskich, dwuwymiarowych obydwa wy-
miary elementéw nie moga sie zbytnio réznié od siebie, gdyz wplywa
to niekorzystnie na dokladnosé¢ obliczen. Specyficzna cecha TWW jest
to, ze jeden jej wymiar jest znacznie mniejszy od pozostalych. Mode-
lowanie konstrukcji z TWW wymagaloby wiec bardzo gestego podzialu
na elementy. Otrzymuje sie wéwczas uklady réwnan o duzej liczbie nie-
wiadomych, ktérych rozwiazywanie jest bardzo pracochlonne. Majac
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do dyspozycji komputer klasy PC i stosujac siatke zlozona z elemen-
téw plaskich mozna w zasadzie analizowaé tylko fragment konstrukcji z
TWW o wymiarach rzedu um [6]. Zastosowanie takiej siatki podziatu
do analizy rzeczywiscie istniejacych elementéw (o zlozonym ksztalcie) z
cienka TWW prowadziloby do ukladu ok. kilkudziesieciu tys. réwnan,
ktorych rozwiazanie przy uzyciu powszechnie dostepnych komputeréw
nie byloby w ogéle mozliwe. W zwiazku z tym wprowadzono elementy
skoriczone, ktérych ksztalt w sposéb naturalny odpowiadaltby TWW.
Dla konstrukcji znajdujacych sie w plaskim stanie naprezenia takimi
elementami sa prety. Funkcje ksztaltu pretéw musza byé takie same jak
elementéw plaskich, z ktérymi sa laczone. W przyjetym modelu funkcje
ksztaltu wszystkich elementéw sa kwadratowe.

Y
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Rys. 1. Model TWW
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Rys. 2. Zmodyfikowany model TWW

Zatem w zagadnieniach plaskich, pomimo ze w rzeczywistosci war-
stwa wierzchnia jest obszarem dwuwymiarowym, ze wzgledu na to, ze
jej grubos¢ jest bardzo mala, przyjeto jako model warstwy element jed-
nowymiarowy tj. pret. Ze wzgledu na bardzo mala grubo$¢ warstwy



638 ZOFIA HANDZEL-POWIERZA I STANISLAW KUCHARSKI

wierzchniej, pominieto sztywnos$¢ na zginanie pretéw modelujacych, a
wiec odksztalcenia i naprezenia wynikajace ze zginania warstwy. Przyj-
mujemy wiec, ze w warstwie wystepuja, wylacznie naprezenia normalne,
prostopadle do przekroju poprzecznego i stale w calym przekroju, oraz
odpowiadajace im odksztalcenia. Jest to réwnoznaczne z zalozeniem, ze
réznice naprezen w przekroju A — A (rys.1) warstwy moga wynikaé z
réznicy wlasnoéci materialowych w tym przekroju, a nie z réznicy od-
ksztalcen.

Proponowany sposéb modelowania zalecany jest w [1] i [2] w zasto-
sowaniu do konstrukcji, w ktérych wystepuja cienkie warstwy (nieko-
niecznie powierzchniowe).

Na rys.1 przedstawiona zostala siatka podzialu uwzgledniajaca wpro-
wadzenie elementéw jednowymiarowych (pretéw, oznaczonych jako Z —
3) w poréwnaniu z tradycyjng siatka podzialu, gdzie warstwe o grubo-
Sci h reprezentuje element oznaczony R — 8. Stosujac opisany sposéb
modelowania zastepujemy element plaski (np. 8 wezlowy), elementem
pretowym tréjwezlowym (nazywanym dalej Z — 3) wg rys.1.

W przyjetej aproksymacji wezel 1 elementu Z — 3 odpowiada wezlom
1, 7, 3 elementu R — 8, wezel 2 wezlom 5, 6 itd. Naprezenie o w
elemencie Z — 3 odpowiada naprezeniu o, elementu R — 8 w danym
ukladzie wspéirzednych. Blad popeliony w tej aproksymacji wynika z
nieuwzglednienia w zastepczym elemencie Z — 3 réznicy przemieszczen
punktéw odpowiadajacych wezlom 1, 5, 2; 7, 8 lub 3, 6, 4 elementu
dokladnego. Innymi stowy zakladamy, ze odksztalcenie €, jest stale w
przekroju A — A elementu R — 8 i réwne odksztalceniu wzdluz krzywej
przechodzacej przez brzeg 1-5-2. Blad zalezy od réznicy (lub gradientu)
przemieszczen wezléw 1, 7, 3; 5, 6 lub 4, 8, 2 (i od ich odlegloéci od
siebie). Przyjmuje sie, Ze brzeg konstrukcji pokrywa sie z linig laczaca
wezly 1, 5, 2 cho¢ w rzeczywistosci jest on wyznaczony przez wezly 3, 6,
4.

W celu zredukowania tego bledu wprowadzono w modelowaniu TWW
nastepujaca modyfikacje. Element R— 8 zastepujmy nie jednym elemen-
tem Z —3, lecz dwoma, o grubosciach h/2 i h, (gdzie h-gruboé¢ warstwy)
zwiekszajac przy tym wymiar sasiedniego elementu plaskiego E — 8 o
h/2 wg rys. 2.

Element Z — 3 o grubosci h/2 charakteryzuje sie takimi samymi
warto$ciami stalych materialowych jak sasiedni element plaski, ale z
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przeciwnym znakiem. W rezultacie element E — 8 z modelu na rys. 1
zastepowany jest elementem tego samego typu o zwiekszonym jednym
wymiarze (prostopadlym do brzegu), ale zmniejszonej sztywnosci w kie-
runku stycznym do brzegu (przez dodanie elementu o ujemnej sztywno-
sci).

Dzieki opisanej modyfikacji wartos¢ bezwzgledna popelnionego biedu
jest ok. dwukrotnie mniejsza. Cze$¢ materialu elementu plaskiego E —
8, ktora ze wzgledu na zwiekszenie wymiaru znajduje sie w obszarze
warstwy wierzchniej, jest jakby zastepowana materialem warstwy i w ten
sposob modyfikuje si¢ macierz sztywnosci tego elementu, w odréznieniu
od sytuacji przedstawionej na rys.1. Zakladamy, ze odksztalcenie &,
przyjete jako stale w przekroju elementu R — 8 jest réwne odksztalceniu
na linii 7-8 (przechodzacej przez srodki bokéw), a wiec jego warto$é jest
blizsza sredniej wartosci odksztalcenia rzeczywistego.

W przypadku, gdy w obrebie warstwy wlasnosci materialu zmieniaja
sie, fragment warstwy przedstawionej na rys. 2 modelujemy za pomoca
wielu elementéw Z-3. Sposéb modelowania takiej warstwy rézni sie od
przedstawionego na rys.2 tylko tym, Ze zamiast jednego preta o gru-
bosci h stosujemy n pretéw o grubosci h/n. Wlasnosci materialowe
pretow odpowiadaja wlasnosciom materialowym w n punktach war-
stwy wierzchniej odlegltych od siebie o h/n. Liczba n zalezy od tego,
z jaka dokladnoscig chcemy aproksymowaé stale materialowe. Ciagla
zmiennosc¢ stalych materialowych warstwy zastepujmy zmiana dyskretna,
obliczajac ich wartos¢ n w kolejnych punktach warstwy odleglych od
siebie 0 h/n. Opisany sposéb modelowania warstwy wierzchniej zasto-
sowano w przykladach. ;

3. WYZNACZANIE MACIERZY SZTYWNOSCI PRETOW

Do modelowania warstwy wierzchniej zastosowano prety tréjwezlowe,
izoparametryczne (rys.3) o kwadratowych, serendipowskich funkcjach
ksztaltu. Dzieki temu uzyskano zgodno$é przemieszczen na polaczeniu
warstwy wierzchniej i rdzenia, gdyz w elementach modelujacych rdzen
mamy takie same funkcje ksztaltu.

Wspélrzedne lokalne preta wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

X(€) = XiFi(§) + XoFy(§) + X5F5(8),
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Rys. 3. Prety o kwadratowych funkcjach ksztaltu

(3.1)
Y() = YiFi(§) + YaF(€) + YaF5(8),

gdzie Fy, Fy, F3 — funkcje ksztaltu (£ €< —1,1 >).

Zakladamy, ze w precie wystepuja tylko naprezenia normalne do
przekroju (réwnolegle do osi) i odpowiadajace im odksztalcenia. W
danym punkcie zakrzywionego preta odksztalcenie to jest réwne od-
ksztalceniu £; w obréconym ukladzie wspélrzednych, ktérego 0§ Z jest
styczna do preta w tym punkcie. Odksztalcenie €; mozemy obliczyé
dokonujac transformacji odksztalcen obliczonych w ukladzie z, y do ukla-
du Z,y. Aby dokona¢ transformacji tensora odksztalcenia musimy znaé
cosinusy kierunkowe osi uktadu Z, 7, ktére oznaczamy jako az;,a.5;. W
naszym przypadku

(3.2) azz = cos(p), azz =sin(p)
(¢ kat utworzony przez osie z i ).
Kat ¢ mozemy wyznaczy¢ z nastqpuja,cych WZOrow:

Oz dy
(3.3) cos(ip) = G x £, sin(p) = B x =,

dz\? (0y\?
e J (5) + ()
W ukladzie z,y skladowe tensora odksztalcenia wyrazaja sie wzo-

rami:
(3.4) By =

gdzie

ou ov 1/0u Ov
a—x, €y=a—y, Ezy=§(a—y+a—x).

Zakladamy, ze ze wzgledu na mala grubo$¢ preta nie wystepuja w
nim odksztalcenia postaciowe. Korzystamy nastepnie z zaleznosci
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Ou Oud Oul

oz 3_56_:::—6_6%%’
(3.5)

v _ dudE v 1

dzx agay‘ag’%?

Przemieszczenia u, v elementu wyrazaja sie takimi samymi funkcjami
ksztaltu jak wspoélrzedne, tj.

u = Fiu; + Fyuy + Fius,
(3.6)
v = Fiv + Fovy + Fyvs.

Podstawiajac wyrazenia (3.4), (3.5) do wzoru transformacyjnego otrzy-
mujemy:

1 1
(3.7 £z = %g%— cos? p + —g%gg sin? .
€

Uwzgledniajac (3.3) i (3.7) otrzymujemy
_Oudxr 1  OGvdul

(3.8) €z = a_f%ﬁ - 2 3_6&@ =
10 10
= (Fju; + Fyup + Féus)ﬁi% + (F{vy + Fyvy + Fév;;)-kib% = B,
gdzie
B:l[ ’a_x ’a_y ,0_.’1: Ia_y Fla_m I@
9 laé-’ laé-’ 2a€a 265’ 33 y 36{ y

= [ulv V1, U2, V2, Uug, ’U3].
Macierz sztywnosci K preta otrzymujemy calkujac
(3.9) K = [BTEBdl = [ BTEBRE,

gdzie E oznacza modul Younga.

4. WERYFIKACJA MODELU

Weryfikacji przythego sposobu modelowania TWW dokonano dla
przypadku odksztalcen sprezystych i sprezysto-plastycznych na przykladzie
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belki tréjpunktowo zginanej. Na powierzchni belki zostala ukonstytuo-
wana technologiczna warstwa wierzchnia. Sposéb obciazenia i wymiary
belki zostaly pokazane na rys.4. :

L
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Rys. 4. Belka z TWW
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Rys. 5. Model belki z TWW

Grubo$é warstwy wynosi 0,2 mm. W warstwie zostala zwiekszona
warto$¢ modulu Younga (E, = 300000MPa), w stosunku do warto-
§ci wystepujacej w rdzeniu (E, = 200000MPa). Przyjeto, Ze zmiana
ta nastepuje w sposéb skokowy. Zgodnie z opisem zamieszczonym w
p- 3. do zbudowania modelu takiej belki zastosowano obok elemen-
tow plaskich dwa rodzaje elementéw pretowych - jeden o grubosci h =
0,2mm (grubo$¢ warstwy) i E = 300000MPa, a drugi o grubosci h/2
i E = —200000MPa. Jednoczeénie zwiekszono o h/2 wymiar elemen-
téw plaskich modelujacych rdzen (rys. 5). Obliczone wartosci naprezen
poréwnano na wykresie (rys.6) z warto§ciami wyznaczonymi w/g teorii
belek. ‘
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Rys. 6. Wartoéci naprezei o, w przekroju centralnym (& — a),0 — w/g teorii belek, X — w/g
przedstawionego modelu MES
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Rys. 7. Wykres zmian modulu Younga

Widzimy, ze popelniony blad jest nieznaczny. Z dokladnego poréw-
nania wynika, ze nie jest on wiekszy niz +2%, jest wiec zgodny z teore-
tycznym przewidywaniem.

Dokonano tez weryfikacji programu w zakresie dzialania sprezysto-
plastycznym. Analizowano belke jak na rys. 4 z warstwa o grubosci
h = 0,2mm, ktéra nie jest jednorodna. Przyjeto, ze w obszarze warstwy
wlasnosci materialu zmieniaja sie - modut Younga, granica plastycznosci,
modul umocnienia przyjmuja cztery réine wartosci w/g rys.7i 8. (Na
rysunkach przedstawiono wykresy wlasnosci materialu w strefie odleglej
0 3-5 mm od osi poziomej belki).
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Rys. 8. Wykres zmian granicy plastycznosci
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Rys. 9. Tradycyjny model siatki podziatu dla belki z TWW (fragment)

Zalozono, ze modul umocnienia w kazdym punkcie jest dziesiecio-
krotnie mniejszy niz modul Younga. Zmiana tych wartosci nastepuje
w sposob skokowy. Nie sa one zwiazane z zadna konkretna obrdébka
technologiczna lecz zostaly dobrane tak, by uniknaé przypadkowej zbieznosci
wynikéw. Obliczenia wykonano za pomoca metody elementéw skoriczo-
nych, stosujac dwa rézne sposoby modelowania:

Pierwszy polegal na zastosowaniu tradycyjnej siatki podzialu, tzn.
warstwa i rdzen zostaly podzielone na elementy plaskie o$mioweziowe
w/g rys.9.

W drugim skorzystano z zaproponowanego modelowania warstwy za
pomocy pretéw. W modelu zastosowano w przekroju warstwy jeden
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Rys. 11. Poréwnanie wartosci naprezeni o, o - model tradycyjny, X - model proponowany

pret o grubosci h/2, ktéremu przypisano wlasnoéci rdzenia oraz 4 prety
o grubosci h/4, ktérych state materialowe okre$lono zgodnie z wykresami
na rys. 7, 8. Model ten przedstawiono na rys. 10.

Wykresy naprezen o, dla obydwu przypadkéw pokazano na rys. 11.

Z wykreséw wynika, ze zaproponowany model TWW jest wystar-
czajaco dokladny dla celéw inzynierskich. Stosujac model z rys. 9 nie
popelniamy niescistosci polegajacej na pomijaniu wplywu gradientu od-
ksztalcefn w przekroju poprzecznym warstwy na wartosci naprezen. Jed-
nak ze wzgledu na mala grubos$¢ warstwy réznica wynikéw w obydwu
przypadkach jest niewielka. Natomiast naklad pracy konieczny do roz-
wiazania tego zadania jest znacznie wiekszy jesli stosujemy tradycyjna
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siatke podzialu, co wynika z nastepujacych danych. W przypadku siatki
podzialu z rys. 10 (proponowanej w pracy) mamy 30 elementéw pros-
tokatnych i 75 elementéw pretowych, a calkowita liczba niewiadomych
wynosi 250. Czas rozwiazania wynosi ok 13 min. W przypadku trady-
cyjnej siatki podzialu, ktérej schemat przedstawiono na rys. 9 mamy
116 elementéw, a calkowita liczba niewiadomych jest r6wna 830. Czas
rozwiazania wynosi ok. 45 min. Powyzsze dane dotycza obliczenr wyko-
nanych na komputerze IBM AT TURBO.

W przypadku konstrukcji o nieregularnych ksztaltach i poddanych
bardziej zlozonemu obciazeniu niz rozpatrywana belka, stosunek czaséw
rozwiazania dla dwéch opisanych wyzej sposobéw modelowania TWW
wypadlby jeszcze bardziej na korzy$é przyjetego modelu. Wynika to z
faktu, ze w modelu belki nazwanym tu tradycyjnym (tj. zawierajacym
wylacznie elementy plaskie) dokonano zageszczenia siatki podziatu tylko
wzdluz pionowej osi przekroju belki. Proporcje elementéw plaskich
modelujacych TWW sg wiec niewlasciwe (jeden wymiar znacznie mniej-
szy od pozostalych). W tym przypadku nie powoduje to utraty dok-
ladnosci, gdyz stan naprezenia belki jest do$¢ specyficzny; w TWW
wystepuje w zasadzie tylko jedna skladowa tensora naprezenia. Gdyby
podzial na elementy zostal zageszczony réwniez wzdtuz osi X belki (co
wymagane jest w przypadku zlozonego stanu naprezenia, np. w karbie)
woéwczas liczba stopni swobody wzroslaby jeszcze bardziej w stosunku
do zaproponowanego modelu.
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PesomMme

OINPE/EJIEHUE HAITPSI)KEHUMA B KOHCTPYKUMSAX C TEXHOJMOrMYECKMM
BEPXHHMM CJIOEM METOJIOM KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB

B paGoTe nmpemioxen cnocob HCHONb30BaHEA METONA KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB I Ooupe-
[e/leHHS HaOpsAXKeHHN B 3JleMEHTaX MAIIWH, Ha KOTOphle HallpeUIoXKeHHOro cnocoba Mo-
[eTHPOBAaHHA CJIOSA B YIPYrod H yOpyroro-mjiacTH4ecKol obracTax.

SUMMARY

DETERMINATION OF STRESSES IN STRUCTURES WITH A TECHNOLOGICAL
SURFACE LAYER BY MEANS OF THE FINITE ELEMENT METHOD

The finite element method is applied to the determination of stresses in machine elements
covered by a thin technological surface layer. The method is verified both in the elastic and
elastic-plastic regimes.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI, WARSZAWA
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