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UGIECIA PLYT NA SPREZYSTYM PODLOZU
O ZMIENNYM WSPOLCZYNNIKU PODATNOSCI

KAROL H. BOJD A (GLIWICE)

Oznaczenia

{f(x,»)} funkcja liczbowa, y = 0,
f(x) funkcja operatorowa parametryczna, x € R,
s operator rézniczkowy,
R’r  operator przesunigcia, y, = 0,
w ugiecie plyty,
D sztywnos$¢ plyty,
f™ (x) n-ta pochodna ciagla funkcji operatorowej,

1 1
Pn= { (ychamy sh amy)}, y=0,
20 Oy

L{.3
ym={— (—sha,,,y ychot,,,y)} y >0’

2

1 1
B.= 2 377 ey ——sh ey y=0,
==

K(x,y) wsp()lczynmk podatnosci podloza

WSTEP

W pracy zastosowano operatory MIKUSINSKIEGO [1], zwane takze ilorazami
splotowymi [2], do obliczania ugie¢ plyt na sprezystym podiozu. Rozpatrzono
plyty prostokatne o dwoch przeciwleglych krawedziach swobodnie podpartych
i dowolnych warunkach brzegowych na pozostatych, spoczywajace na jednopara-
metrowym podiozu typu Winklera o zmiennym wspotczynniku podatnosci. Problem
doprowadzono w sposob niezwykle prosty do postaci nieskoriczonego uktadu réwnan
catkowych. Otrzymany uklad ma pewne znaczenie praktyczne, gdyz w wielu szcze-
gblnych przypadkach moze by¢ stosowany z korzyscia.

1. PLYTY PROSTOKATNE PODPARTE TYLKO WZDLUZ BRZEGOW

Operatorowe rozwiazanie plyty prostokatnej przedstawimy dla plyty o krawe-
dziach x=0, x=a swobodnie podpartych, krawedzi y=0 sztywno utwierdzonej i do-
wolnych warunkach brzegowych na krawedzi y=»5 (rys. 1).
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Roéwnanie powierzchni ugigcia plyty
(1.1) Weat2W,2 0+ Wy4=%
z warunkami brzegowymi
w (0, y)=0, w(a, y)=0, w(x,0=0,

wx2(0,»)=0, we(a,y)=0, wy (x,0)=0

Rys. 1. Ugiecia plyt na sprezystym podlozu o zmien-
nym wspolczynniku podatnosci

sprowadza si¢ do réwnania operatorowego
(1.2) w4252 w' 5% w=sw,. (x, 0)-+wys (x, 0)+-Z—

Z operatorowymi warunkami
w(0)=0, w'’(0)=0, w(@=0, w'(a)=0.
‘Obcigzenie rozwija si¢ w pojedynczy szereg sinusowy

{ax, }={ Y am() sina x},

m=>1
gdzie o,=mnla. Stad funkcja operatorowa obciazenia ma ksztalt

g(x)= 2 G S0 o X

m=1

Przyjmujac
Wy2(x, 0)= Z Ay, sin o, X,

m=1

Wys(x, 0)= 2 B SN 0 X,

m=>1
w= Z Wy, SID o, X,
m=>1
Z(1.2) otrzymujemy
1
- e S+Bm+3 Im

o s 5
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a stad
A, s+B, + D In
1.3 w= sin o, X .
(13 L

m=1

W zwyklej, nie operatorowej postaci funkcja (1.3) wyraza si¢ wzorem

1
1.4 0= ) (A ik B ) s 3,

m=>1

gdzie g,*p, oznacza splot ¢, i S

State A,, i B,, wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych na krawedzi y=»b, ktdre
nie zostaly jeszcze uwzglednione.

Analogicznie otrzymuje si¢ rozwigzanie dla ptyty o krawedzi y=0 swobodnie
podpartej. Réwnanie (1.2) przyjmuje postaé

w4252 w'' 5% w=52 w, (x, 0)+ 2wy (x, 0)+wy (x, 0)+% 2
a rozwiazanie (1.3)

A (S -—20(2)+B +D Im

(1.5) w=,.,>21 e SN, X
stad

1
(1.6) w—mZZI (A,,. Ym~+Bm ,B,,.-I——D— q,,,*ﬁ,,,) sin o, X .

Gdy krawedz y=0 jest swobodna, to rozwiazanie ma ksztalt

Ay [s3+502(v—2)]+B, (s> —« v)+D G
.7 w= Z a2y Sin o, X

m=1
lub

a9 w=) (A,. B+ B 42— D1 +-Bu(Ba— Bn 2 )+ qm»-ﬂm) Sin dp .

m=1

Znalezione rozwiazania s3 jedyne, albowiem rdéwnanie charakterystyczne
ut42s2 > +54=0

ma pierwiastki podwdjne —is, +is, ktére nie sa logarytmami. Po wyznaczeniu
statych 4, 1 B,, z warunkow brzegowych na krawedzi y=»>b rozwiazania (1.4), (1.6)
i (1.8) spelniaja wszystkie warunki brzegowe, gdyz

(qm*ﬁm) qm*ﬂ(") n<3.



470 KAROL H. BOJDA -

Nalezy podkre$lié, ze niezaleznie od charakteru obciazenia do wyznaczenia
pozostaja zawsze tylko dwie stale. Metoda operatorowa laczy zatem zalety metody
podwdjnych szeregéw trygonometrycznych, ktérymi latwo wyraza si¢ dowolne
obciaZenia, i metody Levy’ego, ktéra mozna rozwiaza¢ prosto ogélniejsze zagadnie-
nia brzegowe, stanowi wiec istotne uzupelnienie tych metod klasycznych.

2. PASMA I POLPASMA PLYTOWE PODPARTE TYLKO WZDLUZ BRZEGOW

Pasma plytowe o dowolnych warunkach brzegowych na krawedziach y=0
i y=b rozwiazuje si¢ tak, jak plyty prostokatne, wyrazajac obciaZenia i ugiecia
pojedynczymi catkami Fouriera. Na przyklad dla pasma plytowego o krawedzi
y=0 sztywno utwierdzonej i dowolnych warunkach brzegowych na krawedzi y=b,
symetrycznie obciazonego otrzymujemy

~ 1
@.1) w=f(Aaﬁ;—i—Baﬁu+an*ﬂa cos a xd.
0

Ugigcia potpasm plytowych o krawedzi x=0 swobodnie podpartej wyraza sie
catkami sinusowymi.

3. PLYTY NA SPREZYSTYM PODLOZU

Rozwazania przeprowadzimy dla plyt o krawedziach x=0 i x=a swobodnie
podpartych, krawedzi y=0 sztywno utwierdzonej i o dowolnych warunkach brzego-
wych na krawedzi y=b. Otrzymane wyniki moga by¢é natychmiast uogdlnione na
plyte o innych warunkach brzegowych na krawedzi y=0. Nalezy w tym celu zamiast
rozwigzania (1.3) wykorzysta¢ rozwigzanie (1.5) lub (1.7).

Na plyte oprécz obcigzenia dziata jeszcze dodatkowo reakcja podloza

g x)= 2 g, Sin o, x.
m=1
Ugiecie takiej plyty mozna wyrazi¢ wzorem

1 1
s s
Am S+BM+D qm .D qm

3.1 w= 2 sin o, 2

Nie znane na razie wielko$ci ¢, wyznaczymy z warunku
(3.2) {g* (x, )} ={K(x,y) w(x, )}

Rozwijajac funkcje K (x,y) w szereg kosinusowy

1
K= Z K, (1 s 5,,0) cosj?F,x

n=0
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(gdzie J,, jest symbolem Kroneckera) i uwzgledniajac (3.2), dochodzimy do nie-
skoficzonego ukladu réwnan catkowych na g :

(33) [Kin-n()— K.m(y)] 4 (u) P (v —1) du+g,,(v)=
2D

n=>1

- 2 (Kes )= Ken O [, B O)B, B4 Qa0

n>1

gdzie
i
0. (y ) = qn » .Bn

Gdy K (x, y) jest funkcja tylko zmiennej y, uktad (3.3) redukuje sie do jednego
roéwnania catkowego

1 T

Gdy K (x, y) jest funkcja tylko zmiennej x, uklad (3.3) sprowadza si¢ do nie-
skonczonego uktadu réwnan operatorowych

1§
m "~ m+n) (A S+B +D qﬂ)

1 (Km—n_Km+n)qn
(.5) EZ (s2—a2)? a, _Z (s2—o2)?
n=>1 n n

n=1

Gdy K=const, uklad (3.3) sprowadza si¢ do jednego réwnania operatorowego

1 R Ay 5By, -I-D m

i DRy T Ty

Dla K#0 mozna wprowadzi¢ oznaczenie K=1/K, a réwnanie (3.6) zapisaé
W prostszej postaci

m+ (s2—a2)? Kq, =Ay s+ B, +

3.7 D In

D Im -

Otrzymany nieskonczony uklad réwnan catkowych typu Volterry jest zlozony,
a jego przyblizone rozwigzanie w przypadku ogélnym trudne. Niemniej ukfad (3.3)
ma pewne znaczenie praktyczne, bowiem w wielu szczegélnych przypadkach
uklad ten rozwiazuje si¢ prosto. Ma to miejsce miedzy innymi wtedy, gdy funkcja
K (x,y) ma ksztalt

0, jesli  y#y,,
3.8 =
o o {K,(x), jesti - y=y.
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Odpowiada to plycie podpartej sprezyscie wzdhuz prostych y=y, (r=1, 2, ..., k).
Z (3.8) oraz (3.2) wynika, ze g* (x) wyraza si¢ w tym przypadku wzorem

k
(39) ¢*()= D 4 @) b

Rozwijajac (3.9) w szereg sinusowy oraz uwzgledniajac, ze wspolczynniki rozwi-
nigcia g, sa operatorami liczbowymi, na podstawie (3.3) dochodzimy do ukladu
réwnan

610) 55 N Kns0) = Knsr ) [Z @ 5,0) 7] +i‘ G 7=

n=1

1 ’
=5 2 Knes) = Knsa O] (40 B, 0)+B, B ()40 0]

n=1

Wypisujac rownania (3.10) dla y=y, (t=1, 2, ..., k) otrzymujemy uklad algebraicz-
nych réwnan liniowych

1 £ * *
(3.11) 'Z_D" Z (K a= Kol [2 G, Pa (v hy'] el
r=1

n=1

1
=5 2 inam Koma o B (708 B 0 + 0,001,

n=1

Uklad (3.11) mozna z korzy$cia stosowaé¢ do praktycznych obliczen. Uklad ten
mozna w wielu przypadkach zredukowa¢ do skonczonego ukladu liniowych réwnan
algebraicznych. Na przyklad przyjmujac

K, (x)=K,=const,
otrzymujemy

1 t—1
G12) kK Z Grm B (V) W+ @ =K, [Ap By (7)) B B () +Cm (3]

Dzielac odpowiednio réwnania (3.12) przez K, i przechodzac do granicy, gdy
K,—oco0, otrzymujemy réwnania dla plyt ciaglych o niepodatnych podporach:

1 t—1 g . i
G13) Y G a0 7= A B9+ B B (30 +On (30

Dla przykiadu ulézmy réwnania (3.12) dla plyty tréjprzestowej sprezy$cie pod-
partej wzdtuz prostych y=y, i y=y, o krawedziach y=0 i y=»5 sztywno utwierdzo-
nych:

q;m s Kl [Am ﬂr’n (y1)+Bm ﬁm (yl)+Qm @1)] >

1
—5 KZ q:m ﬂm(yz_y1)+q;m=K2 [Am ﬂm (y2)+Bm ﬁm (y2)+Qm (}’2)] .
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Do tych réwnan nalezy dolaczyé dwa inne, ktére mozna ulozyé wykorzystujac
warunki brzegowe na krawedzi y=b:

1
Am ﬂ:u (b)+Bm ﬂm(b)+Qm(b) = _B [qrm ﬁm (b_y1)+q:m ﬂm (b_yz)] =0 ’

1
A B () 4B B ()0, (B) =35 [9im B B=1)+ Lo (b —y2)1=0.

~ Z otrzymanego ukladu czterech liniowych réwnan algebraicznych wyznaczymy
G m> Doms Am 1 Bn. Rozwiazanie tych réwnan jest juz elementarne.
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Pe3ome

TTPOI'MBEI TINTACTUHOK HA VIIPYTOM OCHOBAHMWU
C INIEPEMEHHBIM KO2®®UITMEHTOM ITIOJATJIMBOCTU

PaccMaTpuBarOTCSl MPSMOYTOJIBHEIE TUIACTHHKH C ABYMsI NPOTHUBOIOJIOXHO CBOOOXHO omep-
TBIMHA KpasiMA W IIPOM3BOJIbHBIME KPACBbIMH YCIIOBUSIMM Ha OCTAJILHBIX, IIOKOFONIMECS] HA OCHOBA-
HWH Thna BUHKIEpa ¢ mepeMeHHBIM KO3(G(GHIMEHTOM NOAATIMBOCTH. 3aaaya JOBOAUTCS K GecKo-
HEYHOIi CHCTeMe HHTerPajIbHBIX YPaBHEHHIA, OKA3bIBasi 0COOBIE CITyYau, sl KOTOPBIX 3Ta CHCTEMA
CBOAMICS K OECKOHEYHOM CHCTEME ONEPATOPHBIX YpaBHEHHI WM K KOHEYHBIM cucTeMam. Ilomy-
9eHHOE PEIIEHUEe OTIMYACTCS O0ONbLION OBIIHOCTHIO, KOTOPYIO MONYYEHO Grarofapst NpUMEHEHHIO
onepatopoB Mukycuuckoro. s Toro, 4Tobbl HOAYEPKHYTH 3TOT (DaKT, CIUTOLIHBIE MIIACTHHKH
PacCMaTPHBAIOTCA, B KaYeCTBE OCOOBIX CiIy4aeB, IUIACTUHOK HA YIOPYrOM OCHOBAHWH, IOJyYas
OY€Hb TPOCTOE PEIICHHE B BHAE KOHEYHBIX areOpamyecKux ypaBHEHMIA.

SUMMARY

THE BENDINGS OF PLATES ON AN ELASTIC BASE
WITH VARIABLE SUSCEPTIBILITY COEFFICIENT

Consideration is given to rectangular plates of two opposite borders, freely supported, and with
the others having arbitrary boundary conditions resting on a single parameter Winkler type base
with variable susceptibility coefficient. The problem was investigated to an infinite set of integral
equations indicating certain particular cases for which this set leads to an infinite set or to finite
sets of operating equations. The solution obtained is characterized by a considerable degree of
generality. This was achieved by the application of Mikusinski’s operators. To emphasize this fact,
the continuous plates are considered as special cases of plates on an elastic base, yielding very simple
solutions in the form of finite sets (systems) of algebraic equations.

POLITECHNIKA SLASKA W GLIWICACH

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 grudnia 1970 r.





