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Oznaczenia 

UGIĘCIA PŁYT NA SPRĘŻYSTYM PODŁOŻU 
O ZMIENNYM WSPÓŁCZYNNIKU PODATNOŚCI 

KAROL H. B O J D A (GLIWICE) 

{I(x, y)} funkcja liczbowa, y ;;:, 0, 
[(x) funkcja operatorowa parametryczna, x E R, 

s operator różniczkowy, 
II" operator przesunięcia, y, ;;:, 0, 
w ugięcie płyty, 

D sztywność płyty, 

[<nl (x) n-ta pochodna ciągła funkcji operalorowej, 

Pm = C: 2 (y ch Otm Y Ot

1

m sh Otm Y)} , Y ;;:, 0, 

Ym=g '(:m ShOtmY-YChOtmY)}, y;;:,O, 

Pa ={2:2 (y ch Ot Y- : sh Ot Y )}, y ;;:, 0, 

<nl dn 

Pm = dyn Pm, 

K (x, y) współczynnik podatności podłoża. 

WSTĘP 

W pracy zastosowano operatory MIKUSIŃSKIEGO [1], zwane także ilorazami 
splotowymi [2], do obliczania ugięć płyt na sprężystym podłożu. Rozpatrzono 
płyty prostokątne o dwóch przeciwległych krawędziach swobodnie podpartych 
i dowolnych warunkach brzegowych na pozostałych, spoczywające na jednopara­
metrowym podłożu typu Winkiera o zmiennym współczynniku podatności. Problem 
doprowadzono w sposób niezwykle prosty do postaci nieskończonego układu równań 
całkowych. Otrzymany układ ma pewne ~naczenie praktyczne, gdyż w wielu szcze­
gólnych przypadkach może być stosowany z korzyścią. 

1. PLYTY PROSTOKĄTNE PODPARTE TYLKO WZDLUŻ BRZEGÓW 

Operatorowe rozwiązanie płyty prostokątnej przedstawimy dla płyty o krawę­
dziach x=O, x=a swobodnie podpartych, krawędzi y=O sztywno utwierdzonej i do­
wolnych warunkach brzegowych na krawędzi y=b (rys. 1). 
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Równanie powierzchni ugięcia płyty 

{1.1) 
q 

wx4+2wX2y2+WY'=n 

z warunkami brzegowymi 

w (O, y)=O, w (a, y)=O, w (x, 0)=0, 

WX2(0, y)=O, WX2(a, y)=O, Wy (x, 0)=0 

•.. y t 
~. . I 

~I ,r--------.I \: 
h='177/='177/=~~ ---~ 

a .. f 

Rys. 1. Ugięcia płyt na spręiystym podłożu o zmien­
nym współczynniku podatności 

-sprowadza się do równania operatorowego 

{1.2) 

:z operatorowymi warunkami 

w(O)=O, w"(O)=O, w(a)=O, w"(a)=O. 

'Obciąźenie rozwija się w pojedynczy szereg sinusowy 

{q(x,y)}={~ qm(y)sin()(mx}, 
m~ l 

:gdzie ()(m=mn/a. Stąd funkcja operatorowa obciąźenia ma kształt 

q (x) = ~ qm sin ()(m X. 

Przyjmując 

:ż (1.2) otrzymujemy 

m~ l 

Wy 2(X, O) = ~ Am sin ()(m x, 
m~ l 

Wy, (x, O) = ~ Bm sin ()(m x, 
m~ l 

w = ~ Wm sin ()(m x, 
m> l 

wm = --(S-2-_-()(-!-)-2--
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a stąd 

(1.3) 

W zwykłej, nie operatorowej postaci funkcja (1.3) wyraża się wzorem 

w=.}; (AmP~+BmPm+ ~ qm*Pm) sinC(mx, 
m~ l 

(1.4) 

gdzie qm*Pm OZnacza splot qm i Pm' 
Stałe Am i Bm wyznacza się z warunków brzegowych na krawędzi y=b, które 

nie zostały jeszcze uwzględnione. 

Analogicznie otrzymuje się rozwiązanie dla płyty o krawędzi y=O swobodnie 
podpartej. Równanie (1.2) przyjmuje postać 

w(4) + 2s2 W" + S4 W=S2 Wy (x, O) + 2wy Xl (x, O)+wy3 (x, 0)+ ~, 

a rozwiązanie (1.3) 

(1.5) sin C(m x; 

stąd 

(1.6) 

Gdy krawędź y=O jest swobodna, to rozwiązanie ma kształt 

(1.7) 

lub 

1 
Am [S3 + SC(;' (v-2)] + Bm (S2 -C(~, v) + D qm 

w = }; -------:-(S--=2-_-C(-:-;,=-)·-::-2------ sm C(m X 

m~ l 

(1.8) w=}; (Am [P~' +P~ C(~(v-2)]+Bm(P~ - Pm C(;' v)+ ~ qm*Pm) sin C(m X. 

m~ l 

Znalezione rozwiązania są jedyne, albowiem równanie charakterystyczne 

u4+ 2s2 U2+ S4=0 

ma pierwiastki podwójne - is, +is, które nie są logarytmami. Po wyznaczeniu 
stałych Am i Bm z warunków brzegowych na krawędzi y=b rozwiązania (1.4), (1.6) 
i (1.8) spełniają wszystkie warunki brzegowe, gdyż 
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Nalezy podkreślić, ze niezaleznie od charakteru obciązenia do wyznaczenia 
pozostają zawsze tylko dwie stałe. Metoda operatorowa łączy zatem zalety metody 
podwójnych szeregów trygonometrycznych, którymi łatwo wyraza się dowolne 
obciązenia, i metody Levy'ego, którą mozna rozwiązać prosto ogólniejsze zagadnie­
nia brzegowe, stanowi więc istotne uzupełnienie tych metod klasycznych. 

2. PASMA I PÓŁPASMA PŁYTOWE PODPARTE TYLKO WZDŁUŻ BRZEGÓW 

Pasma płytowe o dowolnych warunkach brzegowych na krawędziach y = O 
i y=b rozwiązuje się tak, jak płyty prostokątne, wyrai:ając obciązenia i ugięcia 
pojedynczymi całkami . Fogriera. Na przykład dla pasma płytowego o krawędzi 
y=O sztywno utwierdzonej i dowolnych warunkach brzegowych na krawędzi y=b, 
symetrycznie obciązonego otrzymujemy 

(2.1) 
CXl l 

w= f (A"P~+B"P,,+ D q,,*p,,) cos Cl.xd(l.. 
o 

Ugięcia półpasm płytowych o krawędzi x=O swobodnie podpartej wyraza się 

całkami sinusowymi. 

3. PŁYTY NA SPRĘŻYSTYM PODŁOŻU 

Rozwazania przeprowadzimy dla płyt o krawędziach x = O i x = a swobodnie 
podpartych, krawędzi y = O sztywno utwierdzonej i o dowolnych warunkach brzego­
wych na krawędzi y=b. Otrzymane wyniki mogą być natychmiast uogólnione na 
płytę o innych warunkach brzegowych na krawędzi y = o. Nalezy w tym celu zamiast 
rozwiązania (1.3) wykorzystać rozwiązanie (1.5) lub (1.7). 

Na płytę oprócz obciązenia działa jeszcze dodatkowo reakcja podłoza 

* () \, * . q x = L.J qm SlD (l.m X • 

rn~ l 

Ugięcie takiej płyty mozna wyrazić wzorem 

(3.1) 

Nie znane na razie wielkości q; wyznaczymy z Warunku 

(3.2) {q*(x,y)}={K(x,y) w(x,y)}. 

Rozwijając funkcję K (x, y) w szereg kosinusowy 

K(X,y)=}; Kn(l- ~ Jno)CO~~nX 
n~ O '~,.j 
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(gdzie C>nO jest symbolem Kroneckera) i uwzględniając (3.2), dochodzimy do nie­
skończonego układu równań całkowych na q: : 

(3.3) 2~ .2 [Km_n(y)-Km+n(Y)] f q: (u) Pn(Y-U) du+q:(y) = 
n;;> 1 o 

gdzie 

Gdy K (x, y) jest funkcją tylko zmiennej y, układ (3.3) redukuje się do jednego 
równania całkowego 

Gdy K (x, y) jest funkcją tylko zmiennej x, układ (3.3) sprowadza się do nie­
skończonego układu równań operatorowych 

Gdy K=const, układ (3.3) sprowadza się do jednego równania operatorowego 

l 

(3.6) 
l * Ams+ Bm + D qm 

qm * 
D K(S2_ 1X;')2 + qm= K (S2_1X;.)2 

Dla K=j:O moźna wprowadzić oznaczenie K= l IK, a równanie (3.6) zapisać 
w prostszej postaci 

(3.7) 

Otrzymany nieskończony układ równań całkowych typu Volterry jest złoźony, 
a jego przybliźone rozwiązanie w przypadku ogólnym trudne. Niemniej układ (3.3) 
ma pewne znaczenie praktyczne, bowiem w wielu szczególnych przypadkach 
układ ten rozwiązuje się prosto. Ma to miejsce między innymi wtedy, gdy funkcja 
K(x,y) ma kształt 

(3.8) 
jeśli 

jeśli 

y=j:Yr, 
y=Yr· 
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Odpowiada to płycie podpartej sprężyście wzdłuż prostych Y= Yr (r= 1,2, ... , k). 
Z (3.8) oraz (3.2) wynika, że q* (x) wyraża się w tym przypadku wzorem 

k 

(3.9) q* (x) = 2: q; (x) hYr . 
r= 1 

Rozwijając (3.9) w szereg sinusowy oraz uwzględniając, że współczynniki rozwi­
nięcia q;m są operatorami liczbowymi, na podstawie (3.3) dochodzimy do układu 
równań 

1 k k 

(3.10) 2D}; [Km-n(y)-Km+n(Y)] [}; q;n Pn(Y) hYr] + }; q;m hYr = 
n~ l r=1 r=1 

= ~ }; [Km-n(y)-Km+n(Y)] [An P~(y)+Bn Pn (y)+Qn (y)] . 
n~ l 

Wypisując równania (3.10) dla Y= y, (t= 1,2, ... , k) otrzymujemy układ algebraicz­
nych równań liniowych 

'-l 

(3.11) 2~ l; [K'm-n-K'm+n] [}; q;n Pn (y,) hYr] +q7m = 
r=l 

Układ (3.11) można z korzyścią stosować do praktycznych obliczeń. Układ ten 
można w wielu przypadkach zredukować do skończonego układu liniowych równań 
algebraicznych. Na przykład przyjmując 

Kr(x)=Kr=const, 

otrzymujemy 

'-l 

(3.12) ~ K, }; q;m Pm(Y,) hYr +q7m=K, [Am P~(y,)+Bm Pm (y,) + Qm (y,)] . 
r= 1 

Dzieląc odpowiednio równania (3.12) przez K, i przechodząc do granicy, gdy 
Kt-HXJ, otrzymujemy równania. dla płyt ciągłych o niepodatnych podporach: 

l t-l . 

(3.13) D }; q;m Pm(Yt) hYr=Am P~(Yt)+Bm Pm(Yt)+ Qm(Yt). 
r= 1 

Dla przykładu ułóżmy równania (3.12) dla płyty trójprzęsłowej sprężyście pod­
partej wzdłuż prostych y = y 1 i y = Y2 o krawędziach y = O i y = b sztywno utwierdzo­
nych: 
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Do tych równań nalezy dołączyć dwa inne, które mozna ułozyć wykorzystując 
warunki brzegowe na krawędzi y=b: 

, l * * Am fJm(b)+Bm fJm (b)+Qm (b) -j) [qlm fJm(b- Yl)+q2m fJm(b- Y2)] =0, 

l 
Am fJ~ (b)+Bm fJ~ (b)+Q~ (b) - D [q;m fJ~ (b- Yl)+q;m fJ~ (b-Y2)] =0. 

Z otrzymanego układu czterech liniowych równań algebraicznych wyznaczymy 
q;m' q;m' Am i Bm' Rozwiązanie tych równań jest juz elementarne. 
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Pe310 Me 

IIPonfEhI IIJIACTllHOK HA YIIPyrOM OCHOBAHllll 
C IIEPEMEHHhIM K03<l><l>llU:llEHTOM IIO)J:ATJIllBOCTll 

PaCCMaTpHBalOTClł IIpJlMoyrOJIbHble IIJlaCTHHKH c ):\BYMJł IIpOTHBOIIOJlOlKHO cB060):\HO onep­
TbIMH KpaJłMR H IIpOH3BOJIbHbIMH KpaeBbIMJi yCJlOBHJlMH Ha OCTaJIbHbIX, IIOKOIOm;Heclł Ha OCHOBa­
Blm THIla BHHJmepa c IIepeMeHHbIM K03<P<PHilHeHTOM IIo):\aTJlHBOCTH. 3a):\aqa ):\OBO):\BTClł K 6ecKo­
:aeqHo.l!: CHCTeMe HHTerpaJIbHbIX ypaBHeHH.l!:, IIOKa3bIBalł oc06ble CJly'IaH, ):\JlJI KOTOpbIX 3Ta CHCTeMa 
cBo):\Hrclł K 6eCKOHe'fHo.l!: CHCTeMe oIIepaTopHbIX ypaB:ae:aH.l!: HmI K KOHe'fHbIM CHCTeMaM. IIoJlY­
qe:a:aoe pemeHHe OTJIHqaeTClł 60JIbmOH 06m;HOCTblO, KOTOpYJO IIorryqeHo 6J1aro):\aplł IIpBMeHeHHIO 
oIIepaTopoB MHKYCHHcKoro. )J:Jllł TOro, qT06hI IIo,qqepKHyTh 3TOT <paKT, CIIJlOmłlhle IIJlaCTHHKH 
paCCMaTpHBaIOTClł, B KaqeCTBe OC06bIX CJly'IaeB, IIJlaCTHHOK Ha yIIpyroM OCHOBaHHH, IIoJlyqaJl 
OqeHb IIpOCToe pemeHHe B BHne KOlieqHbIX ame6paB'IeCKHX ypaBHeHHH. 

SUMMARY 

THE BENDINGS OF PLATES ON AN ELASTIC BASE 
WITH VARIABLE SUSCEPTIBILITY COEFFICIENT 

Consideration is given to rectangular plates of two opposite borders, freely supported, and with 
the others having arbitrary boundary conditions resting on a single parameter Winkler type base 
with variable susceptibility coefficient. The problem was investigated to an infinite set of integraI 
equations indicating certain particular cases for which this set leads to an infinite set or to finite 
sets of operating equations. The solution obtained is characterized by a considerable degree of 
generality. This was achieved by the application of Mikusiński's operators. To emphasize this fact, 
the continuous plates are considered as special cases of plates on an elastic base, yielding very simple 
solutions in the form of finite sets (systems) of algebraic equations. 

POLITECHNIKA SLĄSKA W GLIWICACH 

Praca została złożona w Redakcji dnia 17 grudnia 1970 r. 




